
MA38B – Análisis I

Tarea 2

Prof: J. Dávila

Auxiliares: M. Bravo, M. Duarte

Pregunta 1. En un espacio topológico un conjunto A se dice Gδ si es la intersección numerable
de conjuntos abiertos. B se dice Fσ si es la unión numerable de conjuntos cerrados.

1. Pruebe que I (el conjunto de los número irracionales) es Gδ en R.

2. Utilice el teorema de Baire para probar que Q no es Gδ.

Ind.: si lo fuera Q = ∩n∈NWn con Wn abierto. Todo Wn es además denso. Considere ahora
la colección de abiertos densos {Wn|n ∈ N} ∪ {R \ {q}|q ∈ Q}.

3. Sea X un espacio topológico, (Y, d) un espacio métrico y f : X → Y . Pruebe que el
conjunto de puntos donde f es continua es Gδ.

4. Concluya que no existe una función f : R → R que sea continua exactamente en los
puntos de Q.

Por el contrario, construya una función f : R → R que es continua solamente en los
irracionales.

5. Considere C([0, 1], R) con la métrica de la convergencia uniforme y para m ≥ 1 entero
definamos

Fm =
{

f ∈ C([0, 1], R) | ∃t ∈ [0, 1− 1
m

] tal que
∣∣∣∣f(t + h)− f(t)

h

∣∣∣∣ ≤ m∀h ∈ (0,
1
m

)
}

.

Muestre que Fm es cerrado de interior vaćıo. Deduzca que el conjunto de las funciones en
C([0, 1], R) que no son diferenciables en ningún punto de (0, 1) es denso en C([0, 1], R).

6. Sea (X, d) un espacio métrico completo e Y ⊂ X un conjunto Gδ. Muestre que Y (con
la métrica restringida) es un espacio de Baire, es decir toda unión numerable de abiertos
densos de Y es densa en Y . Para esto escriba Y = ∩n∈NWn con Wn abierto. Supong-
amos que Un son abiertos de densos de Y . Dada B0 una bola abierta de Y construya
inductivamente bolas abiertas Bn de Y tales que

Bn+1 ⊂ Bn

B
Y
n+1 ⊂ Bn ∩ Un

Bn ⊂ Wn

diam(Bn) → 0.

(Si A ⊂ X su adherencia en X es A, si A ⊂ Y su adherencia en Y esAY .)

Pregunta 2. Un espacio topológico se dice localmente compacto si para todo x ∈ X existe
V ⊂ X vecindad abierta de x con V compacto.

Un espacio topológico X se dice σ−compacto si es localmente compacto y existe una familia
numerable de compactos {Kn}n∈N tal que X = ∪n∈NKn.
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1. Sea X localmente compacto y K ⊂ X compacto. Pruebe que existe V abierto con K ⊂ V
y V compacto.

2. Pruebe que X es σ−compacto si y sólo si existe una familia de abiertos {Vn}n∈N tal que

a) X = ∪n∈NVn

b) V n es compacto

c) Vn ⊂ V n ⊂ Vn+1

Sean X un espacio σ−compacto e (Y, d) un espacio métrico, con d acotada. En C(X, Y )
se define la topoloǵıa de la convergencia uniforme en compactos como la generada por la
subbase de abiertos

V (f,K, ε) = {g ∈ C(X, Y ) | sup
x∈K

d(f(x), g(x)) < ε},

con f ∈ C(X, Y ), K ⊂ X compacto y ε > 0.

3. Muestre que la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos es metrizable.

Ind.: basta trabajar con los compacto V n de la parte anterior. Luego la demostración es
similar a la del resultado: el producto numerable de espacios metrizables es metrizable.

4. Sean fn, f ∈ C(X, Y ). Pruebe que fn → f con la topoloǵıa de la convergencia uniforme
sobre compactos si y sólo si para todo K ⊂ X compacto fn → f uniformemente en K.

5. Demuestre que si H ⊂ C(X, Y ) es relativamente compacto entonces para todo K ⊂ X
compacto {f |K | f ∈ H} es relativamente compacto en C(K, Y ), donde en este espacio
consideramos la métrica de la convergencia uniforme.

6. Sea (fn) una sucesión en C(X, Y ) tal que para todo K ⊂ X compacto exista gK ∈ C(K, Y )
tal que fn → gK uniformemente en K. Pruebe que existe g ∈ C(X, Y ) tal que fn → g
uniformemente en compactos de X.

7. Concluya que H ⊂ C(X, Y ) es relativamente compacto si y sólo si para todo K ⊂ X
compacto {f |K | f ∈ H} es relativamente compacto en C(K, Y ).

8. Demuestre que H ⊂ C(X, Y ) es relativamente compacto si y sólo si

a) para todo K ⊂ X compacto {f |K | f ∈ H} es equicontinua

b) ∀x ∈ X , {f(x) | f ∈ H} es relativamente compacto en Y .

Pregunta 3. Sea f : R2 → R continua e y0 ∈ R. El teorema de Peano afirma que existe δ > 0
y una función y : [0, δ] → R continua y diferenciable en (0, δ) tal que{

y′(x) = f(x, y(x)) 0 < x < δ,

y(0) = y0.
(1)

Definamos

M = máx
[0,1]×[y0−1,y0+1]

|f | δ = mı́n(1,
1
M

).
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Construyamos una sucesión de funciones continuas en [0, δ] mediante:

yn(0) = y0

yn(δ
k + 1

n
) = yn(δ

k

n
) +

δ

n
f(δ

k

n
, yn(δ

k

n
)) 0 ≤ k ≤ n− 1

yn es lineal af́ın en los intervalos [δ
k

n
, δ

k + 1
n

] 0 ≤ k ≤ n− 1.

1. Pruebe que yn es Lipschitz de constante M y |yn(x)− y0| ≤ 1 para todo x ∈ [0, δ].

2. Demuestre que yn es relativamente compacta en C([0, δ], R).

3. Sea ynj una subsucesión de yn convergente uniformemente en [0, δ] a una función y ∈
C([0, δ], R).

Pruebe que f(t, ynj (t)) → f(t, y(t)) uniformemente en [0, δ] y concluya que∫ x

0
f(t, ynj (t)) dt →

∫ x

0
f(t, y(t)) dt ∀x ∈ [0, δ].

4. Definamos

zn(x) = yn(δ
k

n
) si x ∈ [δ

k

n
, δ

k + 1
n

).

Muestre que znj converge uniformemente a y en [0, δ] y utilice este hecho para probar∫ x

0
f(t, znj (t)) dt →

∫ x

0
f(t, y(t)) dt ∀x ∈ [0, δ].

5. Concluya que

y(x) = y0 +
∫ x

0
f(t, y(t)) dt ∀x ∈ [0, δ]

y que, por lo tanto, y es solución de (1).
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