MA38B — Analisis I

Tarea 2

Prof: J. Davila
Auxiliares: M. Bravo, M. Duarte

Pregunta 1. En un espacio topolégico un conjunto A se dice Gy si es la interseccién numerable
de conjuntos abiertos. B se dice Fy si es la unién numerable de conjuntos cerrados.

1. Pruebe que I (el conjunto de los nimero irracionales) es G5 en R.

2. Utilice el teorema de Baire para probar que Q no es Gg.

Ind.: si lo fuera Q = NpenW,, con W, abierto. Todo W, es ademés denso. Considere ahora
la coleccién de abiertos densos {Wy|n € N} U{R\ {q}|q € Q}.

3. Sea X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y f : X — Y. Pruebe que el
conjunto de puntos donde f es continua es Gs.

4. Concluya que no existe una funcién f : R — R que sea continua exactamente en los
puntos de Q.

Por el contrario, construya una funciéon f : R — R que es continua solamente en los
irracionales.

5. Considere C([0,1],R) con la métrica de la convergencia uniforme y para m > 1 entero
definamos

Fo={recoam) e - aqe [0 cnme 0,0

Muestre que F}, es cerrado de interior vacio. Deduzca que el conjunto de las funciones en
C(]0,1],R) que no son diferenciables en ningin punto de (0, 1) es denso en C([0, 1], R).

6. Sea (X,d) un espacio métrico completo e Y C X un conjunto Gs. Muestre que Y (con
la métrica restringida) es un espacio de Baire, es decir toda unién numerable de abiertos
densos de Y es densa en Y. Para esto escriba Y = N,exyW,, con W, abierto. Supong-
amos que U,, son abiertos de densos de Y. Dada By una bola abierta de Y construya
inductivamente bolas abiertas B,, de Y tales que

Bn—l—l C Bn
B, CB,NU,
B, C W,

diam(B,,) — 0.

(Si A C X su adherencia en X es A, si A C Y su adherencia en Y’ esZY.)

Pregunta 2. Un espacio topoldgico se dice localmente compacto si para todo z € X existe
V C X vecindad abierta de z con V' compacto.

Un espacio topologico X se dice o—compacto si es localmente compacto y existe una familia
numerable de compactos { K, }ren tal que X = UpenKy,.



1. Sea X localmente compacto y K C X compacto. Pruebe que existe V abierto con K C V
y V' compacto.

2. Pruebe que X es o—compacto si y sélo si existe una familia de abiertos {V}, },en tal que

a/) X = Une]\/’vn

b) V., es compacto

¢) Vo CVyC Vi

Sean X un espacio o—compacto e (Y, d) un espacio métrico, con d acotada. En C(X,Y)

se define la topologia de la convergencia uniforme en compactos como la generada por la
subbase de abiertos

V(f,K,e)={g€ C(X,Y)| jgfgd(f(x),g(x)) < €},

con f € C(X,Y), K C X compactoy e > 0.

3. Muestre que la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos es metrizable.

Ind.: basta trabajar con los compacto V,, de la parte anterior. Luego la demostracién es
similar a la del resultado: el producto numerable de espacios metrizables es metrizable.

4. Sean f,,f € C(X,Y). Pruebe que f, — f con la topologia de la convergencia uniforme
sobre compactos si y sélo si para todo K C X compacto f, — f uniformemente en K.

5. Demuestre que si H C C(X,Y) es relativamente compacto entonces para todo K C X
compacto {f|x | f € H} es relativamente compacto en C(K,Y), donde en este espacio
consideramos la métrica de la convergencia uniforme.

6. Sea (f,) unasucesién en C'(X,Y") tal que para todo K C X compacto exista gx € C(K,Y)
tal que f, — gx uniformemente en K. Pruebe que existe g € C'(X,Y) tal que f, — g
uniformemente en compactos de X.

7. Concluya que H C C(X,Y) es relativamente compacto si y sélo si para todo K C X
compacto {f|x | f € H} es relativamente compacto en C(K,Y).

8. Demuestre que H C C(X,Y) es relativamente compacto si y sélo si

a) para todo K C X compacto {f|x | f € H} es equicontinua
b) Vee X ,{f(x)|f € H} es relativamente compacto en Y.

Pregunta 3. Sea f : R? — R continua e 39 € R. El teorema de Peano afirma que existe § > 0
y una funcién y : [0,] — R continua y diferenciable en (0,d) tal que

{y'<x> = f@y(@) o<z<o "

Definamos

1
M = max d = min(1, —).
(0,1)x[yo—1,y0+1] d ( M)



Construyamos una sucesién de funciones continuas en [0, §] mediante:

yn(o):yo
k+1 k k
) = G + 2L y65) 0 ka1
k k+1
yn es lineal afin en los intervalos [(5; 5%] 0<k<n-1.

1. Pruebe que y,, es Lipschitz de constante M y |y,(x) — yo| < 1 para todo z € [0, J].
2. Demuestre que y, es relativamente compacta en C([0,d],R).

3. Sea yp; una subsucesiéon de y, convergente uniformemente en [0,d] a una funcién y €

C([0,9], R).
Pruebe que f(t,yn;(t)) — f(t,y(t)) uniformemente en [0, 0] y concluya que

/I [t yn,; (t)) dt — /:E f(t,y(t))dt Yz el0,d].
0 0

4. Definamos

k k k+1
zn(x)—yn(éﬁ) s1x€[5 5T)

Muestre que z,, converge uniformemente a y en [0, 6] y utilice este hecho para probar
X X
| sty [ segnar voe .o
0 0

5. Concluya que

y(£) = g0 + /0 " f(ty)dt Vo e [0.9]

y que, por lo tanto, y es solucién de (1).



