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La idea de los siguientes problemas es plantearlos como problemas de maximizaciéon o minimizacién de
una funcién objetivo c'x sujeta a restricciones del tipo Az < b, Az = b o Az > b.

Problema 1 (Problema de Transporte). Se tienen m plantas productoras y n bodegas. La planta i-
ésima genera una cantidad s; de productos y la bodega j-ésima puede almacenar d; productos. El costo de
transportar un producto desde la planta i hasta la bodega j es de c;;. Encontrar el nimero de productos que
se deben enviar a cada bodega, de modo que se minimize el costo de transporte.

Solucién 1. Sea x;; el nimero de productos que se enviardn desde la planta i a la bodega j.
La funcion que se desea minimizar es:

m n
E E cijxij
=1 j=1

La primera restriccion se refiere al nimero de productos que pueden salir de la planta i-ésima:

n
E Tij = S
J=1

La segunda restriccion se refiere al nimero de productos que puede almacenar la bodega j-ésimas:

m
> wij = d;
i=1

La tercera restriccion viene del hecho que no pueden haber x;; negativos, pues no es consistente con el
enunciado:

Luego, el problema se plantea de la forma:
m n
min Z Z CijLij
i=1j=1

n
s.a E Ty =8, Vi=1,..,m
j=1

inj = dj, V] = 17...7TL
i=1

xij 2 0, VZ,]



Problema 2 (Problema de la Mochila (o Knapsack)). Se intenta llenar una mochila de volumen fijo
V' con n items cada uno de volumen v; y donde a cada item se le asocia un factor de necesidad a;, es decir,
st a; > a; significa que el item i-ésimo es mds necesario que el j-ésimo. Plantee el problema para mazimizar
la cantidad de items necesarios (pueden haber uno o mas items del mismo tipo y no pueden haber "trozos”de
algun item).

Solucién 2. Se definen las variables x; como la cantidad de items del tipo j-ésimo.
La funcion a mazimizar es:

n
> ajz;
j=1

La restriccion fundamental es que no se sobrepase el volumen de la mochila:

n
Z ijj S 14
j=1
Las restricciones que faltan tienen que ver con la positividad en la cantidad de items y su valor, que nece-

sariamente debe ser entero:

xj ZO, Vj
T € Z,Vj

Por lo tanto, el problema queda de la forma:

n
max Zajxj
j=1
n
s.a Zvjxj <V
j=1
Z‘j Z O, VJ
T € 7,7

Problema 3 (Sumar N primeros nimeros). Se tienen N nimeros cy,...,cy cuyo orden es Co1) < oon <
K

co(n)- Encontrar el valor de Z Co(i), con K < N.
i=1

Solucién 3. La idea es encontrar la suma minima que involucre a K niumeros, es decir:
N
min Z CiT;
i=1
N
s.a Z z, = K
i=1

z; € {0,1}, Vi

Al ser variables binarias, con la primera restriccion se garantiza que habrdn K wvariables activas, lo que
entrega como funcion objetivo la suma de los nimeros asociados.

Problema 4 (Programacién de horarios). Un hospital planea hacer horarios nocturnos semanales para
las enfermeras. Cada dia se requieren D; enfermeras y cada enfermera puede trabajar 5 dias sequidos. En-
cuentre el numero minimo de enfermeras que se necesita contratar.



Solucién 4. Las variables x; serdn el nimero de enfermeras que comienzan a trabajar en el dia j.
Se quiere minimzar la siguiente funcion:

7
> i
i=1

Las enfermeras que comienzan a trabajar el Lunes, trabajaran sin parar hasta el Viernes, luego, se deben
contabilizar en la atencion de la demanda para esos dias. Similarmente las que comienzan el Martes, traba-
jaran hasta el Sabado, etcetera.

Esto se puede modelar de la siguiente forma:

7
min E €T;
i=1

s.a T+ T4+ x5+ x+ 7 > Dy
T+ Tt r5+ x6+ 7 > Do
1+  To+ a3+ re+ x7 > Ds
xr1+ To+ X3+ x4+ 7 > Dy
1+ w2t w3t x4t x5 > Dy

Tot+ X3+ Tyt w5+ T > Dg
3+ x4+ x5+ T+ 27 > D7

{EZZO

Problema 5 (Decodificacién de cédigos lineales). Sea A € M, xm, A = (a;;) una matriz 0-1 (con 0’s
y1’s) ey = (y1,..., ym) vector 0-1. Encuentre un vector 0-1 T = (x1,...,x,) con no mas de K 1’s (K fijo),
tal que para cada j =1,....m, Y| x;a;; = y;(mod2).

Nota: Considere que a = b(mod2) se entiende como a = nb+2,n € Z N [-103,10%].

Solucién 5. Inicialmente las variables serdn los x; del vector 0-1 T.
Lo que se quiere mazximizar es el numero de x;’s que son iguales a 1, el resto serd 0:

n
max E z;
i=1

La primera restriccion es que la suma sea a lo mas K :

ixi S K
=1

La segunda restriccion tiene que ver con la operacion mddulo, recordemos que a = b(modk) < a = Nb+
k,N € Z, pero en la indicacidn se nos dice que consideremos aquellos N enteros en el rango [—1000,1000],
luego:

zinNy; + 2, Vi

n
E TjQij
i=1
1000

Z ZiN = 17Vi

N=-1000
x; € {07 ].}
ZiN € {0, 1}

Las variables auziliares z;n se introducen para enfatizar el hecho de que para un (y solo un) cierto N se
tendrd la igualdad Z?:l zia;5 = NYy; + 2, para cada i.



El problema se plantea de la forma:
n
max Z x;
i=1
n
s.a Z r, < K
i=1

inaij =2zinNy; + 2, Vi
i=1
1000
ZiN — 1, Vi
N=-1000
x; € {0, 1}, Vi
zin € {0,1}, N € Zn [-1000, 1000]

Problema 6 (Problema de Produccién). Considere una fdbrica con 3 tipos de maquinas A,B y C que
pueden producir 4 productos (cada producto debe pasar por las 3 maquinas, y ellas funcionan en forma con-
tinua). Suponga ademds que el tiempo para ajustar las maquinas entre cambios de productos es despreciable.
Debe tener en cuenta la cantidad de productos generados por cada maquina, las ganancias y los tiempos de
uso siguientes::

Tipo de mdquina || Py | Py | Ps Py Tiempo total disponible (horas)
A 1,5 | 1 2.4 1 2000
B 1 5 1 3,5 8000
C L5 | 8 | 85 1 5000
$ 524 | 1,3 8,34 | 4,18

Plantee el problema de produccion semanal que maximiza ganacias.

Solucién 6. Las variables x; representaran la cantidad a producir en una semana del producto i-€ésimo.
Luego, lo que se quiere maximizar es:

5,24x1 + 7,320 4+ 8,34x3 + 4, 1814
Las restricciones se obtienen observando los tiempos que utiliza cada maquina:

1,501 + 20 + 2,403 + 24 < 2000 (A)
r1 +5xs + 23+ 3,524 < 8000 (B)
1,521 + 322+ 3,523 +24 < 5000 (@)

Ademas:
XT1,T2,T3,T4 2 0

Problema 7 (Problema de la dieta). Escriba un modelo para determinar una dieta que contenga al
menos 0,5 % de calcio pero menos de 1,2 %, al menos 22 % de proteinas y al menos 5% de fibra cruda.
Los ingredientes son caliza, maiz y soya. Los aportes (en kg por cada kg de ingredientes) son:

Ingrediente | Calcio | Proteinas | Fibra Cruda
Caliza 0,35 0 0
Maiz 0,001 0,09 0,02
Soya 0,002 0,5 0,08

Ademds, existen dos escenarios de costos ($ / kg):




Escenario | Caliza | Maiz | Soya
A 0,016 | 0,046 | 0,125
B 0,018 | 0,045 | 0,126

Minimize el costo en el caso mds desfavorable.

Solucidén 7. Las variables serdn: x1 (cantidad caliza), xo (cantidad de maiz) y x3 (cantidad de soya).
Las funcidnes de costos para cada escenario son:

Cx = 0,01621 +0,04625 + 0, 12575
Cp = 0,018z + 0,045z2 + 0, 12625

El escenario mas desfavorable serd Z = max{Ca,Cg}, por lo tanto, minimizar el costo del escenario mas
desfavorable es equivalente a minimizar Z:

minmax{Cy4,Cp}

Para el calcio, los aportes de cada variable son, en total 0,35x1 + 0,001x5 + 0,002x3 y la cantidad total de
calcio en la dieta debe ser mayor o igual al 0,5 % del total de la dieta y menor o igual al 1,2 %, es decir:

0,35x1 + 0,001z9 + 0,00223 < 0,012(z1 + x2 + x3)
0,352, +0,001as + 0,002z5 > 0,005(z1 + 2 + 23)

Similarmente, para las proteinas:
0,09z2 + 0,523 > 0,22(z1 + z2 + x3)
y la fibra cruda:
0,02z2 +0,08z3 > 0,05(z1 + x2 + x3)
ademds x1,xo,x3 > 0.
Problema 8 (Resolucién grafica 1). Resolver el siguiente problema de forma grdfica:

mar Sr1 +  4dxg

s.a x1  — 3xz2 < 3 (1)
2¢1 + 3z < 12 (2)
—2r1 + Txo < 21 (3)
r1,r2 = 0
Solucién 8. Primero se grafican las 3 primeras restricciones:
"
2
m
//

La region factible es el poliedro resultante de la interseccion de los semiespacios definidos por las 3 primeras
restricciones y ademas los semiespacios {(x1,72) € R? : 21 > 0,22 = 0} y {(z1,22) € R? : 21 = 0,29 > 0}:



x

Se determina el gradiente de la funcion objetivo:

V(bay +4zy) = <

=~ ot
N———

Las lineas rojas representan diferentes rectas de la forma:
5x1 +4x2 = Clte.

Se puede ver que a medida que la constante crece, las rectas se "mueven”en la direccion del gradiente. El
objetivo es encontrar los puntos de la region factible que maximizan la funcion objetivo, por lo tanto, mientras
exista una constante que permita a la recta 5xy + dxg = Cte. intersectar el poliedro en un punto (o varios),
siguiendo la direccion del gradiente, ese punto es una posible solucion del problema de maximizacion.

El punto extremo del poliedro que puede ser intersectado con la familia de rectas en la direccion del gradiente
es 1 =90,Tg = % y el valor de la funcion objetivo es z = %.




Problema 9 (Resolucién gréafica 2). Resolver el siguiente problema de forma grifica:

maxr 4xr; + 6o

s.a xr1 — 3xz2 < 3 (1)
21 + 312 < 12 (2)
—2x1 + Txo < 21 (3)

r1,12 = 0

Solucién 9. Similar al problema anterior, sin embargo, al analizar la familia de rectas y los puntos extremos
que la intersectan se tiene la solucion optima es una infinidad de puntos:

105
100’
4x1+ 620 = 24

X1 5]

(el valor de la funcidn objetivo es 24).

*2

x

Problema 10 (Resolucién grafica 3). Resolver el siguiente problema de forma grdfica:

min  —2r1 — To
s.a 2 Sz, < 4 (1)
.+ oz < 2 (2
r1,72 2 0

Solucién 10. PROPUESTO
Problema 11 (Resolucién grafica general). Resolver graficamente el problema general:

min axry +  bxo

s.a cr; + dra < e
fx1 + gza < h
r1,72 2> 0

Solucién 11. El gradiente de la funcion objetivo z = ax1 + bxs es

y su recta asociada:

1
o= () =n (1)

La recta definida por la funcion objetivo, axi + bxo = Cte , escrita en forma vectorial es:

o= (2) (e )ea( )



Claramente las rectas Ly, y L. son ortogonales. Veamos cual es la interseccion entre ambas para una

constante fija:
Cte (a® +0* Cte (a? +b?
Ly.NL, = {($17x2)1$1=—<7)’x2:_( )}

b ab a ab
2 b2

Y la norma de este punto es ||(x1,x2)||2 = |Ct6|%\/ a? +b% o |Cte|M, con M > 0.
a

Estudiemos ahora como se comporta el punto interseccion cuando a y b tienen diferentes combinaciones de
signos, y como se modifica la constante de la recta (supondremos Cte > 0) (en que direccion se mueve sobre
la recta Ly, ):

1. a,b>0:
Si se desea minimizar z, consideremos Cte—e. La norma del nuevo punto interseccion serd (Cte—e) M.
Como Cte > Cte — ¢, el punto interseccion se desplazé “hacia el interior”, o en ”direccion opuesta al
vector gradiente Vz”:

,/ ax1+bx2=Cte

ax1+bx2=Cte-epsilon

Si se desea mazximizar z, al considerar Cte + €, se tiene que el punto interseccion se desplaza en
"direccion del vector gradiente Vz”:

ax1+bx2=Cte+epsilon

ax1+bx2=Cte

2. a>0,b<0:
Para minimizar z, tomemos Cte — €, con lo cual el punto desplazado tiene norma menor que la in-
tetetrseccion original:



ax1+bx2=Cte-epsilon

‘\ ax1+bx2=Cte

Al mazximizar, tomando Cte+e€, el punto interseccion desplazado tiene norma mayor que la interseccion

original:
ax1+bx2=Cte
ax1+bx2=Cte+epsilon
L.
vz
3. a,b<0:

Parecido al caso (1), pero al minimizar, el punto interseccion se desplaza en la "direccion del vector
gradiente Vz”, y para mazimizar, el punto se desplaza en ”direccion opuesta al vector gradiente Vz”.

Una vez analizados estos casos, la solucion del problema de minimizacion (o mazimizacion) serd el punto
interseccion sobre la recta Ly, que minimize (o mazimize) la funcién objetivo y que pertenezca al poliedro
{(z1,22) : cx1 +dxa < e fz1 + gra < hAxy, 29 > 0}

Problema 12 (Simplex). Resolver los problemas de planteamiento (que no tengan restricciones enteras o
binarias) utilizando el método simplex.



