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1. El Operador Nabla

s Es util tratar como vector al operador nabla,

. O
V=|29,|=10.+30,+kd..
0.

pues facilita los cédlculos.

» Si f = f(z,y,2) v F = ﬁ(x,y,z) son, respectivamente, un campo
escalar y un campo vectorial (ambos de clase C'!), con dominio 2 C R?,

grad(f) = Vf =10,f + jO,f + kd.f, (1)

div(F) = V-F =0,F, +9,F,+ 0.F., (2)

rot(F) = VxF=1|0, 0, 0. |, (3)
F, F, F,

Af = V-Vf=0muf+0,f+0.f (4)

son, en orden, el gradiente de f, la divergencia de F , el rotacional de
F=Fi+ ij + F.k y el laplaciano de f (si es de clase C?).

= Con esta interpretacion es facil ver que se cumplen las siguientes rela-
ciones:

L. rot(Ve) =0,
2. div(rot(F)) = 0,



3. div(F x G) = G -1ot(F) — F - rot(@),
4. div(Vf x Vg) = 0,
5. rot(¢F) = ¢rot(F) + V¢ x F,

donde tanto los campos vectoriales, F y C_j, como los campos escalares,
f, gy &, son de clase C*.

2. El Teorema de la Divergencia

Se puede interpretar la divergencia como el flujo neto por unidad de
volumen con que se expande (div(F) > 0) o contrae (div(F) < 0) un
fluido.

Teorema 2.1 (de Gauss sobre la divergencia) Sea Q) C R? un abier-
to acotado tal que OS) es una superficie reqular por trozos orientada
segiin la normal exterior. Sea F : Q' — R3, Q' D Q, de clase C*(Y).

Entonces,
// ﬁ-dgz///div(ﬁ)dv
o0 Q

El Teorema de la Divergencia es también valido en dominios no acota-
dos en tanto que las integrales en cuestion sean convergentes.

3. Formulas de Green

Son consecuencia del Teorema de Gauss sobre la divergencia.

Proposicién 3.1 (Primera férmula de Green) Sean f y g dos cam-
pos escalares de respectivamente de clase C' y C?. Sea Q C R? un
abierto tal que 02 es una superficie cerrada, simple, reqular por trozos
y orientada sequn la normal exterior . Entonces,

///ngdV_ ///Vf vgdv+/ mfgsz
donde%:ﬁ-Vg.

A la primera férmula de Green tambié se le refiere como la formula de
integracion por partes.



Proposicién 3.2 (Segunda férmula de Green) Sean [ y g dos cam-
pos escalares de clase C?. Sea Q0 C R? un abierto tal que O es una
superficie cerrada, simple, reqular por trozos y orientada segun la nor-
mal exterior 1. Entonces,

[ ] fas=omnav=[ [ (s5a-o50) ¢4

4. Campos Radiales

Supongamos que F es radial, es decir, ﬁ(x,y,z) = g(r) 7, con r el
moédulo de 7= (z,y, z). Entonces,

div(F) = 3¢(r) + r¢'(r).

Se tiene que div(ﬁ) =0 si y sélo si g(r) = 5, para algin a > 0.

El campo eléctrico generado por una carga puntual () situada en el
origen,
Q T

dmreo [[71]*

tiene divergencia nula excepto en el origen. Lo mismo sucede con el
campo gravitacional generado por una masa puntual M situada en el
origen.

E =

Teorema 4.1 Sea E el campo eléctrico generado por un conjunto (nu-
merable) de cargas puntuales repartidas en R3. Sea Q C R un abierto
tal que ninguna carga yace sobre 0S2. Entonces,

/ / Foai-9
o0 €0
donde QQ es la carga total encerrada por Of).
Para el campo el campo gravitacional,
/ E - dA = —AnGM,
o0

donde M es la masa encerrada por 0f2.



5. Divergencia en coordenadas curvilineas

» Sea p: D C R® — R3 un sistema de coordenadas curvilineas (i.e. es

inyectiva):
u x(u, v, w) u
plov | =1vyuvw) |, con | v | €D.
w z(u, v, w) w

Factores escalares:
op op

hu ==l hv =151 hw =31

[ [

Triedro de vectores unitarios:

Componentes v divergencia, en f, de F : Q C R3 — R3:
F,=F-a, F,=F-0, F,=F-
F=Fyi+ F,j+ F.k=F, i+ F,0 + F

div(F) = - hlh Ou(Fuolig) + 00 (hu Fylis) + O (huhu F)]

5.1. Coordenadas cilindricas:

Dominio:
D:pel0,00[,0€[0,2n],z € R,

Relacion con cartesianas y factores escalares:
r=1x(p,0,z) = pcosb hy
y=1y(p,0,2) = psend o
2=z h.

T,Y,2) = V&

p(
O(x,y, 2 ) = arctan(y/x)
2(z,y,2) = 2z

1
p
1

p=
0
z



Triedro:

cos R —sen 6 R 0

p=1|send |, 6= cost) , z2=k=10

0 0 1
Ortogonalidad: o
px0=k

Componentes y divergencia de F:QCR3 — R3:
F,=F-p, Fy=F-0, F,=F-k
F=F,i+F,j+ F.k=F,p+ F0+ F.k
L= 1
div(F) = p [0,(pF,) + Op(Fy) + 0-(pF)] -

5.2. Coordenadas esféricas

Dominio:
D :rel0,00[,0 € 0,2, € [0, 7]
Relacion con cartesianas y factores escalares:

x=x(r,0,p) = rsen pcos b
y=1y(r,0,p) =rsengpsend
&z = Z(T787§0) = T COS @

r=r(r,y,z2) = /22 +y>+ 22 h, =1
0 = 0(z,y, z) = arctan(y/z) hg = rsen

N he=r

¢ = arctan(~—

Triedro:
sen  cos R —sen 6 cos p cos f
7= | senpcost |, 0= cos) |, o= | cospcosh
cos 0 —sen ¢
Ortogonalidad:

0
Componentes y divergencia de F': Q C R? — R3:

FE=F-f, Fp=F-0, F,=F-¢
F=Fa+F,j+ F.k=Fi+ F0+ F¢
1

r2sen

div(F) = [0,(r* sen o F,.) + 0p(rFy) + O,(rsen oF,)] .



6. El Teorema de Stokes

= Se puede interpretar el rotor asociado a un campo F como la velocidad
angular local de este, que se produce cuando el fluido (en el punto en
cuestién) rota sobre si mismo.

. Si F representa el campo de velocidades de un flujo, la condicién

—

rot(F') = 0 significa que el fluido no rota, es decir que una rueda chica
sumergida en el flujo se desplazara con este, pero no rotara sobre si
misma.

Teorema 6.1 (Teorema de Stokes) Sea S C R? una superficie sim-
ple, orientable, reqular por trozos y tal que su borde S es una curva
cerrada, simple y reqular por trozos. Sea F:QCR3 — R3 de clase
O, con Q D SUOS. Asumimos que dA y dr’ siguen la regla de la mano

derecha. Entonces,
74 ﬁ-df’://rot(ﬁ)-dff
as s

= Un campo vectorial F de clase C'! es conservativo si y s6lo si rot(ﬁ ) =0.

7. Rotacional en coordenadas curvilineas

s Usamos la notacién de la seccién 5.

= Las coordenadas de rot(F) en p:

rot(F) - it = hlh 00 (Fuhu) — O (Fohy)].
tot(F) i = 1h Ou(Fuh) — Ou(Fuh)].
rot(F) - i = hlh Ou(Foh) — Ou(Fuha)]

= Se tiene que



8. [El Teorema de Green (en el plano)
= Se lo puede obtener como un corolario del Teorema de Stokes.

Teorema 8.1 (Teorema de Green) Sea S C R? una regién acota-
da tal que su frontera 0S es una curva cerrada y reqular por trozos,
orientada en el sentido antihorario. Sea F = (f1, f») : @ C R? — R2,
donde QQ O S U DS, un campo vectorial de clase C*(2). Entonces,

fgsﬁ = / /S@frayfl)dA.



