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1. El Operador Nabla

Es útil tratar como vector al operador nabla,

~~∇ =





∂x

∂y

∂z



 = î∂x + ĵ∂y + k̂∂z.

pues facilita los cálculos.

Si f = f(x, y, z) y ~F = ~F (x, y, z) son, respectivamente, un campo
escalar y un campo vectorial (ambos de clase C1), con dominio Ω ⊆ R

3,

grad(f) = ~∇f = î∂xf + ĵ∂yf + k̂∂zf, (1)

div(~F ) = ~∇ · ~F = ∂x
~Fx + ∂y

~Fy + ∂z
~Fz, (2)

rot(~F ) = ~∇× ~F =





î ĵ k̂
∂x ∂y ∂z

Fx Fy Fz



 , (3)

∆f = ~∇ · ~∇f = ∂xxf + ∂yyf + ∂zzf, (4)

son, en orden, el gradiente de f , la divergencia de ~F , el rotacional de
~F = Fxî + Fy ĵ + Fzk̂ y el laplaciano de f (si es de clase C2).

Con esta interpretación es fácil ver que se cumplen las siguientes rela-
ciones:

1. rot(∇φ) = 0,

2. div(rot(~F )) = 0,
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3. div(~F × ~G) = ~G · rot(~F ) − ~F · rot(G),

4. div(∇f ×∇g) = 0,

5. rot(φ~F ) = φ rot(~F ) + ∇φ × ~F ,

donde tanto los campos vectoriales, ~F y ~G, como los campos escalares,
f , g y φ, son de clase C1.

2. El Teorema de la Divergencia

Se puede interpretar la divergencia como el flujo neto por unidad de
volumen con que se expande (div( ~F ) > 0) o contrae (div( ~F ) < 0) un
fluido.

Teorema 2.1 (de Gauss sobre la divergencia) Sea Ω ⊆ R
3 un abier-

to acotado tal que ∂Ω es una superficie regular por trozos orientada
según la normal exterior. Sea ~F : Ω′ −→ R

3, Ω‘ ⊇ Ω, de clase C1(Ω′).
Entonces,

∫ ∫

∂Ω

~F · d~S =

∫ ∫ ∫

Ω

div(~F )dV.

El Teorema de la Divergencia es también válido en dominios no acota-
dos en tanto que las integrales en cuestión sean convergentes.

3. Fórmulas de Green

Son consecuencia del Teorema de Gauss sobre la divergencia.

Proposición 3.1 (Primera fórmula de Green) Sean f y g dos cam-
pos escalares de respectivamente de clase C1 y C2. Sea Ω ⊂ R

3 un
abierto tal que ∂Ω es una superficie cerrada, simple, regular por trozos
y orientada según la normal exterior ~n. Entonces,

∫ ∫ ∫

Ω

f∆g dV = −
∫ ∫ ∫

Ω

∇f · ∇g dV +

∫ ∫

∂Ω

f
∂g

∂n
dA,

donde ∂g

∂n
= n̂ · ∇g.

A la primera fórmula de Green tambié se le refiere como la fórmula de
integración por partes.
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Proposición 3.2 (Segunda fórmula de Green) Sean f y g dos cam-
pos escalares de clase C2. Sea Ω ⊂ R

3 un abierto tal que ∂Ω es una
superficie cerrada, simple, regular por trozos y orientada según la nor-
mal exterior ~n. Entonces,

∫ ∫ ∫

Ω

(f∆g − g∆f) dV =

∫ ∫

∂Ω

(

f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)

dA.

4. Campos Radiales

Supongamos que ~F es radial, es decir, ~F (x, y, z) = g(r)~r, con r el
módulo de ~r = (x, y, z). Entonces,

div(~F ) = 3g(r) + rg′(r).

Se tiene que div(~F ) = 0 si y sólo si g(r) = α
r3 , para algún α > 0.

El campo eléctrico generado por una carga puntual Q situada en el
origen,

~E =
Q

4πε0

~r

||~r||3 ,

tiene divergencia nula excepto en el origen. Lo mismo sucede con el
campo gravitacional generado por una masa puntual M situada en el
origen.

Teorema 4.1 Sea ~E el campo eléctrico generado por un conjunto (nu-
merable) de cargas puntuales repartidas en R

3. Sea Ω ⊆ R
3 un abierto

tal que ninguna carga yace sobre ∂Ω. Entonces,

∫ ∫

∂Ω

~E · d ~A =
Q

ε0

,

donde Q es la carga total encerrada por ∂Ω.

Para el campo el campo gravitacional,

∫ ∫

∂Ω

~E · d ~A = −4πGM,

donde M es la masa encerrada por ∂Ω.
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5. Divergencia en coordenadas curviĺıneas

Sea ~p : D ⊆ R
3 → R

3 un sistema de coordenadas curviĺıneas (i.e. es
inyectiva):

~p





u
v
w



 =





x(u, v, w)
y(u, v, w)
z(u, v, w)



 , con





u
v
w



 ∈ D.

Factores escalares:

hu = ‖∂~p

∂u
‖, hv = ‖∂~p

∂v
‖, hw = ‖ ∂~p

∂w
‖,

Triedro de vectores unitarios:

û =
1

hu

· ∂~p

∂u
, v̂ =

1

hv

· ∂~p

∂v
, ŵ =

1

hw

· ∂~p

∂w

Componentes y divergencia, en ~p, de ~F : Ω ⊆ R
3 −→ R

3:

Fu = ~F · û, Fv = ~F · v̂, Fw = ~F · ŵ,

~F = Fxî + Fy ĵ + Fzk̂ = Fuû + Fvv̂ + Fwŵ

div(~F ) =
1

huhvhw

[∂u(Fuhvhw) + ∂v(huFvhw) + ∂w(huhvFw)] .

5.1. Coordenadas ciĺındricas:

Dominio:
D : ρ ∈ [0,∞[, θ ∈ [0, 2π[, z ∈ R,

Relación con cartesianas y factores escalares:

{

x = x(ρ, θ, z) = ρ cos θ
y = y(ρ, θ, z) = ρ sen θ
z = z

{

hp = 1
hθ = ρ
hz = 1







ρ = ρ(x, y, z) =
√

x2 + y2

θ = θ(x, y, z) = arctan(y/x)
z = z(x, y, z) = z
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Triedro:

ρ̂ =





cos θ
senθ

0



 , θ̂ =





− sen θ
cosθ

0



 , ẑ = k̂ =





0
0
1



 .

Ortogonalidad:
ρ̂ × θ̂ = k̂

Componentes y divergencia de ~F : Ω ⊆ R
3 −→ R

3:

Fρ = ~F · ρ̂, Fθ = ~F · θ̂, Fz = ~F · k̂
~F = Fxî + Fy ĵ + Fzk̂ = Fρρ̂ + Fθθ̂ + Fzk̂

div(~F ) =
1

ρ
[∂ρ(ρFρ) + ∂θ(Fθ) + ∂z(ρFz)] .

5.2. Coordenadas esféricas

Dominio:
D : r ∈ [0,∞[, θ ∈ [0, 2π[, ϕ ∈ [0, π]

Relación con cartesianas y factores escalares:






x = x(r, θ, ϕ) = r sen ϕ cos θ
y = y(r, θ, ϕ) = r sen ϕ sen θ
z = z(r, θ, ϕ) = r cos ϕ











r = r(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2

θ = θ(x, y, z) = arctan(y/x)

ϕ = arctan(

√
x2+y2

z
)







hr = 1
hθ = r sen ϕ
hϕ = r

Triedro:

r̂ =





sen ϕ cos θ
sen ϕ cos θ

cos ϕ



 , θ̂ =





− sen θ
cos θ

0



 , ϕ̂ =





cos ϕ cos θ
cos ϕ cos θ
− sen ϕ





Ortogonalidad:
ϕ̂ × θ̂ = r̂

Componentes y divergencia de ~F : Ω ⊆ R
3 −→ R

3:

Fr = ~F · r̂, Fθ = ~F · θ̂, Fϕ = ~F · ϕ̂
~F = Fxî + Fy ĵ + Fzk̂ = Frr̂ + Fθθ̂ + Fϕϕ̂

div(~F ) =
1

r2 sen ϕ

[

∂r(r
2 sen ϕFr) + ∂θ(rFθ) + ∂ϕ(r sen ϕFϕ)

]

.
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6. El Teorema de Stokes

Se puede interpretar el rotor asociado a un campo ~F como la velocidad
angular local de este, que se produce cuando el fluido (en el punto en
cuestión) rota sobre si mismo.

Si ~F representa el campo de velocidades de un flujo, la condición
rot(~F ) = 0 significa que el fluido no rota, es decir que una rueda chica
sumergida en el flujo se desplazará con este, pero no rotará sobre si
misma.

Teorema 6.1 (Teorema de Stokes) Sea S ⊆ R
3 una superficie sim-

ple, orientable, regular por trozos y tal que su borde ∂S es una curva
cerrada, simple y regular por trozos. Sea ~F : Ω ⊆ R

3 −→ R
3 de clase

C1, con Ω ⊇ S∪∂S. Asumimos que d ~A y d~r siguen la regla de la mano
derecha. Entonces,

∮

∂S

~F · d~r =

∫ ∫

S

rot(~F ) · d ~A.

Un campo vectorial ~F de clase C1 es conservativo si y sólo si rot( ~F ) = 0.

7. Rotacional en coordenadas curviĺıneas

Usamos la notación de la sección 5.

Las coordenadas de rot( ~F ) en ~p:

rot(~F ) · û =
1

hvhw

[∂v(Fwhw) − ∂w(Fvhv)] ,

rot(~F ) · v̂ =
1

huhw

[∂w(Fuhu) − ∂u(Fwhw)] ,

rot(~F ) · ŵ =
1

huhv

[∂u(Fvhv) − ∂v(Fuhu)] .

Se tiene que

rot(~F ) =





û v̂ ŵ
∂u ∂v ∂w

Fu Fv Fw



 .
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8. El Teorema de Green (en el plano)

Se lo puede obtener como un corolario del Teorema de Stokes.

Teorema 8.1 (Teorema de Green) Sea S ⊂ R
2 una región acota-

da tal que su frontera ∂S es una curva cerrada y regular por trozos,
orientada en el sentido antihorario. Sea ~F = (f1, f2) : Ω ⊆ R

2 −→ R
2,

donde Ω ⊇ S ∪ ∂S, un campo vectorial de clase C1(Ω). Entonces,

∮

∂S

~F · d~r =

∫ ∫

S

(∂xf2 − ∂yf1) dA.
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