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1. Curvas

» Sea ' C R"™ una curva parametrizada por ¥ : I C R — R™ (I un
intervalo), i.e.

1(t)
I'={r(t) : t € I}, también notado I' : 7(t) = : tel,
T (t)

(n=2,3).

» Toda aplicacién 6 : I — J C R biyectiva y bicontinua (i.e. 7% es
continua) permite reparametrizar I' (de manera equivalente):

T (8)

donde p(8) = 7(t(0)).

Sifes T, 7=7(t)y p= p(0) tienen el mismo sentido. Si 0 es |, 7 = 7(¢)
y p = p(0) tienen sentido opuesto.

Proposicion 1.1 Sir es simple y reqular. Entonces todas sus parame-
trizaciones requlares son inyectivas y equivalentes.
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= 7(t) es inyectiva y regular, se calcula la longitud de I" mediante

/ 15 Ol

la longitud de arco es:

Puesto que

sl — J= [OLF)]
P s /|| o)lda
inf I

(1) = |L(t)|| > 0, Vt € I, s define la parametrizacién

canoOnica o natural:

donde 7 (s)

x1(s)
I':r(s) = : ,s €10, L(r)],

xn(s)

= 7(t(s)).

= Si el parametro ¢ € [ representa el tiempo,

%(t) : velocidad al tiempo t,
1200 = L) rapider al tiempo ¢

dt T rapiaez iempo t,

St 07
28 Ti(s) = dsl (s) : vector tangente a I' cuando ¢t = t(s)

dT,
||—( )= ( ( ))/v(t) = k(t) : curvatura de T’ cuando ¢ = ¢(s)
—— : radio de curvatura cuando ¢t = t(s)
k1($)

dTy

( ( ))/k1(s) = N(t) = ( (t))//f(t) . vector normal a I' cuando t = #(s)

T( ) X N(t) = Bi(s) =Ti(s ) Nl(s) vector binormal a I" cuando t = ¢(s)

—Nq(s) - %(s) =71(t) = —=N(t) - ( ( ))/v(t) : torsién asociada a

I cuando t = t(s)

s Férmulas de Frénet:



1. (s) = ki(s)Nyi(s),
2. M(s) = —k1(s)Ti(s) + T1(s) N1 (5),
3. Bi(s) = —71(s)Ni(s)

Planos de Frenet

i) Plano osculador: definido por Ti(s) y Ni(s).

={ueR’: (u—7i(s)) Bi(s) = 0}, ie.

Hy : (d—7(s)) - Bi(s) =0, o también
Hy : (u—7(t))- B(t) =0, cuando t = t(s).

ii) Plano normal: definido por Ni(s) y Bi(s).

Hy :(@—7(t))-T(t) =0, cuando t = t(s)

iii) Plano rectificante: definido por T (s) y Bi(s).

Hp: (@—7(t))- N(t) =0, cuando t = t(s)

2. Integral de Linea

Sea f:Q CR" — R continua, 2 O I'. La integral de linea de f sobre

I
/fde_/f (0]t

Si f representa la densidad lineal de masa, entonces M = [ fdl es la

masa total de la curva y

Yo = ﬁ f yfde : coordenadas del centro de masa
Za = ﬁ f zfdl



3. Integral de Trabajo

» Sea F: Q) C R" — R” continua, 2 O I'. La integral de trabajo de F
sobre I':

Wy = /ﬁ-dfz /IF(F(t)) - g(t) dt

= Obsérvese que si F=G+H , entonces Wrp = Wq + Wy.

» El campo de fuerzas F es conservativo si existe g : Q — R (potencial)

diferenciable y tal que .
F=-Vg.

En este caso, Wr = g(r(inf I)) — g(#(sup I)).

Teorema 3.1 Las tres propiedades siguientes son equivalentes

1. F es conservativo,

2. Si T es reqular por trozos y cerrada, [ F-di=Wp=0.
r

3. SiT'y y 'y tienen igual punto inicial y final,

/ﬁ-dfz/ﬁ-dﬁ

1N T2

4. Sistemas de Coordenadas Curvilineas

» Sea p: D C R® — R3 un sistema de coordenadas curvilineas (i.e. es
inyectiva):

u x(u, v, w) u
plov | =1vyuvw) |, con | v | €D.
w z(u, v, w) w
Factores escalares:
op op op
ho ==l o=zl e =152
ou ov ow
Triedro de vectores unitarios:
R 1 op 1 op ) 1 op
U=+ — D= —+ — w = —+ —
h, Ou’ h, Ov’ hy, Ow



4.1. Coordenadas cilindricas:

Dominio:
D:pel0,00[,0€[0,2n],z € R,

Relacion con cartesianas y factores escalares:

{1’ = z(p,0,z) = pcosd {hp =1

y=y(p,0,2) = psend ho = p
Z =z hZ:]-

(z,y,2) = V22 + 1>

p=0p
0 =0(x,y,z) = arctan(y/x)
z=z

- (LE, Y, Z) ==z
Triedro:
cosf R —sen 6 R 0
p=|send |, 6= cosf , 2=k=10
0 0 1
Ortogonalidad: o
px0=k

5. Coordenadas esféricas

Dominio:
D :rel0,00[,0 € 0,2, € [0, 7]
Relacién con cartesianas y factores escalares:
x=x(r,0,p) = rsen pcos b
y=1y(r,0,p) =rsengpsend
z=2(r,0,p) =rcosyp

r=r(x,y,z) =2+ y>+ 22 h, =1
0= 9(557 Y, Z) = arctan(y/a:) hg = rsen

(V) ho =1

= arctan
Triedro:
sen  cos R —sen 6 cos p cos 0
7= | senpcost |, 0= cos) |, o= | cospcosh
cos 0 —sen ¢
Ortogonalidad: )
px6=r



5.1. Coordenadas Toroidales

Dominio:

D:rel0,R],0€[0,2n],¢ € [0, 7]

Relacion con cartesianas y factores escalares:

e N

x=x(r,0p) = (R+rsenyp)cosf h

<

y=y(r,0p) = (R+rseny)send hg = (R + rsen )

2 =1Tcosp hy, =1
Triedro

sen p cos 6 R —senf cos  cos 6
r= cosf 0= cos 6 , 0= | cospsend |,
0 0 —sen ¢
Ortogonalidad: A
pox0=r

6. Diferencial de Volumen

Sea p = p(u,v,w) un sistema de coordenadas curvilineas. Si f =
f(z,y,2) es un campo escalar,

] 0 w
Vf=-=0uf(p) + -0uf(p) + ;—0uf(p)-
Iy Iy Py
Si p(D) = Q C R3, la férmula del cambio de variable:

[ vy 2)dndyds = [ (50 v.0) det(7i )l dudvde,
Q D

El diferencial de volumen:

( drdydz coordenadas cartesianas
|Dw + (Pu X Po|du dv dw c. curvilineas
JV — hyhyhydu dv dw sistema ortogonal
p-dpdfdz c. cilidricos
r?sen ¢ - dr df dyo c. esféricas
L (R +rsenp) - drdf dp c. toroidales




7. Superficies

» Sea ¥ C R?® una superficie parametrizada por @ : D C R? — R3 (Q
conexo), i.e.,

Y ={d(u,z) : (u,v) € D}, también notado

z(u, v)
Y:o(u,v) = | ylu,v) |, (u,v) € D.
z(u,v)
Vectores tangentes:
.07 , 05
a= N2 =N
Vector normal
A od od  Jd
= i) = [0 x 90197 97

=

» Si ¢ = d(u,v) es inyectiva y regular, se calcula el drea de ¥ mediante
= / dA,
D

dA = ”8_0 —ZH-dudv

donde

8. Integral de Superficie

» Sea f: U C R® — R continua, U D X. La integral de superficie de f
sobre X:
/fdA = /f(c?(u,v))dA
» D

» Si f representa la densidad superficial de masa, entonces

M = / f dA : masa total de la superficie

% [xfdA

>
ﬁ zf yfdA . coordenadas del centro de masa .
= [ 2fdA

>



9. Integral de Flujo

= Sea F': Q CR3 — R3 continua. El flujo asociado al campo F estd de-
finido por la ecuacién diferencial

¢(0,70) =7

0-

= La integral de flujo de F sobre %:

Qr = /ﬁdﬁ:/ﬁ-ﬁd/x
b b
= od 00
_ /F(a(u,v)) 197 % 2 Jdudo
by



