TEMA 9:

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE
ORDEN N

1. DEFINICION Y TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.

Se trata ahora de extender al orden n los resultados vistos, relativos a las ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden.

Una ecuacion diferencial lineal de orden n , es una ecuacion de la forma:

ao(x)y(“) +a, (x)y“‘_l) Forrannn, a,  (x)y'+a,(x)y=g(x)

o en forma canonica:

Y™ +p YD Ht Py Y PR XY =h(x)| 1]

que en forma simbolica se escribira: L[Y] =h(x)

n n—1

d d
+pl(X)F+ ......... pn_l(X)&'Fpn(X)

siendo L el operador lineal: L= o
X

La correspondiente ecuacion diferencial lineal homogénea o incompleta es :

Lly|=0] p2]

La teoria asociada a estas ecuaciones es andloga al caso en que n=2. Por ello se van a
citar unicamente, sin efectuar demostraciones, las generalizaciones al orden n de los
resultados estudiados en los temas 6, 7 y 8.

El teorema de existencia y unicidad es ahora:




Teorema

Si las p; (x) (i=I,....,n) y h(x) son continuas en I=(a,b), entonces, cualesquiera que
sean x, €l e y, by, ...... b,.; € % , existe en todo I unay solo una solucion

y=p(x) del problema de valor inicial:

Y(xg)=yp
Ly =h(x) con Y'(x9)=b; /3]

Se supondra en lo sucesivo que las ecuaciones lineales utilizadas cumplen las
condiciones del teorema de existencia y unicidad en un intervalo I= (a,b).

Se verifica:

El operador L es una aplicacion lineal del espacio vectorial C" (I) en el espacio
vectorial C(I).

2. ECUACION HOMOGENEA.

2.1.- El conjunto S de soluciones en I de la ecuacion homogénea L[y] =0, de
orden n, es un espacio vectorial de dimension n, subespacio vectorial de C" (I ).

22 Si y1(x),y3(X)seeneee »Yn(x)eS y son linealmente independientes en I,

entonces la solucion general de L[y] = 0 es:

V=C1y10)+ Cryr(X)+ cesueuees +C,y,(x) x el conCy, (C;,....... ,C, constantes

arbitrarias.




2.3.- Condicion necesaria y suficiente para que n soluciones particulares
VI 5 cevvueee wn de la ecuacion lineal homogénea L[y] = 0, sean linealmente

independientes en I, es que W{yj,......y,] #0 Vx €1, siendo:

Vi Y2 . Yn
rr' ¥y Yn

’

W[y1 R 1 ]= [4] el wronskiano dey;, .......y.

—1 -1 _
R | S S

2.4.- La formula de Abel-Liouville es :

=[5 pi(t)dt
W[yl, ..... ,y,,]=W(x0)e 0 /5]

2.5.- Si yi(x) es una solucion no trivial de L[y] = 0 , el cambio de funcion y =yu
reduce la ecuacion a otra lineal homogénea de orden n-1, en la variable dependiente
_ du

"
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3. ECUACION HOMOGENEA DE COEFICIENTES CONSTANTES.

Se considera ahora la ecuacion:

lag y™ + a; yO +.......... +apy +ta,y=0] [6]

con coeficientes constantes y a, # 0. Su ecuacion caracteristica es:

1

P(r)y=aor" +a,;r'" + ... +a,r+a,=0.

Con un estudio analogo al visto en el caso de ecuaciones de 2° orden, se obtiene:

3.1.- Caso 1°: P(r) =0 tiene n raices distintas ry ........ . I'n

Entonces son soluciones de [6] linealmente independientes en ‘R las:



yi=elm,yp=e?" ... ,yp=¢€"
La solucién general es y=Cje ™ +......... +Cpe™*
3.2.- Caso 2°: P(r) =0 tiene k raices distintas ri........ , I'x._con multiplicidades
M eeeeees . (mg +......+t Mg =n)

3.3.- Caso 3°: P(r) =0 tiene raices complejas.

Por cada raiz compleja r=o + i y suconjugadar=a - §i , ambas con multiplicidad
m, son soluciones linealmente independientes en ‘R las :

M cos fx, xe™ cos X, ... ,xm_leaxcosﬁx

X sen fx, xe® sen fX,............ XM 1e® gen Bk

4. ECUACION COMPLETA.

En el caso general de una ecuacion completa L[y] =h(x)|| de orden n, analogamente

al caso en que n=2, se verifica:

4.1.- Es valido el principio de superposicion.

4.2.- La solucion general de dicha ecuacion completa es:

y=Ciyi(X) t erene. + Ch ya(X) + yp(x)
siendo yi(X),......,yn(X) soluciones linealmente independientes en I de la correspondiente
ecuacion homogénea, y,(x) una solucion particular de la completa y Cj,......... ,Cn

constantes arbitrarias.



4.3.- El método de variacion de las constantes es la extension del procedimiento visto
para el caso en que n = 2.

4.4.- En el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, para obtener una solucion
particular de la ecuacidon completa, puede usarse el método de coeficientes
indeterminados si h(x) es de ciertos tipos, siendo valida la Tabla citada en el Tema 8
para n=2, sin mas que considerar que ahora m puede tomar valores entre 0 y n.

4.5.- También puede aplicarse la reduccion de orden a la ecuacion completa, efectuando

el cambio y=yju, seguido de u” = v, siendo y; una solucion particular de la
correspondiente ecuacion homogénea.

5. EJEMPLOS.

5.1.- Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial:
8y "-12y "+6y -y=10
Es una ecuacion diferencial lineal homogénea, de tercer orden. con coeficientes
constantes.
La ecuacion caracteristicaes: 81° - 1217 +61-1=0, esdecir: (2r- 1)’ =0.

Sus unicaraizes: r1;=1/2 con multiplicidad 3.

Luego la solucion general de la ecuacion diferencial es:

ly=e”(A+Bx+Cx) |

rrr

5.2.- Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial: y’ " + 9y =2 sen 2x

Es una ecuacion diferencial lineal completa, de tercer orden. con coeficientes
constantes.

La ecuacion caracteristica es: r° +9r=0, es decir: r(r* +9)=0.

Sus raicesson: 11 =0, r,-31,r;3=-31.

Luego la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea es:

yu=A + B cos 3x + C sen 3x

Por el método de coeficientes indeterminados, se probaria como solucidn particular de
la ecuacion completa dada, una de la forma:

yp= acos2x + b sen 2x



Entonces: Yp = acos2x+ bsen2x

2

yp. = 2bcos2x- 2asen2x

29

yp =-4acos2x - 4b sen 2x

yp~ =-8bcos 2x + 8asen 2x
Luego: yp '+ 9y,” =10b cos 2x - 10a sen 2x = 2 sen 2x
Es decir: b=0,a=-1/5, e Y = -1/5 cos 2x

La solucion general es por tanto:

y =A + B cos 3x + C sen 3x - (1/5) cos 2x

5.3.- Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial: — y~" - y"'=2¢*

Es una ecuacion diferencial lineal completa, de tercer orden. con coeficientes
constantes.

La ecuacion caracteristica es: r° -r=0, es decir: r(r+ 1)(r-1)=0.
Susraicesson: 1;=0, rp- 1, r3=-1.
Luego la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea es:

yu=A+Be* +Ce™

Por el método de coeficientes indeterminados, se probaria como solucidn particular de
la ecuacion completa dada, una de la forma:

yp= axe'
Entonces: yp = ae'x

yp, =ae (x+1)
yp = ae (xt2)

yp = ae (x+3)
Luego: yp -yp = 2ae’ =2¢"
Es decir: a=1, e yp=x¢"

La solucion general es por tanto:

y=A+Be +Ce™+ xe'

5.4.- Sea la ecuacion diferencial lineal:



P2y’ 4y -2y=5¢"-2+12cos 2x + 10 " sen x
Se pide: a) Escribir la solucion general de la correspondiente homogénea.

b) ;Qué tipo de solucion particular de la ecuacion dada se probaria por el
método de coeficientes indeterminados?.

a) Es una ecuacion diferencial lineal completa, de tercer orden. con coeficientes
constantes.

La ecuacion caracteristicaes: 1 -21°+1-2=0, es decir: (r-2)(r*+1)=0.
Susraicesson: 11 =2, rp-1i,r3=-1.

Luego la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea es:

yH=Ae2X+Bc0sx+Csenx |

b) Por el método de coeficientes indeterminados, se probaria como solucion particular
de la ecuacion completa dada, una de la forma:

yp= axe™+b+ccos 2x + d sen 2x + e* (f sen x + g cos Xx) |

5.5- Hallar la ecuacion y = y(x) de la curva que satisface a la ecuacion diferencial:
2’3y’ 2y’ =4x+10

y cuya grdfica tiene al eje OX como tangente de inflexion en el origen.

Es una ecuacion diferencial lineal completa, de tercer orden. con coeficientes
constantes.

La ecuacion caracteristicaes: " +31°+2r =0, esdecir: r(r+ 1) (r +2) = 0.
Susraicesson: 1, =0, rp- -1,1r;3=-2.

Luego la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea es:

yu=A +Be*+Ce™

Por el método de coeficientes indeterminados, se probaria como solucion particular de
la ecuacion completa dada, una de la forma:  y, =x(ax +b)

Entonces: yp =ax +bx
Yoo =2ax +b
y, ) =2a
Yp =0

Luego: v 3y 2y, = 6a+22ax+by=4x+10



Esdecir: 4a=4, y 6a+2b=10. Portanto:a=1, b=2, ¢ y,= x4 2x
La solucion general es por tanto:

v=A+Be* + Ce®+ x*+2x

-Be* 2CeX+ 2x+2

Sus derivadas: y =
y’=  Be® +4Ce™+ 2
Las condiciones geométricas indicadas, significan que se busca la solucion y = y(x)
tal que: y(0)=y’(0)=y(0)=0 Es decir:
0= A+B+C A=-
0= - B-2C+2 Dedonde: B= 6
0= B +4C + 2 C=-2

Por tanto, la ecuacion de la curva buscada es:

ly=6¢e* -2¢™ +x* + 2x - 4

5.6- Dada la ecuacion diferencial lineal completa:  y’’’+ y’+y’+y=h(x)

escribir la solucion general de la correspondiente homogénea y el formato de
solucion particular y, de la completa, que se probaria por el método de coeficientes
indeterminados, en los distintos casos de h(x) que se indican:

a) h(x) =3 cos 2x

b) h(x)=x"e*+¢"
¢c) h(x)=1+xsenx
d) h(x)=x(e™+1)

Es P+’ +r+1=0,es decir: (r+1) (r2+ 1)=0.Raices:r;=-1, =1, 13 =-1.
Solucion general de la homogénea: yg= A e™ + B cos x + C sen x
Solucidn particular de la completa en los distintos casos:

a) yp=acos 2x + b sen 2x

b) yp=x(ax’+bx+c)e™+de"

¢) yp=atx[(bx+c)cosx+(dx+g)senx]
d) y,=(@ax+b)e™+cx+d



