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Lunes 28.07.2003/Lunes 26.07.2004 

1 Introducción, definiciones y ejemplos de EDO 

1.1 Introducción 

En el cálculo diferencial, uno define una función  que depende de una variable x.  y
El valor de la función  en el punto x es y ( )xy .  

Su derivada 'y
xd
yd

=  es también una función. 

Por ejemplo, si entonces ( ) 2xexy −=
( ) ( ) 2

2' xexxy
xd
xyd −−== ( )xyx2−= .  

 
El problema que vamos a ver aquí no es de calcular derivadas de funciones, sino de hallar una 
función  que satisfaga la ecuación: y

( ) ( )xyxxy 2' −=  
 
que vamos a llamar ecuación diferencial. Hallar tal función es resolver una ecuación 
diferencial. 
 
Desde ahora, vamos a considerar solamente una variable x, así que muchas veces vamos a 
omitir el (  en las expresiones de y, así que vamos a simplificar las notaciones de la 
manera siguiente:  

)x

yxy 2' −=  

1.2 Definiciones 

Una ecuación diferencial es una ecuación que relaciona una función   y
y sus derivadas , , ...  con su variable independiente x.  'y ''y
 
y se llama la variable dependiente, x la variable independiente. 
 
Se dice que una ecuación diferencial es ordinaria cuando la función  depende de una sola 
variable independiente x. La notaremos EDO.  

y

 
Si la función  depende de más de una variable independiente, se define las derivadas 
parciales respecto a estas variables y se habla de ecuaciones en derivadas parciales.  

y

Aquí solamente vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias.  
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1.2.1 Ecuación diferencial ordinaria explícita 
 
Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es explícita cuando su expresión es del tipo: 
 

(1.2.1.1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xyxyxyxyxfy nn 1''' ,,,,, −= L   
 

f es una función  donde D es un subconjunto (generalmente abierto) de 
R

RRDf n →⊂ +1:
n+1.  x es una variable independiente (por ejemplo podría ser el tiempo) 

y es una función n veces continuamente derivable: es la variable dependiente, solución de la 
EDO (1.2.1.1).  
 

Tenemos la notación:    ( ) ( ) ( )
}

( )xyxy
xd

xyd
vecesn

n
n

n
'' L==  

 
donde n es el orden de la derivada más alta que aparece en la ecuación y se llama el orden de 
la ecuación diferencial. 
 

1.2.2 Ecuación diferencial ordinaria implícita 
 
Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es implícita cuando su expresión es del tipo: 
 

(1.2.2.1)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,, ''' =xyxyxyxyxF nL  
 
F es una función  donde I es un subconjunto (generalmente abierto) de RRRIF n →⊂ +2: n+2. 
 

1.2.3 Ecuación diferencial ordinaria lineal 
 
Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es lineal cuando su expresión es del tipo: 
 

( ) ( ) ( ) ( )xg
xd

ydxa
xd
ydxayxa n

n

n =+++ L10  

1.2.4 Ecuación diferencial ordinaria lineal homogénea 
 
Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es lineal homogénea cuando  ( ) 0=xg
Cuando tenemos una ecuación lineal, se llama ecuación lineal homogénea asociada la 
ecuación inicial en la que se ha hecho ( ) 0=xg . Veremos después la utilidad de tal 
denominación. 
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1.2.5 Ecuación diferencial ordinaria exacta de primer orden 
 
Una EDO exacta de primer orden es una EDO explícita de la forma: 
 

( ) ( )
( )yxQ

yxPyxf
x
yy

,
,,' −==

∂
∂

=  

o sea: 
( ) ( ) 0,, =+ ydyxQxdyxP  

 

que cumple       xy QP =    con   










∂
∂

=

∂
∂

=

x
QQ

y
PP

x

y

  . 

1.2.6 Problema de Cauchy o de valores iniciales 
 
Para resolver una EDO, hay que seguir dos etapas. Una primera etapa para encontrar una 
solución general, y una segunda etapa para encontrar una solución particular. Esta segunda 
etapa sirve para determinar la(s) constante(s) de integración que aparece(n) en el proceso de la 
primera etapa. Una solución particular puede corresponder a una condición inicial. 
 
El problema de Cauchy consiste en encontrar una solución completa a una ecuación 
diferencial ordinaria (o sea una solución general más una solución particular). 
 
 

1.3 Ejemplos 

1.3.1 Desintegración de elementos radioactivos 
 
Notemos N(t) el número de elementos radioactivos al instante t. Estos elementos se van a 
desintegrar con el tiempo. Suponemos que la variación de este número por unidad de tiempo 
decrece de manera proporcional al número N presente (no se sabe, pero es la manera más 
simple y natural de describir tal fenómeno). 
 

( ) ( ) dttNtdN λ−=  
 

que vamos a escribir de manera más simple: 
 

 (1.3.1.1) dN dtNλ−=  con 0>λ  
 

Ponemos un menos para decir que el número disminuye con el tiempo (decrecimiento). 

dt
N

dN λ−=  

Vamos a integrar:              [ ] CstetN +−= λln  
o sea:             tCsteCstet eeeN λλ −+− ==
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Vamos a ver una manera de determinar la constante. Si conocemos el número inicial de 
elementos radioactivos, o sea si conocemos N al instante t = 0 y si lo denotamos , vamos a 
tener: 

0N

( ) CsteCste eeeNtN ==== − 0
00 λ  

Entonces tenemos:   ( ) teNtN λ−= 0

 
Se llama semi vida T el tiempo requerido para reducir la población inicial de protones a la 
mitad, o sea para t = T, tenemos N (t = T) = N0 / 2. 
 

Entonces:    TeN
N λ−= 0

0

2
 o sea ( )

λ
2ln

=T  

 

Otra manera de notar (1.3.1.1) es: N
dt
dN λ−=   

o sea  

     NN λ−='    con 
dt
dNN ='  

 
Es una ecuación diferencial simple. 
 
Vemos que en el proceso de resolución de la EDO, es necesario determinar una constante. 
Esta se puede conocer con condiciones iniciales. Pero en realidad, se podría de la misma 
manera determinar la constante con otras condiciones (no necesariamente iniciales). 
 
Ejercicio: determinar en el ejemplo precedente el valor de la constante para un valor N de  
para el tiempo 

1N
λ/1=t . ¿Cual es la relación entre  y ? 0N 1N

 
Respuesta: 

( ) λλλ /
1/1 −=== eeNtN Cste . Entonces: ( ) teNetN λ−= 1  y 

e
NN 0

1 =  

Es un ejemplo donde se determina la constante con una condición que es diferente de una 
condición inicial. 

1.3.2 Circuito eléctrico 
 
Capacitor (Condensador) C: U qC =  

Resistor (Resistencia) R: 
td
qdRiRR −==U  

 
Tenemos un circuito en serie de un resistor R, de un capacitor C. Suponemos que el capacitor 

se descarga en la resistencia. Tenemos 0=+ q
td
qdR , o sea 

01
=+ q

Rtd
qd  

que es similar a la ecuación previa. Tenemos : ( ) t
Reqtq
1

0

−
=  
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Miércoles 28.07.2004 

1.3.3 Mecánica 

Resorte k:  (es como el capacitor) 
→→

−= xkF
 
Si se aplica una fuerza F que se pone a un resorte de rigidez k, la variación de longitud del 
resorte respecto a la posición de equilibrio debido a esa fuerza será denotada x, entonces: 

 
→→

−= xkF

Amortiguamiento:  (como el resistor) 
→
•→

−= xF λ
Un amortiguamiento (damping en ingles) típico λ opone una resistencia proporcional a la 
velocidad relativa: 

→
•→

−= xF λ  

Al equilibrio: 0=+ xk
td
xdλ . La solución es: ( ) tk

extx λ
−

= 0  

 
Resumen: una ecuación con una derivada de orden 1 es muchas veces relacionada con la 
noción de atenuación (resistor en electricidad, amortiguamiento en mecánica) es decir 
responsable de un régimen transitorio. Veremos que una derivada de orden 2 será relacionada 
con la noción de oscilación (la self o inductor L en electricidad, la masa en mecánica) 
correspondiendo a un régimen permanente. 
 
Electricidad Mecánica 
L (inductor) M (masa) 
R (resistor) λ (amortiguador) 
C (capacitor) k (resorte) 
Dibujo en matlab: 
 
t = 0 : 0.05 : 5 ; 
n0 = 1000 ; 
lambda = 1 ; 
n = n0 * exp (-lambda * t ) ; 
plot ( t , n ) ; 
 
 

 
 
 
t = 0 : 0.05 : 5 ; 
n0 = 1000 ; 
lambda = 2 ; 
n = n0 * exp (-lambda * t ) ; 
plot ( t , n ) ; 
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t = 0 : 0.05 : 5 ; 
n0 = 500 ; 
lambda = 2 ; 
n = n0 * exp (-lambda * t ) ; 
plot ( t , n ) ; 
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Viernes 30.07.2004 

2 EDO explícitas de orden 1 : ( )yxfy ,' =  

2.1 Definición y propiedades 

 
Una EDO de primer orden corresponde a n = 1. Se puede escribir de dos maneras diferentes 
(explícita o implícita): 

( )
( )




=
=

0,,
,
'

'

yyxF
yxfy

 (2.1.1) 

 
En una primera etapa, vamos a ver las ecuaciones explícitas de primer orden : ( )yxfy ,' = . 
  
Encontrar una solución de una EDO de primer orden, es encontrar una función y(x) que 
verifica una de las dos fórmulas (2.1.1). En realidad, no se sabe resolver todas las ecuaciones 
diferenciales. Solamente se sabe hacerlo para algunas de ciertos tipos que vamos a ver ahora. 
 
Vamos a ver diferentes casos particulares. 

2.2 EDO explícita de la forma: ( )xfy ='  

 
( xfy =' )  es la ecuación diferencial la más sencilla que puede pensarse. 

  
La solución general de tal EDO de primer orden es: 
 

( ) ( ) Cstexdxfxy += ∫  
 
Una solución particular puede determinarse fijando una solución. Por ejemplo digamos que 
para x = x0, la función y toma el valor : y (x0 ) = y0. En este caso vamos a tener: 
 

( ) ( ) 0
0

yxdxfxy
x

x
+= ∫  

2.3 EDO explícita de orden 1 de variables separadas : ( ) ( )xPyy −='Q  

 
Son ecuaciones exactas donde  depende solamente de x, que notaremos  y 
donde Q  depende solamente de y, que notaremos 

( yxP , )
)

( )xP
( yx , ( )yQ  así que son  del tipo: 

 
( ) ( ) 0=+ ydyQxdxP  

o sea:  
( ) ( )xPyyQ −='  

 
Vamos a ver que estas ecuaciones son muy sencillas de resolver, así que para resolver una 
EDO, intentaremos, siempre que se pueda, de llegar a una ecuación de variables separadas. 
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Se pueden resolver simplemente integrando: 
 

( ) ( ) CsteydyQxdxP =+ ∫∫  
 

Ejemplo: Resolver 2

3

y
x

−'y =    

 
Podemos expresar esta EDO de la manera: x3 dx + y2 dy = 0 
 

Solución general: integrando, tenemos directamente: 
4
1  x 4 + 

3
1  y 3 = Cste 

 
Vamos a tomar una constante Cste de tal manera que 
nos quedamos con números reales: 
 
x = 0 : 0.01 : 10 ; 
C = 10000 ; 
d = 1/3 ; 
y =  ( 3 * (C -1/4 * x .^4) ) .^ d ; 
plot ( x, y) ; 
 

2.4 EDO reducibles a ecuaciones de variables separadas  

 
Caso 1:  ( ) ( ) =+ ydyxQxdyxP ,, ( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =+ ydygxfxdygxf  
 
 
Si se divide por ( ) ( ygxf 12 ) , se obtiene: 
 

( )
( )

( )
( ) 0

1

2

2

1 =+ yd
yg
ygxd

xf
xf  

 
que se puede resolver como el caso precedente: 
 

( )
( )

( )
( ) Csteyd

yg
ygxd

xf
xf

=+ ∫∫
1

2

2

1  

 

siempre que exista una primitiva de ( )
( )xf

xf

2

1 y de ( )
( )yg

yg

1

2 . 
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Miércoles 30.07.2003 
 

Ejemplo 1: Resolver 2
'

1 x
yy

+
−=  

 
Podemos expresar esta EDO de la manera: (1 + x 2) dy + y dx = 0 
 

Solución general: se divide por y (1 + x 2) y así: 01
1

1
2 =+

+
yd

y
xd

x
 

Se integra:    Csteyd
y

xd
x

=+
+ ∫∫

1
1

1
2   

( ) Csteyxarctg =+ ln  
Notemos la Cste como un ln de otra cste:  Cste Cln=  

( )xarctgCy −=− lnln  

( )xarctg
C
y

−=





ln  

( )xarctgeCy −=  
 

x = -1 : 0.01 : 10 ; 
C = 10 ; 
y =  C * exp ( -atan (x) ) ; 
plot ( x , y ) ; 

 
 
 

 
 

Ejemplo 2: Resolver  ( )xyy cos' =
 

Se puede escribir de la forma: ( ) xdxyd
y

cos1
=  , integrando tenemos: 

o sea ( ) ( ) Cstexseny +=ln ( ) Cstexseney += . Si notamos , entonces tenemos  CsteeK =
 

( )xseneKy =  
 
 
x = -10 : 0.01 : 10 ; 
C = 1 ; 
y =  C * exp ( sin (x) ) ; 
plot ( x , y ) ; 
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2.5 EDO explícita de la forma : ( )ybxafy +='  

 
Si a = 0 :  . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver. ( ybfy =' )
 
Si b = 0 :  . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver. ( xafy =' )
 
Si 0≠ba . Hacemos el cambio de variable: ybxaz +=  .  
 

Entonces tenemos:    'yba
xd
ydba

xd
zd

+=+=  

 

o sea:     ( zf
b

a
xd
zd

y =
−

=' )  y ( )zfba
xd
zd

+=   

 

( )zfba
zdxd

+
=  

 

( ) ( ) ( ybxaz
zfba

zdx +Φ=Φ=
+

= ∫ ) 

 
Así tenemos una función y solución de la EDO en función de x. 
 
 
Ejemplo : Resolver  1' −= yx eey
 
Tenemos: .  1' −= + yxey
 
Hacemos el cambio de variable: z = x + y .  
 

Así zey
xd
zd

=+= '1 , o sea e . Integrando, tenemos  o sea: 

 

xdzdz =−

e x− −−

Cstexe z +=− −

Cstexy +=
( ) yxCstex −−=−−ln  

 
es decir que la solución es :   ( )Cstexxy −−−−= ln  
 
 
x = -1 : 0.001 : 11 ; 
C = - 11.0001 ; 
y =  -x -log ( - x - C) ; 
plot ( x , y ) ; 
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Lunes 02.08.2004 

2.6 EDO explícita de la forma : 





=

x
yfy ' , o homogénea 

La ecuación de tipo 





=

x
yfy '  se llama EDO homogénea. 

 

Hagamos el cambio de variable : 
x
yu = .  

 
Tenemos uxy =  

y derivando respecto a x tenemos: 
xd
udxuy +=' .  

Notemos   ( )
xd
udxuuf += .  

O sea    ( ) uufxu −='  que es de variables separadas.  
 

• Si ( ) uuf ≠ :   

entonces ( ) x
xd

uuf
ud

=
−

 

Integrando tenemos: ( ) 





=

−∫ Cste
x

uuf
ud ln   

o sea  con ( )ueCstex Φ= ( ) ( )∫ −
=Φ

uuf
udu  

 

Entonces tenemos el sistema: 
( )

( )




=
=

Φ

Φ

u

u

euCstey
eCstex

 

 
Se puede dejar así o escribirse también de la forma: 
 

( )xyeCstex /Φ=  
 
 De allí se puede encontrar una función H tal que: u = H (x , Cste ) y así y = x H (x , Cste ). 
 
Miramos un caso particular: Si conocemos un u0 que satisface f (u0 ) = u0. En este caso es 
fácil mostrar que y = u0 x es solución de la ecuación inicial porque  

( ) 





===

x
yfufuy 00

' . 

Esta solución no se obtiene con un método general pero las que salen así de manera particular 
se llama una solución singular. 
 

• Si ( ) uuf = :  
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entonces 
x
y

x
yfy =






='   

que es una EDO de variables separables que ya se sabe resolver. 
 
 

Ejemplo : Resolver 2

2
' 2

x
yyxy −

=  

 
Hacemos el cambio de variable: xuy = .  
 

Tenemos 2
2

' 22 uu
x
y

x
yy −=



−= .  

 
Como , sustituyendo tenemos u o sea u .  uxuy += '' 2' 2 uuux −=+ 2' uux −=
 

• Si 2u≠u  : tenemos 
x
xd

uu
ud

=
− 2 . Para integrar, descomponemos  

u
B

u
A

uu −
+=

− 1
1

2 . Se encuentra: A = 1 y B = 1. 

Integrando, tenemos: ( ) ( ) 





=−−

C
xuu ln1lnln o sea 

C
x

u
u

=
−1

 es decir: 
C
x

xy
xy

=
− /1

/ . 

De eso: C ( )yxxy −= , sea 
xC

xy
+

=
2

 

 
• Si 2u=u  :es decir si u = 0 o u = 1 
 
se tiene las soluciones singulares y = 0 y también y = x. 
 

 
 
x = -10 : 0.01 : 10 ; 
C = 1 ; 
y =  x .^ 2  ./ ( C + x ) ; 
plot ( x , y ) , axis ([-10  10 -100 100]) ; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Viernes 01.08.2003   
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2.7 EDO explícita de la forma : 










++
++

=
222

111'

cybxa
cybxa

fy  

Vemos que este caso corresponde a una EDO reducible a una EDO de tipo : 





=

x
yfy ' . 

 
En el plano ( x , y ), la ecuación a 111 cybx ++ = 0 es una recta 1.   
De igual manera, la ecuación 222 cybxa ++ = 0 es una recta 2.  
Vamos a distinguir dos casos: 
 
Caso 1: estas rectas se cortan en un punto ( )00 , yx .  
 
Eso significa que el punto ( )00 , yx  verifica las ecuaciones de la recta 1 o sea : 
 

010101 =++ cybxa  
y de la recta 2 o sea: 

020202 =++ cybxa  
 
y que se cortan en este punto o sea : 
 

2020210101 cybxacybxa ++=++ . 
 
Entonces la EDO se escribe:  

( ) ( )
( ) ( ) 











−+−
−+−

=












−−+
−−+

=










++
++

=

0202

0101'

020222

010111

222

111'

yybxxa
yybxxa

fy

ybxaybxa
ybxaybxa

f
cybxa
cybxa

fy

 . 

 

Vamos a hacer los 2 cambios de variable : 




−=
−=

0

0

yyY
xxX

 

 

Así tenemos: 





=











+
+

=










+
+

=
X
Yg

XYba
XYba

f
YbXa
YbXa

f
/
/

22

11

22

11'Y  que ya sabemos 

resolver. 
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Caso 2: estas rectas son paralelas.  
 
Eso significa que :  

12 aKa =  y b 12 bK= . 
 

Entonces tenemos: ( ) 










++
++

=










++
++

=
211

111

211

111'

cybxaK
cybxa

f
cybKxaK

cybxa
fy .  

 
Hagamos el cambio de variable: ybxaz 11 += .  
 

Entonces: 










+
+

==
2

1'

czK
cz

f
xd
zdz  que es una EDO de variables separadas que ya sabemos 

resolver. 
 
 
Ojo. Una manera rápida de ver si dos rectas son paralelas es decir que sus vectores 
direccionales son paralelos. Si tenemos la ecuación 010101 =++ cybxa , los puntos A y B 

definen un vector en la dirección de la recta 1. 
0

1

1

a
c

−
1A   y  

1

11

0

b
cB − . 

Entonces 

1

1

1

1

11

b
c

a
c

BA
−

→

o sea un vector paralelo 

1

1
11 1

1

b

a
BA

−

→

.  

B

A x

y

De igual manera, un vector de la recta 2 será: 

2

2
22 1

1

b

a
BA

−

→

. Las dos rectas son paralelas si sus 

vectores direccionales son paralelos o sea: 








=

=

21

21

11

11

b
K

b

a
K

a
  o sea  





=
=

12

12

bKb
aKa
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Miércoles 04.08.2004 

Ejemplo 1 : Resolver 
3

642'

−+
−+−

=
yx

yxy  

 
Esta relación no esta satisfecha aquí, entonces las dos rectas se cortan en el punto que 

satisface: .  








=−+
=−+−

−+=−+−

03
0642

3642

00

00

0000

yx
yx

yxyx

 
Se puede mostrar fácilmente que ( ) ( )2,1, 00 =yx .  
 

Entonces tenemos: 
( ) ( )

( ) ( )00

00

00

00' 424242
yyxx

yyxx
yxyx

yxyx
y

−+−
−+−−

=
−−+

−++−
= .  

 
Hacemos el cambio de variables: 0xxX −=      y     0yyY −=  .  
 

Así : 
XY

XY
YX

YX
/1

/4242'

+
+−

=
+
+−

=Y  

 
Hacemos otro cambio de variable: XYu /= .  
 

Entonces : Y  de allí : Y  porque Xu= uXu += '' 1' == X
xd
Xd .  

 

Entonces 
u

uuXu
+
+−

=+=
1

42''Y que se puede escribir: 
1

232

+
+−

=−
u

uuX
Xd
ud .  

 
Tenemos que analizar dos casos: 
 
Caso 1: .  0232 ≠+− uu
 

Tenemos : ( )
X
Xd

uu
udu

=
+−

+
−

23
1

2  

 

( ) ( 21232 −−=+− uuuu )  entonces:  ( )
( ) ( )2123

1
2 −

+
−

=
+−

+
−

u
B

u
A

uu
u .  

 
Podemos mostrar fácilmente que A = 2 y B = - 3.  
 

Integrando, tenemos : ( ) ( ) 





=−−−

C
Xuu ln2ln31ln2  o sea ( )

( )3

2

2
1

−
−

=
u
uCX .  

 
Como u  tenemos: XY /= ( ) ( )32 2 XYXYC −=−  o sea: ( ) ( 32 21 xyxyC −=−− )  
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Caso 2:    0232 =+− uu
 
Tenemos 2 casos:  

10 =u o sea Y o sea X= 1+= xy  
20 =u  o sea Y o sea X2= xy 2=  

 
Lunes 04.08.2003   
 

Ejemplo 2 : Resolver 
2
1'

−−
−−

=
yx
yxy  

 
Hacemos el cambio de variable: yxz −= .  
 
Tenemos  '' 1 yz −=
 

así: 
2
1'

−
−

=−
z
zz1  

 
o sea: ( ) xdzdz −=− 2 .  
 

Integrando: Cxzz +−=− 2
2
1 2 o  ( ) Kxz +−=− 22

2
1 .  

Como yxz −=  tenemos como solución las soluciones de : ( ) Kxyx 222 2 =+−− o sea:  
xKxy 222 −±−=  

 
x = 0 : 0.01 : 10 ; 
C = 10 ; 
y =  x - 2  - sqrt( 2 * C – 2 * x ) ; 
plot ( x , y )  ; 
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2.8 EDO de la forma : ( )yxfy ,' =  con f tal que ( ) ( )yxfyxf ,, 1−= αα λλλ  

 
• Si 0=α , tenemos ( ) ( )yxfyxfy ,,' λλ== . Tomando x/1=λ  tenemos 

( )yfy ,1x/1' =  que es una ecuación en variable separadas. 
 

• Si 1=α , tenemos ( ) ( ) 





===

x
yfyxfyxfy ,1,,' λλ  que ya vimos 

 
• En los otros casos, hacemos αzy =  .  
 
Derivando, ( )ααα zxfzzy ,'1' == −   

o sea: ( ) 





=
















=






=

−

1,11,11,11 1
'

z
xfz

z
x

z
fzxf

z
z

ααα
α

α
α

α

  

que es una EDO homogénea. 
 

2.9 EDO homogénea de grado k 

Es una EDO de la forma  con f tal que: ( yxfy ,' = )

)
 

( ) ( yxfyxf k ,, λλλ = . 
 
Se dice que f es homogénea de grado k. 
 
El caso particular k=1,  es homogénea si se puede escribir de la forma: ( yxfy ,' = )







=

x
ygy '  

 

Se resuelven con el cambio de variable: 
x
yz = . 

 
Viernes 06.08.2004 

Ejemplo:  resolver: 2
' 3

2 y
x

x
yy −=  

 

Vamos a notar ( ) 23
2

,
y

x
x

yyxf −= .  

Calculamos ( ) ( )23
2

,
y
x

x
yyxf

α

α
α

λ
λ

λ
λλλ −=  








−=

−
−

2

32/3
1 3

2 y
x

x
y α

α λλ . 

Esta expresión vale ( ) 23
2

,
y

x
x

yyxf −= para 3/2 – 3α= 0 o sea 2/1=α .  
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Hagamos el cambio de variable : .  2/1zy =

Entonces 
z
x

x
zzzy 3
22

1 2/1
'2/1' −== −   

o sea : 
2
1

' 6
−







−=

x
z

x
zz .  

Hacemos otro cambio de variable: 
x
zu = .  

De allí, .  2/1'' 6 −−=+= uuuxuz

Es una EDO a variables separadas, así que tenemos: 
( )





=

=
−

−

2/3

2/3

18
1

2/1

9
1

u

u

eCuy

eCx  

 
u = 0 : 0.01 : 100 ; 
C = 1 ; 
x = C * exp ( -1/9 * u .^1.5  ) ; 
y =  sqrt (x .* u) ; 
plot ( x , y )  ; 
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2.10 EDO de la forma : ( )
( )yxQ

yxPy
,
,' −=  

 

Se puede también escribir  ( )
( )yxQ

yxP
x
yy

,
,' −=

∂
∂

=  o sea  

 
 

(2.10.1)   ( ) ( ) 0,, =+ ydyxQxdyxP  
 

2.10.1 EDO exacta y función potencial 

Se dice que esta EDO es exacta si cumple además   xy QP =    con   










∂
∂

=

∂
∂

=

x
QQ

y
PP

x

y

 

 
Para resolver tal ecuación (2.10.1), vamos primero comentar algunos puntos. Suponemos de 
antemano que P y Q son de clase C1 (continuas con derivadas parciales continuas) en su 
dominio donde está definido (un abierto de R2). 
 
Demostración: Suponemos que podemos encontrar una función ( )yxF ,  en la que su 
diferencial sea :  
 

( ) ( ) ( ) 0,,, =+= ydyxQxdyxPyxdF  
 
entonces la ecuación diferencial tendrá como solución: 
 

( ) CyxF =,  
 
donde C es una constante respecto a x y y. 
 
Se necesita 2 cosas: 
 

1. encontrar bajo que condiciones impuestas a P y Q tiene lugar una función F tal que su 
diferential total sea exactamente ( ) ( ) ydyxQxdyxP ,, +  

2. si dichas condiciones son satisfechas, determinar realmente la función F. 
 

Por razones de cálculo, tenemos: 
 

( ) ( ) ydyx
y
Fxdyx

x
FdF ,,

∂
∂

+
∂
∂

=  

 
de modo que tenemos por inspecciones: 
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( ) ( )yxPyx
x
F ,, =

∂
∂  

( ) ( )yxQyx
y
F ,, =

∂
∂  

Vamos ahora a derivar P respecto a y y Q respecto a x: 
 

( ) ( )yx
xy

Fyx
y
P ,,

2

∂∂
∂

=
∂
∂    y ( ) ( )yx

yx
Fyx

x
Q ,,

2

∂∂
∂

=
∂
∂  

 
Por cálculo, tenemos: 

( ) ( )yx
yx

Fyx
xy

F ,,
22

∂∂
∂

=
∂∂

∂  

entonces tenemos: 
 

(2)     ( ) ( )yx
x
Qyx

y
P ,,

∂
∂

=
∂
∂

 

 
que es la condición que debe satisfacer la ecuación (1) para que sea exacta. 
 
Al revés, ahora mostramos que si la condición anterior se satisface, la ecuación inicial es 
exacta. Sea ( yx , )ϕ  una función para la cual:  
 

( ) ( )yxPyx
x

,, =
∂
∂ϕ  

entonces ( ) ( )yx
y
Pyx

xy
,,

2

∂
∂

=
∂∂

∂ ϕ .  

Como (2) es satisfecha, tenemos: ( ) ( ) ( )yx
x
Qyx

y
Pyx

xy
,,,

2

∂
∂

=
∂
∂

=
∂∂

∂ ϕ  

 
Integramos respecto a x (mientras y se mantiene constante): 
 

( ) ( ) )(,, yByxQyx
y

+=
∂
∂ϕ  

 
donde B(y) es una constante respecto a x (pero que puede depender de y). 
 
Ahora si tomamos como función F: ( ) ( ) ∫−= dyyByxyxF )(,, ϕ   
entonces tenemos 

dyyBdy
y

dx
x

dF )(−
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕϕ  

( )[ ] dyQdxPdyyBdyyBQdxPdF +=−++= )(  
 
De aquí concluimos que la ecuación (1) es exacta, y terminamos una demostración enunciado. 
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Otra manera de ver: Una expresión diferencial ( ) ( ) ydyxQxdyxP ,, +  es una 
diferencial cerrada en una región R del plano xy si se verifica:  ( ) ( yxQ x , )

)
yxPy , =  para 

todo  . Se dice exacta si además existe una función ( yx , ( )yxF ,  tal que 

( yx =) P
x
F

∂
∂ ,  y ( ) Qyx

y
F

=
∂
∂ ,  para todo  ( )yx , . Otra manera de decir es que el 

diferencial de F es : ( ) ( ) ydy,xQxdyxPFd , += . F es única (salvo constantes) se 
llama función potencial. El teorema de Schwartz sobre igualdad de derivadas cruzadas nos 
asegura que cualquier diferencial exacta es cerrada. 
 
Entonces, una ecuación diferencial exacta es una expresión igualada exactamente a cero. Si 

, entonces existe una diferencial F que verifica ( ) ( ) 0,, =+ ydyxQxdyxP 0=Fd . Su 
solución es: , (con C una constante arbitraria respecto a x e y). ( ) CyxF =,
 
 
 

El problema entonces es hallar F tal que  ( ) Pyx
x
F

=
∂
∂ ,  y ( ) Qyx

y
F

=
∂
∂ ,   

 
o sea vamos a empezar a integrar respecto a x:  
 

( ) ( ) ( )yxdyxPyxF ϕ+= ∫ ,,  
 
donde ( y )ϕ  es la constante de integración respecto a x (entonces puede depender de y).  
 
Debemos verificar la segunda condición :  
 

( ) ( ) ( )y
yd

dxdyxP
y

Qyx
y
F ϕ+

∂
∂

==
∂
∂

∫ ,,  

 

Entonces   ( ) ( ) ( ) ( ) xdyxP
y

yxQy
yd

dy ,,' ∫∂
∂

−== ϕϕ .  

 
Como es independiente de x, su derivada respecto a y debe ser cero.  
 
Lo vamos a verificar :  

( ) ( ) =







∂
∂

−
∂
∂

∫ xdyxP
y

yxQ
x

,,  

( )( ) ( ) ( ) 0,,, =
∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∫∫ y
P

x
QxdyxP

xy
Q

x
xdyxP

yx
yxQ

x

xy QP = porque . 
 
Una vez que se conoce  , integrando se deduce ( y'ϕ ) ( )yϕ , y sustituyendo su valor, 
llegamos a la función potencial ( )yxF , . Así tenemos todas las soluciones ( ) CyxF =,  
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Miércoles 06.08.2003  / Lunes 09.08.2004 
 
Ejemplo:  Resolver :  ( ) 0cos33 ' =+++ yyxey x

 
Vamos a poner la ecuación de la forma  
 

0=+ ydQxdP  
 
con      ( ) xeyyxP += 3,   
y      ( ) yxyx cos3,Q += .  
 
Verifiquemos si la EDO es exacta, es decir si la condición xy QP =  es satisfecha.  
Tenemos .  xy QP == 3
Entonces la ecuación diferencial es exacta.  
Buscamos la función potencial F tal que: 
 

( ) ( ) ( ) 0,,, =+= ydyxQxdyxPyxdF  

Como    ( ) ( ) ydyx
y
Fxdyx

x
F ,,

∂
dF ∂

+
∂
∂

=  

 
tenemos por inspección: 
 

( ) xeyyx
x
F

+=
∂
∂ 3,  

 
Integrando respecto a x, tenemos  
 

( ) ( )yexyyxF x ϕ++= 3,  
 
Derivando respecto a y, tenemos: 
 

( ) ( ) yxQ
yd
ydxyx

y
F cos33, +==+=

∂
∂ ϕ  

 

es decir     ( ) y
yd
yd cos=

ϕ   

Integrando tenemos:    ( ) Cyseny +=ϕ .  
 
La solución es :  
 

( ) KCysenexyyxF x =+++= 3,  
 o sea simplemente  
 

13 Cysenexy x =++    con  una constante. 1C
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2.10.2 EDO no exacta y factores integrantes 
 
Si la ecuación: 
 

(1)  ( ) ( ) 0,, =+ ydyxQxdyxP  no es exacta, 
 
una posibilidad para resolverla es encontrar una función ( )yx ,µ  (no nula) tal que: 
 

(2)     ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,, =+ ydyxQyxxdyxPyx µµ  sea exacta. 
 
Como las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, sus soluciones serán las mismas. La función 

( yx , )µ  se llama factor integrante. Lamentablemente, no hay un método general para 
encontrar factores integrantes. Se puede encontrar tal factor integrante fácilmente solamente 
para algunos casos que vamos a ver ahora. 
 
Caso 1: ( ) ( xyx )µµ =,  
 
Queremos que la ecuación: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =+ ydyxQxxdyxPx µµ  sea exacta  
 
o sea que verifique: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]yxQx
x

yxPx
y

,, µµ
∂
∂

=
∂
∂  

 
Derivando, tenemos: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxQxyxQxyxPx xy ,,, ' µµµ +=  
o sea  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )yxQxyxQyxPx xy ,,, 'µµ =−  
o sea  

( )
( )

( ) ( )
( )yxQ

yxQyxP
x
x xy

,
,,' −

=
µ
µ  

 
 Eso es posible si este coeficiente depende exclusivamente de x.  
 

Notamos ( ) ( ) ( )
( )yxQ

yxQyxP
xh xy

,
,, −

=  a este coeficiente. Entonces: 

 

( ) ( )∫=
xdxh

exµ . 
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Caso 2: ( ) ( yyx )µµ =,  
 
Es el caso simétrico del caso anterior.  
 

Entonces tenemos:  con ( ) ( )∫=
ydyg

eyµ ( ) ( ) ( )
( )yxP

yxPyxQ
yg yx

,
,, −

=  

 
Caso 3: Otros casos. 
 
Aparte de los 2 casos anteriores, se puede intentar varios factores integrantes, imponiendo 
ciertas condiciones restrictivas, como por ejemplo: ( ) βαµ yxyx =,  con α y β constantes a 
determinar, o también ( ) ( )yxoyx µµ + . 
 
 
En la práctica, se puede empezar a buscar un factor integrante de la forma 

( ) ( xyx )µµ =, . Si no se puede, se puede intentar un factor integrante de la forma 
( ) ( yyx )µµ =, . Si no se puede, intentar alguno de la forma dado en el caso 3. 

 
Ejemplo:  Resolver : ( ) ( ) 02 22 =−++ ydxyxxdyx  
 
En este caso, tenemos:     y   ( ) yxyxP += 22, ( ) xyxyxQ −= 2, . 
 
Tenemos  y ( ) 1, =yxPy ( ) 12, −= yxyxxQ .  
 
La EDO es exacta si la relación xy QP =  es satisfecha.  
 
Lo es si .  1=yx
 
Veamos si en este caso la EDO es satisfecha para  1−= xy
o sea si  ( ) ( ) ( ) 022 121212 =+=−++ −−− xdxxydxxxxdxx  
 
Entonces la ecuación no es exacta.  
 
Vamos a intentar un factor integrante. 
  

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) xyxx

yx
xyx

yx
yxQ

yxQyxP
x
x xy 2

1
12121

,
,,

2

' −
=

−−
−

=
−

−−
=

−
=

µ
µ .  

 
Esta expresión depende solamente de x, así que en principio es posible encontrar un factor 
integrante. .  ( ) 2−= xxµ
 
Entonces, multiplicando la ecuación diferencial por ( ) 2−= xxµ  se obtiene la ecuación 
exacta : ( ) ( ) 02 12 =−++ −− ydxyxdxy .  
Resolvemos esa ecuación exacta. Tenemos ( ) 22, −+= xyyxP      y   Q .  ( ) 1, −−= xyyx
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Verifiquemos que .  xy QP =
 
Tenemos  y Q .  2−= xPy

2−= xx

 
Ahora  o sea ( ) 22, −+= xyyxFx ( ) ( )yxyxyxF ϕ+−= −12,

1−− x

, y derivando respecto a 

y:  , o sea ( ) ( yxyx '1, ϕ+−= − ) = yF y ( ) yy ='ϕ  o sea ( ) Cyy += 2

2
1ϕ . 

Entonces tenemos ( ) Cyxy ++− 21

2
1x −yxF =, 2 . Entonces las soluciones de la 

ecuación inicial son la funciones y que verifican: K=yxyx +− − 21

2
12  
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Jueves 07.08.2003  / Miércoles 11.08.2004 

2.11 EDO lineales de primer orden: ( ) ( )xbyxay =+'  

Vamos a resolver este tipo de ecuación con tres métodos.  

2.11.1    Con un factor integrante 
 
La EDO se escribe: 
 

( ) ( )[ ] 0=+− ydxdxbyxa  
 
es decir   

( ) ( ) ( )xbyxayxP −=,      y   ( ) 1, =yxQ  
 
Buscamos un factor integrante de la forma: ( ) ( )xyx µµ =, , es decir buscamos ( )xµ  tal 
que  ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, =+ xQxxdyxPx ydyµµ sea exacta. 
 

Notamos ( )xa
Q

QP xy =
−

.  

 
Entonces     ( ) ( ) xdxaex ∫=µ .  
 
Entonces: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0=+− ∫∫ ydexdxbyxae xdxaxdxa  tiene que ser exacta.  
 
Buscamos una función potencial F que es tal que: 0=Fd  (la solución de la EDO será: 

).  ( ) CyxF =,
 

0=+=
∂
∂

+
∂
∂

= ydFxdFyd
y
Fxd

x
FFd yx  

 
Por inspección, tenemos: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )







=

−=
∫

∫

xdxa
y

xdxa
x

eF

xbyxaeF

2

1
 

 
Vamos a resolver (2) que es más fácil: 
 

( ) ( ) xdxa
y eyxF ∫=,  

o sea  
( ) ( ) ( )xeyyxF xdxa ϕ+= ∫,  
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Ahora derivando F(x,y) respecto a x:  
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )xexayyxF xdxa
x

', ϕ+= ∫  
 
y por otra parte  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) xdxa
x exbyxayxF ∫−=,  

 
Igualando las dos expresiones, tenemos:  
 

( ) ( ) ( )xexb xdxa 'ϕ=∫  
 
así que     ( ) ( ) ( ) xdexbx xdxa∫ ∫=ϕ  
 
Entonces: ( ) ( ) ( ) ( ) xdexbeyyxF xdxaxdxa ∫ ∫∫ −=, .  
 
Las soluciones de la EDO son: ( ) ( ) ( ) Cxdexbey xdxaxdxa =− ∫ ∫∫ , o sea: 
 

( ) ( )[ ] ( ) xdxaxdxa eCxdexby ∫ −∫ += ∫  

2.11.2 Método de ‘variación de la constante’ 
 

• Resolver primero la ecuación homogénea asociada ( ) 0' =+ yxay . Esta ecuación es 

de variable separada: ( ) xdxa
y
yd

−= . Su solución es ( ) eCxy = ( ) xdxa∫ − .  

• El método de variación de la constante consiste a considera la constante C como una 
función de x, o sea ( )xC=C , es decir que tenemos: ( ) ( ) ( ) xdxaexCxy ∫ −= . 
Vamos a buscar  que verifique a ecuación que queremos resolver, o sea: 

. Derivando y, tenemos: 
( )xC

0( )' =+ yxay
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xdxaexax ∫ −xdxa C∫ − −exCxy = ''

( )

, poniendo en la ecuación 
inicial tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbexC xdxa =∫ −xaex xdxa +∫ −axC−exC xa∫ −' xd  
o sea: , integrando tenemos: ( ) ( ) ( ) xdxaexbxC ∫=' ( ) ( ) ( ) Kexbx xdxa +=C ∫ ∫ .  
 
Con eso, tenemos la expresión final:  
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) xdxaxdxa eKexbxy ∫ −∫ += ∫  
 
que es igual como a la del método anterior. 
 
 

MA26A-1 Page 29 08/09/2005 



 30

2.11.3 Resolviendo con la suma de la solución general más una 
solución particular 

 
Suponemos que por un método cualquiera hemos encontrado una solución particular ( )xy p  
de la ecuación. Entonces la solución general será la suma de esta solución particular ( )xy p  
más la solución de la ecuación homogénea asociada, o sea: 
 

( ) ( ) ( ) xdxa
p eCxyxy ∫ −+=  

 
La justificación es simple: 
 

( xy p )  es solución de la EDO significa que : ( ) ( )xbyxay pp =+'  

( xy 0 ) es solución de la EDO homogénea asociada es decir:  ( ) 00
'

0 =+ yxay
 
Vamos a verificar entonces que ( ) ( )xyxy p 0+  es solución de la ecuación inicial, o sea:  
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )xbxyxyxaxyxy pp =+++ 0
'

0  . 
 
Tenemos : 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ([ ]
( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 00

'
0

'
0

'
0

+=++

+=+++

xbxyxaxy

xyxaxyxyxyxaxyxy pppp )
 

 
lo que teníamos que mostrar. 
 

2.11.4 Resolviendo una descomposición  ( ) ( ) ( xvxuxy . )=  
 
 
Resolviendo con una descomposición  ( ) ( ) ( )xvxuxy .=  
  
Entonces tenemos: .  ''' .. vuvuy +=
 
La EDO inicial es: ( ) ( )xbvuxavuvu =++ '' ..   
 
o sea : ( )[ ] ( )xbvxavuvu =++ '' .. .  
 
Lo que buscamos, son dos funciones u y v de tal manera que sus producto u.v satisface la 
ecuación. Vamos a intentar unas fáciles.  
 
Si intentamos v tal que v   ( ) 0' =+ vxa
 
entonces u deberá satisfacer : ( )xbvu =.' .  
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Ya sabemos resolver la EDO ( ) 0' =+ vxav .  
 

Su solución es : .  ( ) ( )∫=
− xdxa

exv
 

Nos queda a encontrar u que verifique: ( )xbvu =.'  o sea u .  ( ) ( )∫=
xdxa

exb'

 
Integrando, tenemos para u: 

 ( ) ( )
Cxdexbu

xdxa
+∫= ∫ .  

 

La solución final es:   ( ) ( ) ( ) ( )∫




 +∫=

−

∫
xdxaxdxa

eCxdexbxy  

Lunes 11.08.2003   
 
Ejemplo:     2' 432 xyyx =−
 
Método 1:  
 

La EDO se escribe : x
x
yy 2

2
3' =−   

es decir   xdx
x
yyd 








+= 2

2
3

  

es decir   con 0=+ ydQxdP ( ) x
x
yyxP 2

2
3, += y ( ) 1, −=yxQ .  

 

Como 
xQ

QP xy

2
3−

=
−

, existe un factor integrante ( ) ( ) 2/3ln
2
3

2
3

−−
−

==
∫

= xeex
xxd

xµ . 

Entonces la ecuación 02
2
3 2/32/3 =−








+ −− ydxxdx

x
yx  es exacta.  

 
Vamos a buscar una función potencial F tal que 0=Fd , o sea ( ) CsteyxF =, .  

Tenemos   yd
y
Fxd

x
F

∂
Fd ∂

+
∂
∂

= , o sea  2/3−−=
∂
∂ x

y
F   

es decir    ( ) ( )xyxyxF ϕ+−= − 2/3,   

y debe verificar: ( )xxyxxyx
x
yx

x
F '2/52/12/52/3

2
32

2
32

2
3 ϕ+=+=








+=

∂
∂ −−−− .  

 
De allí deducimos  . Así ( ) 2/14 xx =ϕ ( ) 2/12/3 4, xyxyxF +−= − .  
 
La solución de la EDO es :  es decir Cxyx =+− − 2/12/3 4 2/324 xCxy −=  
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Viernes 13.08.2004 
 
Método 2:  Empezamos por resolver la ecuación homogénea asociada : .  032 ' =− yyx
 

Se puede también escribir : 
x
xd

y
yd

2
3

= que es de variables separadas, así que tenemos: 

Kxy += log
2
3log , o sea : .  2/3xCy =

 
Aplicamos ahora el método de variación de la constante, es decir ( xCC )= así conociendo C 
tendremos la solución:  .  ( ) 2/3xxCy =
 

Derivando, tenemos: ( ) ( ) 2/12/3''

2
3 xxCxxCy += ,  

sustituyendo en la EDO inicial: tenemos: 2' 432 xyyx =−

( ) ( ) 22/3' 4
2
32 xxxCxxCx =

 + ( ) 2/32/1 3 xxC−
  o sea: ( ) 2/1' 2 −= xxC .  

 
Integrando tenemos: C   ( ) Kxx += 2/14 .
 
Así tenemos:    ( ) 22/32/32/1 44 xxKxKxy +=+=  
 
Método 3:  En este método, debemos encontrar una solución particular. No hay método 
general para hallar tal solución. Mirando la ecuación que debemos resolver, podemos 
sospechar que tal vez una solución de tipo polinómica podría ser una solución particular.  
 
Intentamos entonces de encontrar una solución particular del tipo: .  cxbxay ++= 2

 
Derivando, .  bxay += 2'

 
Sustituyendo en la EDO inicial:  tenemos:   2' 432 xyyx =−
 

( ) ( ) 22 4322 xcxbxabxax =++−+ . 
 
Tenemos:   ( ) ( ) 22 4322 xcxbxabxax =++−+  
 
o sea:       22 43 xcxbxa =−−
 
Igualando los términos de mismo grado tenemos: 04 === cbya .  
 
Así una solución particular es: .  24 xyp =

 
La solución de la ecuación homogénea asociada es (ya lo hemos hecho): .  2/3

0 xCy =
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La solución general es la solución particular más la solución de la ecuación homogénea 
asociada o sea: 
 

22/3 4 xxCy +=  
 
Método 4:  El ultimo método consiste a escribir y de la forma de un producto de dos 
funciones dependiendo de x:  
 

( ) ( )xvxuy = . 
 
Derivando:    ( ) ( ) ( ) ( )xvxuxvxuy ''' += .  
 
Sustituyendo en:  tenemos:  2' 432 xyyx =−
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 2'' 432 xxvxuxvxuxvxux =−+  
 
o sea:      [ ] 2'' 4322 xuvvxvux =−+ .  
 
El propósito es de encontrar dos funciones u y v tal que el producto satisface la EDO inicial, y 
no de encontrar todas la funciones u y v que satisfacen tal condición.  
 
Vemos que si el termino factor de u es 0, será más fácil resolver la ecuación.  
 
Entonces vamos a buscar v tal que:    032 ' =− vvx

 o sea:       
xv

v
2
3'

= .  

 

Integrando tenemos: Kxv += log
2
3log   

 
o sea: .  2/3xCv =
 
Como buscamos u y v tal que y = u v, podemos tomar la constante C = 1, porque no buscamos 
todas las funciones u y v sino una función v y una vez fijada una función u que dependerá de 
como hemos encontrado la función v, de tal manera que y = u v. Pero para mostrar eso, 
guardamos la constante C y vemos que va a pasar con ella. Ahora la ecuación con esta 
condición queda:  2' 42 xvux =
 

es decir 
C

x
v
x 2/1

' 22 −

==u .  Integrando: K
C
x

+=
2/14u .  

 

Como teníamos ( ) ( xvxuy )= , tenemos: 2/322/3
2/1

44 xDxxCK
C
xy +=








+=  
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2.12 Ecuación de Bernoulli: ( ) ( ) 0' =++ αyxbyxay  

 
Caso 1: Si 0=α , la EDO es lineal. Ya sabemos resolver. 
 
Caso 2: Si 1=α , la EDO es de variables separadas. Ya sabemos resolver. 
 
Caso 3: En otros casos, vamos a ver como resolverla.  
 
Vemos que lo que nos molesta es el ultimo termino .  αy
 
Si no estuviese, casi tendríamos una EDO lineal.  
 
Dividimos entonces por .  αy
 

Así tenemos: ( ) ( ) 01
'

=++ − xbyxa
y
y α

α .  

 
Vamos entonces a efectuar el cambio de variable: zy =− α1  .  
 

Derivando: ( )   es decir: ''1 zyy =− − αα
αα −

=
1

'' z
y
y  . 

Así tenemos: ( ) ( ) 0
1

'

=++
−

xbzxaz
α

  

o sea: ( ) ( ) ( ) ( )xbzxaz 11' −=−+ αα   
que es una ecuación lineal que sabemos resolver. 
 
Otra manera de resolver, es descomponer ( ) ( )xvxuy = .  
 
Derivando,   ''' .. vuvuy +=
 
Sustituyendo en la EDO tenemos:     ''' .. vuvuy +=
 

( ) ( ) 0.. '' =+++ αα vuxbvuxavuvu  
 
o sea    ( )[ ] ( ) 0. '' =+++ αα vuxbvxavuvu .  
 
Vamos a buscar un v tal que    ( )[ ] 0' =+ vxav  .  
 
De eso, encontramos la función v(x), y queda:  
 

( ) 0.' =+ αα vuxbvu  
 
que es una ecuación de variables separables. Resolviéndola, tenemos u(x), y así y.  
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Ejemplo:  02 35' =++ xeyxyyx

Dividiendo por x, tenemos: 02 34' =++ xeyx
x
yy  .  

 
Es una ecuación de Bernoulli con 3=α  .  
 
Dividiendo por   tenemos  3y
 

012 4
23

'
=++ xex

yxy
y  

 

Hacemos el cambio de variable: z
y

=2
1   

 

así    o sea   '3' 2 yyz −−=
2

'

3

' z
y
y

−=  .  

 

En la EDo, da:    02
2

4
'

=++− xex
x
zz   

sea      xex
x
zz 4' 24 =−   

que es una ecuación lineal. La solución es:  
 

( )CexeCxdeexz xxd
x

xd
xx +=

∫













+

∫
= ∫

−
22 4

44
4  o sea 

( ) 2/12 2
−− += Cexy x       

 
Podemos también resolver tal ecuación haciendo el cambio ( ) ( xvxuy )=  
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2.13 Ecuación de Riccati: ( ) ( ) ( )xcyxbyxay =++ 2'  

Para resolverla, tenemos que seguir 2 pasos: 
 
Paso 1: Encontrar una solución particular ( )xyp . Esa solución verifica: 

( ) ( ) ( xcyxbyxay ppp =++ 2' )     
  
Paso 2: Hacer el cambio zyy p += y así llegar a una ecuación de Bernoulli. 
   
Así tenemos derivando: .  ''' zyy p +=
 
Sustituyendo, ( ) [ ] ( ) [ ] ( )xczyxbzyxazy ppp =+++++ 2''  .  
 
Como ( ) ( ) ( )xcyxbyxay ppp =++ 2'  queda:  
 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) 022' =+++ pyzxbzxbzxaz    
 
es decir: ( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ] 02 2' =+++ zxbzxyxbxaz p   
 
que es una ecuación de Bernoulli con 2=α .  
 
Así se hace un cambio u  que se reducirá a una ecuación lineal.   1−= z
 
  
Ejemplo:      xxyy 222' −=+
 
Paso 1: Encontrar una solución particular ( )xyp .  
 
Vamos a intentar un polinomio de primer orden: ( ) bxaxyp +=   

Vamos a ver si es posible encontrar (a,b) que satisface la EDO: ( ) xxbxaa 222 −=++  . 
Se encuentra ( a , b ) = ( - 1 , 1 ).    
 
o sea:     ( ) 1+−= xxy p  
  
Paso 2: Se hace el cambio zyy p += . 
   
Así tenemos derivando: .  ''' zyy p +=
 
Sustituyendo, tenemos: ( ) xxzyzy pp 222'' −=+++  .  
 
Queda: que es una ecuación de Bernoulli con ( ) 012 2' =++−+ zzxz 2=α .  
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Así se hace un cambio que se reducirá a una ecuación lineal  1−= uz
 

( ) 112' =−+ uxu . 
 

La solución es: [ ]
1

1122 22

−+
==+= −−∫ xyz

eCxdeu xxxx      

Así:    [ ] 22 22

1
1 xxxx eCxde
x

−− +=
− ∫y +

  

   
 
 
 
 
Lunes 16.08.2004 

2.14 Ecuación de la forma: ( )yxfy ,' =  

Para resolverla, si no es de ningún tipo que ya vimos, se puede intentar un cambio de variable 
astuto. Todo el problema es encontrarlo. 
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2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones: 

Se trata de determinar las condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solución 
que tenga ciertas propiedades. 
 

2.15.1 Ecuación de orden 1: 
 
Sea la ecuación de orden 1: 

( )yxf
dx
dy ,=  

 
y T la región rectangular, de centro (x0, y0) definida por: 
 

axx ≤− 0     y  byy ≤− 0  

 

Supongamos que f y 
y
f

∂
∂  son funciones continuas de x y y en cada punto de T. Entonces, 

existe un intervalo alrededor de x0, hxx ≤− 0  y una función ( )xϕ  que tiene las 

propiedades siguientes: 
 

a) ( xy )ϕ=  es una solución de la ecuación ( yxf
dx
dy ,= ) en el intervalo hxx ≤− 0  

b) En el intervalo hxx ≤− 0 , ( )xϕ  satisface la desigualdad 

( ) byx ≤− 0ϕ  

c) En x = x0, tenemos: ( ) 00 yx =ϕ   

d) ( x )ϕ  es única en el intervalo hxx ≤− 0  en el sentido de que es la única función que 

tiene todas las propiedades enunciadas en a), b) y c). 
 
El intervalo hxx ≤− 0  puede o no ser más pequeño que el intervalo axx ≤− 0  en el 

cual se impusieron las condiciones sobre f(x,y) y 
y
f

∂
∂   

 
El teorema establece que si f(x,y) ‘se comporta bien’ cerca del punto (x0,y0), entonces la 
ecuación diferencial: 

( )yxf
dx
dy ,=  

 
 tiene una solución que pasa por el punto (x0,y0) y esa solución es única cerca de (x0,y0). 
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Para mostrar eso, vamos a ver 3 pasos importantes: 
 

A. Condición de Lipschitz 
B. Demostración del teorema de existencia 
C. Demostración del teorema de unicidad 

 
e implica la prueba de que cierta sucesión de funciones tiene un límite y que la función límite 
es la solución deseada. La sucesión considerada será definida como sigue (iteraciones de 
Piccard): 
 

( ) 00 yxy =  

( ) ( )( )dttytfyxy x
x∫+=

0
001 ,  

( ) ( )( )dttytfyxy x
x∫+=

0
102 ,  

 
M  
 

( ) ( )( )dttytfyxy x
x nn ∫ −+=

0
10 ,  

 
 
Antes de empezar la demostración, vamos a dar algunos ejemplos para ilustrar el problema. 
 
Ejemplo 1: Demuestre que la sucesión de funciones definidas en las ecuaciones previas 
converge en una solución para el problema de valor inicial: 
 

y
dx
dy

= ; 1,0 00 == yx  

 
Tenemos: 

( ) 10 =xy  

( ) xdtxy x +=+= ∫ 11 01  

( ) ( )
2

111
2

02
xxdttxy x ++=++= ∫  

( )
!32

1
2

11
322

03
xxxdtttxy x +++=










+++= ∫  

 
Con base en el patrón que se desarrolla, es fácil conjeturar que: 
 

( ) ∑
=

=
n

k

k
n k

xxy
0 !  

 
y se lo puede mostrar por inducción.  
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El límite de esta sucesión existe para todo número real x, ya que no es más que el desarrollo 
en serie de Maclaurin para e , que converge para toda x. Esto es: x

 

( ) ( ) x

k

k
n

n
e

k
xxyx ===Φ ∑

∞

=∞→ 0 !
lim  

 
Pueden verificar que e es efectivamente una solución al problema de valor inicial dado. x

 
Nota: El desarrollo de Maclaurin (matemático escocés) es una serie de Taylor acerca de 0: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
LL ++++++= n

n
x

n
fxfxfxffxf

!
0

!3
0

!2
000

)(
3

)3(
2

''
'  

 
Ver en anexo 1 algunos desarrollos para algunas funciones. 
 
Ejemplo 2: Demuestre que la sucesión de funciones definidas en las ecuaciones previas 
converge en una solución para el problema de valor inicial: 
 

2x
dx
dy

= ; 1,2 00 == yx  

 
Tenemos: 

( ) 10 =xy  

( )
3
5

3
1

3

2
2

1 −=+= ∫
xdttxy x  

( )
3
5

3
1

3

2
2

2 −=+= ∫
xdttxy x  

( )
3
5

3
1

3

2
2 −=+= ∫

xdttxy x
n  

Queda claro que el límite de esta sucesión es 
3
5

3

3
−

x  y esta función es solución del problema 

de valor inicial (se puede verificar facilmente). 
 
Ahora vamos a mostrar las tres etapas del teorema. 
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A. Condición de Lipschitz 
 

En las hipótesis del teorema de existencia anterior hemos supuesto que la función f y su 
derivada ∂ son continuas en el rectángulo T. Así, cuando (x,yyf ∂/ 1) y (x,y2) son puntos en T, 
se puede aplicar el teorema del valor medio a f como una función de y. De aquí que exista un 
número y* entre y1 y y2 tal que: 
 

( ) ( ) ( )( )21
*

21 ,,, yyyx
y
fyxfyxf −

∂
∂

=−  

La suposición de que  sea continua en T nos permite asegurar que ∂  es acotada en 
T. Esto es, existe un número K>0 tal que: 

yf ∂∂ / yf ∂/

K
y
f

≤
∂
∂  

para todo punto en T. Como ( )*, yx  está en T, resulta que: 
 

( ) ( ) ( ) 21
*

21 .,,, yyyx
y
fyxfyxf −

∂
∂

=−  

( ) ( ) 2121 .,, yyKyxfyxf −≤−    (1) 

 
para toda pareja de puntos (x,y1) y (x,y2) en T. 
 
La desigualdad (1) es llamada condición de Lipschitz para la función f. Hemos demostrado 
que bajo las hipótesis de nuestro teorema de existencia, la condición de Lipschitz (1) se 
cumple para cada par de puntos (x,y1) y (x,y2) en T. 
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B. Demostración del teorema de existencia 
 

Vamos a usar la condición de Lipschitz en lugar de la hipótesis de continuidad de yf ∂∂ . Por 
lo tanto, podríamos reformular el teorema de existencia en términos de la condición (1) en vez 
de suponer  es continua en T. 

/

yf ∂∂ /
 
Una hipótesis del teorema de existencia que acabamos de hacer es que f es continua en el 
rectángulo T. De ello resulta que f debe ser acotada en T. Supongamos que M>0 es un 
número tal que ( ) Myxf ≤,  para todo punto en T. Ahora tomamos h como el más 
pequeño de los dos números a y b/M, y definimos el rectángulo R como el conjunto de puntos 
(x,y) para el que: 

hxx ≤− 0     y  byy ≤− 0  

 
Resulta evidente que R es un subconjunto de T. 
 
Ahora, vamos a considerar la sucesión de funciones (iteraciones de Piccard): 
 

( ) ( )( )dttytfyxy x
x nn ∫ −+=

0
10 ,  

y vamos a demostrar el siguiente lema. 
 
Lema 1: Si hxx ≤− 0 , entonces: ( ) byxyn ≤− 0  para n=1,2,3,... 

 
Lo vamos a demostrar por inducción.  
 

Si hxx ≤− 0 , tenemos: ( ) ( )( )dttytfyxy x
x∫=−

0
001 ,  

                                                                     ∫
x
x dtM

0

≤  

                                                                    bMhxxM ≤≤− 0≤  
 
 Ahora, si hxx ≤− 0  y si ( ) byxyn ≤− 0 , mostramos que ( ) byxyn ≤−+ 01  

 

( ) ( )( )dttytfyxy x
x nn ∫=−+

0

,01  

                                                                     ∫
x
x dtM

0

≤  

                                                                    bMhxxM ≤≤− 0≤  
Entonces, el lema esta demostrado. 
 
Podemos enunciar el lema 1 de una manera un poco diferente: 
si hxx ≤− 0 , entonces los puntos (x, yn(x)) con n=0,1,2,... están en R. La condición de 

Lipschitz  puede usarse ahora para deducir el lema siguiente. 
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Lema 2: Si hxx ≤− 0 , entonces:  

( ) ( ) )()(.)(,)(, 11 xyxyKxyxfxyxf nnnn −− −≤− para n=1,2,3,... 

 
Lema 3: Si hxx ≤− 0 , entonces:  

!
..

!

..
)()(

10
1

1 n
hKM

n

xxKM
xyxy

nnnn

nn
−−

− ≤
−

≤− para n=1,2,3,... 

 
Lo vamos a demostrar por inducción.  
 
Para n=1: Si hxx ≤− 0 , tenemos:  

( ) 01 yxy − 0xxM −≤  

 
eso usando el lema 1. 
 
Ahora, suponemos que: 

( )!1

..
)()(

1
0

2

21 −

−
≤−

−−

−− n

xxKM
xyxy

nn

nn  

debemos mostrar que 
!

..
)()( 0

1

1 n

xxKM
xyxy

nn

nn
−

≤−
−

−  

 

( )( ) ( )( )[ ]dttytftytfxyxy x
x nnnn ∫ −−− −=−

0
211 ,,)()(  

                          ( )( ) ( )( ) dttytftytfx
x nn∫ −− −≤

0
21 ,,  

      ( ) ( ) dttytyK x
x nn∫ −− −

0
21≤  

( ) ( ) ( ) n

xx

n
KMdtxt

n
KMdt

n

xtKM
K

nnx
x

nnx
x

nn
011

0
11

0
2

!1
.

!1
.

!1

..
00

−

−
≤−

−
≤

−

−
≤

−−−
−−

∫∫  

 
que es lo que queríamos demostrar. 
 
Para el caso 00 xxhx ≤≤− , el mismo tipo de argumento dará el mismo resultado. Así la 
demostración del lema 3 queda completa. 
 
Vamos ahora utilizar los resultados del lema 3, comparando las dos series infinitas: 
 

( ) ( )[ ]∑
∞

=
−−

1
1

n
nn xyxy    y   ∑

∞

=

−

1

1

!
.

n

nn

n
hKM  

  
La segunda serie es una serie absolutamente convergente. Ademas, por el lema 3, la segunda 
serie domina la primera. De aquí que, por el criterio M de Weierstrass, la serie: 
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( ) ( )[∑
∞

=
−−

1
1

n
nn xyxy ] converge absoluta y uniformemente en el intervalo hxx ≤− 0 . 

Si consideramos la k-ésima suma parcial de esta serie: 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]xyxy

xyxyxyxyxyxy

kk

n
nn

1

1201
1

1

−

∞

=
−

−+

+−+−=−∑ L
 

 

vemos que:  ( ) ( )[ ] ( )xyxyxy k
n

nn =−∑
∞

=
−

1
1

 

El enunciado de que la serie  converge absoluta y uniformemente 

equivale al enunciado de que la sucesión yn(x) converge uniformemente en el intervalo: 

( ) ( )[∑
∞

=
−−

1
1

n
nn xyxy ]

hxx ≤− 0  

 
Vamos ahora definir : 

( ) ( )xyx n
n ∞→

=Φ lim  

y recordamos que, según la definición de la sucesión yn(x), cada yn(x) es continua en 
hxx ≤− 0 , resulta que  Φ  también es continua (ya que la convergencia es uniforme) y: ( )x

 
( ) ( ) ( )( )dttytfyxyx x

x nn
n ∫ −

∞→
+==Φ

0
10 ,lim  

 
A causa de la continuidad de f y de la convergencia uniforme de la sucesión yn(x), podemos 
intercambiar el orden de los dos procesos de límite para demostrar que Φ  es una solución 
de la ecuación entegral: 

( )x

( ) ( )( ) dtttfyx x
x∫ Φ+=Φ

0

,0  

Derivando, se deduce inmediato que ( )xΦ  es una solución de la ecuación diferencial : 
 

( yxf
dx
dy ,= ) en el intervalo hxx ≤− 0  

Además de  queda claro que ( ) ( )( dtttfyx x
x∫ Φ+=Φ

0

,0 ) ( ) 00 yx =Φ  

Por último, como mostramos en el lema 1 que ( ) byxyn ≤− 0  para cada n y para 

hxx ≤− 0 , deducimos que la misma desigualdad se cumple para ( ) ( )xyx n
n ∞→

=Φ lim . 

Esto es, si hxx ≤− 0 , entonces ( ) byx ≤−Φ 0  

 
Así terminamos la demostración del teorema de existencia. Vamos ahora a ver la prueba de la 
unicidad. 
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C. Demostración del teorema de unicidad 
 
Para mostrar la unicidad de la solución ( )xΦ , vamos a suponer que existen 2 soluciones y que 
son las mismas. Vamos a llamar ( )xΛ  una otra función solución, o sea que verifica: 
 

( )( ) 0, yxxf
dx
d

=Λ=
Λ  

( ) byx ≤−Λ 0  

para hxx ≤− 0  

Entonces podemos escribir:  ( ) ( )( ) dtttfyx x
x∫ Λ+=Λ

0

,0

 
Si comparamos  con la función de la sucesión y( )xΛ n(x) anterior, vemos que: 
 

( )( ) ( )( )∫ −−Λ≤−Λ x
x nn dttytfttfxyx

0
1,,)()(  

 
Ahora, demostraremos que cuando ∞→n , la integral del lado derecho anterior se aproxima a 
cero para hxx ≤− 0 . Entonces resulta que ( ) ( )xyx n

n ∞→
=Λ lim  de modo que, finalmente 

 en el intervalo ( )x Φ=Λ ( )x hx ≤0x − . 

 
Para cualquier x dentro del intervalo hxx ≤− 0 , ocurre que (x, ( )xΛ ) y (x, yn-1(x)) están en 

el rectángulo R, de aquí que la condición de Lipschitz nos permita decir: 
 

( ) ( )∫ −−Λ≤−Λ x
x nn dttytKxyx

0
1)()(  

 
Ahora continuemos con una demostración inductiva y limitemos nuestra atención a los 
valores de x mayores que x0 (un argumento análogo logra el mismo resultado para 

). 00 xxhx ≤≤−
 
Para n=1, tenemos: 

( ) ( ) 001
0

)()( xxbKdttytKxyx x
x −≤−Λ≤−Λ ∫  

Queremos demostrar que si:  

( )
nn

n xx
n
Kbxyx 0!

.)()( −≤−Λ  

entonces tenemos: 

( )
1

0
1

1 !1
.)()(

++

+ −
+

≤−Λ
nn

n xx
n
Kbxyx  
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Para : 00 xxx ≤≤−
 

( )( ) ( )( )∫ −Λ≤−Λ +
x
x nn dttytfttfxyx

0

,,)()( 1  

       ( ) ( )∫ −Λ≤ x
x n dttytK

0

 

  ( ) ∫ −≤
+ x

x
nn

dtxt
n

Kb
0

0
1

!
.  

( )
1

0
1

!1
. ++

−
+

≤
nn

xx
n
Kb  

 
que es lo que queríamos mostrar. 
 

Para hxx ≤− 0  tenemos de la desigualdad ( )
nn

n xx
n
Kbxyx 0!

.)()( −≤−Λ que 

( )
n

n
n h

n
Kbxyx

!
.)()( ≤−Λ  

 
Cuando , la expresión del lado derecho tiende a cero. De aquí resulta que para ∞→n

h≤ yxx − 0 , . Por lo tanto, ( )xxn Λ→)( ( )xΛ  debe ser la misma función Φ  que 

obtuvimos antes. Esto es, la solución 

( )x

( )xΦ  es única. 
 

2.15.2 Ecuación lineal de orden 1: 
 
Sea la ecuación lineal de orden 1: 

( ) ( )xbyxay =+'  
 
Por el momento, supongamos que para  existe un factor de integración 
positivo 

( ) ( xbyxay =+' )
( ) 0>xµ  función solamente de x. 

 
Entonces: 

( ) ( ) ( ) ( xbxyxa
dx
dyx µµ =



 + )  

es una ecuación exacta. 
 
Se puede anotar esta ecuación: 

0=+ dyQdxP  
con  

( ) ( ) ( ) ( )xbxyxaxP µµ −=  
y 

( )xQ µ=  
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si la ecuación ( ) ( ) ( ) ( xbxyxa
dx
dyx µµ =



 + )  es exacta, debe satisfacer: 

 

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂  

o sea:  

( ) ( )
dx
dxax µµ =  

es decir: 

( ) ( )x
ddxxa

µ
µ

=  

o sea: 

( ) ( )∫= dxxaexµ  
 
Entonces mostramos que si la ecuación ( ) ( )xbyxay =+'  tiene un factor integrante 

independiente de y, entonces ese factor es de la forma: ( ) ( )∫= dxxaexµ  
  

Nos falta ahora mostrar que la función ( ) ( )∫= dxxaexµ  es en realidad un factor de 
integración de la ecuación: ( ) ( )xby =xay +'   
 

Vamos a multiplicar la ecuación ( ) ( )xbyxay =+'  por  . ( ) ( )∫= dxxaexµ
Tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫=




 ∫+






∫ dxxadxxadxxa exbyexa

dx
dye  

 
El término izquierdo de esa ecuación es la derivada del producto: 
 

( )





 ∫ dxxaey  

entonces: 
( )

)(xF
dx

eyd dxxa

=











 ∫

 

 

con  que depende solamente de x. ( ) ( )∫= dxxaexbxF )(
 

Entonces ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫=




 ∫+






∫ dxxadxxadxxa exbyexa

dx
dye  es exacta. 
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3 EDO implícitas de orden 1 : ( ) 0,, ' =yyxF  

3.1 EDO de la forma : 
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,, '

1
'

1
' =++++ − yxayyxayyxay nnL

1−nn

Pesamos esta expresión como un polinomio en  de grado n.  'y
 
Resolverla, es obtener sus raíces ( )yxfy i ,' =  con i n,1= , sea:  
 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 0,,, '
2

'
1

' =−−− yxfyyxfyyxfy nL  
 
Las soluciones de la EDO inicial son las de cada EDO ( ) 0,' =− yxfy i  con . ni ,1=
 
Tenemos así n familias  de curvas uniparamétricas. 
 
Hemos pasado de un polinomio de grado n a n ecuaciones diferenciales de orden 1. 
  
Ejemplo: ( )[ ] 112'2 =+yy  
 

Se escribe: ( ) 2

2
2' 1

y
yy −

=  .  

 

Así tenemos dos ecuaciones:    xd
y

y
yd

21−
±=   

 

sea:       xd
y

ydy
=

−

±
21

.  

 
Integrando: Cxy +=−± 21 , sea:  
 

( ) 122 =++ yCx . 
 
Son círculos de centro –C, de radio 1. 
 
for i=1:3 
C = 2-i; 
x1=i-3; 
x2=i-1; 
x = x1 : 0.01 : x2 ; 
xC = x + C ; 
y1 = + sqrt( 1- (xC) .^2 ) ; 
y2 = - sqrt( 1- (xC) .^2 ) ; 
plot ( x , y1 )  ; 
hold on 
plot ( x , y2 )  ; 
hold on 
end    
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3.2 Envolvente    

Si tenemos una familia uniparamétrica de curvas en el plano, la envolvente de la familia es 
una nueva curva tal que en cada punto de contacto de la envolvente con las curvas, la tangente 
de la envolvente y de la curva es la misma. 
  
Familia de curvas de la forma: ( ) 0,, =CyxF   
 
Para cada constante C, tenemos una curva. 
Una envolvente es una curva que pasa por un punto de la curva y de misma tangente en este 
punto, o sea debe satisfacer: 
 
 
Las envolventes se obtienen eliminando el parámetro C del sistema: 
 

( )
( )







=
∂
∂

=

0,,

0,,

CyxF
C

CyxF
 

 
  

Familia de curvas de la forma: 
( )
( )




=
=

Ctyy
Ctxx

,
,

  

 
La envolvente se obtiene diciendo que el Jacobiano es 0 para satisfacer la condición de una 
envolvente: 
 



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==

t
y

t
x

C
y

C
x

Jacobiano det0  

 
Con el ejemplo precedente, debemos eliminar C del sistema: 
 

( ) ( )
( ) ( )





=+=
∂
∂

=−++=

02,,

01,, 22

CxCyxF
C

yCxCyxF
 

 
es decir: 

( )
( )





=+
=−++

0
0122

Cx
yCx  
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es decir tenemos 2 líneas como envolvente:  , que intuitivamente es lo esperado para 

una familia de círculos trasladados horizontalmente. 



−=
+=

1
1

2

1
y
y

 

3.3 Ecuación de la forma: ( )', yxfy =  

Para resolver tal ecuación, generalmente se toma como cambio de variable: 
 

py ='  
 
después derivamos ( )', yxfy =  respecto de x, así tenemos: 
 

( ) ( ) '
'

'

'
' ,, ppx

y
fpx

x
f

xd
yd

y
f

x
fpy

∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

==  

 
que es una ecuación diferencial en p, que a veces es más fácil de resolver. Si es el caso, 
tendremos : 
 

( )Cpx ,ϕ=  
y la solución final será: 

( )
( )( )




=
=

pCpfy
Cpx

,,
,

ϕ
ϕ

 

 
que es una familia de curvas en paramétricas. 
 
Pero no es siempre posible resolver la ecuación en p. Vamos ahora a ver 3 casos clásicos por 
los cuales se puede. 

 

3.3.1 Ecuación de la forma ( )'yfy =  
 
Empezamos haciendo el cambio de variable: 
 

py ='  
 
después derivamos ( )'yfy =  respecto de x, así tenemos: 
 

( ) ( ) ( ) ''
'

'

'
' pp

pd
fdpp

y
fp

x
f

xd
yd

y
f

x
fpy =

∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

==  
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que es una ecuación diferencial en p, que se puede escribir de la forma: 
 

( ) '' ppfp =  
 
Si 0≠p : 

( ) dp
p

pfdx
'

=  

que es de variables separadas. 
 

Integrando:                                    ( ) ( )∫ +== Cpdp
p

pfx ϕ
'

 

 
Las soluciones serán las curvas: 
 

( )
( )




=
+=

pfy
Cpx ϕ

 

 
Todas las curvas tienen la misma forma, se diferencian únicamente en un desplazamiento 
horizontal. 

 
Si p=0:   la solución es:                                  y = f ( 0  )   
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Miércoles 18.08.2004 

3.3.2 Ecuación de Lagrange 
 
Es una ecuación de la forma: 
 

( ) ( ) 0'' =++ yyxy ψϕ  
 

Empezamos haciendo el cambio de variable: 
 

py ='  
 
Después derivamos  respecto de x, así tenemos: 
 

( ) ( ) ( ) 0'' =+++
dx
dpp

dx
dppxpp ψϕϕ  

 
Caso 1:  ( ) 0≠+ pp ϕ . Tenemos, multiplicando por dx/dp: 
 

( )
( )

( )
( ) 0

''
=

+
+

+
+

pp
p

pp
px

dp
dx

ϕ
ψ

ϕ
ϕ  

 
donde x es la función y p la variable. Si la podemos resolver, tenemos como solución: 
 

( Cpx , )θ= , o sea las soluciones de la ecuación de Lagrange es: 
 

( )
( ) ( ) ( )




−−=
=

ppCpy
Cpx

ψϕθ
θ
,

,
 

 
Caso 2:  ( ) 0=+ pp ϕ  
 
Significa que existe un λ tal que: ( ) 0=+ λϕλ  
 
Tomamos , así tenemos:  λ='y
 

( ) ( ) 0=++ λψλϕxy  
 
es decir :     ( )λψλ −= xy  

 
Son rectas, soluciones de la ecuación de Lagrange, soluciones singulares de la ecuación. Se 
dice que una solución es singular cuando la solución no es única. 

 
Ahora, recíprocamente, si ( )λψλ −= xy  es solución de la ecuación de Lagrange, entonces 
cumple: ( ) 0=+ λϕλ , que es verdad porque ( )λψλ −= xy  satisface la ecuación. 
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3.3.3 Ecuación de Clairaut 
 
Es una ecuación de la forma: 
 

( ) 0'' =+− yyxy ψ  
 

Entonces es una caso particular de ecuación de Lagrange con   ( ) '' yy −=ϕ  
es decir somos en el caso 2 anterior de una ecuación de Lagrange que satisface 

( ) 0=+ λϕλ . Solo aparecen rectas. Las soluciones son las familias de rectas: 
 

( )λψλ −= xy  
 
Vamos a ver que además existe una solución particular, que es la envolvente de estas familias 
de rectas. 
 
Las envolventes se obtienen despejando λ del sistema: 
 

( ) ( )
( ) ( )







=+−=
∂
∂

=+−=

0,,

0,,
' λψλ

λ

λψλλ

xyxF

xyyxF
 

 
Eso no es siempre posible o simple. Nos vamos a quedar con su expresión paramétrica: 
 

( )
( ) ( )





−=
=

λψλψλ
λψ
'

'

y
x  

 
Pero podríamos resolver una ecuación de Clairaut sin saber que es un caso particular de una 
ecuación de Lagrange. Al igual que una ecuación de Lagrange, podemos hacer el cambio de 
variable: 

py ='  
 
Después derivamos  la ecuación de Clairaut respecto de x, así tenemos: 
 

( ) 0''' =+−− pppxpp ψ  

es decir:     ( )[ ] 0'' =ppψ+− x  
 
Tenemos entonces 2 casos posibles: 
 

( )





=
=

xp
p

'

' 0
ψ
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Si  0' =p : 

02

2
' ===

xd
yd

xd
pdp  

teconsxd
xd

ydxd
xd
pd tan2

2
λ== ∫∫  

tecons
xd
ydp tanλ==  

( )λψλ −= xy  
 

Si ( ) xp ='ψ :    las soluciones son:  ( )
( ) (





−=
=

pppy
px

ψψ
ψ

'

'

)
  que son las soluciones 

singulares 
 
 

Ejemplo 1:  Resolver:   (E)  ( ) ( )3'2' 2 yyy +=   
¿Cual es son las envolventes? 
 

1. Hagamos el cambio de variable: 
py ='  

 
2. Derivamos (E) respecto a x: 
  

( ) ( ) ''2''''' 62:)( yyyyy
dx
Ed

+=  

( ) ( ) '2' 62 ppppp +=  

( )pppp 62' +=  
 

Caso 1:  0≠p
En este caso, podemos dividir por p, y tenemos: 
 

( )pp 621 ' +=  
( )pdpdx 62 +=  

 
3. Integrando, tenemos como solución una familia de curvas paramétricas: 

 

( ) ( )





+=
++=

32

2

2
32

ppy
Cppx  
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Caso 2:  0=p

En este caso, como (E) es : ( ) ( ) ( ) ( ) 022 323'2' =+=+= ppyyy . 
 
La solución es la solución singular : 0=y . 

 
Para encontrar las envolventes, igualamos el Jacobiano a 0: 
 

26262
01

det0
ppp

p
y

p
x

C
y

C
x

Jacobiano
++

=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==  

( ) 062 =+ pp  





−=
=

3/1
0

p
p

 





=
=

27/1
0

y
y

 

Para p=0, tenemos y=0 que es solución de (E). 
Para p=-1/3, tenemos y=1/27 que no es solución de (E). 
 

Como en cada punto (x,y) la tangente es ( )262,62,, ppp
dp
dy

dp
dxyx ++=








=







 ••

  , cuando p=0, 

el vector tangente es (2,0), pero cuando p=-1/3, el vector tangente es (0,0), es decir que no hay 
vector tangente. 
 
La envolvente es la curva y=0. La recta y=1/27 es el lugar geométrico de los puntos de 
retroceso de la familia de curvas solución. 
 
 
close all; clear all; 
 
p = [-100 : 0.1 : 100] ; 
 
%Solucion: familia de curvas. 
%Para cada C hay una curva. 
%Dibujamos 10 curvas con 10 valores 
%diferentes de C (por ejemplo hemos 
%tomas aqua: c = C +i * 1000 
%con i variando de 1 a 10 
% y el valor inicial de C es -1 
 
C = -1  
for i=1:10 
    C = C + i * 1000; 
    x = 2*p + 3*p .^2 + C; 
    y = p .^2 + 2*p .^3 ; 
    plot ( x , y )  ; 
    hold on 
end 
 
print -dps fig3331.ps 
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