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Lunes 28.07.2003/Lunes 26.07.2004
1 Introduccion, definiciones y ejemplos de EDO

1.1 Introduccion

En el calculo diferencial, uno define una funcién y que depende de una variable x.

El valor de la funcion y en el puntoxes y( x ).
Su derivada ? =y es también una funcion.
x

Por ejemplo, si y ( x )=e"‘zent0nces %=y'(x)=—2xe”‘2 =—2xy(x).
x

El problema que vamos a ver aqui no es de calcular derivadas de funciones, sino de hallar una
funciéon y que satisfaga la ecuacion:

y(x)=-2xy(x)

que vamos a llamar ecuacion diferencial. Hallar tal funcion es resolver una ecuacion
diferencial.

Desde ahora, vamos a considerar solamente una variable x, asi que muchas veces vamos a
omitir el ( X ) en las expresiones de y, asi que vamos a simplificar las notaciones de la
manera siguiente:

y =-2xy
1.2 Definiciones

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que relaciona una funciéon y

y sus derivadas y , y ,... con su variable independiente x.

y se llama la variable dependiente, x la variable independiente.

Se dice que una ecuacion diferencial es ordinaria cuando la funciéon y depende de una sola

variable independiente x. La notaremos EDO.

Si la funciéon y depende de mas de una variable independiente, se define las derivadas

parciales respecto a estas variables y se habla de ecuaciones en derivadas parciales.
Aqui solamente vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias.
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1.2.1 Ecuacion diferencial ordinaria explicita

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es explicita cuando su expresion es del tipo:

a2 [y ()0 6,y @)y () |

fes una funcién f:D < R"" — R donde D es un subconjunto (generalmente abierto) de

R™'. x es una variable independiente (por ejemplo podria ser el tiempo)

y es una funcion n veces continuamente derivable: es la variable dependiente, solucion de la
EDO (1.2.1.1).

Tenemos la notacion: —d "dy(nx ): y(") ( X ): y' T (x )
X

donde n es el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion y se llama el orden de
la ecuacion diferencial.

1.2.2 Ecuacion diferencial ordinaria implicita
Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es implicita cuando su expresion es del tipo:
(1220)  Flx,y(x).y (). (), 3" (x)]=0

F es una funcién F : 1 < R™? — R donde I es un subconjunto (generalmente abierto) de R™™.

1.2.3 Ecuacion diferencial ordinaria lineal
Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal cuando su expresion es del tipo:

d d”l
aO(x)y+al(x)d_-j:+“‘+an('x)dx-z,;:g('x)

1.2.4 Ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal homogénea cuando g( x )=0
Cuando tenemos una ecuacion lineal, se llama ecuacion lineal homogénea asociada la
ecuacion inicial en la que se ha hecho g( X )= 0. Veremos después la utilidad de tal
denominacion.
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1.2.5 Ecuacion diferencial ordinaria exacta de primer orden

Una EDO exacta de primer orden es una EDO explicita de la forma:

. _ 0y P(x.y)
y ===f(x.y)=-"""F
ox /(%) O(x.y)
o sea:
P(x,y)dx+0(x,y)dy=0
p ot
_ ' y
que cumple P,=0,| con 00
Qx=6—
X

1.2.6 Problema de Cauchy o de valores iniciales

Para resolver una EDO, hay que seguir dos etapas. Una primera etapa para encontrar una
solucion general, y una segunda etapa para encontrar una soluciéon particular. Esta segunda
etapa sirve para determinar la(s) constante(s) de integracion que aparece(n) en el proceso de la
primera etapa. Una solucion particular puede corresponder a una condicion inicial.

El problema de Cauchy consiste en encontrar una soluciéon completa a una ecuacion
diferencial ordinaria (o sea una solucion general mas una solucion particular).

1.3 Ejemplos

1.3.1 Desintegracion de elementos radioactivos

Notemos N(t) el nimero de elementos radioactivos al instante t. Estos elementos se van a
desintegrar con el tiempo. Suponemos que la variacion de este nimero por unidad de tiempo
decrece de manera proporcional al nimero N presente (no se sabe, pero es la manera mas
simple y natural de describir tal fendmeno).

dN (t)=—AN(t)dt

que vamos a escribir de manera mas simple:

(1.3.1.1) dN =—A N dt con >0
Ponemos un menos para decir que el nimero disminuye con el tiempo (decrecimiento).
d
N __ i
N
Vamos a integrar: In[N]=— A1+ Cste
o sea: N:e—ZtJrCste:eCstee—ﬂt
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Vamos a ver una manera de determinar la constante. Si conocemos el nimero inicial de
elementos radioactivos, o sea si conocemos N al instante t = 0 y si lo denotamos N,,, vamos a

tener:
N(t:O =N0 :€Cste 6710 :eCste
e

Entonces tenemos: N ( t ) =N,

Se llama semi vida T el tiempo requerido para reducir la poblacion inicial de protones a la
mitad, o sea parat =T, tenemos N (t=T) =Ny / 2.

N,
Entonces: 70 =N,e *"oseaT = In(2)
Otra manera de notar (1.3.1.1) es: cil—];[ =—AN
0 sea
dN

N =—AN| con N ==~
dt

Es una ecuacion diferencial simple.

Vemos que en el proceso de resolucion de la EDO, es necesario determinar una constante.
Esta se puede conocer con condiciones iniciales. Pero en realidad, se podria de la misma
manera determinar la constante con otras condiciones (no necesariamente iniciales).

Ejercicio: determinar en el ejemplo precedente el valor de la constante para un valor N de N,
para el tiempo ¢ =1/A4. ;Cual es la relacion entre N, y N,?

Respuesta:
N(t=1/2) =N,=e“ e " Entonces: N(t) =eN,e "'y N, _ N
e

Es un ejemplo donde se determina la constante con una condicion que es diferente de una
condicién inicial.

1.3.2 Circuito eléctrico

Capacitor (Condensador) C: U, =¢q

Resistor (Resistencia) R: U, =Ri=—-R %

Tenemos un circuito en serie de un resistor R, de un capacitor C. Suponemos que el capacitor

. . d
se descarga en la resistencia. Tenemos R d—q +g=0,0sea
t

dq

1
dt R

1
——t

que es similar a la ecuacion previa. Tenemos : ¢ ( t ) =q,e
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Miércoles 28.07.2004

1.3.3 Mecanica

Resorte k: F'=—k x (es como el capacitor)

Si se aplica una fuerza F que se pone a un resorte de rigidez k, la variacion de longitud del

resorte respecto a la posicion de equilibrio debido a esa fuerza sera denotada x, entonces:
-

F=—kx

—

Amortiguamiento: F' =— A x (como el resistor)

Un amortiguamiento (damping en ingles) tipico A opone una resistencia proporcional a la
velocidad relativa:
5

Fe—ix

k
Al equilibrio: 4 % +kx=0.Lasoluciénes: x(t) =x,e *

Resumen: una ecuacion con una derivada de orden 1 es muchas veces relacionada con la
nocion de atenuacion (resistor en electricidad, amortiguamiento en mecanica) es decir
responsable de un régimen transitorio. Veremos que una derivada de orden 2 seré relacionada
con la nocién de oscilacion (la self o inductor L en electricidad, la masa en mecanica)
correspondiendo a un régimen permanente.

Electricidad Mecanica

L (inductor) M (masa)

R (resistor) A (amortiguador)

C (capacitor) k (resorte)

Dibujo en matlab:

g

L1

t=0:0.05:5;
n0=1000 ;

lambda=1;

n=n0 * exp (-lambda * t) ;
plot(t,n);

g
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g

t=0:0.05:5;
n0=1000 ;

lambda =2 ;

n=n0 * exp (-lambda * t) ;
plot(t,n);
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t=0:0.05:5;

n0 =500 ;

lambda =2 ;

n=n0 * exp (-lambda * t) ;
plot(t,n);
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Viernes 30.07.2004
2 EDO explicitas deorden1: y = f(x,y)

2.1 Definicion y propiedades

Una EDO de primer orden corresponde a n = 1. Se puede escribir de dos maneras diferentes
(explicita o implicita):
{ vy =rf(x.y)

F(x,y,y'):0

2.1.1)

En una primera etapa, vamos a ver las ecuaciones explicitas de primer orden : y = f ( X,y )
Encontrar una solucion de una EDO de primer orden, es encontrar una funcion y(x) que
verifica una de las dos formulas (2.1.1). En realidad, no se sabe resolver todas las ecuaciones

diferenciales. Solamente se sabe hacerlo para algunas de ciertos tipos que vamos a ver ahora.

Vamos a ver diferentes casos particulares.

2.2 EDO explicita de la forma: y =7 (x )

y =f ( X ) es la ecuacion diferencial la més sencilla que puede pensarse.

La solucion general de tal EDO de primer orden es:

y(x)zJ.f(x)dx + Cste

Una solucion particular puede determinarse fijando una solucion. Por ejemplo digamos que
para x = xo, la funcién y toma el valor : |y (xo ) = yo En este caso vamos a tener:

y(x)z.[; f(x)dx + ¥,

2.3 EDO explicita de orden 1 de variables separadas : O(y )y =-P(x)

Son ecuaciones exactas donde P( x,y ) depende solamente de x, que notaremos P(x )y
donde Q( X,y ) depende solamente de y, que notaremos Q( y ) asi que son del tipo:

P(x)dx+Q(y)dy:0
0 sea:

O(y)y' =-P(x)

Vamos a ver que estas ecuaciones son muy sencillas de resolver, asi que para resolver una
EDO, intentaremos, siempre que se pueda, de llegar a una ecuacion de variables separadas.
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Se pueden resolver simplemente integrando:

IP(x)dx+I O(y)dy=Cste

Ejemplo: Resolver y' =— S

2

y

Podemos expresar esta EDO de la manera: x> dx + y* dy =0

., . : 1 1
Solucién general: integrando, tenemos directamente: |— x * + = y * = Cste

3

~

Vamos a tomar una constante Cste de tal manera que
nos quedamos con numeros reales: —

x=0:0.01:10;
C=10000;

d=1/3;

y= (3*(C-1/4*x M) d;
plot (X, y);

2.4 EDO reducibles a ecuaciones de variables separadas

Casol: P(x,y)dx+0Q(x,y)dy=f(x)g(y)dx+f(x)g,(y)dy=0

Si se divide por £, ( x )g,(y ), se obtiene:

que se puede resolver como el caso precedente:

A PRTTACII
j fz(x)dx—’_j g1(y)dy_cs

Silx)
fz(x)

yde g2(y)

siempre que exista una primitiva de
& ( y )
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Miérceoles 30.07.2003

Yy
1+x

Ejemplo 1: Resolver y =—

2

Podemos expresar esta EDO de la manera: (1 +x %) dy +y dx =0

1
> dx+—dy=0

Solucion general: se divide por y (1 + x %) y asi:
1+ x y

2

Se integra: J‘ dx+ J L d y = Cste
y

1+ x
arctg (x )+1n y = Cste

Notemos la Cste como un In de otra cste: Cste =1n C

Iny —InC = - arctg(x)

In %) =—arctg (x)

y= C e—arctg(x)

x=-1:0.01:10;
C=10;

y= C *exp (-atan (x) ) ;
plot(x,y);

= & & B M

= @ @ B @

Ejemplo 2: Resolver y' =y cos ( x )

Se puede escribir de la forma: 1 dy =cos ( X )d x , integrando tenemos:
y

In( y )=sen( x )+ Csteo sea y=e*"*)** _Sinotamos K = e, entonces tenemos

S@n( X )

y=Ke

x=-10:0.01:10;
C=1;

y=C*exp (sin(x));
plot(x,y);

MA26A-1 Page 11 08/09/2005



12

2.5 EDO explicitadelaforma: y = f (ax+by )

Sia=0:y =f ( by ) . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver.

Sib=0:y =f ( ax ) . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver.

Si ab # 0. Hacemos el cambio de variable: .

Entonces tenemos: ﬂ: a +bﬂza+by'
dx dx
dz
T_a dz
0 sea: y' = xb Zf(Z)YEZGJbe(Z)
dz
d =
b s(2)
x:jLz(D(z):(D(ax+by)
a+bf(z)

Asi tenemos una funcién y solucion de la EDO en funcion de x.

Ejemplo : Resolver y =e* e’ —1
Tenemos: y =e ™" —1.

Hacemos el cambio de variable: z=x +y .

7 dZ ! z -z -z
Asi d—:1+y =e",o0sea e ~dz=dx.lIntegrando, tenemos — e~ = x + Cste o sea:
X
- e "' =x+Cste
In( —x—Cste)=—x—y
es decir que la solucion es : y=—x—In(-x~ Cste)

x=-1:0.001:11;

C=-11.0001; y
y= x-log(-x-C); Ny
plot(x,y); i
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Lunes 02.08.2004

2.6 EDO explicita de la forma: y = f [ z j, 0 homogénea
X

La ecuacion de tipo y = f ( 2| se llama EDO homogénea.
X

Hagamos el cambio de variable : u = 2|
X

Tenemos y = xu

. | du
y derivando respecto a x tenemos: y =u + x Iz

X
Notemos f(u):u+xﬂ.
X
O sea u x=f ( u )— u que es de variables separadas.
o &f( u );t u:
du dx
entonces ———— = ——
fu )— u X
du X
Integrando tenemos: J‘W =In Cste
osea x=Cstee®") con ®(u ):JL
f(u)=u
. x =Cstee® ")
Entonces tenemos el sistema: o(u)
y=Cste ue "

Se puede dejar asi o escribirse también de la forma:

(yix)

x=Cstee®

De alli se puede encontrar una funcién H tal que: u=H (x, Cste ) y asiy =x H (x , Cste ).

Miramos un caso particular: Si conocemos un uy que satisface f (up ) = uy. En este caso es

facil mostrar que y = ug x es solucion de la ecuacion inicial porque

y'=uo=f(uo)=f[§]-

Esta solucion no se obtiene con un método general pero las que salen asi de manera particular

se llama una solucion singular.

o Sif(u)=u:

MA26A-1 Page 13
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entonces y'=f(1j=Z
X X

que es una EDO de variables separables que ya se sabe resolver.

o2
Ejemplo : Resolver y = al

Hacemos el cambio de variable: y=ux.

2
o2
Tenemos y :_y_{l} =2u—u’.
X X

Como y =u x+u,sustituyendo tenemos u x+u=2u—u’oseau xX=u—u".

. 2 du dx .
e Siu#u" :tenemos > = — . Para integrar, descomponemos
u—u x
! 2=£+ . Se encuentra: A=1yB=1.
u—u u l-u
Integrando, tenemos: ln(u)—ln(l—u)zln(ﬁjosea L =2 esdecir: y/x ==,
C l-u C l-y/x C
2
x
Deeso: Cy=x(x—y ),sea|y=
y=x(x=-y) sealy="—

e Siu=u’:esdecirsiu=0ou=1

se tiene las soluciones singulares y = 0 y también y = x.

x=-10:0.01:10;

C=1;

y=x."2 ./(C+x);

plot (x,y),axis ([-10 10 -100 100]);

8 8§ 5 8 o 8 58 8 8§

o @ € 4+ 2 0 2 4 6 6 W

Viernes 01.08.2003
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2.7 EDO explicita de la forma : y’ :f[ axthyre, J

a,x+b,y+c,
Vemos que este caso corresponde a una EDO reducible a una EDO de tipo: y = f ( 2 J .
X

En el plano (x,y ), la ecuacién a, x + b, y+c,=0 es unarecta 1.
De igual manera, la ecuacion a, x + b, y + ¢,= 0 es una recta 2.

Vamos a distinguir dos casos:

Caso 1: estas rectas se cortan en un punto (xo » Vo )

Eso significa que el punto (xo » Vo ) verifica las ecuaciones de la recta 1 o sea :
a, x,+b, y,+c,=0

y de la recta 2 o sea:
a,x,+b,y,+c,=0

y que se cortan en este punto o sea :

a, x,+b,y,+c,=a,x,+b,y,+c,.

Entonces la EDO se escribe:

y'=f( a, x+b,y+c, sz( a,x+b y—a x,-b y, }

a, x+b,y+c, a, x+b,y—a,x,—b,y,

o[ emlenteon))

(x—xo )+b2(y—y0)

i . X=x-x,
Vamos a hacer los 2 cambios de variable :
Y=y-y,

. . a, X+b,Y a,+b, Y/ X Y
Asitenemos: ¥ = f| ——— |=f| ————— |=g| — | que ya sabemos
a, X+b,Y a,+b,Y/X X

resolver.
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Caso 2: estas rectas son paralelas.

Eso significa que :

a,=Ka, yb,=Kb,|

, a, x+b,y+c, a, x+b,y+c,
Entonces tenemos: y = f =f )
Ka x+Kb y+c, K(a1x+b1y)+c2

Hagamos el cambio de variable: |z =a, x+ b, y|

. dz z+c¢
Entonces: z =—=f( 1

p J que es una EDO de variables separadas que ya sabemos
X

Kz+c,

resolver.

Ojo. Una manera rapida de ver si dos rectas son paralelas es decir que sus vectores
direccionales son paralelos. Si tenemos la ecuacion a, x, +b, y, + ¢, =0, los puntos Ay B

c, 0 y
definen un vector en la direccion de larecta 1. 4| o, y B,|_C1. 8
0 b,
c, 1
| 4 7 1
Entonces 4,B, 0 sea un vector paralelo 4,5, L
1 _—
b, b,
1
De igual manera, un vector de la recta 2 sera: 4,B, 21 . Las dos rectas son paralelas si sus
b,
1
K
. . a, a, a,=Ka,
vectores direccionales son paralelos o sea: 0 sea
L -K L bz =Kb 1
bl b2
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Miércoles 04.08.2004
-2x+4y-6
x+y-3

Ejemplo 1 : Resolver y =

Esta relacion no esta satisfecha aqui, entonces las dos rectas se cortan en el punto que
—2x,+4y, —6=x,+y,-3
satisface: -2x,+4y, -6=0
Xo+y,—3=0

Se puede mostrar facilmente que ( Xo» Vo ): ( 1,2 )

Entonces ¢ . —2x+dy+2x,-4y,  —2(x-x, )+4(y-»,)
ntonces tenemos: y = X+ y—xy— 7, = (x—xo )+(y—y0) .

Hacemos el cambio de variables: | X =x—-x,| y |Y=y—-y,|.

, . =2X+4Y -2+4Y/X
Asi: Y = =
X+Y 1+Y/X

Hacemos otro cambio de variable: .

Entonces: Y =u X dealli: Y =u X +u porque cji—X:X':l.
X

2
Entonces ¥ = u X+u=ﬂque se puede escribir: — du X = u 3u+2.

+u daX u+1

Tenemos que analizar dos casos:
Casol: u’-3u+2=#0.

(u+1)du dX

Tenemos : — > =
u-—-3u+2 X

(u+1) A B

uz_3u+2=(u—1)(u—2)entonces: - u2—3u+2=(u—1)+(u—2).

Podemos mostrar facilmente que A=2y B=-3.

2
Integrando, tenemos : 21n(u—l)—3ln(u—2)=ln[%) 0 sea X:C(u_—;).
u

Como u =Y /X tenemos: C(Y—X)Z:(Y—2X)3 0 sea: C(y—x—l)2=(y—2x)3
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Caso2: u’-3u+2=0

Tenemos 2 casos:

u,=1osea Y=Xosea
u,=2 osea Y=2Xosea

Lunes 04.08.2003

Ejemplo 2 : Resolver y = x—_y—lz
X—y-—

Hacemos el cambio de variable: .
Tenemos z =1-y'

z—1
z—2

asi: 1—z =
osea: (z-2)dz=—dx.

Integrando: %zz—2z=—x+Co %(2—2)2=—x+K.

., . 2
Como z=x— y tenemos como solucién las soluciones de : (x -y -2 ) +2x=2 K o sea:

y=x—-2+,2K-2x

x=0:0.01:10; !
C=10; *
y=x-2 -sqrt(2*C—-2%*x); 1
plOt(X’Y); &
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2.8 EDOdelaforma: y =f(x,y) conftalque f(Ax,4%y )=2""7 (x,y)

°
72

i a=0,tenemos y'zf(x,y ):ﬂf(/ix,y ) Tomando A =1/x tenemos

y =1/xf (1 , Y ) que es una ecuacion en variable separadas.

e Si a=1,tenemos y'=f(x,y)=f(/1x,/1y)=f(1,£j que ya vimos
X

a

o En los otros casos, hacemos |y =z

Derivando, y =a z*"' z :f(x,z“ )

o sea: z':l[lja f(x,zf" ):lf(lxy(l)a 2 J:lftf’lj
alz a’ |z \z a’ \z

que es una EDO homogénea.

2.9 EDO homogénea de grado k

Es una EDO de la forma y =f(x,y ) con f'tal que:

f(Ax,2y)=251(x,»)

Se dice que fes homogénea de grado k.

El caso particular k=1, y = f (x ,V ) es homogénea si se puede escribir de la forma:

=0

Se resuelven con el cambio de variable: |z = 2|
X
Viernes 06.08.2004
Ejemplo: resolver: y =2 —3 £)2€
2x y

Vamos a notar f (x,y )=L— £§

2x y

a ,ﬂ 3/2-3a
Calculamos f(/ix,/lo‘y):/1 Y _3 x2 =2 L—3M .
2Ax (,1“ y) 2x y
— RN o seas
sta expresion vale f (x Y )— Cy —para3/2 -3a=0o0seaa =1/2.
X y
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Hagamos el cambio de variable : y=z"7.

a 12 ﬂ

Entonces y =%Z z = -3

2x z
1
.z z)\ 2
osea:z =——6|— .
X X

. . z
Hacemos otro cambio de variable: u =—.
X

Dealli, z =u+xu =u—6u""?.

Es una EDO a variables separadas, asi que tenemos: .

u=0:0.01:100; 1 JSS——
C=1; 7 N
x=C*exp(-1/9*u."l5); wl / \
y = sqrt (x .*u); f [

plOt(X9Y) 5 °‘.‘;

01 07 03 04 05 06 07 08 08
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2.10 EDO de la forma : y':——P(x’y)
o(x,y)
Se puede también escribir y' =5_y:__P(x,y) o sea
ox Q(x, )

(2.10.1) P(x,y)dx+Q(x,y)dy:0

2.10.1 EDO exactay funcion potencial

p it

Se dice que esta EDO es exacta si cumple ademas |P, =0 | con 62
Qr A

© o Ox

Para resolver tal ecuacion (2.10.1), vamos primero comentar algunos puntos. Suponemos de
antemano que P y Q son de clase C' (continuas con derivadas parciales continuas) en su
dominio donde esta definido (un abierto de R?).

Demostracidon: Suponemos que podemos encontrar una funcion F ( x,y ) enlaque su
diferencial sea :

dF(x,y)=P(x,y)dx+0(x,y)dy=0
entonces la ecuacion diferencial tendrd como solucion:
F(x,y)=C
donde C es una constante respecto ax y y.

Se necesita 2 cosas:

1. encontrar bajo que condiciones impuestas a P y Q tiene lugar una funcion F tal que su
diferential total sea exactamente P( X,y )d X+ Q( X,y )d v

2. sidichas condiciones son satisfechas, determinar realmente la funcién F.

Por razones de calculo, tenemos:

_oF

dF =
ox

oOF
(x,y)dHE(x,y)dy

de modo que tenemos por inspecciones:

MA26A-1 Page 21 08/09/2005



22

()= P(xy)
g—F(x,y)= 0(x.y)
Y

Vamos ahora a derivar P respecto a y y Q respecto a x:

6P(

2 2
FRENY CF vy oy )= TE (o)

- Oy ox

Por calculo, tenemos:

entonces tenemos:

Pey)=L(x,y)

(2 o

que es la condicion que debe satisfacer la ecuacion (1) para que sea exacta.

Al revés, ahora mostramos que si la condicion anterior se satisface, la ecuacion inicial es
exacta. Sea ¢ ( x, y ) una funcion para la cual:

2 (x.y)=Plx.y)

0%y _oP
entonces G‘yax(x’y)_ 3y (x,y).

2
Como (2) es satisfecha, tenemos: o9 (x,y)= a—P(x,y): 6‘—Q(x,y)
Oy ox oy ox

Integramos respecto a x (mientras y se mantiene constante):
P
f(x,y )= 0(x,y)+B(¥)

donde B(y) es una constante respecto a x (pero que puede depender de y).

Ahora si tomamos como funcion F: F (x,y )= o(x,y )—jB(y)dy

entonces tenemos

aF =22 v+ %% 4y _ B () ay
ox oy
dF =P dx +[0+B(y)|dv—B(y)dy=Pdx+Qdy

De aqui concluimos que la ecuacion (1) es exacta, y terminamos una demostracioén enunciado.
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Otra manera de ver: Una expresion diferencial P( X,y )d X+ Q( X,y )d y esuna
diferencial cerrada en una region R del plano xy si se verifica: P, ( X,y )= 0. ( X,y ) para

todo (x,y ). Se dice exacta si ademas existe una funcion F (x,y ) tal que
oF

a—(x,y)=P yg—F(x,y)=Q para todo (x,y).Otramaneradedeciresqueel
X y

diferencial de Fes: d F = P( X,y )dx + Q( X,y )dy. F es tnica (salvo constantes) se

llama funcién potencial. El teorema de Schwartz sobre igualdad de derivadas cruzadas nos
asegura que cualquier diferencial exacta es cerrada.

Entonces, una ecuacion diferencial exacta es una expresion igualada exactamente a cero. Si
P(x,y)dx+0Q(x,y)dy=0,entonces existe una diferencial F que verifica d F = 0. Su

solucioén es: F ( X,y ): C, (con C una constante arbitraria respecto a x e y).

El problema entonces es hallar F tal que Z—F ( X,y ): Py (2_F ( X,y )= 0
X y

0 sea vamos a empezar a integrar respecto a X:
F(x,y)=[P(x,y)dx +o(y)

donde (p( y ) es la constante de integracion respecto a x (entonces puede depender de y).

Debemos verificar la segunda condicion :

Solep)=0=L [P(r.y)dx +oly)
: d 0
Entonces 0 ()= p(r)=0(x.r) -2 [P(x,y)dx,
Y oy

Como es independiente de x, su derivada respecto a y debe ser cero.

Lo vamos a verificar :

oG- L frteyax)-

Ox
5 o[ o 0, 0(0 _90 _9oP_
oo Z L fpetas]= o= F Sfrertar] 520

porque P, =0 .

Una vez que se conoce go'( y ) , integrando se deduce go( y ), y sustituyendo su valor,

llegamos a la funcién potencial F ( x, y ). Asi tenemos todas las soluciones | F (x,y)=C
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Miércoles 06.08.2003 / Lunes 09.08.2004
Ejemplo: Resolver: 3y +e” + ( 3x+cosy )y' =0

Vamos a poner la ecuacion de la forma

Pdx+Q0dy=0
con P(x,y)=3y+e"
y Q(x,y)=3x+cosy.

Verifiquemos si la EDO es exacta, es decir si la condicion P, = es satisfecha.

Tenemos P, =3=0 .

Entonces la ecuacion diferencial es exacta.
Buscamos la funcién potencial F tal que:

dF(x,y)=P(x,y)dx+0(x,y)dy=0

Como dF:(s—F(x,y)dx+a—F(x,y)dy
ox oy

tenemos por inspeccion:

OF (x,p)=3y+e
o0x

Integrando respecto a x, tenemos

F(x,y)=3yx+e +o(y)

Derivando respecto a y, tenemos:

a_F(x,y):3x+—d¢)(y):Q:3x+cosy
oy dy
es decir M:cosy
dy
Integrando tenemos: (P( y )=sen y+C.

La solucidn es :

F(x,y):3yx+ex+seny+C=K
o0 sea simplemente
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2.10.2 EDO no exacta y factores integrantes
Si la ecuacion:
(D) P(x,y )dx+Q(x,y )dy:O no es exacta,
una posibilidad para resolverla es encontrar una funcion u ( X,y ) (no nula) tal que:

(2) ,u(x,y)P(x,y)dx+,u(x,y)Q(x,y)dy:O sea exacta.

Como las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, sus soluciones serdn las mismas. La funcion
Y7 ( X,y ) se llama factor integrante. Lamentablemente, no hay un método general para

encontrar factores integrantes. Se puede encontrar tal factor integrante facilmente solamente
para algunos casos que vamos a ver ahora.

Casol: pu(x,y)=pu(x)
Queremos que la ecuacion:

u(x)P(x,y)dx+u(x)0(x,y)dy=0 seaexacta

o0 sea que verifique:

%[y(x)P(x,y)]Za—ﬁx[ﬂ(x)Q(x’y)]

Derivando, tenemos:

p(x )P (x,p)=p(x)0(x,y)+u(x)0.(x,y)
u()P(x,y)-0.(x.y)|=n'(x)0(x.y)

,u'(x)_Py(xoy)_Qx(xay)

1(x) o(x.,y)

Eso es posible si este coeficiente depende exclusivamente de x.

Py(x,y)-0(x,y)
O(x,y)

a este coeficiente. Entonces:

Notamos % ( x )=
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Caso2: pu(x,y)=p(y)

Es el caso simétrico del caso anterior.

[e(y)ay

Entonces tenemos: (¥ )=e con g(y)=

Caso 3: Otros casos.

Aparte de los 2 casos anteriores, se puede intentar varios factores integrantes, imponiendo
ciertas condiciones restrictivas, como por ejemplo: u ( X,y )= x“ y” conay P constantes a
determinar, o también u#(x+y )ou(xy).

En la practica, se puede empezar a buscar un factor integrante de la forma
U ( X,y ): 7] ( X ) Si no se puede, se puede intentar un factor integrante de la forma

7] ( X,y ): 7] ( y ) Si no se puede, intentar alguno de la forma dado en el caso 3.

Ejemplo: Resolver : (2x2 +y )a’x+()c2 " )dy=0

En este caso, tenemos: P(x , V ): 2x*+y y Q(x,y):xzy—x.
Tenemos Py(x,y )=1 y Qx(x,y )=2xy—1.

La EDO es exacta si la relacion P, = es satisfecha.

Loessi xy=1.

Veamos si en este caso la EDO es satisfecha para y =x '

o sea si (2x2 +x7! )a’x+(x2 x ' —x )a’y:(2x2 +x! )dx:O
Entonces la ecuacidon no es exacta.

Vamos a intentar un factor integrante.

p(x)_Px,y)=0(x.y) 1-(2xy-1)_ 2(l-xy) -2

u(x) o(x,y) y-x  -x(l-xy) «x

Esta expresion depende solamente de x, asi que en principio es posible encontrar un factor

integrante. 4 ( x ) =x~ 2

. g ., . . -2 . s
Entonces, multiplicando la ecuacion diferencial por u ( X )= X"~ se obtiene la ecuacion

exacta : (2+yx_2 )der(y—x_1 )dy=0.
2 -1

Resolvemos esa ecuacion exacta. Tenemos P( X,y )= 2+ yx” y Q( X,y )= y—X
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Verifiquemos que P, =0, .
-2 -2
Tenemos P =x""y O, =x"".

Ahora Fx(x,y):2+yx‘2osea F(x,y)=2x—yx*1+go(y),yderivandorespectoa
_ - _ . 1
yiF(x,y)=—x"+9 (y) =y-x",o0seap (y)=y osea(p(y)=5y2+C.

1 .
Entonces tenemos F(x,y )=2x—yx '+ 5 * 4+ C . Entonces las soluciones de la

1
., ce . . . -1 2
ecuacion inicial son la funciones y que verifican: |2 x -y x~ + 5 y =K
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Jueves 07.08.2003 / Miércoles 11.08.2004
2.11EDO lineales de primer orden: y +a(x)y=5(x)
Vamos a resolver este tipo de ecuacion con tres métodos.
2.11.1  Con un factor integrante
La EDO se escribe:
[a(x)y-b(x)]dx+dy=0

es decir
P(x,y)=a(x)y-b(x) vy 0(x,y)=1

Buscamos un factor integrante de la forma: #( x,y )= u( x ), es decir buscamos x ( x ) tal
que #(x)P(x,y)dx+u(x)0(x,y)dy=0seaexacta.

Notamos

Pyésza(x).

Entonces Y7, ( X ): e
Entonces:
ol alx)dx [a(x)y—b(x )]dx+ej ax)dx d y =0 tiene que ser exacta.

Buscamos una funcion potencial F que es tal que: d F =0 (la solucion de la EDO sera:
F(x,y)=0).

dF:a—Fdx+a—de: Fydx+F,dy=0
0x 0y

Por inspeccion, tenemos:

0 S€a
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Ahora derivando F(x,y) respecto a x:

F(x.y)=pla(x)]el 40 (x)

Yy por otra pal'te
Fx(xay ):[G(X)y—b(x)]efa(x)dx

Igualando las dos expresiones, tenemos:

asi que (p(x):J‘b(x)eja(x)dxdx
Entonces: F(x,y):yeja(x)dX_jb(x)eja(x)dx dx.

Las soluciones de la EDO son: y e/ “(*)4* —J b(x )ej“(x)dx dx=C, o sea:

y=“ b(x)e M dx+cC Jel‘*a(x)dx

2.11.2 Meétodo de ‘variacion de la constante’

e Resolver primero la ecuacién homogénea asociada y +a (x )y =0. Esta ecuacion es

de variable separada: d—y=—a (x )dx.Susoluciones y(x )=Cel ~e(x)d
Y

e El método de variacién de la constante consiste a considera la constante C como una
funcién de x, 0 sea C =C ( X ), es decir que tenemos: y ( X )= C ( X )ef —alx)dx

Vamos a buscar C ( X ) que verifique a ecuacion que queremos resolver, o sea:

y'+a(x)y=0.Derivando y, tenemos:

y (x)=C'(x)e! ) _C(x)a(x)e!**)*  poniendo en la ecuacion
inicial tenemos:

C'(x)el M —c(x)a(x)e! v a(x)C(x)e! 00 = (x)
0 sea: C'(x):b(x)e“('”)dx integrando tenemos: C ( :I +K.
Con eso, tenemos la expresion final:

H +KJ“”‘

que es igual como a la del método anterior.
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2.11.3 Resolviendo con la suma de la solucion general mas una
solucion particular

Suponemos que por un metodo cualquiera hemos encontrado una solucion particular y ( X )
de la ecuacion. Entonces la solucion general sera la suma de esta solucion particular y ( X )

mas la solucion de la ecuacion homogénea asociada, o sea:
_ [-a(x)dx
y(x)=y,(x)+Ce
La justificacion es simple:

v, (x) es solucidn de la EDO significa que : yp'+a(x)yp =b(x)

¥, (x ) es solucién de la EDO homogénea asociada es decir: y, +a(x )y, =0
Vamos a verificar entonces que y , (x )+ y,(x) es solucion de la ecuacion inicial, o sea:

[y, )+ ye ()] +a(x) ]y, ()4, (x)]=b(x

Tenemos :

[y +y0 )]'-i-a [y +y0 )]z[yp(x)]'+a(x)[yp(x)]
+[y0 (x) ]+a(x)[y0 (x) ]=b (x)

lo que teniamos que mostrar.

2.11.4 Resolviendo una descomposicion y(x )=u(x).v(x)

Resolviendo con una descomposicion y (x )=u(x ).v(x)
Entonces tenemos: y =u .v+u.v .

La EDO inicial es: u .v+u.v +a(x)uv=>b(x)

osea:u viu.[v+a(x)v]=b(x

Lo que buscamos, son dos funciones u 'y v de tal manera que sus producto u.v satisface la
ecuacion. Vamos a intentar unas faciles.

Si intentamos v tal que v +a (x )v=0

entonces u deberd satisfacer : u .v=>(x ).

MA26A-1 Page 30 08/09/2005



31

Ya sabemos resolver la EDO v' +a( x )v=0.

Su solucion es : v ( x ):e_ja(x)dx.

Nos queda a encontrar u que verifique: u .v=b(x ) oseau =b(x )eIa(x)dx.

Integrando, tenemos para u:

uzjb(x)eja(x)dxdx+C.

La solucion final es: y(x )=[ j b(x )eja(x)dx dx+ C}e_ja(x)dx
Lunes 11.08.2003

Ejemplo: 2xy —3y=4x’

Meétodo 1:

La EDO se escribe : y —z—y:2x

x
3
es decir dy=|:—y+2x:|dx
2 x
es decir Pdx+Qdy=0 conP(x,y)=z—y+2xyQ(x,y)=—1.
x
P — _ ﬁdx —élnx
Como — Q"=2—3,existeunfactorintegrante ,u(x)=efzx _e "o,
x
Entonces la ecuaciéon x *'? { ;—y+2x}dx—x‘3/2 dy=0 es exacta.
x

Vamos a buscar una funcioén potencial F tal que d F =0, o sea F ( X,y )= Cste.

Tenemos dF=a—Fdx+a—de,osea a—F=—x"3/2
ox oy oy
es decir F(x,y)=-x""y+0p(x)

y debe verificar: 2—1;:x"3/2[z—i+2x}:%yx"”z+2x_”2=%yx_5/2+(0'(x).

De alli deducimos ¢ (x )=4x"?. Asi F(x,y)=—x""?y+4x"?.

La solucion de laEDOes: —x ' y+4x'? =C esdecir|y=4x>-Cx’"
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Viernes 13.08.2004

Método 2: Empezamos por resolver la ecuacion homogénea asociada: 2xy —3y=0.

., . d 3dx . ,
Se puede también escribir : 2y _ que es de variables separadas, asi que tenemos:

b% 2x

logy=%logx+K,osea: y=Cx"".

Aplicamos ahora el método de variacion de la constante, es decir C = C ( x )asi conociendo C

tendremos la solucion: y = C (x )x*'? .

Derivando, tenemos: y' =C (x )x*"? +%C(x )x'"2,

sustituyendo en la EDO inicial: 2 x y —3 y =4 x”tenemos:

2x[C'(x)x3/2+%C(x)x”2}—3C(x)x3/2=4x2 osea: C'(x)=2x"""2.

Integrando tenemos: C ( X )= 4x"? +K.

Asi tenemos: y=(4x”2+K)x3/2=Kx3/2+4x2

Método 3: En este método, debemos encontrar una solucion particular. No hay método
general para hallar tal solucion. Mirando la ecuacién que debemos resolver, podemos
sospechar que tal vez una solucién de tipo polindmica podria ser una solucion particular.

Intentamos entonces de encontrar una solucion particular del tipo: y=a x> +bx +c.
Derivando, y =2ax+b.
Sustituyendo en la EDO inicial: 2xy —3 y =4 x° tenemos:
2x(2ax+b )—3(ax2 +bx+c ):4x2.
Tenemos: 2x(2ax+b)—3(ax2+bx+c)=4x2
0 sea: ax’*—bx-3c=4x’
Igualando los términos de mismo grado tenemos: a=4 y b=c=0.

Asi una solucion particular es: y, =4 x 2

La solucion de la ecuacion homogénea asociada es (ya lo hemos hecho): yy =C x 32
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La solucion general es la solucion particular mas la solucion de la ecuacion homogénea
asociada o sea:

2

y=Cx""+4x

Método 4: El ultimo método consiste a escribir y de la forma de un producto de dos
funciones dependiendo de x:

Derivando: vomu (v () (x)v (x).
Sustituyendo en: 2x y —3 y =4 x* tenemos:

2l (3 )v (3 )+u(x ) (x)]=3u(x )v(x)=4x°
0 sea: 2xu v+ |2xv =3y Ju=4x2,

El proposito es de encontrar dos funciones u y v tal que el producto satisface la EDO inicial, y
no de encontrar todas la funciones u y v que satisfacen tal condicion.

Vemos que si el termino factor de u es 0, serd mas facil resolver la ecuacion.

Entonces vamos a buscar v tal que: 2xv —3v=0
vo3

o sea: —=—.
v o 2x

Integrando tenemos: log v = % log x + K

osea: v=Cx>'?.

Como buscamos uy v tal que y = u v, podemos tomar la constante C = 1, porque no buscamos
todas las funciones u y v sino una funcién v y una vez fijada una funcioén u que dependera de
como hemos encontrado la funcion v, de tal manera que y =u v. Pero para mostrar eso,
guardamos la constante C y vemos que va a pasar con ella. Ahora la ecuacion con esta

. ey ! 2
condicion queda: 2xu v=4x

—-1/2 1/2
2x 2x 4 x

es deciru =—>= Integrando: u = + K.
v C

4 1/2
Comoteniamosy=u(x)v(x),tenemos:yz[ )é +K |Cx*?=4x>+Dx’"
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2.12 Ecuacién de Bernoulli: y +a(x)y+b(x)y*=0

Caso 1: Si ¢ =0, la EDO es lineal. Ya sabemos resolver.

Caso 2: Si o =1, 1a EDO es de variables separadas. Ya sabemos resolver.
Caso 3: En otros casos, vamos a ver como resolverla.

Vemos que lo que nos molesta es el ultimo termino y“.

Si no estuviese, casi tendriamos una EDO lineal.

Dividimos entonces por y“.

y

Asi tenemos: —a+a(x )y +b(x)=0.
y
Vamos entonces a efectuar el cambio de variable: [y' * =z|.
Derivando: (1-a )y “y =z es decir: y—a= .
y l-«a
Asi tenemos: " +a(x)z+b(x) =0
-a

osea: z +(1-a )a(x)z=(a—-1)b(x)
que es una ecuacion lineal que sabemos resolver.

Otra manera de resolver, es descomponer y =u (x )v( x ).
Derivando, 3 =u .v+u.v
Sustituyendo en la EDO tenemos: y =u .v+u.v

w vru.v +a(x)uv+b(x)u“vi=0
0 sea u'.v+u[v'+a(x)v]+b(x)u”‘v":O.
Vamos a buscar un v tal que [vi+a(x)v]=0.

De eso, encontramos la funcion v(x), y queda:

u' v+b(x)u“vi=0

que es una ecuacion de variables separables. Resolviéndola, tenemos u(x), y asi y.

MA26A-1 Page 34

08/09/2005



35

Ejemplo: x y +2y+x’ y’e* =0

Dividiendo por x, tenemos: y’ +22 4 x4 y3 e =0.
X

Es una ecuacién de Bernoulli con ¢ =3 .

Dividiendo por y3 tenemos

y—3+2 2+x4€x=0
y Xy
. ) 1
Hacemos el cambio de variable: — =z
y
, 1 _ 1 z
asi z ==2y 3y 0 sea Y -z
3 2
y
z z
En la EDo, da: _E 2yt e =0
X
' z
sea z —4Z=px%eX
X
que es una ecuacion lineal. La solucion es:
4 —ﬂdx ia’x 4
z= IZx efe X dx+Cle ¥ =x (2ex+C)osea

1/2
y:x_2(2ex+CT

Podemos también resolver tal ecuacion haciendo el cambio y =u ( x )v( x)
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2.13 Ecuacién de Riccati: y +a(x)y+b(x)y*=c(x)
Para resolverla, tenemos que seguir 2 pasos:

Paso 1: Encontrar una solucion particular y, ( X ) Esa solucion verifica:

v, +a(x)y,+b(x)y, =c(x)

Paso 2: Hacerel cambio y = y , + z yasillegar a una ecuacion de Bernoulli.
Asf tenemos derivando: y =y, +z .

Sustituyendo, yp'+z'+a(x)[yp+z]+b(x)[yp+z]2=c(x).

Como y, +a(x)y, +b(x )y, =c(x) queda:
z+a(x)[z]+o(x)[z]*+2b6(x)zy,=0

esdecir: z +[a(x)+2b(x)y, (x)]z+b(x)[z]' =0

que es una ecuacion de Bernoulli con o =2.

Asi se hace un cambio u =z que se reducira a una ecuacion lineal.

Ejemplo: y +y*=x>-2x

Paso 1: Encontrar una solucion particular y, (x).

Vamos a intentar un polinomio de primer orden: y, ( X )= ax+b

Vamos a ver si es posible encontrar (a,b) que satisface la EDO: a + ( ax+b )2 =x>-2x.
Se encuentra(a,b)=(-1,1).

0 sea: yp(x):—x+1

Paso 2: Se hace el cambio y=y, +z.

Asf tenemos derivando: y =y, +z.

Sustituyendo, tenemos: y, +z + ( y,+z )2 =x>-2x.

Queda: z' +2(—x+1)z+z> =0que es una ecuacion de Bernoulli con ar =2.
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, . -1 -y, ., .
Asi se hace un cambio z =u " que se reducird a una ecuacion lineal

u'+2(x—l)u:1.

La solucion es: uz“ e¥ 2 dx+C ]ez""‘z L

z y+x-1

Asi: ;:[J. e"z’“a’x+C]e”’x2
y+x-—1

Lunes 16.08.2004

2.14 Ecuacién de la forma: y' = f(x,y)

Para resolverla, si no es de ningun tipo que ya vimos, se puede intentar un cambio de variable

astuto. Todo el problema es encontrarlo.
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2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones:

Se trata de determinar las condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solucioén
que tenga ciertas propiedades.

2.15.1 Ecuacion de orden 1:
Sea la ecuacion de orden 1:

%zf(x,y)

y T la region rectangular, de centro (x, yo) definida por:
‘x—xo ‘Sa y ‘y—yo ‘Sb

o

Supongamos que f'y ™ son funciones continuas de x y y en cada punto de T. Entonces,
y

existe un intervalo alrededor de xo,

X=X ‘S h y una funcion ¢ ( x ) que tiene las

propiedades siguientes:

a) y =@ ( x ) es una solucién de la ecuacion %:f(x,y)enelintervalo ‘x—xo ‘Sh
x

b) En el intervalo ‘ X=X ‘S h, ¢( x ) satisface la desigualdad
[p(x)-yo|<b
¢) En x = x,, tenemos: (o(xo ):yo

d) ¢ ( X ) es unica en el intervalo ‘ X=X ‘ < h en el sentido de que es la tnica funcion que

tiene todas las propiedades enunciadas en a), b) y c).

El intervalo ‘ X=X ‘ < h puede o no ser mas pequefio que el intervalo ‘ X=X ‘ <a enel

o

cual se impusieron las condiciones sobre f(x,y) y ™
Y

El teorema establece que si f(x,y) ‘se comporta bien’ cerca del punto (x,yo), entonces la
ecuacion diferencial:

%zf(x,y)

tiene una solucion que pasa por el punto (Xo,yo) y €sa solucion es unica cerca de (Xo,yo).
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Para mostrar eso, vamos a ver 3 pasos importantes:

A. Condicion de Lipschitz
B. Demostracion del teorema de existencia
C. Demostracion del teorema de unicidad

e implica la prueba de que cierta sucesion de funciones tiene un limite y que la funcion limite
es la solucion deseada. La sucesion considerada serd definida como sigue (iteraciones de

Piccard):

yo(x)Zyo
YI(x)ZYO+ﬁ;f(hy0(t)»h

yz(x)=y0+f; f(fyh(f))df

yn(x)=yo+ﬁ;f(hyn4(t)ﬂh

Antes de empezar la demostracion, vamos a dar algunos ejemplos para ilustrar el problema.

Ejemplo 1: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas

converge en una solucion para el problema de valor inicial:

@ _

=y; X0 =0, =1
e y 0 Yo

Tenemos:
yolx)=1
yl(x)=1+jgdt:1+x

2
yz(x):1+jg (l+t)dt:1+x+x7

X t2 x2 x3
y3(x)=1+jo 1+t+? dt:1+x+7+?

Con base en el patron que se desarrolla, es facil conjeturar que:

n xk
yn(x):ZF
k=0 "-

y se lo puede mostrar por induccion.
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El limite de esta sucesion existe para todo nimero real x, ya que no es mas que el desarrollo

en serie de Maclaurin parae™ , que converge para toda x. Esto es:

Pueden verificar que e es efectivamente una solucién al problema de valor inicial dado.

Nota: El desarrollo de Maclaurin (matematico escocés) es una serie de Taylor acerca de 0:

f(x)=£(0)+ £ (0)x+ f;('o)xz + f(2'(0)x3 oot f(n)'(o)x” +oee

Ver en anexo 1 algunos desarrollos para algunas funciones.

Ejemplo 2: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas
converge en una solucion para el problema de valor inicial:

dy _ 2

dx X5 Xp=2, yp=1
Tenemos:
yolx)=
yi(x)=1+ ;t2d1:§_§
yz(x)=1+j2 t2d1—§—§
yn(x):1+jz t2dt:§_§

Queda claro que el limite de esta sucesion es 33 y esta funcion es solucion del problema

de valor inicial (se puede verificar facilmente).

Ahora vamos a mostrar las tres etapas del teorema.
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A. Condicion de Lipschitz

En las hipotesis del teorema de existencia anterior hemos supuesto que la funcion fy su
derivada of /Oy son continuas en el rectangulo T. Asi, cuando (X,y1) y (X,y2) son puntos en T,

se puede aplicar el teorema del valor medio a f como una funcién de y. De aqui que exista un
nimero y* entre y; y y» tal que:

f(xom )7 (x.m )=% (x,y* )(yl—yz)

La suposicion de que 0f /0y sea continua en T nos permite asegurar que 0f /0y es acotada en
T. Esto es, existe un nimero K>0 tal que:

of
oy

<K

para todo punto en T. Como (x , y* ) estd en T, resulta que:

-‘yl_J’Z ‘

0 *
o)1 (e )= 2 (557
£ Gy )= (ko0 )[<K Jyi=va |

para toda pareja de puntos (x,y1) y (x,y2) en T.

La desigualdad (1) es llamada condicién de Lipschitz para la funcion f. Hemos demostrado
que bajo las hipotesis de nuestro teorema de existencia, la condicion de Lipschitz (1) se
cumple para cada par de puntos (x,y1) y (X,y2) en T.
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B. Demostracion del teorema de existencia

Vamos a usar la condicion de Lipschitz en lugar de la hipdtesis de continuidad de df /dy . Por

lo tanto, podriamos reformular el teorema de existencia en términos de la condicién (1) en vez
de suponer 0f /0y es continua en T.

Una hipdtesis del teorema de existencia que acabamos de hacer es que f es continua en el
rectangulo T. De ello resulta que f debe ser acotada en T. Supongamos que M>0 es un

numero tal que | f ( X,y ) | < M para todo punto en T. Ahora tomamos h como el mas

pequefio de los dos numeros a y b/M, y definimos el rectingulo R como el conjunto de puntos
(x,y) para el que:

‘x—xo ‘Sh y ‘y—yo ‘Sb
Resulta evidente que R es un subconjunto de T.

Ahora, vamos a considerar la sucesion de funciones (iteraciones de Piccard):

yn(x)ZyoJsz f(tayn—l(t))dt

y vamos a demostrar el siguiente lema.
Lema 1: Si ‘ X=X ‘Sh, entonces: ‘ Y (x )—yo ‘Sb paran=1,23,...

Lo vamos a demostrar por induccion.

Ifof(t,yo(f))df‘

fra

£M|x—x0 |£Mh£b

Si ‘x—xo‘ﬁh,tenemos: ‘yl(x)—yo ‘:

<M

Ahora, si ‘x—xo‘ﬁh ysi‘yn(x)—yo‘Sb,mostramosque ‘ynH(x)—yO ‘Sb

‘yn+l(x)_y0‘=

I;f(t,yn(f))df‘

fra

<SM|x—xy |<Mh<b

<M

Entonces, el lema esta demostrado.

Podemos enunciar el lema 1 de una manera un poco diferente:

si ‘ X=X ‘ < h, entonces los puntos (X, yn(x)) con n=0,1,2,... estdn en R. La condicion de

Lipschitz puede usarse ahora para deducir el lema siguiente.
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Lema 2: Si ‘ X=X ‘ < h, entonces:

(%050 )= £ (x50 @) ) [SK | 9 0(0) = vy () [paran=1,2.3,...

Lema 3: Si ‘ X=X ‘S h, entonces:

M.K" | x—x " n-1 gn
|yn(x)—J’n—1(X)|S n" 0 SM'Kn' XU paran=1,23,...

Lo vamos a demostrar por induccion.

Para n=1: Si ‘ X=X ‘Sh, tenemos:

[yi(x)-vo| <M|x-x]|
eso usando el lema 1.

Ahora, suponemos que:

— n—1
M .K" 2.‘x—x0

| Pn1(6) = Y2 () [ < (n-1)

_ n
M .K" 1.‘x—x0

n!

debemos mostrar que | Y (X) = y,_1(x) |£

|yn(x)_yn—l(x)|:‘J;[f(f,yn—1(f))—f(t,yn—z(f))]d"
<[ (eynn(0)-r ey (0))]a

SKL);‘yn—l(t)_yn—Z(t)‘dt

n—1 n

-l MK [ x—xg
(n—1) n

-2 _
<K IXM'Kn Je=xo dtsM'Knljx

X, (n—1) (n—1)

que es lo que queriamos demostrar.

- X
X, 0

Para el caso xpy —/ < x < x;, el mismo tipo de argumento dara el mismo resultado. Asi la
demostracion del lema 3 queda completa.

Vamos ahora utilizar los resultados del lema 3, comparando las dos series infinitas:

Sl () ()] y SHEEN

La segunda serie es una serie absolutamente convergente. Ademas, por el lema 3, la segunda
serie domina la primera. De aqui que, por el criterio M de Weierstrass, la serie:
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o0

Z[ yo(x)=y,o(x) ] converge absoluta y uniformemente en el intervalo ‘ X=X ‘ <h.
n=1
Si consideramos la k-ésima suma parcial de esta serie:

i;:l[yn(x)_yn—l(x)]:[yl(x)—y()(X)]+[y2(x)—yl(x)]+...
+[J’k(x)_J’k—l(x)]

vemos que: 3, (x)= vt (x)]=yi (%)

n=1

El enunciado de que la serie Z[ yu(x)=y,(x) ] converge absoluta y uniformemente
n=1
equivale al enunciado de que la sucesion yn(x) converge uniformemente en el intervalo:

‘x—xo‘ﬁh

Vamos ahora definir :
®(x)=lim y, (x)

n—m
y recordamos que, segun la definicion de la sucesion yn(x), cada yn(x) es continua en

‘ X=X ‘ < h,resulta que (D(x) también es continua (ya que la convergencia es uniforme) y:

®(x)= lim yn(x)=y0+f; f(t’yn—l(t))dt

n—o

A causa de la continuidad de f'y de la convergencia uniforme de la sucesion yn(x), podemos
intercambiar el orden de los dos procesos de limite para demostrar que CD(x) es una solucion
de la ecuacion entegral:

W)=y + [ f(1.0(0))d

Derivando, se deduce inmediato que ®(x) es una solucion de la ecuacién diferencial :

f(x y)enellntervalo‘x x0‘<h

Ademas de (I) =yo+ I flt ( ( t ) )dt queda claro que CD(xO)z Y0

Por ultimo, como mostramos en el lema 1 que ‘ Vn ( X )— Yo ‘ <b para cada ny para

‘ X=X ‘ < h, deducimos que la misma desigualdad se cumple para ®(x)= lim y, (x ).
n—x

Estoes,si‘x—xo‘Sh,entonces‘cb(x)—yo‘sb

Asi terminamos la demostracion del teorema de existencia. Vamos ahora a ver la prueba de la
unicidad.
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C. Demostracion del teorema de unicidad

Para mostrar la unicidad de la solucién (D(x), vamos a suponer que existen 2 soluciones y que
son las mismas. Vamos a llamar A(x) una otra funcién solucién, o sea que verifica:

——=f(x.Ak))=x
‘A(x)—yo ‘Sb
para‘x—xo ‘Sh

Entonces podemos escribir: A(x)=y o + J.;C f(t,A(t))ar
Si comparamos A(x) con la funcion de la sucesion y,(x) anterior, vemos que:

[ A@ =3 [ [ ] (o (0)=f (07,0 (o) )]ar

Ahora, demostraremos que cuando n — o, la integral del lado derecho anterior se aproxima a

cero para ‘ X=X ‘ < h . Entonces resulta que A(x) = lim y, ( X ) de modo que, finalmente
n—>0

A(x)=® (x ) en el intervalo ‘x—xo ‘Sh.

Para cualquier x dentro del intervalo ‘ X=X ‘ < h, ocurre que (X, A(x)) y (X, yn-1(X)) estan en

el rectangulo R, de aqui que la condicion de Lipschitz nos permita decir:
A =2, ) [<K [T A1)~y (1)] e

Ahora continuemos con una demostracion inductiva y limitemos nuestra atencion a los
valores de x mayores que X (un argumento analogo logra el mismo resultado para
xXg—h<x<xp).

Para n=1, tenemos:
|A(x)—y1(x)|SKI;‘A(t )=y (¢ )‘dtSKb‘x—xO ‘
Queremos demostrar que si:

|A(x)—yn(x>|sb'(f)! | x-xg

n

entonces tenemos:
n+l

| AG) = g () |s%\ x-xg

n+l
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Para xg— < x < X :

[A@ =y <[] (a(0)= £ (0, (0) ) ar

SKI;CO A(t)=y, (1)|de
b. K" & n
SWJ‘XO t—X()‘dt
b.Kn+1 n+l

= @+0!‘x_x°

que es lo que queriamos mostrar.

b.K"

(n )!

n
que

Para ‘ X=X ‘ < h tenemos de la desigualdad | A(x) = y,(x) |S

‘X—XO

n

b.K" ,
| A(x) = p, (%) |3Wh

Cuando n — «, la expresion del lado derecho tiende a cero. De aqui resulta que para

‘ X=X ‘ <h, y,(x) = A(x). Por lo tanto, A(x) debe ser la misma funcién ®(x) que

obtuvimos antes. Esto e, la solucién ®(x) es tnica.

2.15.2 Ecuacion lineal de orden 1:

Sea la ecuacion lineal de orden 1:
vy +a(x)y=b(x)

Por el momento, supongamos que para y ta (x ) y=>b (x ) existe un factor de integracion
positivo z(x)>0 funcién solamente de x.

Entonces:

es una ecuacion exacta.
Se puede anotar esta ecuacion:
Pdx+Qdy=0

Pu(x)a(x)y—u(x)b(x)

O=pu(x)
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si la ecuacion ,u(x)[%+a(x)y}=,u(x)b(x) es exacta, debe satisfacer:
x
o _0
oy Ox
o sea:
d,
ulx)a(x)="2
x
es decir:
a(x)dx= du
u(x)
o sea:
Iu(x)_ej'a(x)dx

Entonces mostramos que si la ecuacion y ' +a (x )y =5b (x ) tiene un factor integrante

independiente de y, entonces ese factor es de la forma: u ( X ): e Jalx)dr

Nos falta ahora mostrar que la funcién x(x )=e Jralx)ds es en realidad un factor de

integracién de la ecuacion: y +a(x )y=»h(x

Vamos a multiplicar la ecuacion y +a(x )y=5b(x) por u( x ):ej a(x)dx .

Tenemos: ej a(x)dx(%}ra(x)(ej a(x)dxjyzb(x)ej' a(x)dx

El término izquierdo de esa ecuacion es la derivada del producto:

y(ej'a(x)dx)

Jfa(x)ds
P,

entonces:

con F(x)=»b (x )e Jalx)ds que depende solamente de x.

Entonces ej a(x)dx(%j+a(x )(eI a(x)dx)y=b(x )eI a(x)ds es exacta.
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3 EDO implicitas de orden 1 : F(x,y , y')zo

3.1 EDO dela forma:
(v ) +a, (x0) (0 ) 4va, (x. )y +a, (x,p)=0

Pesamos esta expresion como un polinomio en y  de grado n.

Resolverla, es obtener sus raices y = f ] ( X,y ) coni=1,n,sea:

Ly =f o) |y = (eay) [y =7 (2 ) =0

Las soluciones de la EDO inicial son las de cada EDO|y - f, ( X,y ): Olconi=1,n.

Tenemos asi n familias de curvas uniparamétricas.

Hemos pasado de un polinomio de grado n a n ecuaciones diferenciales de orden 1.

Ejemplo: y* [(y )2 +1 le

Se escribe: (y' )2 =—

Asi tenemos dos ecuaciones: dy=+

s€a:

Integrando: +4/1—y° =x + C, sea:

(x+C)2+y2:1.

Son circulos de centro —C, de radio 1.

for i=1:3 aal
C= 2—1, (T3
x1=i-3; oaf /
x2=i-1; H]
x=x1:0.01:x2; "]' |
xC=x+C; I
yl=+sqrt( I- (xC) "2); A
y2 =-sqrt( 1- (xC) *2);
plot(x,yl) ; . 3 2 _
hold on 7 T8 T T T T 18
plot(x,y2) ;

hold on

end
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3.2 Envolvente
Si tenemos una familia uniparamétrica de curvas en el plano, la envolvente de la familia es

una nueva curva tal que en cada punto de contacto de la envolvente con las curvas, la tangente
de la envolvente y de la curva es la misma.

Familia de curvas de la forma: F (x,y,C )=0

Para cada constante C, tenemos una curva.
Una envolvente es una curva que pasa por un punto de la curva y de misma tangente en este
punto, o sea debe satisfacer:

Las envolventes se obtienen eliminando el parametro C del sistema:

F ( x,y,C )= 0
0
—F C)=0
Ye (x,y,C)
. {x=x(mC)
Familia de curvas de la forma:
y=y(t,C)

La envolvente se obtiene diciendo que el Jacobiano es 0 para satisfacer la condicion de una
envolvente:

ox dy
Jacobiano =0 = det oc ocC
ox 9y
ot Ot

Con el ejemplo precedente, debemos eliminar C del sistema:

F(x,y,C):(x+C)2+y2—1:0

-g%f%x,y,c)zz(x+c):o

es decir:

¥x+cﬁz+y2—1=o
(x+C)=0
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. ) yi=+1 o
es decir tenemos 2 lineas como envolvente: { 1> due intuitivamente es lo esperado para
Yo=-

una familia de circulos trasladados horizontalmente.

3.3 Ecuacion de la forma: y =f(x,y' )

Para resolver tal ecuacion, generalmente se toma como cambio de variable:

Yy =P

después derivamos y = f ( X,y ) respecto de x, asi tenemos:

__of ofdy _of ~

0
y =p /

_8)6 ay' d x ax(x’p)+6_);'(x,p)p

que es una ecuacion diferencial en p, que a veces es mas facil de resolver. Si es el caso,
tendremos :

x=¢(p.C)

{ x=¢(p.C)

y=f(e(p.C).p)

y la solucion final sera:

que es una familia de curvas en paramétricas.

Pero no es siempre posible resolver la ecuacion en p. Vamos ahora a ver 3 casos clasicos por
los cuales se puede.

3.3.1 Ecuacion de la forma y=f (y' )

Empezamos haciendo el cambio de variable:

Yy =P

después derivamos y = f ( y' ) respecto de x, asi tenemos:

o df 8fdy of N.0f . _df
y —p—ax+ay. dx—ax(p)Jrayv(p)p = dp(p)p
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que es una ecuacion diferencial en p, que se puede escribir de la forma:

p=17 (p)p
Sip#0:
w= L)y
P
que es de variables separadas.
Integrando: x=I Mdp=(o(p )+C
P
Las soluciones seran las curvas:
{x=¢(p +C
y=/(r)

Todas las curvas tienen la misma forma, se diferencian unicamente en un desplazamiento
horizontal.

Si p=0: la solucién es: =f(0)
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3.3.2 Ecuacion de Lagrange

Es una ecuacién de la forma:

vixply Jrw(y')=0

Empezamos haciendo el cambio de variable:

Yy =P

Después derivamos respecto de X, asi tenemos:

d )d_p:0

p+¢(p%wwxp)w+w(p -

Casol: p+o ( p );t 0. Tenemos, multiplicando por dx/dp:

1 '

+ =0

p v (p
(r) p+ol

) )
p) p)

donde x es la funcidn y p la variable. Si la podemos resolver, tenemos como solucion:

o (
dp p+o

x=60 ( p,C ), o sea las soluciones de la ecuacion de Lagrange es:

Caso 2: p+¢>(p):0

Significa que existe un A tal que: 4 + ¢ ( A ): 0

Tomamos y = A, asi tenemos:

y+xo(A)+y(4)=0

es decir : y=xA-y (1)

Son rectas, soluciones de la ecuacion de Lagrange, soluciones singulares de la ecuacion. Se
dice que una solucion es singular cuando la solucién no es tnica.

Ahora, reciprocamente, si y=x A —y ( A ) es solucion de la ecuacion de Lagrange, entonces
cumple: A+ ¢ (1 )=0, que es verdad porque y =x 1 —w ( A ) satisface la ecuacion.
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3.3.3 Ecuacion de Clairaut

Es una ecuacién de la forma:

y—xy'+w(y»=0

' '
Entonces es una caso particular de ecuacion de Lagrange con ¢ ( y ): -y
es decir somos en el caso 2 anterior de una ecuacion de Lagrange que satisface
A+@(2)=0. Solo aparecen rectas. Las soluciones son las familias de rectas:

y=Ax-y(4)

Vamos a ver que ademads existe una solucién particular, que es la envolvente de estas familias
de rectas.

Las envolventes se obtienen despejando A del sistema:

F(x Vv, ﬂ,):y—lx+w(l):0
é%ﬁlxyvi)=—X+w(i)=0

Eso no es siempre posible o simple. Nos vamos a quedar con su expresion paramétrica:

{x=w (2)
v=2y (2)-y(2)
Pero podriamos resolver una ecuacion de Clairaut sin saber que es un caso particular de una

ecuacion de Lagrange. Al igual que una ecuacion de Lagrange, podemos hacer el cambio de
variable:

Yy =P

Después derivamos la ecuacion de Clairaut respecto de x, asi tenemos:

p-p-xp+v (p)p
es decir: [—x+1//( )Jp

Tenemos entonces 2 casos posibles:
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_dp_d*y
dx dxz

p _4y =1 constante

Siy' (p)=x: lassoluciones son:

singulares

Ejemplo I: Resolver: (E) y= ( y
(Cual es son las envolventes?

Cdx
y=4Ax—y (1)

{x=w'(p)

y=pv (p)-v(p)

Pealy)

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a x:

d(E)
dx

p

Casol: p#0

2
Id—pdx:jd Y dx=1 constante
dx?

que son las soluciones

y'=2(y')y"+6(y')2y"

=2(p)p +6(p)*p
p=pp (2+6p)

En este caso, podemos dividir por p, y tenemos:

1=p (2+6p)
dx=dp(2+6p)

3. Integrando, tenemos como solucion una familia de curvas paramétricas:

|

x:2p+3p2+C
y=(r)*+2(p)’
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Caso2: p=0
)2 v \3 7 3
En este caso, como (E)es: y=\y +2\y :(p) +2(p) =0.

La solucidn es la solucion singular : .

Para encontrar las envolventes, igualamos el Jacobiano a 0:

ox oy
Jacobiano =0 = det 0C 0C = ! 0 5
Ox 0y | R+6p 2p+6p
op Op
p(2+6p)=0
p=0
{p=—1/3
y=0
{y:1/27

Para p=0, tenemos y=0 que es solucion de (E).
Para p=-1/3, tenemos y=1/27 que no es solucién de (E).

dp’ dp
el vector tangente es (2,0), pero cuando p=-1/3, el vector tangente es (0,0), es decir que no hay
vector tangente.

Como en cada punto (x,y) la tangente es (x, yJ = [ﬂ QJ = (2 +6p2p+6 pz) , cuando p=0,

La envolvente es la curva y=0. La recta y=1/27 es el lugar geométrico de los puntos de
retroceso de la familia de curvas solucion.

close all; clear all; i
25

p=1[-100:0.1:100];

%Solucion: familia de curvas.

%~Para cada C hay una curva.
%Dibujamos 10 curvas con 10 valores
%diferentes de C (por ejemplo hemos
%tomas aqua: ¢ = C +i * 1000

%con i variando de 1 a 10

% y el valor inicial de C es -1

C=-1

for i=1:10 a5
C=C+1i*1000;
x=2%p+3*p "2+C; iy
y=p."2+2%p "3,
plot(x,y) ; e
hold on

end 2

print -dps fig3331.ps
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