ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE SEVILLA
Fundamentos Mateméticos de la Ingenieria Mecéanica.
Solucién a los Problemas del Segundo Parcial (9-6-2003).

PROBLEMA 1.-
Dada la funcién f (z,y) = e®’~22+y? go pide:

a) (2 puntos) Encontrar y clasificar los puntos criticos de f (z,vy) .

b) (2 puntos) Calcular los extremos absolutos de f (z,y) en la regién del plano cerrada y acotada
R={(z,y): a* +y* < 4}.

¢) (2 puntos) Calcular la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién f(z,y) =
e**~22+y” o los puntos A(0,0,1) y B(1,0,e7).

d) (2 puntos) Hallar la derivada direccional de f (x,y) en el punto P (1,1) en la direccién del
vector que une P con Q(0,—1). ;Cudl es el valor méximo que alcanza la derivada direccional en
el punto P (1,1)?

e) (2 puntos) Utilizar la regla de la cadena para obtener D5 y o siendo = sen s ¢ y = t2In s2.
s
Solucién:
0
%(1‘7 y) = Oa
a) En primer lugar, buscamos los puntos criticos de f resolviendo el sistema of
8—(:1:, y)=0.
Yy
8f 2 —2z+1y2 8f 2 —2z4y2 :
Puesto que a—(w, y) = (22 —2)e vy 8—(38, y) = 2ye ¥”, debemos resolver el sistema
€T Y

(2 — 2)e™ 2ty —
2yem272w+y2 =0,

Como %" ~2e+y? # 0 para todo (x,7) € R?, el sistema anterior es equivalente a
20 —2=0
2y =10

cuya tnica solucién es x = 1,y = 0. Por lo tanto el tinico punto critico de f es el punto (1,0).

Ahora clasificamos dicho punto critico. Para ello, calculamos las derivadas parciales de segundo

orden de f
2 2
%(%‘, y) = 2@x272x+y2 + (2.%’ — 2)2€:p2,2m+y2, g_yé(x’ y) _ 2€m272w+y2 i (2y)2€m2*29€+y2,
2
- gy (2,9) = 2y(2 — 2)e™ 240",
2 9 )
Sustituyendo en el punto critico obtenemos %(1, 0) =21, g_szC(L 0)=2¢"y (‘igy(l’ 0) =
0. Y:
a que 82f aZf
W(LO) 8x8y(1’ 0) 2¢~1 0 L
2 2 = 1 = 4e >0
o°f o°f 0 2e



ot
Y Ba2
Comencemos calculando los puntos criticos de f en el interior de R = {(x, y) 22 +y? < 4} LA

partir del apartado anterior, tenemos (1,0) es el unico punto critico de f y ademds pertenece
al conjunto {(ZL‘, y) 22+ < 4} , es decir, se encuentra en el interior de R.

(1,0) = 2¢~! > 0, obtenemos que el punto critico (1,0) es un minimo relativo.

Seguidamente restringimos la funcién f a la frontera de R, esto es a la circunferencia de ecuacién

22 +y? = 4. De esta forma, haciendo 2 +y? = 4 la funcién se expresa como f(z,y) = e e
¢ *". Luego debemos analizar la funcién g(z) =" , donde z € [~2, 2).

La derivada de g satisface ¢'(z) = —2¢"*" < 0 para todo z € (—2,2), luego el maximo absoluto

de g se alcanza en el punto x = —2 y el minimo absoluto en el punto x = 2. Obsérvese que de la
expresién 2 4 y? = 4 con = +2, se deduce y = 0 y por consiguiente los posibles valores donde
f restringida a la circunferencia {(x, y):a? 4+ y? = 4} alcanza su méximo absoluto y su minimo
absoluto son (2,0) y (—2,0).

S6lo nos queda evaluar f en los puntos (1,0),(2,0) y (—2,0):
1
f(1,0) =e ! = = F(2,0)=et 4 =e0 =1 y F(=2,0) = e+t = 8,

luego el minimo absoluto de f en la regién R se alcanza el punto (1,0) y su valor es f(1,0) = e~ !

y el médximo absoluto se alcanza en en el punto (—2,0) y su valor es f(—2,0) = e®.

Puesto que el punto (1, 0) es un punto critico de f (es decir, g(l, 0) = %(1, 0) = 0) resulta que
T
el plano tangente a la superficie de ecuacién z = f(x,%) en el punto B(1,0,e!) es horizontal y

su ecuacién viene dada por z = e,

El plano tangente a la superficie de ecuacién z = f(x,y) en el punto A(0,0, 1) tiene por ecuacién

of of
%(0,0)(95 —0)+ 8—y(0,0)(y —0)—(2—1)=0.

Utilizando las derivadas parciales obtenidas en el primer apartado obtenemos 8_f<0’ 0)=-2y
x
0
a—f(O, 0) = 0 y por consiguiente, el plano tangente tiene de ecuacién (—2)(x —0) + 0(y — 0) —
Y
(z—1) =0, esto es,
—2rx—-—2z+4+1=0.

—
El vector que une el punto P (1,1) con el punto Q(0,—1) es PQ = (0,—1) — (1,1) = (—1,-2).
—
P -1 =2
Normalizamos este vector y obtenemos el vector unitario @ = TQ = <—, —) . Para
|PQ| VRS
calcular la derivada direccional pedida necesitamos el gradiente de f en el punto (1, 1). Utilizando
de nuevo las derivadas parciales obtenidas en el primer apartado obtenemos

V(1) = <%(1’1)’%(1’1)> =(0,2)

v la derivada direccional solicitada es

Daf(1,1) = VF(1,1) - = (0,2) - <\_/—% %) _ —%.

El valor maximo de la derivada direccional de f en el punto (1,1) es [|[Vf(1,1)] = [/(0,2)| = 2.



e) En primer lugar expresamos ¥ en la forma y = t?In s> = 2t2In s.

Aplicando la regla de la cadena tenemos que

Of _0f 0 OF 0y _ o o a*—20ty? I
s —9c 95 "By 9s (2x — 2)e - cos(s) + 2ye g

r=sen s,y=2t%2Ins
4
2 412 8t
= eSen” s—2sens+ditInTs ((2 sens — 2) cos(s) + — In s> .
S

Andlogamente,

g{ = g—i : % 2_5 ' % = (22— 2)e™ 2V . 0 + 2ye 274V 4t In s

— 16t3 1I12 Sesen2 s—2sen s+4t*1n? s .

r=sen s,y=2t21ns

PROBLEMA 2.-

a) (3 puntos) Calcular las integrales /

2
T
e Tdx —dx.
/ VA — 2

b) (2 puntos) Determinar si alguna de las integrales impropias siguientes son convergentes y cal-

1 ] do 1 R P d
cular su valor cuando 1o sean xTe X —Qax.
4 — 2
1 0oV T

c¢) (5 puntos) Calcular el volumen generado por la regién del primer cuadrante limitada por las
graficas de y = senx, y =1 y x = 0, cuando dicha regién gira:

c.1) En torno del eje OX.
c.2) En torno del eje OY.

c.3) En torno de la recta x = %

Solucidén:

a) Calculamos la intergal / xe *dx aplicando el método de integracién por partes.

—z _ | u=T du = dx _ —x —z T _ T _
/xe dx[dv:e“”da: _z}—xe —/—e dr = —ve *—e "+C = —e *(z+

v=—e
1)+ C.
Para calcular la integral T4y veal | cambio de variable § * = 250
ara calcular la integra /m a realizamos el cambio de variable 3, = o " .,
9 1 —cos?2t
tenemos en cuenta que sen“t = — de donde obtenemos

4dsen’t 8sen’t
= sen 2costdt = / sen costdt

2
x
/\/4—$2 V4 —4sen?t 241 —sen?t

4sen?t 1 — cos 2t
= / Sen costdt =4 / segntdt =4 / b dt
cost 2

= /2dt—/2(:os2tdt—2t—sen2t+C—2t—ZSent-cos+C'

T T / T\ 2
= 2arcsen(§)—QSent-cost+C’:2arcsen(§)—2x 1—(§> +C

= 2arcsen (g) —zvVi4—22+C.




b) Utilizando el primer apartado

00 b b
/ xe *dr = lim re Pdr = lim [—e "(x+1)];
1 b—+oco J 1 b—-+oo

= lim —e%b+1)+2 =271
b——+o0

ya que lim —e*b(b + 1) = 0 oo proporciona una indeterminacién que resolvemos aplicando la

b——400
b+1 1
regla de L’Hoépital, lim — i = lim —— =0.
botoo  €b b—too b

o o0

re~*dx es convergente y su valor es / re ®dx = 2e7 1.

En resumen, la integral impropia /
1

1
22 2
La funcién f(x) = ———= es continua en el intervalo [0, 2 lim f(z)= lim —— = 400,
f() m [7 )nyQ—f() e S —)
por tanto, aplicando el apartado anterior, obtenemos

2 .1'2 ) a .1'2 ) T \/_2 a
/0 ﬁdl‘ = aligli /0 \/4—__x2d:c:alig£ [Qarcsen <§> —xvV4—=x }0

= lim (2 arcsen (g) —av4— a2> = 2arcsenl = 2% =.

a—2~

2 .%‘2

Es decir, la segunda integral impropia es también convergente y su valor es / ﬁdaz =.
0 —x
c¢) Calculamos el primer volumen aplicando el método de discos y los dos tltimos aplicando el
método de capas.

c.1) Obtenemos el volumen pedido V' en este apartado como la diferencia de dos volimenes
V = Vi — Vs, siendo Vi el volumen del cilidro que se genera haciendo girar la seccién
acotada por las rectas y = 1,y =0,z = g alrededor del eje OX y V5 el volumen del solido

. . . . m
de revolucién que se genera haciendo girar la seccién acotada por y = senz,y = 0,2 = 5

en torno al eje OX. Es decir,

2

™
=" .7.12==
i=g-m 2

/2 /21 _ cos 2 /2 1 /2 6os 9
Vo = 7T/ Sen2:z:da::7r/ ﬂdazzw / —dx—/ cos2x dz
0 0 2 0o 2 0 2

1 x sen 2212 77( sen 7 + sen0) 72
= 7m|l=-=— == (r—senw = —.
272 1, 1

2 7?7

Luego, el volumen es V =V; — V5 = S T

c.2) El volumen solicitado se obtiene directamante por el método de las capas

/2
V= 27T/ z(l —senx)dz.
0

Ahora, aplicando el método de integracién por partes obtenemos

4



/2 u=z du = dx
VvV = 27‘(’/0 x(l—senx)dw—[dv:(l_senx)dx U:q:+cosx}

/2 2 w/2
_ "2 P G W
= 27 (a:(x—i—cosx)o /0 (x—i—cosx)da:) 271(2 (2+cos2) [2 —i—senaz}o )

’7T2 7'1'2 7'1'2 7T3

c.3) Aplicando de nuevo el método de capas tenemos que el volumen pedido viene dado por

/2 /2

w/2 - T
V= 27r/ (— — x) (1 —senz)dx = 27r/ —(1 —senz)dr — 27r/ z(1 —senx)dz.
0 \2 0o 2

0

Notemos que la segunda integral ha sido calculada en el apartado c.2) y su valor es

/2 3
2m / (1 —senzx)dr = WZ — 2w, asi s6lo debemos calcular la primera de las integrales
0

w/2 w/2 w/2
m m 2
27 5(1 —senx)dr = 2w §d3:+7r (—senz)dx
0 0 0
v T 2 71—/ 7T3 2
= 27 §-§+7T [cos z], =5 -7

73 3 73
y por consiguiente, el volumen pedido es V = 5~ e (— — 27r> = — — 724 27,

PROBLEMA 3.-

a) (4 puntos) Calcular el volumen del sélido limitado por las superifies de ecuaciones z = 6—22 >
y 2 = \/x2 + 42, utilizando integracién muiltiple.

b) (3 puntos) Calcular la integral doble / / ey’ dA, siendo R la regién del plano limitada por las
R
curvas de ecuaciones y = /z;y = 1;2 = 0.

c¢) (3 puntos) Sabiendo que Inz + 22 — y + 2 — 1 = 0, define a z como funcién implicita de = e y

z 0z 0?2
obtener —,

o’y Y 0xdy’

Solucién:

a) Como un primer paso para la obtencién del volumen limitado por el paraboloide z = 6 — 22 — /2
y el cono z = y/x2 + 42, calculamos la curva interseccién de ambas superficies. Esto nos lleva a
la resolucién del sistema de ecuaciones

{z:G—wz—yQ {z—6—(x2+y2)
=

2
=>2=06-2"
2= /12 +y? 22 =22 49?2
Las soluciones de esta ecuacién son z = —3,z = 2 y descartamos la solucién negativa pues

z = /22 + y? > 0. Por tanto, el paraboloide y el plano intersecan en la circunferencia 22 + y? =
4,z = 2, cuya proyeccién sobre el plano z = 0, es la circunferencia de ecuacién z2 + y? = 4.



De esta forma, el volumen limitado por el cono y el paraboloide puede expresarse mediante una
integral doble en la forma

Vo [ (oms i T

donde R es el circulo R = {(z,y) : 2% + y? < 4}.
Ahora resolvemos la integral doble aplicando un cambio a coordenadas polares. Puesto que la

regiéon R puede escribirse en coordenadas polares en la forma R = {(0,7) : 0 < 0 < 27,0 <r < 2},
el volumen es

2
vV = // 6 — 2% —9y% — :132+y dA = / / —r® —r) rdrdf
r r3] r=2 T 16 32
= 32— — — — d@—/ —df = —m.
/ 0 [ 4 31— o 3 3
Utilizando integrales triples y coordenadas cilindricas el volumen seria

2 2 p6—7? 2r 2 392
:///dV:/ // rdzdrdé):/ / (6—7r*—r)rdrdd = =n
o 0 0J r 0 0 3

Calculamos / / ¥’ dA describiendo la regién R como una regién horizontalmente simple. La

regién R puede expresarse como R = {(m, Y eER?2:0<y<1,0<z< y2} . Por consiguiente,

3 Loy 3 1 3 ey’ ' e—1
//ey dA—/ / eY da:dy—/ ery dy=|—| = )
P 0J 0 0 3 0 3

Si la ecuacién Inz 4+ 22 —y + 2 — 1 = 0, define a z como funcién implicita de x e y, derivando
respecto de x se obtiene

1 0z 0z
- —+2 — =0
z Ox e Ox
0z 2xz
de donde — = ———.
© GOne 5y 142
Derivando la ecuacién inicial respecto de y conseguimos
1 0z 0z
- ——=-14=—=0 *
z Oy oy )
tant z z
or tanto, — = .
y P oy 14z

Si ahora derivamos la igualdad (*) respecto de x deducimos que

1 9z 0z 1 022 0%z

22 Ox 8_y+;'8m8y+8m8y:

0z 0z )
y teniendo en cuenta la anteriores valores obtenidos de la derivadas parciales I y — 3y se consigue
la igualdad
2z 1 0%z 0?2

(14 2)2 T dxdy - ordy




0%z 2xz

0xdy (1427

y por consiguiente

PROBLEMA 4.-

Consideremos el campo vectorial E (z,y) = 6y 7 + (a:L’2 + y2) j, donde a es una constante real.
Y sea C' el camino que va desde A hasta D pasando por B. (Véase la Figura 1).

D(0,1)

Figura 1: Representacién de la curva C.
Se pide:

a) (3 puntos) ;Existe algiin nimero a tal que el campo F (x,y) sea conservativo? FEn caso

=
afirmativo, encontrar una funcién potencial de F (x,y) .

b) (2 puntos) Calcular la integral de linea / 6zydz + (322 + y?) dy.
C

c¢) (3 puntos) Calcular la integral de linea / (x —y) ds.
C

d) (2 puntos) Para a = 8, descomponer el campo vectorial E (x,y) en la forma

— —

F (z.y) =F1 (x,9)+ F (x,9).

siendo Fy (z,y) conservativo. Utilizar esta informacién para calcular la integral / 6rydr +

C
(81‘2 + y2) dy.

Solucién:
a) Tomando M(x,y) = 6zy y N(z,y) = (a:z:2 +y2), el campo vectorial ﬁ es conservativo si
oM ON
a—(x,y) = 8—(:L“,y) Imponiendo esta condicién se encuentra la igualdad 6z = 2ax, luego
Y x

F es conservativo si y sélo si a = 3.

~ 0
Busquemos una funcién potencial f para F. La funcién potencial f(z,y) satisface 8—(1‘,y) =
x
M (z,y) = 6zy, de donde

flz,y) = / 6rydz = 32°y + ¢(y)



De la relacion ?(m,y) = N(z,y) = 32% + 9%, obtenemos 322 + ¢/'(y) = 322 + > = ¢'(y) =
Y

3 3
Y2 = p(y) = %—l—cte y una funcién potencial para F' es f(x,y) = 322y + %

Por el apartado anterior, el campo vectorial E (x,y) = 6zy 7 + (3x2 + y2) j es conservativo y

3
flx,y) =322y + L es una funcién potencial. Por tanto, aplicando el Teorema Fundamental de

Integrales de Linea, resulta que
1 1

/  Geyde & (32° + %) dy = £(D) = () = £(0,1) = [3,1) = 3 = 27+ 3) = -2

Llamamos C' = C7 U Cs al camino de la Figura 1. Una de las posibles parametrizaciones para

dicho camino es la siguiente Cy = { iii’:i , te0,1]yCy= { xZQ_—tQt Ctefo].
La integral de linea del campo escalar seré:
/(x—y)ds = /(a:—y)ds—i—/(a:—y)ds
C Ch &
1 1
_ /‘@—t—l+ﬂ¢1+hﬁ+/1@—2ﬁ—wwl+&ﬁ
0 0
= 2vV2+V5/2.

Es facil ver que F (x,y) = 6xy z + (81‘ —|— Y ) j = 6xy 7 + (3x2 + y2) j +5z2 j, por tanto,

—

F (z,y) :F1 (x,y)+ F> (z,y), siendo F1 (x,y) = 6zy i+ (322 +y*) j conservativo (ver

primer apartado) y F» (z,y) = 522 j. De esta manera, la integral pedida puede calcularse
mediante

/nydw + (81‘2 + y2) dy = /nydw + (39@2 + y2) dy + /5x2dy.
c c c

Como la primera de las integrales fue obtenida en el segundo apartado, sélo vamos a calcular la
segunda de las integrales.

/5x2dy = /5:p2dy+/5:v2dy

C C1 Ca
_ 54%3—ﬂ%—”ﬁ+54%2—%ﬁﬂﬂt
_ [5(3_t)3 _5(2_2t)3]1:@_45+@ 25
3 6 3 3

Por lo tanto / 6zydx + (82 + y?) dy = —27 — 25 = —52.
c



