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Considere el espacio C([0, 1], R) dotado de la norma |jz|| ., = sup |z(t)| y el espacio X = C?([0,1],R) dotado
¢

de la norma [[z]| = [|z[| + 2"l s + [|2" |-
Para Z = C([0,1],R) x R x R y para todo f € C([0,1],R) fijo, se define F' : X x R — Z por:

F(x,¢) = (2" + 2% — ef, 2(0),z(1))
1. Muestre que F es de clase C! y que, para todo z,u € X €7 € R se tiene que:
DF(z,¢)(u,n) = (u” + 2uz — nf,u(0),u(1))

2. Muestre que D1 F(0,0) es una biyeccién de X en Z. Deduzca que para todo € cercano a cero, existe una
solucién de:

z(0)=z(1)=0
Solucién: Dotemos a Z de la norma ||(z, a, b)|| = ||z|| +|a|+]b] y a X xR de la norma ||(z, €)|| = max(||z| . , |¢]).
Note que
Flxt+uectn) = @ +u'+@+u)? = (c+n)f 2(0)+u0),z(1) +u(1))

= F(x,€) + (v’ + 2ux — nf,u(0),u(1)) + (u*,0,0)

y [1(2,0,0)] < [Jul.
Definamos L(u,n) = (v + 2uzx — nf,u(0),u(1)) y observe que L es lineal (eso es claro) y que,

Ll < "l + 2l 1200 + 111l + [u(0)] + [u(1)]
< B+ 2fzllo) el + I fllo
<

B+ 2zl + 1flloo) I s )]

y luego la aplicacién lineal L es continua (recuerden Control 1).
Ahora, probemos que F es diferenciable en (z,¢) y que DF(x,¢) = L.
Lo anterior se deduce de,

1F (2 + uye+1) = Fla,e) = Llu,n)| < [lullz < [l (u,n)]”



Por dlitmo, para todo (z1,€1), (x2, €2), (u,n) € X X R, se tiene que
(DF(z1,€e1) — DF (22, €2))(u,n) = (2u(z1 — 22),0,0)
y luego,

[(DF(x1, 1) — DF (22, €2))(u,n)[| < 2]Jull lor — 2]l < 2|21 — 2]l [|(u,n)]]
= ||[DF(z1,€1) — DF (22, e2) ||| < 2|21 — 22

Y por lo tanto DF es continua.
Ahora probaremos que D1 F(0,0) es una biyeccién de X en Z.
Para u € X x R se tiene que D1 F(0,0)(u) = DF(0,0)(u,0), luego

D1F(0,0)(u) = (u”,u(0),u(1))

Sea (v,a,b) € Z, luego si D1F(0,0)(u) = (v, a,b), tendremos que por el teorema de existencia y unicidad de
E.D.O, existird una tnica solucién u € X que satisface v’/ = v con u(0) = a,u(1) = b. Luego, D1F(0,0) es una
biyeccién y por lo tanto, D1 F(0,0) es invertible.

Por el teorema de la funcién implicita, existe un intervalo I que contiene al cero y una funcién ¢ : I — X tal
que F(p(e),€) =0 para todo € € I.

Por lo tanto x = ¢(€) con € € I sera solucién de la ecuacion. |



