CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 14 de Junio de 2000

Ejercicio 1. Hallar los extremos absolutos de la funcién f (z,y,2) =z +y + 2, en
el conjunto
A={(v,y,2) eR*: 2® +¢y* < 2 < 1}.

Solucién. El conjunto A es la parte interior del paraboloide 2 + y? = z, situada
por debajo del plano z = 1.

x2+y2:z

Porcién del paraboloide

Se trata de un conjunto cerrado y acotado, de forma que como f es una funcién
continua, tenemos garantia de que existen el maximo y el minimo de la funcién en
el conjunto dado. Dichos extremos deben encontrarse entre los extremos relativos
de la funcién que estén en el interior del conjunto, los extremos condicionados a la
restriccion del paraboloide, los que se obtienen en el plano, y, finalmente, los que se
encuentran en la circunferencia interseccién de ambas superficies.

Como quiera que el gradiente Vf = (1,1,1) no se anula nunca, no existen
extremos relativos de la funcién en el interior de A.

Para encontrar los extremos sobre el paraboloide usamos la funcién lagrangiana

L(Jc,y,z,)\):m+y+z+/\(x2+y2—z)

de donde obtenemos las condiciones

1+2Xx=0
1+2M\y=0
1-XA=0
que tienen como solucién:
1 1 1 1 1
A=1 =—= =_= =l =4 =2,
y T 5 Y 5 Z Tty 4+42

Tenemos, por tanto, que el primer candidato es

1 11
Pi=(-=-=,=).
! <2’ 2’2>



Los extremos sobre el plano z = 1 pueden obtenerse, por ejemplo, con
L(xvywza)‘) :ZL‘+y+Z+)\(Z— 1)

que dan lugar a las condiciones

1=0
1=0
14+X=0

que son claramente incompatibles.
Finalmente, sobre la interseccion y usando las dos restricciones:

L(l’»yaZ,)\nU):33+y+2+)\($2+y2—2)+,u(z—1)

obtenemos
14+2 =0
1+2\y=0
1—-X+pu=0

De las dos primeras ecuaciones & = y, y como 22 + y> = z = 1, concluimos que
r=y==1/ V2, y, por supuesto, z = 1. Tenemos, pues, otros dos candidatos:

Ya so6lo nos queda evaluar la funcién en los tres puntos para determinar los

valores mayor y menor:
1 11
f <i L 1> =1+2
V2' Vel
1 1
(-v)-1-v2

Solucién. Elminimo de f se alcanza en (—1/2,—1/2,1/2) y vale —1/2, y el mdzimo

se alcanza en (1/v/2,1/v/2,1) y vale 1 + /2.



Ejercicio 2. Sea R la regién en el plano R? limitada por las curvas

2

xz—yzzl, T —y2:9, r4+y=4, v+y=056.

Mediante el cambio de variables u = x +y, v = x —y, se transforma la regiéon dada
en otra region 1. Se pide:

1. Representar graficamente las regiones Ry T

2. Calcular el area de la regién R utilizando 7.

3. Siendo C la frontera de la regiéon R recorrida en sentido positivo, obtener el
valor de la integral de linea

%C(xQ—yz) dr + (z° — 4) dy.

Solucién. 1. Teniendo en cuenta que ? — 32 = (z +y) (z — y) = uv, el cambio
de variables transforma la region R en la regién T, que estd acotada por las rectas
verticales u = 4, uw = 6, y las curvas wv = 1, wv = 9. Es decir,

1
T—{(u,v)€R2:4§u§6, —§U§2}.
U U
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2. El teorema del cambio de variables asegura que el area

_ _ d(z,y)
A(R) //dmdy// 7 v) du dv.
R T
Calculamos
(x,y) 1 1 1
o (u,v)  2uwv) 11 2
d(z,y) det (1 _1>
Entonces

6 9/’LL1 1 6 1 61
A(R):// —dvdu:—/ 2—— du:4/ —du =41In § .
4 Jiju 2 2/ \u w 4 U 2

3. El teorema de Green asegura que

ﬁPdw—i—Qdy—//(Qx—Py)dxdy.
R

Sabemos que P = (:U2 — y2) vy Q= (:U2 — 4) . Entonces Q, — Py = 2z + 2y, por
lo que, usando de nuevo el teorema del cambio de variables, obtenemos

6 r9/u 1 6 /g
j{de+Qdy://2(x+y)dazdy:/ / 2u—dvdu:/u<—> du = 16.
c /. 4 Jiju 2 4 u



Ejercicio 3. Sea S el trozo de la superficie del paraboloide z = 224 (y — 1)2 , interior
al cilindro 22 + (y — 2)* = 3. Sea F el campo vectorial F (x,y,2) = (y,z,z2). Se
pide calcular la integral [[¢rot (F)-ndS, con la normal exterior al paraboloide,

1. Directamente.

2. Usando el teorema de Stokes.

3. Usando el teorema de Gauss.

Solucién. 1. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo F,

i j k
rot(F) =V xF =D, D, D,|=(0,-2,0).
y T xz

Usaremos coordenadas cilindricas, con centro en el vértice (0,2,0) del cilindro
2?4+ (y— 2)2 = 3. Entonces, la parametrizacion del trozo del paraboloide interior al
cilindro es

S (u,v) = (ucosv,Q + usenv,u® + 2usenv + 1) , 0<u<+3, 0<v<2r
Obtenemos un vector paralelo al vector normal a la superficie mediante
i j k
Sy X Sy,=| cosv senv 2u-+2senv|= (—2u2 cos v, —2u%senv — 2u, u) .
—usenv ucosv  2uCoSv

Dado que en el vértice (0,1,0) = S (1,37/2), el vector S, x S, (1,37/2) = (0,0,1)
apunta hacia el interior del paraboloide, tenemos que la normal exterior a S tiene
sentido opuesto a S, x S,. En consecuencia,

rot (F) - ndS = —rot (F) (S (u,v)) - (Su X Sy) (u,v) dudv
= (0, u? + 2usenv + 1, 0) . (—2u2 cos v, —2u? sen v — 2u,u) du dv
=— (2u4 senv + 4u® sen? v + 6u? senv + 2u + 2u) du dv.

La integral pedida es

\/§ 27
// rot (F) - ndS:—/ / [(2u* + 6u?) senv + 4u® sen® v + 2u® + 2u] dvdu
s o Jo

V3 2m
= _/ [4u3 <E _ 2v> + (2u3 + 2u) v] du
0 2 4 0

V3
=— / (87Tu3 + 47ru) du
0

V3

=— [2u®* + 270
0

= —24m.
2. Sea C' la curva frontera de S. La parametrizacién de C viene dada por
r(v)=>5 <\/§,v> = (\/§COSU,2 + \/§senv,4+2\/§senv> , 0<wv<2m.

La orientacion inducida por la normal exterior al paraboloide es opuesta a la
orientaciéon de C con la parametrizacién dada. Entonces, el teorema de Stokes
asegura que

//rot(F)-ndS:f_CF-dr:—j{jF-dr:—/o%F[r(v)]-r'(v) dv.
S

4



Dado que
Fr(v)]= <2 + V3senv, V3 cos v, V3 cosv (4 + 2\/§senv)>
r' (v)= (—\/ﬁsen v, V3 cos v, 2v/3 cos v> ,
su producto escalar

Fr(v)] -t (v) = —2V3senv — 3sen? v + 3 cos® v + 24 cos® v + 12v/3 cos® vsen v
= —2v3senv — 3 + 30 cos? v + 12v/3 cos®> vsen v.

Calculamos la integral de linea

2
2 2 12
—/ Flr ()] r'(v) dv=— [2\/§cosv—3v+30 (g+sen v) — \/§COS31)]
0

4 3
0

=6mr — 307
= —24r.

3. Colocando un techo T a la superficie S, de forma que 2 = S UT sea una
superficie cerrada, podemos aplicar el teorema de Gauss.

Superficie Sy techo T’

Sabemos que div (rot (F)) = 0. Entonces,

é/rot (F) -ndS-l—l/rot (F) -nds = /Q//div (vot (F)) dzdydz =0,

lo que implica que
//rot (F) -ndS = —//rot (F) -ndS.
S T

La superficie T  es la curva C' y su interior. Es decir,
T (u,v) = (ucosv,2 +usenv,4 + 2usenv), 0<u< V3, 0<wv <2
Calculamos el producto vectorial
i j k
Ty, xT,=| cosv senv 2senv |=(0,—2u,u).

—USenv wcosv 2ucosv

La normal exterior al techo T tiene el mismo sentido que T}, x T;. Entonces,
rot (F) -ndS =rot (F) (T (u,v)) - (T X Ty) (u,v) dudv
=(0,—4 — 2usenv,0) - (0, —2u, u) dudv
= (8u + 4u? sen U) du dv.

5



Obtenemos la integral

\/§ 27
// rot (F) -ndS:/ / (8u+4u2 senv) dvdu
T 0o Jo
V3
:/ 167u du
0

V3

= [8mu’] 0

=247,

Por tanto, el flujo del rotacional del campo a través de S, es
// rot (F) - ndS = —24r.
S

Nota. Si usamos coordenadas cilindricas, con centro en el vértice (0,1,0) del
paraboloide z = 22 + (y — 1)2 , la parametrizacién es

S (u*,v*) = (u* cosv™, 1+ u* senv*, u*2) )
En este caso, los parametros deben verificar
(u* cos v*)? + (u* senv* —1)% = u*2 — 2u* senv* +1 < 3,

es decir, u*? — 2u*senv* — 2 < 0. Las raices de ese polinomio, resuelto en u*, son

2 * 4+ /4sen? v* + 8
ot = 25 QSGH v =senv* £ v/senZ v* + 2,

siendo negativa la correspondiente al signo menos. Por tanto, el dominio es

D* = {(u*,v*) eR?:0 <u* <senv* + sen2v* 42, 0<v* < 27r}.

«O» «O» <«O» <«O» «O» <«O»



