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Las funciones de varias variables

Introduccion

Las funciones de una variable, que se han presentado en los tres tltimos
modulos, son una idealizacion conveniente de un gran ntmero de situ-
aciones, pero si queremos pensar en ejemplos de funciones que estén
relacionadas con la ingenieria, nos veremos tentados a ampliar este con-
cepto de tal manera que incluya magnitudes que dependan de mas de un

factor.

Nuestro objetivo en los siguientes apartados es llegar a una definicion for-
mal de las funciones con varias variables y estudiar la extension, en este
contexto mas general, de conceptos como la continuidad y la diferencia-
cion, que, como ya hemos visto, resultan una herramienta esencial para el

analisis de funciones de una variable.

En el transcurso de la primera parte encontraremos algunos ejemplos sen-
cillos de funciones de varias variables, que un poco mas adelante utiliza-

remos en la presentacion del material.
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Objetivos

Los objetivos que podréis alcanzar en este modulo didactico son los si-

guientes:
1. Aproximaros al concepto de funciones de varias variables.
2. Saber relacionar las curvas de nivel de una funcién con su grafico.

3. Entender la extension de los conceptos de continuidad y diferencia-

cion para funciones de varias variables.

4. Conocer los conceptos de derivada parcial, derivada direccional, vec-

tor gradiente y plano tangente.
5. Utilizar la regla de la cadena para diferenciar funciones compuestas.

6. Aprender a encontrar de manera analitica la solucién de problemas de

optimizacion, tanto con restricciones como sin ellas.

7. Conocer la regla de los multiplicadores de Lagrange con el fin de re-

solver problemas con restricciones de igualdad.
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1. Contenidos basicos de las funciones de varias
variables

A continuacién vamos a introducir, mediante el uso de ejemplos, el con-
cepto de funciones de varias variables y apuntaremos la relevancia que

tiene para el estudiante de ingenieria.

1.1. Ejemplos de funciones de varias variables

Tras haber entendido el concepto de funcion de una variable, el hecho de
generalizarlo en el caso de varias variables no presenta problemas desde el
punto de vista conceptual, pero en cambio, si introduce un grado mas de
complejidad. Por este motivo, en el presente modulo desarrollaremos las
herramientas que nos permitiran utilizar al maximo nuestros conocimien-
tos sobre funciones de una variable y asi, comprender mejor las funciones

con mas de una variable.

Ejemplo 1.1.

Dados dos niimeros cualesquiera z e y, su media aritmética es el nimero intermedio entre

ambos, es decir:
z+y
7

En general, dados n nameros z1, x2, ..., z,, su media aritmética es el nimero:

T1+ T2+ +2n
—

M(x17$27'~~7mn) =

La media aritmética es, pues, una funciéon M (z1,z2,...,z,) de n variables.

Ejemplo 1.2.

Dados dos nimeros positivos z e y, su media geométrica es:

9(z,y) = Vzy.
En general, dados n nameros positivos z1, z2,...,zy,, su media geométrica se define
como: .
G(z1,22,...,2n) = ¥Yx1Z2 ... Tn = (T122,...,Zn)"
Ejemplo 1.3.

El centro de tres masas moéviles conocidas (m1, ma, ms) situadas sobre el eje OX positivo
es funcion de las posiciones de cada una de las masas en el origen 1, z2, 3.

miTi + max2 + m3xs3

Clar, @z, 23) = my + ma +m3
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Ejemplo 1.4.

Un sistema de fiabilidad (o bien en circuitos eléctricos) funciona (la corriente pasa) si
hay algiin camino activado para ir desde el principio (A) hasta el final (B) del sistema
(circuito). Asi pues, en una estructura en serie como ésta:

A~ ~ ~ e
@), @, @, ()

la funcién de varias variables que describe el sistema es:
f(z1, 22,23, 74) = 1222374,

donde el componente ¢ funciona si z; = 1, y no lo hace si z; = 0. De este modo, el
sistema funciona si los cuatro componentes lo hacen, es decir, x1 = zo = 23 = 24 = 1.
En caso de que alguno de los componentes no funcione (z; = 0), la corriente no pasa de
AaB.

Un sistema paralelo como por ejemplo:

1
N

se puede describir mediante la funcién de varias variables:
flxi,z2,23,24) =1 — (1 —21)(1 — 22)(1 — 23)(1 — 24).

El sistema no funciona cuando ninguno de los componentes funciona (z; = z2 = z3 =
=ux4 =0).

Ejemplo 1.5.

Pensemos ahora en los mismos ejemplos que hemos visto antes, en este caso admitiendo
que cada componente del sistema funciona con probabilidad desconocida z;, donde
0 < z; < 1. La diferencia entre esta situacién y la de antes es que ahora z; € [0, 1],
mientras que antes z; € {0,1}. Ahora, las respectivas funciones (tanto en el caso en
serie como en el caso en paralelo) se interpretan como la probabilidad de que el sistema
funcione. Asi, por ejemplo, si la probabilidad de que cada uno de los componentes
funcione es %, la probabilidad de que el sistema en serie lo haga es %, mientras que en
el caso del sistema en paralelo se obtiene %.

Ejemplo 1.6.

Un sistema estéreo hi—fi tiene los cinco componentes que presentamos a continuacion:
(1) amplificador, (2) sintonizador de FM, (3) sintetizador de onda media, (4) altavoz A y
(5) altavoz B. Se considera que el sistema funciona si podemos obtener sonido por medio
de la FM o bien mediante la onda media. La funciéon que modeliza este sistema es:

f(z1, 22,3, x4,25) = x1[1 — (1 — 22)(1 — x3)][1 — (1 — z4)(1 — w5)].
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Esta es una representacion esquematica del sistema:

2 4

M)
/

O

1

A : B

) )
N N
3 5

Si el fabricante estima que la probabilidad de que falle cualquier componente al cabo de
un afio (fecha de finalizacion de la garantia) es 0,95, la probabilidad de que falle el sistema
es 0,9452559.

Es importante darse cuenta de que ejemplos de naturaleza muy diferente se pueden mo-
delizar de la misma forma. De este modo, volar en un aviéon puede tomarse como un
sistema formado por tres subsistemas: el avion (subsistema 1 o componente 1), los pilotos
(subsistema 2) y los aeropuertos (subsistema 3). El susbsistema 2 se puede observar como
un sistema en paralelo formado por el piloto (componente 2) y el copiloto (componente
3); el subsistema 3 es otro paralelo, formado por el aeropuerto de aterrizaje (componente
4) y un aeropuerto alternativo sustitutorio para emergencias (componente 5). Sin lugar
a dudas, los dos problemas descritos se pueden modelizar mediante la misma funcién y
el mismo diagrama.

Ejemplo 1.7.

Supongamos que tenemos una placa metélica de grandes dimensiones. La temperatura
(en grados centigrados) de la placa es funcion de las coordenadas de cada uno de sus
puntos y viene dada por:

T(z,y) = 500 — 0,622 — 1,5y2.

-
o e -
- e e -

e, ;
o m
Representacion grafica de la funcion T'(z, y)

Ejemplo 1.8.

La altura en metros de una boya que flota sobre el agua con respecto al nivel de ésta se
puede modelizar mediante la funcion:

flz,y) = /16 — 422 — y2.

¥l B L oY
<1 - "q._
FL e h

N I . ]
18 .IH | )

K| |
" |
- e

1 Eal |

T ~Tas

i = 0
o -
e
& £

Representacion grafica de la funcion f(x, y)
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Ejemplo 1.9.
La media de tiempo que un cliente espera en una cola para ser atendido viene dada por:
1
g(x7y):7) y <z,
T—y

donde y es la razon media de llegada, expresada como el namero de clientes por unidad
de tiempo y z es la razon media de servicio, expresada en las mismas unidades.

Representacion grafica de la funcion g(x, v)

1.2. Algunas definiciones

La funcién de una variable es una regla que asigna un niimero nuevo a
cada namero de un dominio determinado y, de la misma manera, una
funcion de dos variables tiene como dominio parejas de nimeros (asi que
se le asignara un ntimero nuevo a cada una de estas parejas). En general,
el dominio de una funcién con n variables (n > 1) esta formado por pun-
tos con n coordenadas, y la funcion asocia a cada punto un nimero real

determinado.

iRecordais...

Una funcion con n variables es una regla f que asocia a cada punto
. . P ... cémo se define una
(1, z2,...,2,) dentro de un determinado conjunto D un ntmero funcién de una variable?

Repasad la informacién que
tenéis al respecto en los

decir, esta formado por puntos con n coordenadas. Representaremos madulos anteriores.

real f(x1,22,...,2,). El dominio D es un subconjunto de IR", es

esta funcion escribiendo:
f:D—-R obien D-LR.

Cuando queramos indicar la accién de la funcién sobre un punto,

entonces escribiremos:

f
(1,22, .., Tpn) —— f(T1,2Z2,...,2Tp)-
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Por ejemplo, si representamos con M la funcion media aritmética de n
numeros, su dominio es D = R™ y su accién sobre un punto de R" viene

descrita por:

M T1+To+ ...+ xy
— R

(1‘1,.’132,...,.1'”) "

Por otro lado, el dominio de la funcién media geométrica de dos ntimeros,

f(z,y) = \/zy, es el conjunto de puntos:
D:{(x,y)EIRz: zy >0},

Los dominios para el resto de las funciones que se han introducido en los
ejemplos descritos son:
D =R’

para la funcion del ejemplo 1.3, el de las tres masas moviles;
D={(z1,22,23,24) e R* 12, € {0,1},1<i <4},
para la del ejemplo 1.4, el de estructuras binarias en serie y en paralelo;
D= { (z1, 20, 23,24) € R* 12, €[0,1],1 < i < 4},

para los ejemplos 1.5y 1.6;
D =R?,
para la del ejemplo 1.7, de la temperatura de una placa metalica;

D={(z,y):16—42> —y*> >0},

para la del ejemplo 1.8, de una plataforma que flota sobre el agua. Obser-
vamos que 16 — 422 — 32 = 0 es la ecuacion de una elipse de semiejes 2 y 4,

respectivamente.
D={(x,y):y<z},

para la funcion del ejemplo 1.9, del modelo de colas.

Cuando tengamos una funcién con contexto desconocido, tomare-

mos como dominio el mayor posible.

1.3. Entornos. Conjuntos abiertos o cerrados

Antes de entrar en materia, seria interesante introducir las nociones de
conjuntos abiertos y cerrados en subconjuntos de IR™. El concepto funda-

mental es, como en el caso de IR, el de un entorno.

Dominio de f(x,y) = /Zy

(0,b)

(-a,0) /—‘ F\(a,m

~]

(0,-b)

Elipse de semiejes a y b

Comentario

22 42 .,
5 + 4z = L esla ecuacion
de una elipse centrada en
(0,0) de semiejes a, b.
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La distancia euclidiana se define asi:

dondex = (x1,...,2,) €y = (y1,...,yn) son puntosde R". Geomeétricamente,

se puede visualizar R? como mostramos a continuacion:

X2

Y2

\

X Vi X

La distancia de = = (z1,22) ay = (y1,y2) se interpreta como la longitud del

segmento que los une.

Dados z,y, z € R", se comprueba que se satisfacen las siguientes propieda-
des:

1) d(z,y) =0 & =y

3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

La primera propiedad nos indica que dos puntos diferentes estan siempre
separados por una distancia positiva. La segunda muestra que la distan-
cia no dependera del orden en que se escojan los puntos inicial y final.
Mientras que la tercera (desigualdad triangular) pone de manifiesto que,
si evaluamos la distancia entre dos puntos cualesquiera, ésta no es nun-
ca mayor que la suma de las distancias obtenidas al pasar por un tercer
punto. Observad que tendremos la igualdad s6lo en caso de que z perte-
nezca al segmento delimitado por z e y, es decir, z = az + (1 — a)y, donde
a € [0,1]. Observad que la distancia que se obtiene en el conjunto R es

habitual en R.
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1.3.1. Bolas y entornos

Si tenemos un punto ¢ € R™ y un ntmero r > 0, denominamos:

Bola abierta de centro « y radio r al conjunto:

B.(a) ={z € R" : d(z,a) <T}.

Bola cerrada de centro a y radio r al conjunto:

B.(a) ={x € R" : d(x,a) <7}.

Estas nociones, que vamos a utilizar con frecuencia, reflejan las de conjun-

to de “puntos préximos” al punto a.

En particular, para el conjunto R, estas nociones coinciden con las de

intervalo abierto y cerrado, definidas por su relacion de orden (< / <).

Veamos cudl es la representacion grafica de la bola de centro (0,0) y

radio 1, que se conoce por lo general como bola unidad:

r€B1(0,0) & dz0)<le/(z-02+(z2-02<1 <

& (1‘1)2 + (1‘2)2 < 1.

Los puntos a distancia 1 del centro de la bola, es decir, los que delimitan

la “frontera” de la bola, son los que cumplen:
(z1,75) € R? tal que (z1)? + (z2)% = 1.

La ecuacion de una circunferencia de centro (0,0) y radio 1 es, en conse-

cuencia, la siguiente:

©n

(-1,0) 1,0

©-1)
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Entonces, B;(0, 0) esta formada por todos los puntos del interior del circulo,
pero no por los de la circunferencia, porque la distancia de estos puntos
en el (0,0) es exactamente 1. B;(0,0) estd formada por los puntos del
circulo y, ademas, por los puntos de la circunferencia que los delimita. En
IR3, la bola abierta de centro en el punto (0,0,0) y radio 1, B;(0,0,0), esta
formada por los puntos de la esfera maciza de radio 1 centrada en el origen
de coordenadas. La bola cerrada unidad también contiene los puntos de

la superficie esférica de radio 1.

La noci6on de proximidad reflejada en las bolas abiertas y cerradas (pun-
tos proximos a uno determinado) se puede generalizar con la nocién de

entorno.

Un entorno de un punto a € R”™ es cualquier subconjunto de R”
que contenga una bola abierta de centro en el punto a. Por otro
lado:

A CRR" esentorno de a € R" < existe r > 0 tal que B,(a) C A.

Decimos que un subconjunto A de R es un conjunto abierto si A

es entorno de todos sus puntos.

La idea de conjunto abierto es que cada punto de A esta rodeado por un

circulo abierto que esta enteramente contenido en A.

Un subconjunto A de R™ es un conjunto cerrado si el complemen-

tario de 4, R™ — A, es un conjunto abierto.

Segln estas definiciones, resulta evidente que IR” es un conjunto abierto
y, por tanto, su complementario (el conjunto vacio) es cerrado. Sin em-
bargo, igualmente, el conjunto vacio cumple la condicion para ser abierto
al no tener ningan punto. En tal caso, también consideraremos R como
conjunto cerrado. Estos son los dos tinicos conjuntos de R™ que cum-
plen ambas condiciones. Por otro lado, no es cierto que se pueda decir de

cualquier conjunto que es abierto o cerrado.

Los siguientes conjuntos son conjuntos abiertos de IR?:

e {(z,y): 0<z+y<1}
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o {(z,y): 1<a?+y* <4}
* {(zy): <y}
¢ {(z,y):0<2<1,0<y<1}

Ejercicio 1.1.

Dibujad el conjunto para cada uno de los ejemplos anteriores y justificad que se trata de
un conjunto abierto.

Los conjuntos que se muestran a continuacion son conjuntos cerrados de
IR2.

* {(z,y): 0<z+y<1}

o {(z,y): 1<a?+y? <4}

e {(z,y): 2 <y}

e {(zy): 0<a<1,0<y<1}

Ejercicio 1.2.

Tomad todos los ejemplos que se han presentado, dibujad el conjunto y justificad que se
trata de un conjunto cerrado.

Estos conjuntos no son ni abiertos ni cerrados de IR?:

* {(my):0<2z+y<1}
e {(z,y): 1<a®+y? <4}
* {(zy): <y x#0}

e {(z,y):0<2x<1,0<y<1}

Ejercicio 1.3.

Probad que si partimos de un nimero fijo de conjuntos abiertos y efectuamos intersec-
ciones o uniones entre ellos, el resultado es un nuevo conjunto abierto. Haced lo mismo
para los conjuntos cerrados.

Sin embargo, existe una categoria de conjuntos que resulta especialmente
importante para el ingeniero, puesto que posee bastante relevancia en pro-
blemas de optimizacion. Se trata de los conjuntos compactos, los cuales,
para ser definidos, necesitan la extension a IR™ de un concepto que ya se

introdujo en la recta real.
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El subconjunto A de R™ esta acotado si lo podemos incluir dentro

de una bola de centro a € R™ y radio r > 0.

Por ejemplo, una recta dentro del plano no es nunca un conjunto acota-
do, ya que siempre se extiende mas alla de cualquier bola acotada; y, un
rectangulo es un conjunto acotado porque siempre lo podemos inscribir

dentro de una bola lo bastante grande.

Decimos que un subconjunto de IR™ es compacto si al mismo tiempo

esta acotado y es cerrado.

Los conjuntos siguientes son compactos de R2:

e {(z,y):0<z<1, 0<y<1}

e {(z,y):x+y=1,2>0,y>0}

o {(z,y): 1<2? 492 <4}

e {(zy):z+y<1,2>0, y>0}

Y ninguno de los siguientes conjuntos de R? es compacto:
e {(z,y):0<z<1, 0<y<l}

* {(my):r+y=1}

e {(my):1<a?+y* <4}

e {wy):z+y=<1 x>0}

Una altima definicion que debemos tener en cuenta es ésta:

Dado A C R™y z € R"™, decimos que z es punto de acumulaciéon
de A si, y sélo si, para todo r > 0 tenemos B,(z) N (A — {z}) # 0.
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1.4. Continuidad

En este apartado, nuestro objetivo sera definir la continuidad de una fun-
cion de varias variables, aunque, de hecho, la definicién es exactamente
la misma que vimos en el caso de una variable. En primer lugar, presenta-

remos la definicién formal de limite de una funcién de varias variables.

Sea D un subconjunto de R"y f : D — IR, una funcion definida en
D, y sea a en un punto de acumulacién de D. Decimos que el limite
de una funcién f cuando z se acerca a a es L € R, y lo escribiremos
;iir(lzf(a:) = L si para cada ¢ > 0 hay un 6 > 0 tal que |f(z) — L| < € si
x€Dy0<d(z,a)<é.

Por ejemplo, si la funcién es de dos variables, esto significa que para un
entorno de L, (L — ¢, L + €), encontramos un disco de centro a tal que
la imagen de todos los puntos del disco donde la funcion esté definida,

diferentes del mismo a, esta comprendida dentro de (L — ¢, L + ¢).

D L+e

L-e€
NB

Disco de radio 3 y centro (a,b)

Si f: D — R se define en x = a y existe lim f(z), se dice que f es

continua en a si lim f(z) = f(a).

Intuitivamente, la definicion de continuidad significa que la funcién no

tiene saltos repentinos.

Cuando tratamos con subconjuntos de IR, s6lo contamos con dos direccio-
nes mediante las cuales un punto puede ser aproximado: desde la izquierda

o desde la derecha. Sin embargo, cuando hay mas variables la situacion
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cambia, ya que tenemos muchas trayectorias posibles de aproximacion.
Esto, por un lado, marca una diferencia no trivial con respecto al caso de
una variable y, por el otro, hace que la definicion de limite sea mas res-
trictiva, puesto que el limite se encuentra bien definido si, y solo si, existe
para todas y cada una de las trayectorias posibles de aproximaciéon. Los

ejemplos que se presentan a continuacion ilustran este punto.

Ejemplo 1.10.
Consideramos la funcién:

s si(zy) #(0,0)
si (z,y) = (0,0)

fz,y) =

Queremos estudiar su continuidad en el punto (0,0), y para hacerlo vamos a restringir
la funcién siguiendo trayectorias rectas del tipo y = ma. Sustituimos en la funcién y
calculamos el limite cuando z tiende a cero.

. . ma? . m m
lim f(z,mz) = lim ———— = lim —— = ——
2—0 z—0 22 +m2z2  z—01+m?2 1+ m?2

Puesto que el limite depende de m, la funcién no es continua en este punto.

Ejemplo 1.11.
Consideramos la funcion:

(AC'y2 .
fary) = 2t siz #0
0 sizx =0

Queremos comprobar que f no es continua en el punto (0, 0). Para conseguirlo veremos
que si nos acercamos a (0,0) siguiendo trayectorias diferentes, obtenemos resultados
también diferentes. Empezamos por las trayectorias mas sencillas: las rectas. Una recta
que pase por (0, 0) tiene la ecuacion:

axr+by=0,
donde a y b son nimeros fijos. A continuacion estudiaremos dos casos diferentes:

a) Si b = 0, entonces la recta es z = 0, es decir, estamos observando la funcién a lo largo
del eje Y. En este caso, tenemos que f(0,y) = 0 para todo y, que es una funcién continua
(al ser constante).

b) Sib ;é 0, tenemos que y = — ¢ x. Definimos ¢ = — ¢ tal que y = cz. El valor que toma
la funcién en este punto es:

2 z®
2 4 4

flaex)y=q =T
0 siz=0

six #0

Esta funcién de una variable es continua para todo c fijado, puesto que:

x
lim f(z,cz)=c? lim ——— =0
z—0 f( ) z—0 1+ c4x?

Hemos visto que sinos acercamos a (0, 0) siguiendo trayectorias rectas, f(x,y) es continua.

Por otro lado, para comprobar que f no es continua en (0, 0), consideramos la trayectoria

(parabdlica) establecida por = y2. En este caso, la funcion de una variable que resulta

es:

% siy#0

foty =5 "
0 siy=0

Comentario

Si el limite de una funcién
existe, tened en cuenta que
éste tiene que ser Unico.
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es decir:
% siy#0
f@2y) =
0 siy=20

que corresponde claramente a una funcién discontinua cuando y = 0, lo cual implica,
en particular, que la funcién f(z,y) no puede ser continua en el punto (0, 0).

Para estudiar la continuidad de una funcién en un punto, podemos utilizar

un par de técnicas que ya fueron usadas para funciones de una variable.

Si f(xy,x9,...,2,) es producto de dos funciones, una acotada y la
otra con limite cero en (ai,as,...,a,), entonces la funcion f tiene
limite cero en (ay,as,. .. ,an).

También se pueden utilizar infinitésimos equivalentes, parecidos a los vis-

tos para funciones de una variable. De este modo, por ejemplo, si:

lim z,y) =0,
(%y)ﬂ(afb)f( v)

tenemos que en un entorno de (a, b):

i sin f(z,y) B
(mvy%lin(a,b) f(z,y) = 1
lim  lmeesUG@w) _ g
(z,y)—(ap) v
(f”’y%lin(a,b) fz,y) 1
n(+f(zy) _ 4

(zy)—(ap) T @)

Este hecho se escribe de forma abreviada:

sin(f(zy) & f@)
1= cos(flay) & LG
SO 1 m )
1+ flz.y) =~ flz,y)

siempre que (z,y) esté cerca de (a,b). En la practica, en determinados
limites es til sustituir una expresion complicada por una mas sencilla. Si
dos funciones son infinitésimos equivalentes en un mismo punto, enton-
ces podremos sustituir una por otra siempre que la funcién que se pretende

sustituir no forme parte de una suma o de una resta.
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De hecho, sin embargo, la continuidad es un aspecto de las funciones
que no nos preocupara demasiado en este curso, puesto que todas las
funciones con que trabajaremos no solo seran continuas, sino también
diferenciables, salvo algunos ejemplos como el que hemos comentado,
construidos expresamente. Un resultado positivo que tendremos en cuen-

ta es el siguiente:

Si partimos de funciones continuas y vamos construyendo otras me-
diante las operaciones de adicién y sustraccion, multiplicacion y
division, y composicion de funciones, llegaremos de nuevo a funci-

ones continuas (sobre sus dominios de definicion).

En el ejemplo 1.11 hemos visto una aplicacion de este principio. La fun-

cion:

2
Ty

T,Y) = —5)
flay) = — v
es continua sobre su dominio. No obstante, fijémonos en que esta funcion
no se define en el punto (0,0). ;Se podria asignar ahora un valor real a
(0,0) de manera que la nueva funcion fuese continua? Segun el desarrollo

realizado en el ejemplo mencionado, la respuesta es no.

Existe un resultado muy importante que relaciona los conjuntos compac-

tos y la continuidad.

Teorema de Weirstrass

Sea C un subconjunto compacto de R" y f : C — R, una funcién
continua. En tal caso, f alcanza tanto un maximo como un minimo
absoluto, es decir que existen a € C'y b € C tales que para cada z € C'
se cumple que m = f(b) < f(z) < f(a) = M, donde m es el valor

minimo que toma la funcién y M es el valor maximo.

En el Gltimo apartado de este modulo tendremos ocasioén de volver a hablar

de este teorema.

Karl Weierstrass...

... (Ostenfelde 1815 - Berlin
1897), en la obra Werke, de
1890, presenta su método
para desarrollar la teoria de
funciones.
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1.5. Mapas de alturas y curvas de nivel

La grafica de una funcién h de una sola variable es la representacion de un
conjunto de puntos de la forma (z, y) tales que y = h(z). Cuando tenemos
una funcion f de dos variables, la grafica tiene que representar conjuntos
de puntos de la forma (z, vy, z) tales que z = f(z,y). Por este motivo, para
representar la grafica de una funciéon de dos variables necesitamos tres
dimensiones. En el caso de la grafica tridimensional, partimos de tres ejes
perpendiculares entre si: en los dos ejes horizontales representamos las
variables z e y, y en el eje vertical representamos los valores z que toma la

funcion.

2=
\.(x,%z)

X

[€57]
X

Funcién de dos variables

Hemos denominado los ejes con las letras X,Y'y Z, respectivamente. A
cada valor de las variables = e y le corresponde un punto (z,y) del plano

que se encuentra en la base. Por Gltimo, la funcién f asocia un valor

z = f(=z,y) al punto (z,y).

Con la grafica nos podemos imaginar el grafo de una funciéon de dos va-
riables como una sabana por encima (o por debajo, si la funciéon toma
valores negativos) del plano donde estan los puntos (z,y). También pode-
mos establecer un simil con una montana, de forma que para describir el
comportamiento de la funcidén nos interesara saber si la pendiente es muy
fuerte o no en una determinada direccién, junto con donde se encuentran
las cumbres y los valles. Una altima manera, que nos resultara intuitiva
para otros prop6ésitos como veremos mas adelante, es considerar la grafica
de la funciéon como si se tratase de la superficie de un pastel que hemos co-
locado sobre el plano donde estan las variables « e y (de ahora en adelante

lo llamaremos plano XY).

—_
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Es probable que los aficionados al excursionismo estén familiarizados con
los mapas topograficos, donde se indican las alturas de los puntos me-
diante una serie de curvas que conectan puntos de una misma altitud.
Estas curvas se conocen como curvas de nivel, porque como su propio
nombre indica, si seguimos una de ellas nos mantenemos en el mismo
nivel. Una de las formas posibles de imaginarnos la grafica de una funcion
de dos variables es como si fuese una montafia (o, mejor dicho, como una
region con accidentes geograficos: montafas y valles). No tenemos que
extrafiarnos, pues, de que el recurso de las curvas de nivel utilizado en
los mapas topograficos también nos sirva a nosotros para simplificar la

representacion de funciones de dos variables.

Podemos ver que las curvas de nivel no se representan en tres dimen-
siones, sino en dos. Las curvas de nivel son precisamente una forma de
tener informacion sobre la tercera dimension (la altitud), sin necesidad de

dibujarla.

Si queremos determinar una curva de nivel, tenemos que fijar una cierta
altitud, es decir, un cierto valor de la z, y entonces unir todos los puntos

(z,y) que tienen la propiedad de que f(z,y) = z.

Ejemplo 1.12.

Sea g(z,y) = /zy la media geométrica de los nimeros « e y. La curva de nivel 4 esta
formada por todos los pares de ordenados (z,y), la media geométrica de los cuales es 4.
Por ejemplo, (4,4), (2,8) y (8,2) estan todos sobre esta curva de nivel. A continuacién
mostramos la grafica de ,/zy y sus curvas de nivel en el plano zy.

v A v v
,""““
////a'-;'i"";”""'

/Ty con curvas de nivel

Ejemplo 1.13.

Consideramos ahora la funcion f(z,y) = 22 + y2. La curva de nivel 4 esta formada por
todos los pares (z,y) que cumplen:

flz,y) =a®+9° =4.

Puede que algunos de vosotros haydis visto antes que la ecuacion describe la circunferen-
cia de radio 2(2 = v/4) centrada en el origen de coordenadas.

A continuacion mostramos la gréfica de 2 + y?2, asi como diferentes curvas de nivel de
la funcion.
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Gréfica de 22442 Curvas de nivel de =2 +y2

Asi pues, podemos resumir:

Dada una funcién f con dominio en IR? y un nimero cualquiera c,
la curva de nivel ¢ de la funcidn f esta formada por el conjunto de

puntos que satisfacen f(z1,z2) = c.

Observamos que la definicion no excluye el hecho de que haya algan c en
el que la curva de nivel ¢ de f no tenga ningtn punto, a pesar de que éste
es un caso poco interesante. Por ejemplo, si f(x,y) = z + y?, la curva de
nivel 1 no tiene ningln punto, porque la funcién f asocia un ntimero no

negativo a cada vector de R?.

Ejemplo 1.14.

Dada la funcién f(z,y) = 2 In z + In y, su curva de nivel 2 estad formada por aquellas
parejas (z,y) que solucionan la ecuacion:

2Inz+lny=2 — In(z%y) =2 — az2y=¢2,

es decir:

Dependiendo de la procedencia de la funcion de varias variables, las
curvas de nivel reciben un nombre u otro. Asi, por ejemplo, si en un
mapa del tiempo f(x,y) representa la presiéon atmosférica, las curvas
de nivel de igual presiéon se denominan isobaras. Si en un mapa del
tiempo f(x,y) se representa la temperatura, las curvas de nivel de la
misma temperatura se denominan isotermas. Si en un mapa cartografico
f(xz,y) se representa la altura con respecto al nivel del mar de una
poblacion situada en (z,y), las curvas de nivel de igual altura se conocen

como lineas de contorno. @@

Recordad

In(zy) = In = + In y, donde
z >0,y >0.

In (z2) = 21n z, donde

x> 0.
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En todos los casos, dibujando diferentes curvas de nivel, correspondientes
avalores constantes Cy, Cy, . . ., C,, podemos obtener un mapa que muestra
regiones de la superficie de la Tierra con las curvas de nivel que representan
la presioén atmosférica, la temperatura o la altura sobre el nivel del mar

(mapas topograficos).

EEY
s
",
-
iy
-
]

Mapa de presiones atmosféricas
de los EUA

1.6. Ejercicios

1.4. Calculad el dominio de la funcién g(z1,...,zn) = (z1-... - 2n) W Empezad por los casos
n=3yn=4.

1.5. Comprobad que el conjunto de puntos de acumulacion de {(z,y) : 1 < 22 +y? < 4} es
{(z,y) 1 1 <a2? +y? <4}
1.6. Calculad, si es posible, el siguiente limite:

xb — 2z2y3

lim —_— g h
2 2)2
(z,9)—(0,0) (22 +y?) Hipérbola de semiejes a y b.

1.7. Calculad, si es posible, el siguiente limite:

lim In(z* —y* +1)
(zn)—0,0) 22432

1.8. Calculad, si es posible, el limite que tenéis a continuacion: 22 + y% = 72 es la ecuacién
i Ty de una circunferencia
1m —_—
(2,9)—(0,0) « /22 + 2 centrada en (0,0) y de
ty radio r.
1.9. Estableced la ecuacion de las curvas de nivel 1y de nivel 4 para las funciones siguientes %25 = %} — 1 es la ecuacién

e identificad los tipos de curva que se obtienen: de una hipérbola centrada

en (0,0) y con vértices (a, 0)

a) f(z,y) = /22 + 92 y (=a,0)

b) f(ft,y) ZIQ _y2'
o) flz,y) =2+z—y.
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1.7. Solucionario

1.1.

e {(zv) :

0<z+y<1}

La gréafica de puntos del plano que forman este conjunto es:

Este conjunto es abierto, puesto que para cualquier punto (z,y) del conjunto existe una
bola B¢(z,y) con ¢ > 0 suficientemente pequefio, enteramente contenida en el conjunto
definido. Nos bastara con escoger un e menor que el minimo de las distancias del punto
(z,y)alasrectasz+y=1yz+y=0.

* {(=zy) :

1<a?+y? <4}

La zona de puntos del plano que forma este conjunto es la corona circular:

©2)
_ — 1 — -
- N
s N
/ N\
/ = \
/ N \
[ / \ \
20| | \ | 20)
! | I |
\ \ / /
\ / /
N _ ~
q = /
N v 7
N < - s d
~ To2

Este conjunto es abierto, debido a que en cualquier punto (z, y) del conjunto existe una
bola Be(z,y) con € > 0 lo bastante pequefio, enteramente contenida en el conjunto
definido. Nos bastara con escoger un ¢ menor que la minima distancia del punto (z,y) a

las circunferencias:

2 4y =1;

22+y2=4.
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* {(zy) 1z <y}

La zona de puntos del plano que forman parte de este conjunto es:

o |
* g
1-
¥ - A T
14
-
|
4_.! .|
Este conjunto es abierto, puesto que para cualquier punto (z,y) del conjunto existe una 1.8

bola Bc(z,y) con e > 0 lo bastante pequefio, enteramente contenida en el conjunto
definido. Nos bastara con escoger un e menor que la distancia (z,y) a la recta z = y.

e {(zy) : 0<z <1, 0<y<1}

La zona de puntos que forman este conjunto es el cuadrado unitario, sin incluir los puntos
que pertenecen a las aristas. L2

Este conjunto es abierto, ya que para cualquier punto (z,y) del conjunto existe una bola
B(z,y) con e > 0 lo bastante pequefio, que se contiene por completo en el conjunto
definido. Nos bastara con escoger un e menor que la distancia de (z, y) a cada una de las
rectase =0,z =1,y=0,y=1.

0 oz o4 of OB 1
1

1.2. Se trata de los mismos conjuntos que en el ejercicio anterior, con la tnica diferencia de
que, ahora todos los puntos que delimitan el conjunto estan incluidos en el mismo. Para
afirmar que son conjuntos cerrados, sera suficiente con argumentar que los respectivos com-
plementarios son abiertos. En cada caso, consideraremos un punto (z, y) del complementario
y veremos que podremos escoger una bola Bc(x,y) con ¢ > 0 lo bastante pequefio, que se
contenga por completo en el conjunto. S6lo tenemos que prestar atencion al hecho de que
el criterio para escoger ¢ es exactamente el mismo que en el ejercicio anterior.

1.3. Sean A y C dos conjuntos abiertos. Primero demostraremos que la uniéon A U C' es un
conjunto abierto, y después que la interseccion A N C, también lo es. Si (z,y) € AU C,
entonces (z,y) € A o bien (z,y) € C. Suponemos (z,y) € A, puesto que A es abierto existe
Bc(z,y) con € > 0 lo bastante pequerio, tal que Be(z,y) C AC AUC.

Si(z,y) € A C AN C, entonces (z,y) € Ay (z,y) € C. Para que A y C sean conjuntos
abiertos, existiran dos bolas Be(x,y) y Ber (z,y) cone > 0, € > 0y e, € lo bastante pequerios,
de manera que Be(z,y) C Ay B/ (z,y) C Ccone < ¢ obien € < e. Supongamos que € < €’;
en este caso tendremos B¢(z,y) C C'y, por tanto, Bc(z,y) C AN C. Por otro lado, si ¢’ < ¢,
tendremos B,/ (z,y) C Ay, en consecuencia, B,/ (z,y) C ANC.

Os dejamos como ejercicio la prueba del resultado enunciado par un namero arbitrario y
finito de conjuntos abiertos, asi como la prueba para conjuntos cerrados.

1.4. Paran = 3, observad que una raiz ctibica (o, en general, una raiz con un radicando impar)
se puede calcular independientemente del radical. Por lo tanto, el dominio de la funcién es

R3 o, en general, R™.

Para n = 4, observad que una raiz cuarta (o, en general, una raiz con radicando par) se puede
calcular solo si el radical es no negativo. Asi pues, para n = 4:

Dom g = {(z1,x2,x3,24) : z1x22374 > 0}.
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En general, para n par arbitrario:
Domg = {(z1,...,2n) : ©1-... zn > 0}.

Observad en este Gltimo caso que, para que un punto no sea del dominio, es necesario que
todos los componentes sean diferentes de cero y el namero de componentes negativos sea
impar.

1.5. Para cualquier punto (a, b) del complementario de:
{(z,y) : 1<a® +y° <4}
se puede encontrar una bola B(a,b) con € > 0 suficientemente pequefio tal que:
Be(a,b) N {(z,y) : 1 <az?+42<4}=0.

Por otro lado, cualquier Be(a,b) con e > 0y (a,b) verificando 1 < a? + b? < 4 tiene puntos
del conjunto, es decir:

Be(a,b) N {(z,y) : 1 <a?+y? <4} #£0,

de donde queda probado que el conjunto de puntos de acumulacion de {(z,y) : 1 < 22+
+4y? < 4} es {(z,y) : 1 < 2%+ y? < 4}. La segunda parte del ejercicio os la dejamos para
que penséis en ella.

1.6. En primer lugar, observad que el célculo directo del limite nos conduce a la indetermi-
naciéon %. Expresaremos la funcion de esta forma:
2

2
ety (@ N, e v
(x2 + y2)2 22 + y2 22 fy2 22 42

2
—£— y —.— estan acotadas superiormente por 1 lim T = lim = 0. De
27 Y W P POy Z00" T ew00)”
aqui deducimos que el limite buscado es cero.

1.7. Observad que el célculo directo del limite nos dirige hacia la indeterminaciéon %. Utili- GO
zando que In(1 + (z* — y*)) =~ z* — y* en (0, 0), podemos afirmar que:
4 .4 4 4 22 z24y?
G W@t -ty et oyt O S =1
(@y)—(0,0)  z%+y? (@.9)—(0,0) 2% +y2
2 L 2\(.2 2
T e L )
(@,y)—(0,0) = +y (@,y)—(0,0)

1.8. Observad que el célculo directo del limite nos lleva a la indeterminacién %. Fijaos

también en que, si os restringis a trayectorias rectas del tipo y = mx o parabolicas y = ma?>
o bien z = my?, obtenéis como resultado cero en todos los casos. Esto nos indica que 0
es el tnico candidato a ser limite de la funciéon. Comprobemos que, en efecto, es el limite.

L‘ =1 (siz # 0), y por tanto ’#‘ < 1, de donde:

Observad que e Vr2yt

. Ty . x
lim _— = lim Y
(z,y)—(0,0) 2 + y4 (z,9)—(0,0) A/ x2 + y4

€T

VaZtyd

=0.

La altima igualdad se debe al hecho de que la expresion estd acotada, mientras que

lim y =0.
(@,y)—(0,0)

1.9. Mediante la igualacién de todas las funciones a 1, obtendremos la curva de nivel 1; si
igualamos a 4, obtendremos la curva de nivel 4. En concreto:

a) /22 +y2 =1 & 22 +y2% = 1, circunferencia centrada en (0,0) y de radio 1.

v/ x2 +y?2 =4 & 22 4+ y? = 16, circunferencia centrada en (0, 0) y de radio 4.
b) 2 — y2 = 1, hipérbola con vértices (—1,0), (1,0).

22 — y? = 4, hipérbola con vértices (2,0), (—2,0).

c)2+4+z—y=1 < y=ux+ 1recta de pendiente 1y ordenada en el origen 1.

2+zx—y=4 & y=ux— 2recta de pendiente 1y ordenada en el origen —2.
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2. Diferenciabilidad con varias variables

2.1. Derivadas parciales

Empecemos con un concepto nuevo pero muy parecido al de derivada de

una funcioén variable.

Seae; = (0,...,0,1,0,...,0),1 < i < n el vector (—ésimo de la base
canonica de R"™, y sea f una funcion definida en un entorno de un

punto a € IR™. Si existe el limite:

lim f(al?"wai—lvai+h7ai+17"'7an)_f(ala"'aan)

h—0 h ’

se denomina derivada parcial i—ésima de la funcién f en el punto a

y se designa por %(a).

A continuacion se presenta una forma operativa de obtener la derivada

parcial de una funcién.

La derivada parcial de una funcion f(xy, zs, ..., x,) con respecto a
la componente i—ésima es la derivada de la funcién de una variable
obtenida al fijar los valores de todas las componentes excepto la
i—ésima. Indicamos esta derivada parcial como:

of
&vi

(.’L'1,$27 D 7:1;71)7

o bien:
Dif(xl)x% °oo axn)‘
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Ejemplo 2.1.

Sea f(x,y,2) = 2y + x 23 — y222. Las derivadas parciales de esta funcion son:

of — 2zy + 23,

ox

el

% = 2?2 —2y22,
% = 322 - 2y3z.

Coloquialmente, para una funcion de dos variables f(z,y) decimos que los
valores de %, 2—5 en el punto (zo, yo) denotan la pendiente de la superficie
z = g(z,y) en las direcciones de z e y, respectivamente.

Geométricamente, la derivada parcial % (x0,y0) se interpreta como la pen-
diente de la recta tangente a la curva que se obtiene de intersecar el pla-
no y = yo y la superficie z = f(x,y). Dicho de otro modo, %(mo,yo) =
= f'(2,Y0) |z=x,, donde f’ esla derivada de f respecto de 2. Analogamente,

%(xo’yo) = f'(z0,v) |y=y,, donde ahora f’ es la derivada de f respecto

Notacion

de y.
z <x0,yo,zo) z (XO/ yo,zo)
\
S
A %
S
L— /
——>Planoy=y, / — [ >Planox=x,
Yo Yo
Y o Y
Xo
/ X
af . di la di L af . di la di L
Fr (zg,y0): pen iente en la direccion = by (zg,yp): pen iente en la direccion y

Independientemente de la cantidad de variables que intervienen, las de-
rivadas parciales de funciones de varias variables se pueden interpretar
fisicamente como razones de cambio, variaciones instantaneas o coe-
ficientes de variacion, igual que cuando se tiene una sola variable. FEl

ejemplo que vemos a continuacién muestra este aspecto.

Ejemplo 2.2.

Proponemos una funcién de densidad f(z,y) = 48 — 4?? — 3y2. La razon de cambio o el
coeficiente de variacion de la densidad en el punto (1, 2) en la direccion z es g£ (1,2), es

decir, —g—ﬁ—(l, 2) = —~8,§ = _,§, La razén de cambio en el punto (1,2) en la direccién
"2
y es:

0

,,,‘f,(LQ) = —06y = —12.

Oy (1,2)

F'(z,90) |e==, denota la
derivada con respecto a z de
f(z,yo) evaluada en z = xo.
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Ejemplo 2.3.

La temperatura en un punto de una placa de acero viene dada en grados centigrados y
depende de las coordenadas de cada punto:

T(x,y) = 500 — 0,6z — 1,5y>.
Las razones de cambio de la temperatura o la variacion instantdnea con respecto a la

distancia medida en centimetros al movernos sobre la placa en las direcciones de los ejes
z, y desde el punto (2, 1) son:

9L =122 |21y =-24,
L = 3yley =-3

Este resultado pone de manifiesto el hecho intuitivo de que un aumento
repentino de la variable = desde el punto de coordenadas (1, 2) representara

un descenso de la temperatura.

Geométricamente, este resultado nos indica que la pendiente de la recta
tangente en el punto (2, 1) de la restriccion y = 1 es —2,4. Comprobad que
la funcién T'(x,1) satisface 7"(2,1) = —2,4. Fisicamente, podemos afirmar
que la variacion instantanea de la temperatura con respecto a x en (2, 1) es

—2,4 grados/cm.

Ejemplo 2.4.

La media de tiempo que un cliente espera haciendo cola para ser atendido se establece
por:
1
g(myy)zi’ y<fL"7
Ty

donde y es la razén media de llegada, expresada como el namero de clientes por unidad de
tiempo y z es la razén media de servicio, expresada en las mismas unidades. Las razones
de cambio del tiempo de espera con respecto a las variables x e y son:

dg _ 1

w = Gz <0
99  _ 1

& o= ts >0

Este resultado nos muestra el hecho intuitivo de que un aumento repentino en x repercu-
tird en una disminucién en el tiempo de espera (valor de la derivada negativo), mientras
que un aumento en y repercutird de manera desfavorable en el tiempo de espera de los
clientes.

2.2. Diferenciabilidad

En el caso de varias variables, la diferenciabilidad también es una aproxi-

macion lineal a una funcion, alrededor de un determinado punto.

Consideramos el caso de una funcion de dos variables z = f(z,y), cuya

grafica sera una superficie de IR3.
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Plano tangente a la superficie en el punto (a1, a2, f(a1, a2))

El hecho de que un plano tangente que pasa por el punto (ay, az, f(a1,a2))

de ecuacion:
z = f(a1,a2) + a(r — ar) + By — a2)

sea tangente a z = f(z,y) en (a1, as, f(ay,as)) significa:

flx,y) — (flar,a2) + a(z — a1) + By — a2))

i =0.
(z,y)—(a1,a2) \/(I —a1)?+ (y — az)?

El término a(z — a1) + B(y — a2) se puede interpretar, por otro lado, co-
mo la imagen para una aplicacion lineal 7 : R? — R del vector incre-
mento h = (hy,he) (0 bien Az = (Az, Ay)). Observad que la aplicacion
lineal 7' depende tanto de la funcion como del punto considerado. Si
la funcién es diferenciable en (aq,as), los coeficientes o y 3 son Gnicos
y (o, B) = (g—i(al, as), %(al,ag)), y se dice que la derivada de la funcién
f(z,y) en el punto (a1,a2) es la funcion lineal 7' que viene dada por el

vector (%(al,ag)7 g—i(al,ag)>.

Ejemplo 2.5.

En el ejemplo 2.1, hemos encontrado las derivadas parciales de f(z,y,2) = 22y +
+x 23 —y222. En el punto (1, —1,0), estas derivadas parciales valen:

ﬁu, ~1,0) = -2, ﬂ(L ~1,0) =1, ﬂ(L ~1,0) =0.
ox dy 0z

Para describir la ecuacién del hiperplano tangente, tenemos que afladir una nueva varia-
ble T'. Puesto que, f(1,—1,0) = -1y —1+(—2, 1, 0)-(z—1,y+1,2) = 2—2x+y, donde
(x—1,y+1,2) = (z,y,2) — (1,—1,0) y el punto centrado denota el producto escalar de
los dos vectores, el hiperplano tangente viene dado por 7' = 2 — 2z + y. De este modo,
la diferencial de f en el punto (1, —1,0) es la funcién lineal:

Definicion

Un hiperplano es el conjunto
de puntos de R™ que
verifican una ecuacién lineal
determinada: en R® es un
plano y en R? es una recta.
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En general, la derivada de una funcion f(zy, zs,...,z,) esla funciéon lineal

que viene dada por el vector:

()

Oxy Oxy’ "7 Oxpy,

Este hecho comportara una nueva definicion, que sera bastante recurrente

en este modulo.

El vector gradiente de la funcion f(xi,zs,...,2,) en el punto
(a1,...,a,) es el vector que tiene por componentes las deriva-
das parciales de f en este punto. El vector gradiente se escribe

Vf(ai,...,a,). Sise supone que se evaltia en el punto (ay,...,ay),

w:(af W ﬁ).

Oz Oz’ Oz,

tenemos:

Es importante remarcar el hecho de que el gradiente es un vector.

En particular, si indicamos el producto escalar entre dos vectores con un
punto centrado, en tal caso el hiperplano tangente de una funciéon f en el

punto a € R™ se puede calcular de esta manera:

Tni1 = fla) + Vf(a)-(x —a), donde x = (z1,...,2,).

Nos interesa remarcar, ya que se trata de la expresion que se utiliza con

mayor frecuencia, lo siguiente:

La aproximacion lineal a una funcion diferenciable f alrededor del

punto a se puede escribir en términos del gradiente asi:

f(@) = f(a) + Vf(a) - (z —a)

Por lo que respecta a los calculos, prestemos atencion a que:

N Of

a ox;
i=1 v

Via)-(z—a) (a)(zi — a@i).

A continuacién se presenta otro resultado importante.
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Podemos afirmar que si una funcién f es diferenciable en q,

entonces:
a) f escontinua en a.

b) Existen las derivadas parciales de f en este punto.

Para garantizar la diferenciabilidad a partir de las derivadas parciales, ne-

cesitamos comprobar si se verifica una condicion.

Condicion suficiente para la diferenciabilidad

Si las derivadas parciales existen y son funciones continuas dentro
de un determinado conjunto abierto O incluido en el dominio de f,

entonces f es diferenciable en todos los puntos de O.

Normalmente, en la mayor parte de las funciones que vamos a tratar nos

encontraremos con que esta condicion suficiente se satisface.

Ejemplo 2.6.

La funcion f(z,y) = x? + y? es diferenciable en IR? porque es continua en cualquier
punto y existen las derivadas parciales %(aﬁ,y) =2y g—i(a y) = 2y que también son

funciones continuas.

2.3. Derivadas direccionales

En el caso de las funciones de varias variables, podemos considerar la va-
riacion de la funciéon en un punto en funcién de la direccion que

tomemos.

Sea v un vector unitario de R", es decir, ||v|| = 1, y sea f una funcién
definida en un entorno de un punto a € R". Si existe el limite:

oo Fatho) ~ (@)
h—0 h

)

su valor es la derivada de la funcion f en el punto « en la direccion

v, y se escribe D, f(a).

Nomenclatura

Decimos que una funcién f
esde clase C' en Dsi f
satisface

la condicién suficiente de
diferenciabilidad.

Decimos que una funcién f
esdeclase C2en Dsila
funcién y sus derivadas
parciales satisfacen la
condicién suficiente de
diferenciabilidad.
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Observad que la existencia de estas derivadas direccionales significa sim-
plemente que la funcion de una variable real ¢t — f(a+tv) es derivable en

t = 0. En particular, si v = e; se obtiene la i—ésima derivada parcial de f.

De entre las infinitas direcciones que podemos considerar para una funcion
f en un punto a € R3, tres de las derivadas direccionales coincidiran con
of af af

39;( )7 @(a)a E(a)

Ejemplo 2.7.

Para la funcion g(z,y) = 423 + 322y — 2xy? — 52 + y> + 7 consideramos la condicion
de que su derivada direccional pase por el punto (0,0) y tenga la direccion del vector

unitario (i — ‘f) Definimos la derivada direccional de g en el punto (0,0) y en

la direccion del vector (L 7@) como la derivada de la funcién de una variable,
u(t) =g (%t, —gt) evaluada en ¢ = 0. En concreto:
s () < (328 ) S

Por lo tanto:

4 2’

u’(0)3( ‘/5)0—5‘[

u'(t) =3 (4*/5_3‘/5‘2[“/5) 2 5V2

2 2

La derivada direccional es —ﬁ lo cual nos indica que el corte vertical (y, en con-

secuencia, la funcién g) decrece a partir de (0,0), si nos movemos en la direcciéon del

vector (i 7£) (Recordemos que una derivada negativa indica que la funcion es

decreciente).

Al calcular una derivada direccional, los vectores que consideramos siem-

pre deben tener longitud 1. Asi, por ejemplo, (f f) es unitario, debido

2 2
que (@) + (—@) = 1. El motivo por el cual se han escogido siempre
vectores unitarios es que, de esta manera, se pueden comparar dos deriva-

das direccionales en direcciones diferentes. 0

En general, si a € R? y v es un vector unitario, la derivada direccional de
f en a segiin la direccion v se puede calcular como la derivada en cero de
u(t) = f(a+ tv). Es decir, D, f(a) = u/(0).

2.3.1. El vector gradiente y las derivadas direccionales

El vector gradiente, un concepto que fue presentado en el apartado 2.2,
se utiliza en diferentes situaciones. Las dos mas importantes son: en el
calculo de derivadas direccionales y en el calculo de extremos de funciones.
Para considerar el gradiente en un punto es necesario que en éste la funcion

admita derivadas parciales. Recordemos ahora que:
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Siz= f(x1,...,2,), entonces el gradiente de f, que se denota me-

diante Vf(x1,...,x,), es el vector:

0 0
Vi(xy,...,zn) = (8—51(351,...,3%),...,%(ml,...,xn)).

A continuacion relacionaremos el vector gradiente y las derivadas direccio-
nales. Si ahora nos preguntamos en qué direccion es maxima, en (0,0), la
derivada para la funcion g del ejemplo anterior, s6lo tenemos que escoger
un vector unitario (a, b) con (a2 +b? = 1) y seguir el mismo procedimiento
que se realiz6 para (%, —?) Comprobad que la funcién de una variable
u que da la derivada direccional de g en (0,0) en la direccion (a, b) sera del
tipo:
u(t) = At — 5at +7
(donde A depende de a y b) y que:
u'(0) = —ba.

Asi pues, la derivada direccional de g en (0,0) es maxima en la direccién
(a,b) = (—=1,0) y su valor es 5. Analogamente, la derivada direccional de ¢
en (0,0) cuando consideramos la direccién (a,b) = (1,0) y su valor es —5.
La derivada direccional de g en (0, 0) es nula cuando se considera cualquier
direcciéon (a,b) = (0,4+1). Observamos que Vg(0,0) = (%(0,0), g—g(0,0)) =

= (-5,0) y que la derivada direccional de g en (0,0) en la direccion del

vector unitario (a, b) se puede calcular como:
v9(07 0) ! (a7 b)7

donde - denota el producto escalar. Recordemos que (a,b) - (¢,d) = ac + bd.

El método préctico para calcular la derivada direccional de una fun-

cion es el siguiente:
va(a) = Vf(a) v,

donde v es un vector unitario, es decir, ||v|| = 1.

Asi, por ejemplo, si consideramos la funcién g, el punto (0,0) y el vector

(1,0) obtenemos: 5
Di1.0)9(0.0) = 57(0,0) = =5;

si consideramos ahora el vector (0, 1), resulta:

0
Dyo.1)9(0,0) = a—fj(o,m = 0;
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en caso del que el vector sea (72 —72), obtenemos, como vimos en el
ejemplo 2.7:
5v/2
Pg-9 ="

si el vector es (—1,0), resulta: D4 yg(0,0) = 5,
y si, finalmente, v = (0, +1), entonces: D +1)9(0,0) = 0.

Observamos que las derivadas direccionales maxima y minima se alcanzan
cuando la direccion del vector unitario (a, b) coincide respectivamente con
la direccién de V¢(0,0) y con lade —Vg(0,0). Ademas, la derivada direccio-
nal es nula en cualquier direccién perpendicular al vector gradiente. Este

es un hecho general que se concreta a continuacién:

Comentario
1) La direccion de maximo crecimiento de una funciéon f en un
) De (3) se deduce que el
punto arbitrario (z,y) viene dada por V f(z,y) y el valor maximo de vector gradiente es
ar\2 of 272 V() perpendicular a las curvas de
v, .
Dy f(z,y) es ||Vf($,y)|| = |:<3_z> 4 (8_y) :| con u = Wxéj)” nivel.

2) La direccion de maximo decrecimiento de una funcién f viene

dada por —V f(z,y) y el valor minimo de D, f(z,y) es —||V f(z,y)|| =
2 273

_ ) o _ Vf(z.y)

= [(55) + (55) ] CON U = — T

3) Laderivada direccional de una funcion f en (z, y), en la direccién

del vector u, es nula si, y sélo si, el vector « es perpendicular al vector

gradiente V f(z,y).

Ejemplo 2.8.

Encontrad la derivada direccional de g(z, y) = 2 —y? en el punto (1, 1) y en la direccion
que forma un angulo de 60° con la direccién positiva del eje OX.

Un vector de longitud 1 que forma un dngulo de 60° con el semieje positivo OX es aquel

que tiene coordenadas u = (cos60°,sin 60°) = (%, ?) Podemos calcular la derivada

direccional utilizando el producto escalar:

Dug(lv 1) = VQ(L 1) : (u17u2)-

Observad que Vg(z,y) = (2z, —2y) y Vg(1,1) = (2, —2), de donde se obtiene:

Dyug(1,1) = (2, -2) - <; ‘f) =1-vV3.

Ejemplo 2.9.

La temperatura en cada punto de una placa metalica viene dada por T'(z,y) = e® cosy +
+ eY cosz.

a) (En qué direccién aumenta la temperatura con mayor rapidez en (0,0)? En este caso,
;cudl es el coeficiente de variacion de 77

b) (En qué direccion disminuye la temperatura con mayor rapidez en (0, 0)?
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a) La direccién de maximo crecimiento de la temperatura es:
VT(0,0) = (e” cosy — e¥sinz, —e* siny + ¥ cosz) |(o,0y= (1,1).

Tengamos en cuenta que este vector no es unitario; por lo tanto, es necesario que lo

normalicemos: % = (§, §> El coeficiente de variacion viene dado por:
2 V2 2 V2

D/ ,3\T(0,0)=VT(0,0) - £,£ =(1,1)- i’i - Vo
(TT) 27 9 5

Este valor se podria encontrar directamente: s6lo hay que darse cuenta de que ||(1,1)|| =

=2
b) La direccién de maximo decrecimiento en el punto (0,0) es (—1,—1). En este caso

comprobaréis que la derivada direccional da —v/2.

Ejemplo 2.10.

Una gota de agua resbala sobre una plataforma definida por z = /16 — 422 — y2. ;Qué
direccion seguira cuando esté situada en (1, 2,2+/2)?

Tendremos que encontrar la direccién de minima pendiente de la funcién diferenciable
que representa la plataforma en el punto (1,2,2+v/2). El vector gradiente es:

Va(z,y) = (Bz 82)

—4x —y
ox’ dy V16— 422 — g2 (/16 — 422 — y?

y, por tanto, Vz(1,2) = <7f, - g) . Asi, ladireccién de minima pendiente es (\/5 ‘/5) .

» T2

Si ademas se solicita esta direccion normalizada, se divide cada componente por \/g .

Ejemplo 2.11.

Los cuatro componentes de un sistema probabilistico en serie funcionan con una pro-
babilidad de 0,95. Arreglando el sistema se puede conseguir un aumento de la suma de
las probabilidades de los componentes del mismo en 0,04. ;Cémo hay que distribuir las
nuevas probabilidades de los componentes para rentabilizar al maximo el sistema?

Consideramos la funcién f(z,y,z,t) = zyzt (en lugar de la expresiéon zizoz3z4). La
probabilidad de que el sistema funcione es £(0,95, 0,95, 0,95, 0,95) = (0,95)*. El vector
gradiente en P = (0,95, 0,95, 0,95, 0,95) es el siguiente:

Vf(P) = (yzt, xzt, xyt, xyz) |p= ((0,95)3,(0,95)3,(0,95)3, (0,95)3).

Asi pues, lamaxima variaciéon positiva de la funcion se alcanza en la direccién en que todos
los componentes son iguales y positivos. Por tanto, repartiremos la probabilidad 0,04 de
la misma manera para cada componente y obtendremos las nuevas probabilidades de
los componentes (0,96, 0,96, 0,96, 0,96). Ahora, el sistema funcionara con probabilidad
0,964,

Una de las peculiaridades que se presentan en funciones de dos variables en
relacion con las funciones de una variable es que, teniendo en cuenta que a
partir de un determinado punto nos encontramos con muchas direcciones
posibles, nos podemos encontrar con puntos donde la funcién tiene un
minimo a lo largo de una determinada direccién, pero también tiene un
maximo a lo largo de otra direccién. Un punto con estas caracteristicas

recibe el nombre de punto de silla. @

Comentario

Se entiende por minima
pendiente el menor valor que
puede alcanzar la pendiente,
incluyendo los reales
negativos.
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Ejemplo 2.12.

Consideramos la funcion: f(z,y) = 22 — y>.

Como paso previo, prestad atencion a la grafica de la funcion alrededor del origen:

e
e
'III’,”//;/

7777
177
aasrii

Punto de silla de 22 — y2

Observad que la grafica tiene un cierto parecido con una silla de montar a caballo, y de
este simil es de donde proviene su nombre. Fijémonos en que la funcion tiene un minimo
en (0,0) al considerar la funcién restringida en y = 0 de la funcién f(z,y), y que tiene
un maximo en (0, 0) al considerar la funcién restringida en z = 0 de la funcién f(z,y).

Esto se deduce del hecho de que en el primer caso se obtiene f(z,0) = 2, mientras que

en el segundo se obtiene f(0,y) = —y>.

2.4. Derivadas parciales de orden superior

Si tenemos una funcion f de n variables y mantenemos todas las variables
excepto una fija en un determinado valor, obtendremos como resultado
una funcion de una variable. Hemos denominado a la derivada de esta
funcion derivada parcial. Si derivamos esta funcion de una variable en dos
ocasiones, obtendremos una derivada parcial de segundo orden. Del
mismo modo, podemos definir derivadas parciales de cualquier orden me-

diante derivaciones sucesivas.

Ejemplo 2.13.

La funcién f(z,y) = z* — 22 + 2y + y? — y* tiene como derivadas parciales:

?l:4x3—2x+y ?—f:x+2y—4y3.
ox dy

Cada derivada parcial es funcién tanto de = como de y. Asi pues, tenemos cuatro posibles
derivadas parciales de segundo orden:

%f _ 19,2 %f _

2z = 12x 2, 9oy = 1,

%f _ %f _ 2
ayax*L 6?!272—12:1/.

Prestemos atencion al hecho de que, con n variables, hay n? posibles derivadas parciales
de segundo orden, que corresponden a todas las posibles parejas (ordenadas) que podemos
formar con las n variables.
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Dada una funcion f(xy,zs,...,x,), definimos su matriz hessiana
como la matriz que tiene como componentes las derivadas parciales

de segundo orden, dispuestas de la siguiente forma:

32§ &2f i

Oy Oz Oz Oz Oy,
oy 2f _o’f
Oxo O 89:% * Oxg Oy
_oy  _f 22f
Ox, Ox1 Ox,, Oxo to ox2

Designamos la matriz hessiana de f evaluada en (ay,...,a,) por

DQf(al»"'aan)‘

Ejemplo 2.14.

En el ejemplo anterior hemos encontrado las derivadas parciales de segundo orden de la
funcion f(z,y) = z* — 22 + zy + y? — y*. La matriz hessiana de esta funcion es:

1222 — 2 1
1 21242 ) °

Ejemplo 2.15.

En este ejemplo vamos a utilizar una notacion alternativa que también aparece en muchos
libros de texto. Sea f(z,y, z) = zy z. Entonces:

le(xvyvz):yz7 DQ.f(CL’,y,Z):"Z‘Z, D3f(x7y7z):$y'

Y dado el punto (zo, yo, 20) = (1,2, 3), las derivadas parciales en este punto son:
Ds3f(1,2,3) = 2.

D1f(1,2,3) =6,  D2f(1,2,3)=3 vy

Si denotamos las derivadas parciales segundas por D;;, entonces:

Diif(w,y,2) = Daaf(w,y,2) = Dasf(z,y,2) =0
Diaf(w,y,2) = Dorf(w,y,2) = 2
Disf(z,y,2) = Da1f(z,y,2) =y
Dasf(x,y,z) = Dsaf(z,y,2) =

por lo cual, la matriz hessiana es:

D?f(x,y,2) = y  D?f(1,2,3)=

e nu O
] O w
o 8 <
N W O
= o W
S =N

A continuacion se presenta un resultado que, en algunos casos, sera de

utilidad.

Notaciéon

Otra posibilidad para
expresar la matriz hessiana
asociada a la funcion f es
H(ai,a2,...,an).
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Notacion

Regla de Schwartz
En el apartado de extremos,
todavia utilizaremos otra

Siempre que las derivadas parciales de segundo orden sean funciones nomenclatura: f,,, denota
. . G 6 5102 82
continuas, las derivadas cruzadas coincidiran: Gor
>’ f >’f

a.CL'i ij - 8.’Ej al’i ’

cualesquiera que sean los indices i y j.

A efectos practicos, puesto que siempre trabajaremos con funciones que
tienen derivadas continuas de cualquier orden, el resultado que acabamos
de ver significa que, de todas las n? posibles derivadas de segundo orden,
tendremos que calcular bastantes menos. De hecho, podéis comprobar

. s 2
que es suficiente con 2.

2.5. La regla de la cadena

Hay una serie de funciones elementales con las que nos encontramos muy
a menudo, ya desde la enseflanza primaria: suma y resta, multiplicacion y
division, potenciacion y radicacién. También hay otras tantas que habréis
tenido ocasion de ver posteriormente, como los logaritmos, exponenciales
o funciones trigonométricas. Todas estas funciones son continuas y dife-
renciables y, de hecho, casi todos los ejemplos de funciones que encon-
traréis en este texto de calculo diferencial (o en cualquier otro de un nivel
similar) no son mas que el resultado de hacer “mezclas” con estas funcio-
nes. Estas mezclas conforman lo que, en lenguaje mas formal, se denomina

2

la composicion de funciones. Por ejemplo, la funcion f(z) = In[sin® z] es

el resultado del proceso de composiciones siguiente:

T+ sinz +— sin® z +— In[sin® z].

Es decir, hemos compuesto el seno con el cuadrado y, después, todo esto

con el logaritmo.

La regla de la cadena facilita mucho el trabajo con estas funciones: para
encontrar las derivadas de funciones compuestas es suficiente con conocer

las derivadas de las funciones elementales.
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Por ejemplo,...

En el caso del calculo de una variable, la regla de la cadena nos indica
... en el caso de la funcién
que: que hemos escrito antes,
tendriamos: f/(z) =

(s(n(=))) = o'lh@) ' (a), _ 1 (2sine) coss

sin?

es decir, que lo que tenemos que hacer es ir multiplicando las suce- El primer término
corresponde a la derivada del

sivas derivadas de las funciones componentes. logaritmo; el segundo, a la
derivada del cuadrado y el
tercero, a la derivada del
seno.

En el caso de varias variables, el asunto se complica cada vez mas, a pesar
de que si se utiliza una notacion adecuada, el proceso resulta muy parecido
al que acabamos de ver. Aqui no trataremos el caso mas general posible,
sino s6lo aquellos casos particulares que a la hora de la verdad son los
mas representativos. Para simplificar la presentacion, s6lo apuntaremos
el caso de dos variables. Cuando tenemos mas variables, el problema es

exactamente igual.

Supongamos que tenemos una determinada funcion de dos variables z =
= f(x,y). Un tipo de composicion muy frecuente es aplicar ahora una
funcién de una variable h a z. La funcién compuesta resultante es h(z) =

= h[f(x,y)], como se ve, una nueva funcion de dos variables.

Si f(z,y) = 2% +y? y h(z) = /2, entonces la funcién compuesta es la

siguiente: h[f(z,y)] = /22 + y2.

Regla de la cadena I

Supongamos que tenemos una funcién compuesta:
g(z, y) = = h[f(z,y)]. La regla de la cadena determina que sus deri-

vadas parciales son:

%(z,y) = N[f(z,y)] %(x,y),

g_z(x,y) = I'[f(z,y)] g—z(x’y)-

Esquematicamente, si z = f(z,y), podemos escribir:

ag_ / %
Oz =) ox’
89_ / %
8y—h(z) By
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Ejemplo 2.16.

Sea f(z,y) = 22 + y2, h(z) = Vz y g(z,y) = h[f(z,y)] = /22 + y2. Entonces se tiene

que:
dg 1
20
ox 21/22 4 42
99 _ 1 (5.

Oy 9, /a2 442

Otro caso tipico en ingenieria es que cuando partimos de una funcion de
dos variables f(z,y), donde tanto  como y dependen de otra variable p. Si
suponemos que hay dos funciones de una variable u y v, en que = = u(p)

e y = v(p), entonces la funcién compuesta es g(p) = f[u(p), v(p)]-.

Ejemplo 2.17.

Supongamos que f(z,y) = 22 +y%, = = u(p) = Py y = v(p) = p?. En tal caso, la
funcion compuesta es g(p) = (\/]3)2 + (p2)2 =p+pt

Regla de la cadena II

Supongamos que tenemos una funcion compuesta de la forma si-

guiente:
9(p) = f(z,y) = flu(p), v(p)].
La regla de la cadena indica que su derivada es:

B B
g (p) = a_i u'(p) + a_i v'(p).

Supongamos que f(z,y) = z? + 4%, z = u(p) = /p ¥ y = v(p) = p>. Enton-
ces, podemos encontrar la derivada de la funciéon compuesta aplicando la

regla de la cadena:

¢ (p) = (22) 21ﬁ +(29)2p) = 2VP) 21@ +(20%) (2p) = 1+ 475

Podemos apreciar que esta derivada coincide con la que habriamos encon-

trado si primero hubiésemos operado de manera algebraica hasta simplifi-

car la funcién compuesta en g(p) = p + p*.

2.6. Ejercicios

2.1. Encontrad, si existen, las derivadas parciales de las funciones que tenemos a continuacién
en los puntos que se indican:

a) f(z,y) = z|y| en (1,0)

b) f(z,y) = 23 + y® — 3azy en (1,0)

O f(z,y) ==y + 7 en (1,1)

d) f(z,y) = /22 +y% en (0,1)
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2.2. Estudiad de la diferenciabilidad, encontrad el plano tangente y escribid la diferencial, si
es posible, para las funciones del ejercicio anterior en los puntos indicados.

2.3. Probad que el error relativo de un producto es aproximadamente igual a la suma de los
errores relativos de los factores.

2.4. Encontrad la ecuacién del plano tangente y de la recta normal de las funciones siguientes
en los puntos indicados:

a) f(z,y) =26 — 22 —zy? en (2, -3)
b) f(z,y) = 2z? +y* en (1,2)

o) f(z,y) = \/ﬁ en (3,—4)

2.5. 51 f(x,y) =48 — % — 3y? da como resultado la densidad de una placa metalica plana,
encontrad el coeficiente de variacion de la densidad en (1, —1):

a) En la direccién de disminucién mas repentina de la densidad.
b) En la direccion de crecimiento maximo.

c) En la direccion (1, 0).

d) ;En qué direccion ni aumenta ni disminuye la densidad?

2.6. Demostrad que la funcién u(z,y) = arctan (%) satisface la ecuacién de Laplace:

ou o
8x2  ay2

2.7. Aplicando la regla de la cadena, encontrad las derivadas parciales de la funcién compuesta
que tenemos a continuacion: g(z,y) = h[f(z,y)] = In [:c% y%]

2.8. Aplicando la regla de la cadena, encontrad la derivada de g(p), obtenida a partir de la
funcion f(z,y) = In(z) + 2 In(y), donde = = p? y y = p*. Después, operad algebraicamente
hasta simplificar la funciébn compuesta y determinad su derivada de manera directa, para asi
comprobar que con los dos métodos llegais al mismo resultado.

2.9. El lado de un rectangulo de 20 metros aumenta con una velocidad constante de 5 m/s
y el otro lado, de 30 m, disminuye a una velocidad de 4 m/s. ;A qué velocidad varian el
perimetro y el area?

2.10. Si z = /22 4+ y2, donde = = et, y = sint, calculad %

2.11. Demostrad que la funcion z = yf(2? — y?) satisface % : % + = g—z =

<o

1
Yy

2.7. Solucionario

2.1. Observad, en primer lugar, que el dominio de las funciones a, b, y d es IR?, y el dominio
de la funcion del apartado c es R? — {(z,0) : z € R}. En todos los apartados, el punto
indicado pertenece al interior del dominio.

a)
91,00 = lim fATh0)-7010)  _ lim £ =0
or i TAR=£00) R0
(10 = lim TEEETEE = i

Puesto que el dltimo lilgite no existe (el resultado es 1 por la derecha y —1 por la izquierda),

podemos concluir que 8—5 (1,0) no existe.

En los apartados siguientes vamos a calcular las derivadas parciales sin utilizar la definicion.
En un buen ejercicio comprobar que si se calculan directamente utilizando la definicion de
limite, se obtienen los mismos resultados que a continuacién encontraremos mediante el
calculo directo.

b)
9f =322 —3ay, 2£(1,0)=3

9L =3y —3az, 8L(1,0)0=-3a



© FUOC « P01/75005/00103 44

Las funciones de varias variables

)
o =y+i, Zan=2
g o—e-2 San=o
@ of 1 2x x af
or TE farg T mne on0D=0
% :%\/I?iyz :\/zzy+y27 %(0,1)21
2.2.

a) Hemos visto que f(z,y) = z|y| no tiene derivada parcial con respecto a y en el punto (1, 0).
Asi pues, no se cumple la condicion necesaria de diferenciabilidad y, por lo tanto, la funcién
no es diferenciable en (1, 0).

b) Observad que las funciones f(z,y) = > + y> — 3axy, % =322 —3ay y g—i = 3y? — 3ax
son continuas (ya que son polindémicas); por tanto, se cumple la condicién suficiente de
diferenciabilidad. El plano tangente en (1,0) es:

1e] 0
= 50,0 = 20,06 -1+ 2L a,0w -0,
z Y
es decir:
z—1=3(x—1) — 3ay
o bien:

z=—2+ 3z — 3ay.

Por tanto, la diferencial de f en el punto (1, 0) es la funcién lineal:

T(z,y) = 3z — 3ay.

c) Observad que las funciones f(z,y) = zy + %, g—i =y+ % y %15 =z — % son continuas

en un entorno de (1,1); por tanto, se cumple la condicién suficiente de diferenciabilidad. El
plano tangente en (1,1) es:

0 3]
s =2ane-n+ Zane-
T dy
es decir:
z—2=2(x—1)4+0(y—1)
o bien:

Por tanto, la diferencial de f en el punto (1,1) es la funcion lineal:

T(z,y) = 2.
d) Observad que las funciones f(z,y) = /22 + y2, % = \/r;Tﬂ y % = \/%Tﬂ son

continuas en un entorno de (0, 1); por tanto, se cumple la condicién suficiente de diferenci-
abilidad. El plano tangente en (0, 1) es:

2= 0.0 =Fone-0+ ZLone-

es decir:
z—1=0(xz—-0)+1(y—1)
o bien:
z=y.

Por lo tanto, la diferencial de f en el punto (0, 1) es la funcién lineal:

T(z,y) = y.

2.3. La funcién producto es p(z,y) = zy. El error relativo se define como E, = %, donde
Ap = p(z 4+ Az,y + Ay) — p(z,y) y Az, Ay se interpretan como los errores cometidos al
medir x e y respectivamente. Puesto que la funcion p es diferenciable, podemos aproximar
Ap por la diferencial de p en (z,y) evaluada en (Az, Ay), es decir:

ApzT(Ax,Ay):@Aer@

Ay=yA A
o 8yyyz+z Y,
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donde el error relativo es:

Lybztzly  Lr Ly
- Yy o x y'

Er

Asi, por ejemplo, un error por exceso del 1% al medir z y un error también por exceso del 2%
al medir y repercutirdn en un error del 3% al medir el producto.

2.4. Las funciones consideradas son diferenciables en los puntos indicados. La ecuacién del
plano tangente en el punto (a,b, f(a, b)) es, en cada caso:

7] 7]

s f@) = @@ —a)+ Lanw-v),

ox dy
y la ecuacidn de la recta normal (perpendicular al plano tangente) que pasa por (a, b, f(a,b))
es:

T —a y—b  z— f(a,b)

] — 9 -
@by b -1
a) Plano tangente:
z—4=—-13(z —2)+ 12(y + 3)
Recta normal:
r—2 y+3 =z—4
-3 12 -1

b) Plano tangente:
z—=5=2(x—-1)+4(y —2).

Recta normal:

¢) Plano tangente:

Recta normal:
r—3 . y+4 _E—

S

16 12 —1

125 125

2.5. El coeficiente de variaciéon de f en el punto P en funcién de la direccién v nos da la
derivada direccional de f en el punto P y en la direccién v.

3 k)
de disminucién més repentina es —V f(1,—-1) = (%, —6) y el coeficiente de variacion es

—IVfQ, -1l = - 24,

a) El gradiente es V f(z,y) = (—& —6y), en concreto Vf(1,—1) = (—%,6) . La direccién

b) La direcciéon de aumento mas repentino es Vf(1, —1) = (7%, 6) y el coeficiente de varia-
cion es 24977.

¢) Si ahora tomamos la direccién v = (1,0), obtenemos:
8 8
D0 f(1,=1) = VF(1,=1)- (1,0) = (~5,6) - (1,0) = —3.

d) El coeficiente de variacién de cero en la direccién perpendicular a Vf(1, —1) = (—%, 6) ,

8
’3
diendo el vector por su norma. Asimismo, podréis observar que el vector opuesto (—6, — %)
también es perpendicular.

es decir, en la direccion (6 ) Si se quiere, la direccién obtenida se puede normalizar divi-

2.6. Con el fin de probar la ecuaciéon que nos piden, es necesario que calculemos las derivadas
parciales de segundo orden. En primer lugar calculamos las derivadas parciales:

du = Yy
- 2 2 2
(T

ou

u_ e @
dy 1+ (1) Coa2y?
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A continuacién calculamos las derivadas parciales de segundo orden que necesitamos:
?u 2zy
or2 (22 4 y2)2 ?

9%u 2zy

9 (@ +y?)?

Esté claro, por lo tanto, que se satisface la ecuacién de Laplace.

2.7. Tenemos g(z,y) = h[f(z,y)] =In [x% y%] Entonces:

dg 1 2 11 2 4
_— = 5 T - 3y3 = —X s
ox x3 yg 3 3

dg 1 1 2 2 1 _
5. T T3 1 3%%Y 3 =3y L
By x3 yg 3 3

2.8. Obtenemos g(p) a partir de f(z,y) = In 2+ 2 In y, tomando = = p? y y = p*. Por tanto:

of dx  Of oy 1 2 3 1 2 3 2
= — 4+ ——=-2p+—4p —2p+ —4p° = -+
oxr Op Oy Op T Y P P p

g (p)

Ahora encontramos primero, g(p):
g(p):lnp2+21np4 =2Inp+8Ilnp=10In p.

Por lo tanto:

2.9. El area del rectangulo es A(z,y) = zy. Los lados varian en el tiempo;, el area también es
funcién del tiempo. A(t) = z(¢)y(¢). La velocidad a la que varia el area es:

0A 0A Oz " 0A 0Oy ox dy
oy 2y 2
ot oz ot oy ot Yo ot

En el instante en que z = 20 m e y = 30 m, las variaciones son % =5m/sy g—i‘ = —4 m/s,

respectivamente, de manera que la variacién instantdnea del area es:

A
E=30~5—20~4=70m/52.

Por lo que respecta al perimetro, tenemos P(¢) = 2(z(t) + y(t)), y su variacion instantanea
es:
P P P
oP _ 0P 0z 0P 0y _, 0z, oy
ot Ox 0Ot 9Oy Ot ot ot
En el instante en que z = 20 m, y = 30 m se tiene:
oP

Z— =2.5-2-4=2m/s%
ot

2.10. Si tenemos en cuenta el método explicado (regla de la cadena II), entonces:

1o) 0 0.
Z o Z )+ =y ().

!
t) = — = —
0=~ o oy

Por tanto:
- cost.

)= ==

X t Yy
e +
ot /22 + 2 /22 + y2
Mediante la sustitucién de los valores de z y de y en funcién de ¢, resulta:

0z et ¢ sint
= = -e’ + - cost.

ot \/ €2t +sin?t v/ e2t +sin?t

2.11. En primer lugar, observad que z es producto de la variable independiente y por la
funcion f, asi que:

(1)

oz _ . 0f
oz — Y Bz’

ol _ of
ﬁ ff+y~@-
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Para calcular %' g—g, definimos p = 2 — y2. En tal caso:

De modo que queda:
% =y f'(p)- 20 =2ayf (2? —y?),
& =ty () 29) = f(@® —y?) = 207 f (27 — y?).

Para comprobar que la ecuacion del enunciado es cierta, sustituimos estas expresiones y
tendremos que verificar, también, que tenemos una identidad.

Loy =) + 1 (F@2 —y?) — 2P 0% ) = A

22 a2 2202
2y (2% — y?) + L5 oy (a2 — y?) = Lo

La altima igualdad es cierta, asi que la ecuacién enunciada también lo es.
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3. Extremos de funciones de varias variables

Entre las caracteristicas basicas de la grafica de una funciéon encontramos
sus puntos extremos, en los cuales la funcién alcanza sus valores mayores
y menores. En este apartado deduciremos un método que nos permite
determinar estos puntos. Aparecera dividido en tres partes: la primera, que
se dedica al calculo de extremos libres; la segunda, al calculo de extremos
absolutos sobre conjuntos compactos; y la altima, al estudio de extremos
en funciones sobre restricciones de igualdad utilizando el método de los

multiplicadores de Lagrange.

En cada subapartado encontraremos las definiciones de los términos que
se utilizaran. Para que estas definiciones resulten mas comprensibles, las
introduciremos para funciones de dos variables y os dejaremos a vosotros

la extrapolacién para un mayor nimero de variables.

3.1. Extremos locales o relativos

Empezaremos este subapartado presentando la definiciéon de extremos lo-

cales o relativos:

Sea f una funcion definida en un dominio D que contiene el punto

(a,b) y que supondremos abierto.

1) (a,b) es un minimo local de f si existe un entorno U de (a, b) tal

que f(z,y) > f(a,b) para todo (z,y) € U.

2) (a,b) es un maximo local de f si existe un entorno U de (a, b) tal

que f(z,y) < f(a,b) para todo (z,y) € U.

3) (a,b) es un extremo local o relativo de f si es un minimo local

o maximo local.
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Decir que f tiene un minimo local en (a, b) significa que el punto (a, b, f(a, b))
es, como minimo, tan bajo como los puntos de su entorno en la grafica

z=fxy)

)

(a,bf(a,b))
b

R "{;z,b,mz,m;
z=f(xy) /

A (a b)

Para localizar los extremos locales de f, supuestamente de clase C! en D,
investigaremos los puntos con gradiente nulo. Estos puntos se conocen

como puntos criticos de f.

El punto (a,b) es un punto critico de f : D — R, de clase C! si
Vi(a;b) = (0,0).

La relacion que se establece entre los extremos locales de funciones dife-

renciables y los puntos criticos queda reflejada en el teorema siguiente:

Sea D C R? un conjunto abierto; f : D — R de clase C! en (a,b) € D
que es un extremo local de éste. Entonces, V f(a,b) = (0,0); es decir,

(a,b) es un punto critico de f.

Este ultimo resultado pone de manifiesto que para encontrar extremos
locales s6lo tenemos que determinar los puntos criticos de f(z,y). Ahora
bien, tal y como sucedia para funciones de una variable, los puntos criticos
de una funcién de dos o mas variables no siempre son extremos locales.
Asi pues, un punto critico de f que no es un extremo local se denomina

punto de silla.
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Para la funcion f(z,y) = 2? — y?, introducida en el ejemplo 2.12, resulta

que (0,0) es un punto critico, ya que:

9 = 2 = 0sz =0
go= -2 = 0y =0

y, como se ha visto en el ejemplo mencionado, la restriccion de la funcion

en (z,0) y en (0,y) es indicativo de que (0,0) no es un extremo local de f.

Ejemplo 3.1.
Calculad los puntos criticos de la funcion f(z,y) = % — 6xy + .
Observad, en primer lugar, que la funcién f tiene por dominio el conjunto abierto

D = R? y es de clase C! en D. En caso de que queramos encontrar los puntos criticos,
tendremos que igualar las derivadas parciales a cero y resolver el sistema que resulte.

°]
8 =322-6y =0
9 =——6r+3y> =0

Tras resolver el sistema encontramos como soluciones tnicas (0,0) y (2, 2).

Ejemplo 3.2.
Calculad los punto criticos de la funcién g(z,y) = zy + é + %.

El dominio de la funcién es todo el plano, excepto los puntos de los ejes de coordenadas;
es decir, D = {(z,y) : =z # 0, y # 0}. Este conjunto es abierto (comprobadlo) y la
funcion es de clase C!; por tanto, tiene sentido calcular los extremos de la funcién g en
el dominio D. Sinos interesa encontrar los puntos criticos, tendremos que igualar a cero
las derivadas parciales y resolver el sistema que resulte.

dg _ 1 _
ox =Y~z =0
99 _,._ 8 _
oy T T2 =0

Si aislamos y en la primera ecuacién, tenemos y = 7127 que elevado al cuadrado resulta

2 _ 1 ; 2 on 2 — 8 ;
y* = Z7. Ahora aislamos y~ en la segunda ecuacion, y* = . Igualando ambas expresio-

nes tenemos:
8 1 5 1
—=—=z82°-1)=0=>2=0,z=—.
r x4 2

El sistema que se ha planteado tiene como soluciones (0,0) y ( %,4); ahora bien, (0,0)

no es un punto critico, ya que no pertenece al dominio. La funcién g tiene (%, 4) como
Unico punto critico.

Ejemplo 3.3.

Calculad los puntos criticos de la funcion h(z,y) = 222 + y? + 8z — 6y + 15.

La funcion h es de clase C! en el conjunto abierto D = IR2. Para encontrar los puntos
criticos, tenemos que resolver el sistema:

o =4z+8 =0

que tiene como tnica solucién el punto (-2, 3).
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Ejemplo 3.4.

Calculad los puntos criticos de la funcién f(z,y, 2) = 22(y — 1)?(z + 1)2.

El dominio de la funcién h estd compuesto por todos los puntos del espacio, es decir,
es el conjunto abierto D = R3 y la funcion es de clase C! en su dominio. Si queremos
encontrar los puntos criticos, tendremos que igualar las tres derivadas parciales a cero y
resolver el sistema que resulte.

o)

3 =2a(y-1%(+45)? =0

o)

O —2p2(y— 1) (2 + 2 =0

o)

g =22y -1%=+3) =0

Las soluciones del sistema son de la forma siguiente:

(0,9, 2) con y,z€R,
(z,1,2) con z,z € R,
(m,y, —%) con z,y € R.

Por tanto, en este caso tenemos infinitos puntos criticos.

Ejemplo 3.5.
Calculad los puntos criticos de la funcion g(z,y, 2) = 22 + y2 + 22 — 2y + = — 22.

Se trata de una funcién polinémica que tiene por dominio todos los puntos del espacio,
es decir, es el conjunto abierto D = R3 y la funcién es de clase C! en su dominio. Para
encontrar los puntos criticos, tendremos que igualar las tres derivadas parciales a cero y
resolver el sistema resultante.

o]
(,Ti =2r—y+1 =0
9
dg _ _
5, =222 =0

La tnica solucion del sistema y, por tanto, el Gnico punto critico de la funcién, es
2 1
(* 5735 1)~

El objetivo de este apartado es encontrar los extremos locales de una fun-
cion. Ahora ya sabemos que éstos tienen que ser puntos criticos de la
funcién y que no nos proporcionan un extremo local, tal como sucedia

con (0,0) para la funcion f(z,y) = 2% — 2.

Observad que el punto (—2,3) del ejemplo 3.3 se corresponde con un

minimo local, ya que si completamos cuadrados podemos escribir:
h(x,y) =222 + 9> + 8z — 6y + 15 =2(z + 2)> + (y — 3)> — 2

y, por tanto, h(z,y) > —2 para todo (z,y) # (-2, 3); en el minimo (-2, 3)
se alcanza un valor h(—2,3) = —2. Del mismo modo, todos los puntos
criticos de la funcion f del ejemplo 3.4 corresponden a minimos locales,
yaque f(z,y,z) > 0V(z,y,2) y f(z,y,2) = 0si, y solosi (z,y, z) es un punto

critico.

En el caso de estos dos ejemplos, no hemos encontrado grandes dificultades

ala hora de determinar los extremos locales. Ahora bien, en funciones mas

Observad...

(—2,3) es un minimo local
estricto, ya que h(z,y) > —2
en un entorno de (—2, 3) que
no lo contenga.

(—2, 3) es también un

minimo absoluto, puesto que
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complicadas, los argumentos algebraicos no son tan ttiles, por lo que se
hace necesario un criterio analitico que depende de las derivadas segundas.
En cuanto al caso especial de una variable, el criterio que se expone a
continuacion se ve reducido a la conocida condicion de que f”(a) > 0sia

es un minimo local y f”(a) < 0 si a es maximo local.

Criterio de derivadas parciales segundas

Sea f una funcioén de clase C? en un conjunto abierto D C R? que
contenga el punto critico (a,b) y sean dy = f,.(a,b) y d2 los determi-

nantes de la matriz hessiana evaluada en (a,b). Entonces:

1) Sidy > 0yds > 0, se deduce que (a,b) es un minimo local.
2) Sid; <0y dy >0, se deduce que (a,b) es un maximo local.
3) Sid, < 0, se deduce que (a,b) es un punto de silla.

4) Si dy = 0, el criterio no es decisorio.

Observad que si ds > 0, entonces f,.(a,b) y fyy(a,b) deben tener el mismo
signo. Esto quiere decir que se puede sustituir f,,(a,b) por f,,(a,b) en los

dos primeros apartados del criterio.

Ejemplo 3.6.

Estudiemos los extremos de la funcion f(z,y) = 23 — 6zy +y>. En el ejemplo 3.1 hemos
encontrado estos puntos criticos: (0,0) y (2, 2). Las derivadas parciales de segundo orden
son:

Jze =62, fazy =—6, [fyy =06y
A continuaciéon evaluaremos la matriz hessiana en cada punto:

_ (fe(0,0) fay(0,00) _ (0 6
Heo= (fmy(O,O) fyz(o,O)) N <—6 0)

puesto que d2 = —36 < 0, deducimos que (0, 0) es un punto de silla.

wa(2,2 2y (2,2 12 —
Hog— (F®2 I _ 6
fy(2,2) fyy(2,2) -6 12
Ahora tenemos di = fz2(2,2) = 12 > 0y d2 = 144 — 36 = 108 > 0; por tanto, el punto
(2,2) es un minimo local.

Ejemplo 3.7.

Estudiemos los extremos de la funcion g(z,y) = zy + % + %. En el ejemplo 3.2 hemos

1

encontrado un Gnico punto critico, el punto (5,

4). Las derivadas parciales de segundo
orden son:

_ 1 16
gzz—xfy gzy = 1, gyy-;-
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A continuacion evaluaremos la matriz hessiana en el punto (%, 4).

" (1 4) _ (93 gwy(50)) _ (16 1
2’ gya(5:4)  gyy(3,4) 1o
Puesto que d2 = 3 > 0y di = 16 > 0, llegamos a la conclusién de que (%,4) es un
minimo local de la funcién g en su dominio.

El criterio de las derivadas parciales segundas para determinar extremos

locales falla si:

f:cm (07 b) fggy (a, b)

2= @) fyab)

En estos casos tenemos que confiar en un grafico efectuado mediante algan
programa o utilizar algtn criterio algebraico como los empleados en los
ejemplos 3.3 y 3.4. La extension del criterio, de dos a mas variables, que
nos indica que todo extremo local es un punto critico, esta clara. Ahora
bien, la extension del criterio de las derivadas parciales de segundo orden
a tres variables no es tan directa. A continuacién enunciamos el resultado

para funciones de tres variables.

Criterio de las derivadas parciales segundas (n = 3)

Sea f una funcién de clase C? en un conjunto abierto D C IR? que

contenga el punto critico (a, b, c) y sean:

f:vm(avbv C) fzy(aab, C)

dy = fzz(a,b,c), da = )
1= Fealanbic) d2 =10 ) Flabo)

fm:lf(a7 b’ C) fxy (a? b? C) f:EZ (a7 b? C)
ds = fy:v(avba C) fyy(a7bv C) fyz(aab’ C)
faz(a,bc)  foy(a,b,c)  fiz(a,b,c)

Entonces:

1) Sidy >0, ds > 0yds > 0, se deduce que (a,b,c) es un minimo

local.

2) Sid; <0,dy >0yd; <0, se deduce que (a,b,c) es un maximo

local.
3) Sid; =0, para algtin i = 1,2, 3, el criterio no es decisorio.

4) Sid; # 0, para todo i = 1,2,3 y no se verifica 1) o 2), se deduce

que (a, b, c) es un punto de silla.
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Ejemplo 3.8.

Estudiemos los extremos de g(z,y,2) = x2 + y? + 22 — 2y + = — 22, funcién que se
introdujo en el ejemplo 3.5. Hemos encontrado un punto critico, el punto ( — %, — é, 1) .
Las derivadas parciales de segundo orden son:

Jez = Gyy = Gzz = 2
Jez = Gyz = 0
g:cy - 1

La matriz hessiana en (— 2,1 1) es:

2 —1 0
H(-2,-31) =[-1 2 o0
0 0 2

Yaqued; =2 >0,d2 =3 >0yds =6 > 0, resulta que (— 2,-3, 1) es un minimo local.

Ejercicios

3.1. Calculad el paralelepipedo de mayor volumen contenido en el primer cuadrante con
un vértice en el origen de coordenadas y el vértice opuesto en el plano z + y + z = 1.

3.2. Encontrad el punto M (xz,y) tal que la suma de los cuadrados de las distancias a las
rectasz =0,y =0, z — y + 1 = 0 sea minima.

3.3. Encontrad los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2% +22 + 142 —ayy
determinad si son maximos locales, minimos locales o puntos de silla.

3.4. Determinad los puntos criticos de la funcion f(z,y) = 2% — $a22 =Ly —zy — 2

y determinad si son maximos locales, minimos locales o puntos de silla.
3.5. Encontrad y analizad los puntos criticos de la funcién f(z,y) =2zy — % zt — 2.
3.6. Encontrad y analizad los puntos criticos de la funcién f(z,y) =2zy + % xt 2.

3.7.Sea f(z,y) = + 2%+ % y*+1 22 y2. Encontrad y analizad los puntos criticos. Discutid
su caracter global.

3.2. Extremos absolutos sobre conjuntos compactos

En este apartado nos planteamos determinar los extremos absolutos de una
funcién continua definida en un conjunto compacto (conjunto cerrado y
acotado de R™). Empezaremos por presentar la definicion de extremo

absoluto.

Sea f una funcion definida en un conjunto D que contiene el punto
(a,b).
1) (a,b) es un minimo absoluto de f si f(z,y) > f(a,b)V (z,y) € D.

2) (a,b) es un maximo absoluto de f si f(z,y) < f(a,b)V (z,y) € D.

3) (a,b) es un extremo absoluto de f si es un minimo absoluto o

un maximo absoluto.
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En el apartado anterior hemos visto, mediante diferentes ejemplos, que
una funcién puede tener o no maximos o minimos locales en un conjunto
abierto. Si la funcion es continua y se define en un conjunto compacto,
se puede asegurar la existencia de, como minimo, un minimo absoluto y
un maximo absoluto. Este importante resultado (teorema de Weierstrass)
ya habia sido enunciado en el médulo “Profundizacion en las técnicas del

calculo”, y a continuacién lo repasaremos.

Sea f: D — IR continua con D C R™ compacto; en tal caso, existen
por lo menos a € Dy b € D tales que m = f(a) < f(z) < f(b) =
M, donde m y M son respectivamente el valor minimo y el valor

maximo de la funcién en D.

A partir de ahora nos centraremos en IR? y, por tanto, en funciones de dos
variables. Para que D sea cerrado, lo podemos escribir D = U U 9U, donde
U es el conjunto abierto mayor contenido en Dy 9U (que es D — U) se
denomina la frontera de D (es decir, los puntos que delimitan la region
D). Supondremos que dU es una unioén finita de trayectorias, cada una
de las cuales se puede escribir y = g(z) o bien x = h(y), donde h y g son
funciones de una variable. Algunos ejemplos de regiones que se pueden

describir de esta forma son:

1) El disco centrado en el origen de coordenadas y de radio 1:
D= {(z,y) € R? : 2% + 4> < 1}.

En este caso, U = {(z,y) € R? : 22 +y?> <1}y oU = {(z,y) € R? : 2%+
+y? = 1}. Ahora podemos descomponer U de muchas maneras, como
por ejemplo:

oy = {(zy)eR* : y=v1-a2, —1<z<1}

Wy = {(r,y eR® : y=—V1-22 —1<z<1}

2) Cuadrado de lado 1y con centro en el punto (3, 1).
D={(z,y) eR? : 0<2<1,0<y<1}.

En este caso, U = {(z,y) € R> : 0 <z <1, 0 <y < 1}. Las cuatro

trayectorias mas naturales que se deben considerar son las cuatro aristas:
8U1:{(a:,y)E]R2 cx=0,0<y<1},
aUQ:{(xv )ERQ : I:]-v Oﬁyﬁl},
oUs = {(z,y) €R?* : y=0,0<x <1},
Uy ={(z,y) e R? : y=1,0<z <1}

RS
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o,1) Uy 1,m

U, aU,

(0,0) oU;3 1,0

Si el maximo absoluto o el minimo absoluto se alcanzan en el conjunto
abierto U, entonces éstos tendran que ser, en particular, puntos criticos;

en concreto:

Sea D definido segtn la descripcion anterior, con f : D — R con-
tinua, y sea f de clase C! en U. Si f alcanza su valor maximo (o
minimo) en un punto (a,b) de U, entonces (a, b) es un punto critico
de f.

En general, para encontrar los maximos y los minimos absolutos en una
funcion de clase C!, f : D — IR, utilizaremos un procedimiento parecido

al calculo de una variable:

1) Encontrar los puntos criticos de f en U.

2) Encontrar los puntos criticos de f, considerada como una funcién

definida s6lo en OU.

3) Calcular el valor de f en todos los puntos criticos que se hayan

encontrado en los pasos 1) y 2).

4) Comparar estos valores y seleccionar el mayor y el menor.

A excepcién del paso 2), ya conocemos el resto de los pasos. Es necesario
apuntar que cuando se lleva a cabo el paso 2), hay que restringirse a cada
una de las trayectorias consideradas y sustituir y = g¢(z) en la funcion
f(z,y), o bien z = h(y) en la funcién f(z,y), dependiendo del caso. En
cada restriccion obtendremos candidatos que deberemos tener en cuenta

para la realizacion de los pasos 3) y 4). Los puntos que delimitan las
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trayectorias consideradas no se tendran en cuenta en el paso 2) y se les
aplicaran directamente los pasos siguientes. Este es el caso de los puntos
(1,0) y (—1,0) para el ejemplo 1) y (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) para el 2).

Para finalizar, hay que tener en cuenta que si la funciéon continua f no es
de clase C! en un nimero finito de puntos, entonces tendremos que aplicar

en estos puntos los pasos 3) y 4) directamente.

Ejemplo 3.9.

Determinad los maximos y los minimos absolutos de la funcion f(z,y) = 23 +y3+9zy+27
en el cuadrado de lado 10 centrado en el origen de coordenadas.

El conjunto de la funcién es compacto y la funcion es continua; asi pues, podemos
asegurar la existencia de, como minimo, un maximo absoluto y un minimo absoluto.
La funcién es de clase C? en el conjunto considerado. Empezaremos por estudiar los
puntos interiores, es decir, los puntos de U = {(z,y) € R? : =5 <z <5, =5 <y < 5}.
Comprobad que se obtienen los puntos criticos (0,0) y (—3, —3) y observad que f(0,0) =
=27y que f(—3,-3) = 54.

A partir de ahora nos restringiremos a la frontera:

1) Segmento z =5, =5 <y < 5.

Tomamos en consideracion la restriccion de la funcion en este tramo, f(5,y) = 152+45y+
+y3. Tras observar que f/(5,y) = 3y2+45 > 0, deducimos que la funcion es estrictamente
creciente sobre el segmento y, por tanto, no hay ningin extremo en —5 < y < 5.

2) Segmentoy =5, —5 <z < 5.
Si observamos que la funcion f es simétrica con respecto al cambio z por y, es decir,
f(z,y) == f(y,z), obtendremos el mismo resultado que en el caso anterior.

3) Segmentoy = —5, =5 <z < 5.

En este caso, f(z,—5) = 23 — 452 — 98. A partir de f'(x, —5) = 322 — 45 = 0 obtenemos
x = /15y z = —/15. Por tanto, resultan (v/15, —5) y (—/15, —5). Si evaluamos f en
estos dos puntos tenemos f(1/15, —5) = —98 — 30v/15 y f(—+/15, —5) = —98 + 30+/15.

4) Segmento z = -5, -5 <y < 5.

Observando que la funcién f es simétrica con respecto a z = y, es decir, f(z,y) = f(z,y),
obtendremos los puntos (-5, v15) y (=5, —v/15). Observamos que f(—5, v/15) =
= —98 —30V15y f(—5,—V15) = —98 + 30V/15.

Por altimo, evaluamos la funcién en los vértices:
f(57 5) =502, f(757 75) =2, f(57 75) = f(757 5) = —198.

Resumiendo: la funcién f tiene un maximo absoluto en (5,5), que toma el valor 502,
y tiene dos minimos absolutos en (v/15, —5) y (-5, v/15), donde f toma el valor
—98 — 30v/15.

La siguiente tabla aclara los resultados encontrados.

Posibles extremos | ¢, g) (3, 3) (vT5,-5) (VT5,-5) (5415 (5,19 (5,5 (55 (,-5) 5,9
}/alo.r,defla 27 54 —98-30V15 -98+30V15 -98-30V15 -98+30V15 502 2 -198 -198
uncion

Ejemplo 3.10.
Encontrad los maximos y los minimos absolutos de la funcién g(z,y) = z+y en laregion:

{(z,y) : @®+y° <1, y >0}
El conjunto de la funcién es compacto y la funcion es continua; por lo tanto, podemos
asegurar la existencia de, como minimo, un maximo absoluto y un minimo absoluto. La
funcion es de clase C2 en el conjunto considerado.

(-1,0)

1,0
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Calculamos los puntos criticos de g en U:

g

g 1:0}
" 1=0

ox
99

No obtenemos ninguna solucién a partir del sistema. Ahora vamos a restringirnos a la
frontera:

a){(z,y) 1 y=0, -1<z<1}
g(x,0) = =. Puesto que ¢’(z,0) = 1 > 0, la funcién no alcanza ningin extremo en
1<z <l

(@) s y=VI—aZ,-1<z<1}
z,V1 —z2) = z++/1 — 22. Calculando la derivada de la funcién resulta ¢’ (z, V1 — 22) =
1+ % .—=2¢_ —1 - —2__;eigualando a cero la derivada primera, resulta: z = g

V1—22 V1i-az2 !

Ahora evaluamos la funcién en este punto: g(?, g) =2.

b)
gl

Finalmente, evaluamos la funcién en (1,0) y (—1,0): g(1,0) =1y g(—1,0) = —1.

Resumiendo: el maximo absoluto es (%, g), y la funcion g toma en éste el valor v/2;

el minimo absoluto es (—1,0), donde la funcion g alcanza el valor —1.

La siguiente tabla aclara los resultados que se han encontrado:

Posibles extremos | Valor de
absolutos la funcion f

’

22
1,0 1

(=1, 0) -1

(\/TW) NG

3.3. El método de los multiplicadores de Lagrange

A menudo, la descomposicion que se lleva a cabo en el paso 2) del proce-
dimiento descrito anteriormente es larga (hay que descomponer la region
en bastantes subregiones o porciones) y, en algunas ocasiones, la funcion
restringida que obtenemos en cada una de éstas no es facil de analizar. El
método de los multiplicadores de Lagrange permite resolver problemas de
optimizacion con restricciones. El problema consiste en maximizar f(x,y)
entre los (z,y) que satisfacen una restriccion del tipo g(z,y) = c. La idea
surge del hecho de que en el punto donde se alcanza el extremo de la fun-
cion f restringida en g(z,y) = ¢, los vectores gradientes V f y Vg deben ser

paralelos. Concretamente:

Sean f y g dos funciones de clase C!; f tiene un extremo en el punto
(a,b) de la curva de nivel g(z,y) = ¢. Si Vg(a,b) # (0,0), entonces

existe un namero real X tal que:

Vf(a,b) = AVg(a,b).
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Una forma sistematica de obtener estos puntos criticos es aplicando el

resultado siguiente:

Sean fy g dos funciones de clase C!; f tiene un maximo o minimo lo-
cal restringido en g(z, y) — ¢ = 0; entonces, este extremo se alcanzara

en uno de los puntos criticos de la funcién L definida por:

L(xay7 /\) = f(xay) - A(g(1‘ay) - C)'

Ejemplo 3.11.

Encontrad los extremos absolutos de f(z,y) = z? — y? sobre 22 + y? < 1. Se trata de
una funcion de clase C! definida en un conjunto compacto. La funcion f tendra en este
conjunto extremos absolutos. Empezamos por los puntos interiores:

af _ _
g—;_n _0}
a—y:—Qy =0

Este sistema tiene como tnica solucién el punto (0,0). A continuacién evaluamos la

matriz hessiana en este punto:
fzy(0,0) _ 2 0
fyy(0,0) 0 -2

H(0,0) = <
Debido a que d2 = —4 < 0, se deduce que (0,0) es un punto de silla y, en consecuencia,
no es necesario que lo tengamos en cuenta.

fez(0,0)
favy (07 0)

Ahora nos restringiremos a la frontera:
2 + y2 —1=0.
Consideramos la funcion lagrangiana:
L(z,y,\) = 22 — 3% = Mz? + 42— 1).

A continuacion, buscamos los puntos criticos de L:

9k = 2w-2x2 = 0
e = —2y-2y = 0
% = 224+42-1 = 0

Resolviendo este sistema:

20— 2z =0 =2z(1—-N) =0 =X =1 o =z =0
—2y—2\y =0 =-2yA+1) =0 =X =-1 o y =0
SiA =1,y =0y sustituyendo en la terceraresultaz = 1oz =—-1. SiA=—-1,z=0y
sustituyendo en la tercera resulta y = 1 o y = —1. Observad que el caso z = 0 e y = 0 no

satisface la altima ecuacion. Por lo tanto, tenemos cuatro puntos criticos:
(1’ O)ﬂ (_17 0)7 (07 1)7 (0) _1)‘

Para los dos primeros, la funcion f alcanza un valor maximo igual a 1, mientras que en
los otros dos, la funcion alcanza un valor minimo igual a —1.

Ejercicio

3.8. Determinad los extremos de la funcion f(z,y) = (z — 1)2 + 32 en el recinto cerrado
{(z,y) e R?: 2% +y° < 4}.

-

Curvas de nivel de f(x, y). Los
maximos se alcanzan en

(£1, 0) y los minimos, en

(0, £1).

Observad

Vf(1,0)=Vg(1,0) =
(2,0)

Vf(~1,0) = Vg (—1,0) =
(_270)

Vf(0,1) =-Vg(0,1) =

(Oa _2)
Vf(0,-1)=-Vg(0,-1) =
(0,2)
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Los resultados obtenidos anteriormente se pueden generalizar para funcio-

nes de tres variables.

Sean fy g dos funciones de clase C!; f tiene un extremo en el punto
(a,b, c) de la superficie de nivel g(z,y, z) = ¢. Si Vg(a,b,c) # (0,0,0),

entonces existe un namero real \ tal que:

Vf(a,b,c) = AVg(a,b,c).

Una manera sistematica de obtener estos puntos criticos es mediante la

aplicacion del resultado que vemos a continuacion:

Sean fy g dos funciones de clase C!; f tiene un maximo o minimo
local restringido en g(z,y,2) — ¢ = 0; en tal caso, este extremo se

alcanzara en uno de los puntos criticos de la funcién L definida por:

L(xvy’zv)‘) = f(.%‘, y,z) - )‘(g(xvyvz> - C)'

En funciones de tres variables, nos podemos restringir a curvas que vienen

dadas por la interseccion de dos superficies. En este caso, tenemos:

Sean f, g1 y g2 tres funciones de clase C!; f tiene un extremo en el
punto (a, b, c) dela curva ¢ (z,y, z) = c1, g2(2,y, 2) = c2. S Vg1 (a, b, ¢)
y Vga(a,b,c) son linealmente independientes, entonces existen dos

nameros reales ), p tales que:

Vf(a,b,¢c) =AVgi(a,b,c) + uVyga(a,b,c).

Una manera sistematica de obtener estos puntos criticos es mediante la

aplicacion del siguiente resultado:

Sean f, g1 y g2 funciones de clase C!; f tiene un maximo o un minimo
local restringido en g; (z, y, z) —c1 = 0, ga(x, y, 2) —ca = 0; por lo tanto,
este extremo se alcanzara en uno de los puntos criticos de la funcién

L definida por:

L(x,y,z,)\,p&) = f(a:,y,z) = A(gl(xvyaz) - Cl) - [L(QQ(.T,y,Z) - 02)'
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Ejemplo 3.12.

Sea f(x,y,z) = 20 + 2z + 2y + 22 la temperatura de una placa metélica sobre cada punto
de la esfera 22 + y2 + 22 = 11 y sobre cada punto del plano z + y + z = 3. Consideramos
la temperatura Gnicamente en la interseccion de la esfera y del plano, es decir, sobre la
circunferencia resultante. Se requiere que obtengamos las temperaturas extremas y que
indiquemos entre qué valores oscila la temperatura sobre la circunferencia.

Consideramos las restricciones:

g1(z,y,2) =22 4y +22-11=0
g2(z,y,2) =2 +y+2—-3=0
Introducimos la funcién L:
L(ﬂc,y,L )" )u') = f(xzyv Z) - )‘gl(xyyz Z) - ,U4g2($, Y, Z) =
= 20420 +2y+22 A2+ 2+ 22 —11) —ple+y+ 2 —3).

Tras calcular las cinco derivadas parciales tenemos:

Ly(z,y,z,\,p) = 2—2zA—pu =0 }:>)\(J:—y)=0
Ly(z,y,z,\,u) = 2—2yA—p =0

L.(z,y,z,\,p) = 2z—2z\—p =0= 2z(1-X)—p=0
La(z,y,2,\p) = —a2—y?>—-22411 =0= 22+y2+22=11
Lu(z,y,z,A\,p) = —x—y—z+3 =0= z+4+y+z=3

De la primera implicacién obtenida, restando las dos primeras ecuaciones, obtenemos
que A = 0 o z = y. Consideramos en primer lugar el caso A = 0; de cualquiera de las dos
primeras ecuaciones tenemos p = 2, que sustituido en la ecuacién 2z (1 — ) — p = 0 nos
da z = 1. Las ecuaciones 22 + y? + 22 = 11 y z + y + z = 3 son ahora:

z2+y2:10 y z4+y=2.

Una vez hemos resuelto este tltimo sistema nos queda: x = 3y « = —1. Los correspon-
dientes valores de y son y = —1 e y = 3, respectivamente. Por tanto, si A = 0, los puntos
criticos son (3,—1,1) y (—1,3,1).

Si X # 0, entonces x = y se convierte en:
202 +22 =11, 22+2=3
y por sustitucion resulta:

_B+2v3) o (3-2vE)

3 3
Los valores correspondientes de z son, respectivamente:

_ (3-4V3) L (3+4v3)
3 Y 3

Por tanto, hemos obtenido un total de cuatro puntos criticos. Finalmente, evaluemos la

temperatura en cada uno de ellos para poder determinar los puntos extremos absolutos:

(3-2v3) (3-2v3) 3+4v3)\ _91
f 3 ’ 3 ’ 3 3

F (34+2v3) (3+2v3) (3-4v3)\ 91
3 7 3 7 3 3
Asi pues, los dos primeros puntos corresponden a minimos absolutos, mientras que los
dos Gltimos son maximos absolutos, y la temperatura de la circunferencia oscila entre 25
91
y 3

Observacion

En este subapartado nos hemos concentrado en encontrar extremos abso-
lutos sobre curvas de nivel o superficies de nivel que siempre son conjuntos
cerrados, aunque no siempre estan acotados. En este texto nos limitaremos

Gnicamente al caso en que las regiones también estan acotadas.
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3.4. Solucionario

3.1. El paralelepipedo tiene un vértice en (0, 0,0) y el vértice opuesto en (z,y, z) con z > 0,
y > 0, z > 0. El volumen de este paralelepipedo es V' (z,y, z) = zyz. Se trata de encontrar
el punto (z,y, z) que hace que la funciéon V sea maxima. Si imponemos la restriccion z =
1—az —y, tenemos que calcular los extremos de la funcion de clase C?: V(z,y) = zy(1 —z —y)
en el conjunto abierto D = {(z,y) : = > 0,y > 0,z + y < 1}. Obtendremos los puntos
criticos de la funcién resolviendo el sistema:

G =y(l-22—-y) =0

%—‘y/ =z(l—-z—-2y) =0

Puesto que = # 0 e y # 0, nos podemos limitar a resolver el sistema:
1-2z—-—y = 0
l—-xz—-2y = 0
11

que tiene la tnica solucién (g, g). Para saber si se trata de un maximo o de un minimo,
calculamos las derivadas parciales de segundo orden:

Ve = =2y, Vyy= -2z, Vpy=1-2x—-2y

2 1
11 —( 3 73
H(z3) = (_1 _2)
3 3
de donde d; = —% <0, dy = % —% = % >0y (%7%) es un maximo local. Por lo
tanto, las dimensiones que maximizan el paralelepipedo son (z,y,z) = (%, %, %) Fijaos

en que el problema no tiene minimo en D, ya que podemos hacer que cualquiera de las
tres dimensiones z , y, o z tienda a cero, y el volumen puede ser tan cercano a cero como
queramos.

3.2. La distancia de M (z,y) alarectaxz = 0es |y |, la distancia de M (z,y) alarectay =0es
| z |, y la distancia de M (z,y) alarectaz —y+1=0es (%)

La funcién que queremos minimizar en el conjunto abierto D = IR? es:

_ 1)2
fay) = +y2 + EEEED
El sistema que permite obtener los puntos criticos es:
gi =2z+(x—y+1) =3z—y+1 =0
o)
I =2+ (@—y+1)(-1) =-2+3y—-1 =0
El Gnico punto critico es (— i, }1) Las derivadas parciales de segundo orden son:

f:L'w:37 fwy:_L fyy:37

de donderesultad; =3 > 0ydy =9—1 =8> 0. Por tanto, (— i, 411) se trata de un minimo
local.

3.3. Encontramos los puntos criticos mediante la igualacion de las derivadas parciales a cero:

= 22+2x—y = 0
12}
55’ = y—z = 0

A partir de la segunda ecuacién, tenemos que y = =z, y sustituyendo en la primera nos
encontramos con que las soluciones son (z,y) = (0,0) y (z,y) = (—1,—1). La matriz hessiana

es:
2042 -1
H(z,y) =
(z,y) < . 1)

Si sustituimos (z,y) = (0,0), tenemos que:

H(0,0) = (_f 1)

©, 1)

(-1,0) X

Recordad

La distancia de un punto
M = (a,b) a unarecta r:
Az + By+C =0es
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Debido a que d; =2 > 0y ds = 1 > 0, deducimos que (0, 0) es un minimo local de f.

Si sustituimos (z,y) = (—1, —1), tenemos que:

H(-1,-1) = (? 1)

Puesto que d2 < 0, deducimos que (—1, —1) es un punto de silla de f.

3.4. Hallamos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

% = 22—z—y—-1 = 0
)
a—£ = —y—x = 0
A partir de la segunda ecuacion tenemos que y = —z, y sustituyendo en la primera encon-

tramos que las soluciones son (z,y) = (1, —1) y (z,y) = (—1, 1). La matriz hessiana es:

wen= (¥ 1)

Sustituyendo (z,y) = (1, —1), tenemos que:

H(1,-1) = (_1 :1)

Puestoque d; =1 > 0y d2 = —2 < 0, deducimos que (1, —1) es un punto de silla de f.

Si sustituimos (z,y) = (-1, 1), tendremos que:

H(-1,1) = (j’ j)

Puesto que d; = —3 < 0y d2 = 2 > 0, deducimos que (—1, 1) es un méximo local de f.

3.5. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

a
785 = 2y—2z3 = 0
a
a—g = 2zx—-2y = 0

A partir de la segunda ecuacién tenemos que y = z y, sustituyendo en la primera, encon-
tramos que las soluciones son (z,y) = (0,0), (z,y) = (1,1) y (z,y) = (—1,—1). La matriz

hessiana es:
—6x2 2
H(z,y) =
(z,y) ( 9 2)

Tras sustituir (z,y) = (0, 0), tenemos que:

H(0,0) = (g z)

Puesto que d»> < 0, deducimos que (0,0) es un punto de silla de f.

Si realizamos la sustitucion de los otros valores de (z, y), tenemos que:

H(1,1) = H(-1,-1) = (_6 2)

2 =2
Puesto que d1 < 0y d2 > 0, deducimos que (1,1) y (—1,—1) son maximos locales de f.
3.6. Encontramos los puntos criticos mediante la igualacion de las derivadas parciales a cero:

of

a5 = 2y+ 223 = 0
o)
8 = 2m+2y = 0
A partir de la segunda ecuacién tenemos que y = —z y, tras sustituir en la primera, encon-

tramos que las soluciones son (z,y) = (0,0), (z,y) = (1,-1) y (z,y) = (—1,1). La matriz
hessiana es:
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Sustituyendo (z,y) = (0,0), tenemos que:

H(0,0) = <(2) 3)

Puesto que dz < 0, deducimos que (0,0) es un punto de silla de f.

Si sustituimos los otros valores de (z,y), tenemos que:

H(1,—1) = H(~1,1) = (g ;)

Debido a que d; > 0y d2 > 0, deducimos que (1, —1) y (—1, 1) son minimos locales de f.

3.7. Encontramos los puntos criticos igualando las derivadas parciales a cero:

% = B+xy> = 0
9
6—5 = y3 —+ x2y = 0

La tnica solucién es (z,y) = (0,0). La matriz hessiana es:

3x2 + 42 2xy
H(z,y) = (

2xy 3y? + 22

Cuando sustituimos (z,y) = (0,0), tenemos que:
0 0
H(0,0) =
0 0

Ahora bien, cualquiera que sea (z,y), podemos ver que f(z,y) > 0y f(z,y) = 0si, y solo si,
(z,y) = (0,0). Por lo tanto, (0,0) es un minimo global de f.

El criterio local no es decisorio.

3.8. Tenemos que buscar los extremos f(z,y) = (z—1)%4y? sobre 22 +y? < 4. Se trata de una
funcion de clase C! definida en un conjunto compacto. Gracias al teorema de Weierstrass,
podemos asegurar que f tendrad en este conjunto extremos absolutos. Empezamos por los
puntos interiores, es decir, extremos de f sobre el conjunto 22 + y? < 4.

9 —2(z-1) =0 =a=1
L =2y =0 =y=0

Ahora nos restringiremos a la frontera z2 + y? + 4.

Consideramos la funcién lagrangiana:

L(z,y,\) = (z — 1)® + 3% = A(z® + % — 4).

A continuacién buscamos los puntos criticos de L:

9L = 2@-1)-A22) = 0
5% = w2y = 0
% = 224924 = 0

A partir de la segunda ecuacion resulta A = 1 o bien y = 0. Si y = 0, de la tercera ecuacion
resulta (z,y) = (2,0) (que corresponde a A = %) y (z,y) = (—2,0) (que corresponde a A = %).
Si A =1, en la primera ecuacion resulta la incompatibilidad —2 = 0; por tanto, no obtenemos
ningdn punto critico.

Evaluando la funcién en todos los posibles extremos globales tenemos:

f(1,0) =0, f(2,0) =1y f(—2,0) =09.

Asi pues, se deduce que en (1, 0) tenemos el minimo absoluto y en (—2, 0) el maximo absoluto.
Observamos que en estos puntos se alcanzan respectivamente los valores 0 y 9.

Curvas de nivel de f(z, y)
tangentes a 22 —+ y2 = 4. El
maximo se alcanza en (—2, 0).
El minimo en (1, 0).

Observad
Vf(-2,00 = (=6,0)
Vg(—2,0) = (—4,0)
Vf(2,0) = (2,0)
Vg(2,0) = (4,0)

donde g(z,y) = 2% + 4% — 4,
asi pues Vf(—2,0) y
Vg(—2,0) son linealmente
dependientes asi como
V£(2,0)y Vg(2,0).
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Dada la funciéon f(z,y) = zy, (qué representa la curva de la ecuacion zy = 9?
a) Los puntos que se encuentran a una misma altura igual a 9.
b) Los puntos que definen los méximos de la funcién.
¢) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

2. ;Como se definiria la restriccion de una funcién f(z,y) en el punto (zg, yo) siguiendo la
direccién del vector (v, w)?

a) (zo,y0) + f(v, w).

b) f((z0,y0) + t(v,w)).

) f(zo,y0) + f(tv + tw).

3. La restriccion de la funcion f(z,y) = xy en el punto (2, 3) y siguiendo la direccion (1,0)
es:

a) 3(2+1t).

b) 2(3 + ).

c) t2 + 2t — 3.

4. Las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = 2¥° son:

a) % = yzxyz’l; % = :EyZleny2.

y
9 y2— 9 2
b) {Ti =qy22¥ 7L a—z =a¥ 2ylnx.
C) % = y21‘y2*12y; %ﬁ = xy22yln:c.

5. Si existe lim f(z,y) = 3, entonces...
(z,y)—(1,2)

a) el lim (lim f(z,y)) = 3.
z—1 y—2

b) el lim (lim f(z,y)) no tiene que valer necesariamente 3.
y—2 z—1

c) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

6. El dominio de la funcién z = In(zy + 1) es...
a) Domz = {(z,y) : zy > —1}.
b) Dom z = {(z,y) : xzy > —1}.
¢) Domz = {(z,y) : 2 >0y y > 0}.

7. El conjunto determinado por los puntos (z,y), donde z? + y% < 1, es...
a) compacto.
b) acotado pero no cerrado.
¢) cerrado.

8. La interseccién de dos conjuntos cerrados siempre es un conjunto cerrado. Si S es cerrado
y T es compacto, entonces podemos asegurar que...

a) S NT es compacto.

b) SUT es compacto.

¢) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

9. El vector gradiente de f(z,y) = 22y? In(z2 + 3?) en el punto (0, 1) es...
a) (1,0).
b) (1,1).
c) (0,0).
10. La aproximacién lineal a la funcién e’ +v” es:
a) 2ev’+y? (x Az +y Ay).
b) 2ev°+v? (Az + Ay).
C) 2we®” Az + 2y6y2 Ay.

11. La ecuacion u = arctan (%) satisface la ecuacion...

2 2
a) Iy + Su—o.

dy2
92w _ 92u _
b) 522 ~ o7 =0.
2%y _ %y _ _
) 92 092 1
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12. Si f(z,y) es una funcién diferenciable que cumple f(tz,ty) = t" f(x,y) para todo ¢ real
yn > 1, se verifica...

e (5)+u(5) =0

b (3) +0 (%)
ox(4)+v (4 )=nf(ffvy)-

n.

13. El plano tangente y la recta normal en la superficie 2 + 2y? + z = 26 en (2, —3,4) son,
respectivamente...

— —2 _ y+3 _ z—4
a)13(z —2) — 12(y+3) + (2 —4) =0y &2 = L3 = 24,

1
b) 13(z —2) —6(y +3) + (2 —4) =0y 22 :“1;’:2;4.

) 13(z —2) —12(y +3) + (z —4) =0y 252 = L3 — 224,

14. La funcion f(z,y) = 23 — 6zy + y> tiene...
a) un minimo local en (2, 2) y un punto de silla en (0, 0).
b) un maximo local en (2, 2) y un punto de silla en (0, 0).
¢) un punto de silla en (2, 2) y un méaximo local en (0, 0).

15. La funcién h(a, b, c) = a® + b2 + ¢ — ab + a — 2c tiene...

a) un minimo local en (— g, —%, 1).
b) un méaximo local en (— %, —%, 1).
5-51).

16. El punto del plano M = (z,y) que hace que la suma de los cuadrados de las distancias
en lasrectas z =0,y =0, z — y + 1 = 0 sea minima es...

0(44)

¢) un punto de silla en (—

17. La temperatura en un punto (z, y, z) del espacio viene dada por T'(z,y, 2) = 2z — 2y + 2.
Los puntos del cono 22 —z2 —y2 = 0, que se encuentran sometidos a una menor temperatura
son:

a) (—1,1,v2) y (0,0,0).

b) (-1,1,—v2) y (-1,1,V2).

¢) No hay puntos que alcancen ningtn valor minimo.

18. La funcion z = 22 — y? sobre z2 + y? = 1 tiene:
a) minimos absolutos en (1,0) y (—1,0), y maximos absolutos en (0,1) y (0,
b) maximos absolutos en (1,0) y (—1,0), y minimos absolutos en (0,1) y (0,
) sillas en (1,0), (—1,0), (0,1) y (0, —1).

—_
= —

19. La funcién u(t, z) = Asin(aAt + 1) sin Az satisface la ecuacion de la cuerda vibrante, que

es: )
_ 2(d

a) g dt2 =a*(5%)-
8%y _ 9%u
b) 5= = 52

92u _ 2(9%u\>?

Q) Gz =a (axg) :

20. Calculad cuales son los puntos que pertenecen a la interseccién de las superficies dadas
por las ecuaciones 2 — xy + y% + 22 = 1, 22 + y? = 1 estdn mas cerca y mas alejados del
origen de coordenadas. (Considerad la funcion distancia al cuadrado x? + y2 + 22, las dos
restricciones y aplicad el método de Lagrange).

a) La minima distancia se alcanza en (0,1,0), (0,—1,0), (1,0,0) y (—1,0

(
maxima distancia se alcanza en (\g, \QF, ‘Qf), (\2[’ {7 \f) (,@ _v2 J)}
(,@ V2 \/5)

(=}
=

=

[

20 20 2
b) La méaxima distancia se alcanza en (0,1,0), (0,—1,0), (1,0,0) y (—1,0,0).
minima distancia se alcanza en (ﬁ ¥z ﬁ), (—2 V2 V2 (——2 —¥2 —2),

27 297 2
(_@ ﬁ_ﬁ).

2 2 2

¢) No hay minimos ni maximos, ya que el recinto no es compacto.
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21. Un fabricante produce dos modelos de un determinado articulo, el normal y el de lujo.
La fabricaciéon del modelo normal supone un coste de 40 euros, y la del modelo de lujo, 60
euros. Una compaiiia especialista en estudios de mercado estima que si el precio del modelo
normal se fija en = y el de lujo en y, entonces el fabricante vendera 500(y — «) de los articulos
normales y 45.000 + 500(z — 2y) de los de lujo, cada afio. Calculad el precio de cada articulo
que hace méaximos los beneficios.

a) El maximo beneficio se alcanza en (z,y) = (45, 90).

b) El maximo beneficio se alcanza en (z,y) = (45, 45).

¢) El méximo beneficio se alcanza en (z,y) = (65, 75).

22. Descomponed el nimero 15 en tres sumandos no negativos de manera que su producto
sea méaximo.

a) Uno de ellos es 4 y los otros dos, 5,5.

b) Los nimeros son 4,8, 4,9y 5,3.

c) Los tres son 5.

23. Encontrad los extremos absolutos de f(x, vy, 2) = z+2y-+4z sobre la esfera z24+-y?+22 = 7.
a) (z,y,2) = (—?, —2§7 —4?) es el minimo absoluto y (%, 2§7 4@) es el maximo
absoluto.

b) (z,y,2) = Gg, 72§, 74§) es el maximo absolutoy (@, 2?,4@) es el minimo
absoluto.
¢) La funcién no tiene maximos ni minimos absolutos sobre la esfera.
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Solucionario

Ejercicios de autoevaluacion

1.a,2.b,3.a3,4.b,5.a,6.b,7.b,8.2a9.c 10. a, 11. a, 12. ¢, 13. a, 14. a, 15. a, 16. a,
17. b, 18. b, 19. a, 20. a, 21. ¢, 22. ¢, 23. a.

Glosario

Condiciones de primer orden: condiciones para tener un 6ptimo en términos de las
derivadas de primer orden.

Condiciones de segundo orden: condiciones para tener un 6ptimo en términos de las
derivadas de segundo orden.

Conjunto acotado: conjunto que se contiene dentro de una bola abierta y que tiene por
componentes intervalos acotados.

Conjunto abierto: O es un conjunto abierto si cada punto de O esta rodeado de una bola
abierta que se contiene por completo en O.

Conjunto cerrado: conjunto complementario de un conjunto abierto.
Conjunto compacto: conjunto que es cerrado y esta acotado al mismo tiempo.

Curva de nivel: dada una funciéon f de R? y un ntmero real ¢, la curva de nivel c es el
conjunto de todos los puntos (z,y), donde f(z,y) = c.

Derivada: funcién lineal que aproxima una funcién dada alrededor de un punto. La grafica
de la derivada es el plano tangente a la gréafica de la funcién, en el punto alrededor del cual

realizamos la aproximacion.

Derivada direccional: derivada de la funcion de una variable que se obtiene cuando
evaluamos una funciéon de varias variables a lo largo de una recta.

Derivada parcial: derivada de la funcién de una variable que se obtiene cuando mantene-
mos fijos los valores de todas las variables excepto de una.

Gradiente: el vector que tiene como componentes las derivadas parciales de la funcion.
Siempre apunta en la direccién de crecimiento méximo de la funcién.

Lagrangiano: funcién objetivo modificada, donde introducimos un término para cada
restriccion, ponderado por el modificador correspondiente.

Maximo: punto del dominio donde la funcién alcanza el valor maximo. Puede haber
muchos maximos, pero sélo un valor maximo.

Maximo global: maximo de la funcién sobre todo el dominio en consideracion (teniendo
en cuenta las posibles restricciones).

Maximo local: maximo de la funcion, pero sélo en un cierto entorno.

Minimo: punto del dominio donde la funcién alcanza el valor minimo. Puede haber muchos
minimos, pero s6lo un valor minimo.

Minimo global: minimo de la funcién sobre todo el dominio en consideracion (teniendo
en cuenta las posibles restricciones).

Minimo local: minimo de la funcién, pero sdlo en un entorno determinado.

Punto critico: candidato a maximo o minimo. Se trata de un punto que satisface las
condiciones de primer orden de un problema de optimizacién.

Punto de silla: punto donde todas las derivadas parciales son cero y a partir del cual la
funcion crece en alguna direccién y decrece en alguna otra.

Regla de la cadena: norma para encontrar la derivada de una funcién compuesta a partir
de las derivadas de las funciones componentes.
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Regularidad: independencia lineal de los gradientes de las restricciones que se satisfacen
con igualdad en un punto.

Restricciones: condiciones, en forma de igualdad o de desigualdad, que las variables tienen
que cumplir en un problema de optimizacion.

Valor maximo: valor maximo que alcanza la funcion.

Valor minimo: valor minimo que alcanza la funcion.

Sumario

En este modulo se han presentado las definiciones de continuidad y diferenciabilidad para
funciones de varias variables. Hemos tenido la oportunidad de aprender a calcular deriva-
das parciales, direccionales. La regla de la cadena nos ha permitido diferenciar funciones
arbitrarias obtenidas mediante la composicién de funciones elementales conocidas. Tam-
bién hemos estudiado los problemas de optimizaciéon que se plantean con mas frecuencia
en ingenieria: los problemas de extremos libres y los de extremos absolutos sobre conjuntos
compactos.
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