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CAPITULO 5
CARACTERIZACIGI\[ DE SISTEMAS
PARTICULADOS SOLIDO-FLUIDO

5.1.- Caracterizacion de solidos granulares

Propiedades primarias

Son las propiedades de la particula sdlida por si misma y que se pueden medir, al
menos en teoria, con independencia del entorno. Ejemplos: densidad, tamafio (d),
forma volumen, area superficial, dureza, porosidad interna, conductividad térmica,
etc.

Propiedades secundarias

Son las que reflejan el comportamiento o disposicion de una particula respecto al
entorno en que se encuentra. Ejemplos: densidad efectiva o aparente (de un
conjunto particulado), angulo de reposo, porosidad externa, velocidad de
sedimentacion (o de caida libre), conductividad térmica efectiva (de un conjunto
particulado), etc.

Usualmente tenemos que tratar el comportamiento de un conjunto de particulas
que experimentan un proceso. Lo normal es que todas las particulas sean
diferentes, lo que hace necesario un tratamiento estadistico. Ejemplos: el producto
de una operacion de molienda, el producto de una cristalizacion.

Se supondra que la uUnica propiedad que varia es el tamafio y que las otras
propiedades son uniformes excepto en cuanto dependen del tamafio. Una
excepcion de importancia practica es la extraccion de minerales en que los
primeros productos de la molienda pueden tener grandes variaciones de densidad,
debido a variaciones aleatorias de la composicién mineraldgica.

El tamafio de una esfera se mide por su diametro. Para particulas no esféricas, la
definicion de tamafio requiere de una definicion de la forma. Esto significa que se
necesitan al menos 2 pardmetros para caracterizar una particula no esférica: una
definicion de tamafio y un factor de forma.



Universidad de Chile IQ48A OPERACIONES MEC~ANICAS
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas SEMESTRE OTONO 2003
Departamento de Ingenieria Quimica CAPITULO 5

Definiciones de tamano

Algunas definiciones comunes de tamafo son las siguientes:

dv : didmetro de la esfera de igual volumen que la particula

ds . didmetro de la esfera de igual area superficial que la particula

dsv :didmetro de la esfera de igual “superficie especifica” que la particula

Superficieespecificaa = S _area superficial p?artlcula [5.1.1]
\% volumenparticula

dh . diametro de la esfera de igual velocidad de sedimentacion que la particula
(“diametro hidrodinamico”)

Definiciones de factor de forma

I Esfericidad ¢, definida como:

_ areasuperficialde una esfera de igual volumen

¢ ; — ; [5.1.2]
area superficial de la particula
_ 6
Se demuestra que: ¢ = <1 [5.1.3]
a-dv
il. Factor de forma de McNown, definido como:
:‘b/w

_ ¢ o
o o141 (o UT%

en que a > b > c, son las dimensiones de la particula segun 3 ejes
ortogonales.

iii. Factor de forma de Heywood k, que se define como:
k-d® = volumen de la particula [5.1.5]

Con d, el diametro de un circulo de igual area que la mayor seccion de la
particula. Se tiene que:

T
k<— 5.1.6
5 [ ]
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Medicion del tamano

a) Medicion directa con regla, pie de metro o microscopio con reticulado. Este
es un método laborioso y poco practico.

b) Métodos de sedimentacién, que en realidad miden la velocidad de
sedimentacion, de la cual se deduce el tamafio. Para ciertas condiciones,
se pueden medir particulas individuales; comunmente, se mide la
distribucién estadistica.

C) Tamizado: es lo mas comun, pero mide distribucién de tamafios (un
histograma): se hace pasar la muestra a través de una serie de mallas de
abertura decreciente, de modo que la muestra se clasifica en varios
intervalos, que atraviesan un tamiz y quedan retenidos en el siguiente. Se
pesa el material retenido entre cada 2 mallas.

Hay una tabla que contiene varias normalizaciones de aberturas de malla (tabla
normalizaciones). Las mallas se designan por un numero que representa el
namero de aberturas por pulgada lineal. Las aberturas sucesivas van en razon

geométrica /2, pero cominmente se usan espaciadas segun V2.

Interpretacion del tamizado

Se supone que cada fraccion separada por tamizado esta formada por particulas
cuyo tamafo es igual al promedio de las aberturas de malla que encierran el
intervalo. Como la aberturas van en razOn geométrica, se acostumbra usar el
promedio geométrico:

d_i = di—1 -d;

: [5.1.7]
en que d; es la abertura (lado del cuadrado). Pero se puede usar el promedio
aritmético sin gran error si los tamices son cercanos.

El tamafio asi determinado se puede llamar “didmetro de tamizado”, y corresponde
al diametro de una esfera que atraviesa la misma malla que la particula. Pero no
se puede correlacionar con el volumen o area superficial de la particula a menos
gue se tenga alguna idea del factor de forma.
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5.2.- Distribuciones de frecuencia de tamanos

Distribucion estadistica de tamafos en una poblacion
particulada (granulometria)

Entenderemos que al habla de tamafo, se ha definido un método de medicién. Se
supondra que se conocen los coeficientes kv y ks definidos por:

Volumen = kv-d® [5.2.1]

Area superficial = ks-d? [5.2.2]

Distribucion de frecuencia f(d)

Si &d es un diferencial del tamafio d, f(d)od es la fraccidon de la poblaciéon cuyo
tamafo esta comprendido entre d y (d + &d).

f

Tf(d)ﬁd =1 [5.2.3]

En términos discretos, si los tamafios presentes en la poblacion se dividen en n
intervalos separados por (n-1) valores do, di, ...., dn, X es la fraccion de la
poblacién cuyo tamarfo esta comprendido entre di.; y d;.

Xj

] d
dO d1 dz d3 d4

DX =1 [5.2.4]
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Distribucion de frecuencia f(d)

F(d) es la fraccion de la poblacién cuyo tamafio es < d.
d

F(d) = [f(dpd [5.2.5]

0

F'(d)= [f(d)pd [5.2.6]
d
En términos discretos:

F o ixj [5.2.7]

F'=>x, [5.2.8]
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Interpretaciones de la expresion “fraccion de la
poblacion”

Las definiciones estadisticas anteriores se interpretan comunmente como
refiriéndose a la fraccién del numero de individuos de la poblacion cuyo tamafio
cumple cierta condicion. Designaremos estas funciones por fy, Fn, Xn.

Otras interpretaciones utiles son:

Fraccion del area superficial total de particulas que corresponde a particulas cuyo
tamafio cumple cierta condicién: fs, Fs, Xs.

Fraccion del volumen total de particulas que corresponde a particulas cuyo
tamafo cumple cierta condicion: fy, Fy, Xv.

Para particulas de densidad homogénea, las funciones volumétricas son idénticas
a las funciones masicas: fu, Fu, Xwm.

Cuando x vaya sin subindice, se entendera que es fraccion masica.

Ejemplo: Fs es la fraccion del area superficial total de particulas de la poblacion
que corresponde a particulas cuyo tamafo es < d.

Por tamizado se obtienen fracciones masicas. Por medicién directa se obtienen
fracciones por numero de particulas.

Transformacion de funciones de distribucion

Ejemplo: Obtener fs a partir de fy.
La poblacion tiene N particulas

fy-0d-N = n° de particulas de tamafio entre d y (d + 6d)

ks-d? = &rea superficial de una particula

ks-d?-fy-5d:N = &rea superficial correspondiente a particulas de tamafio entre d y (d
+3d)

Tks- d*-f,-8d-N = area superficial total de la poblacion
0

La razon entre estas Ultimas dos magnitudes es, por definicion, la fraccién de area
superficial total asociada con particulas de tamafio entre d y (d + 8d), o sea, es
fs'Sd:
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ks-d?-f,-8d-N

fg-5d = N

Iks-dz-fN-Sd-N

Entonces:
d2
fs =fN-w— [5.2.9]
j d?-f,-5d
0

El mismo ejemplo en forma discreta: Obtener xs a partir de Xy.

Xni-N = n° de particulas entre diy y d; (d.)
ks-d_i-xNi-N = area superficial correspondiente a particulas de tamafio , esto es,
entre di; y di.

2 ..
ks-N-ixNi-d. = area superficial total
i=1

—2 —2
ks-di -x'N__ xy-d, [5.2.10]
kS'N'Z:XNi'd_i2 Z:)(Ni'd_i2
i=1

i=1

Xgi =

Otras transformaciones se formulan en forma similar. Algunos resultados son:

= NS [5.2.11]

Xi
)
Xg = —L L [5.2.12]
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Tamano minimo y maximo para distribuciones
discretas

Suele ocurrir en un tamizado que queda material retenido en la malla de maxima
abertura (malla “n” ). Para asignarle un tamafo, puede suponerse que ese material
atraveso la malla siguiente en la progresion geométrica utilizada.

Casi siempre hay material que atraviesa la malla “0” (los “finos”) . Para este caso,
se ha encontrado empiricamente que se puede extrapolar cuando el material es
producto de una molienda.

Ejemplo: Se ha hecho un analisis granulométrico del producto de la molienda de
ilmenita. Completar por extrapolacion la distribucién de tamafios bajo 200 mallas.

Datos:
Malla Tyler Xi d_. (in)

-10 +14 0,075 0,0555
-14 + 20 0,136 0,0394
-20 + 28 0,158 0,0280
- 28 + 35 0,154 0,0198
-35 + 48 0,133 0,0140
- 48 + 65 0,106 0,0099
- 65 + 100 0,082 0,0070
-100 +150 0,056 0,0050
-150 + 200 0,043 0,0035
- 200 0,057

Solucion:

Los datos se han representado en un grafico bilogaritmico (circulos). Los cuatro
puntos de menores didmetros definen una linea recta. En la extrapolacion de esa
recta se lee la fraccion masica a intervalos de /2 de los diametros, siguiendo la
misma secuencia de los puntos experimentales. Las lecturas se sefialan como ‘X’
en el grafico.
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0,01
0,001 0,01 . 0,1 1
d (in)
Célculos:
d, (in) Xi . Xi
ajustada

0,0025 0,032 0,032
0,00175 0,023 0,023
0,00124 0,017 0,002

0,072 0,057

La extrapolacion contindia hasta enterar la fraccidbn masica 0,057 que corresponde
al intervalo bajo 200 mallas. Arbitrariamente se ha truncado la ultima fraccion para
alcanzar el total exacto.
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5.3.- Definiciones de promedios

Para cualquiera funcion del tamafio g(d), su promedio es:

_ 0 1

g=[g(d)-f(d)3d = [g(dF [5.3.1]
0 0

dadoque SF =f(d)&d

Para cada funcion g(d) se generan distintos promedios segun la interpretacion que
se asigne a f(d).

En forma discreta:
9=>.0 X, 5.3.2]
1

en que g_, es un valor promedio de g en el intervalo d;.; y d..

Se pueden promediar distintas funciones g(d) que sean relevantes para una
determinada aplicacion (d, d?, d°, log d, 1/d, etc.).

Se pueden ponderar segun distintas distribuciones: fy, fs, fu. Se puede disefiar
entonces una matriz de promedios posibles:

XN Xs Xm
d n —  n— - n—
dN:;di'XNi dS:;di'XSi dV:;di'XMi
promedio aritmético promedio ponderado promedio ponderado
por area superficial por masa
(“didmetro de Sauter”)
d? 2 Q2
(ds) = ;di " Xni
area superficial
promedio aritmético
d® 3 D3
(dv) = ;di " Xni
volumen
promedio aritmético

Notar que @ el didmetro de Sauter, tiene igual area especifica que el conjunto de
la poblacion.
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Se podrian llenar los casilleros que faltan en la tabla anterior, pero no se utilizan
en la practica. Los mas empleados son dg (el diametro de Sauter, Util en procesos

que ocurren en la superficie de la particula) y d, , el promedio ponderado por
masa (o volumen), que corresponde a las aplicaciones generales.

Es conveniente transformar las definiciones de la tabla en funcion de xy (que es el
dato mas comun)

dy=—— [5.3.3]

d. = 5.3.4
s iﬁ [ ]
4,
- Xi
de = — 5.3.5
S ixi [ ]
3’
1
d, = [5.3.6]
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5.4.- Representaciones analiticas

Objetivos:
Ir mas alla de un promedio y obtener 2 0 3 parametros que caractericen con mas
exactitud una distribucion granulométrica, con fines de:

I Control de calidad y cumplimiento de especificaciones
il. Modelamiento de procesos

Distribucion log-normal

La distribucibn normal o gaussiana no representa en forma adecuada las
distribuciones granulométricas de la practica, debido a que estas son sesgadas
(no simétricas) y, por supuesto, no incluyen tamafios negativos.

Reemplazando en la distribucién normal las variables por sus logaritmos naturales,
se obtiene la distribucién log-normal, que es ampliamente utilizada en el analisis
granulométrico:

SF 1 (d-d, Y
Normal: —=f=——-exp ——32~ 54.1
5F  dsF 1 (nd-Ind, f
Log-normal: =——=df=————-ex _— 3 5.4.2
J (nd)  &d Inc, 27 p{ 2-(no,f 15421

En que da es el promedio aritmético (g(d) = d), o su desviacion estandar; dq es el
promedio geométrico, definido por g(d) = In d, y o4 su correspondiente desviacion
estandar.

Se dispone del papel log-probabilidades, en que la coordenada “f’, se ha
transformado de tal modo que la distribucion normal se transforme en una linea
recta. Se demuestra que, en tal recta, se verifica:

dq = dso (la abscisa d para la cual F = 50%, la mediana) [5.4.3]

Gg = dg4,1/ds0 = dso/d1s,9 [5.4.4]

El modo dn, (el tamafio de méaxima frecuencia) es:

In dn = In dg — (I 64)° [5.4.5]
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El promedio aritmético da es:
In da= In dg + 0,5-(In 54)° [5.4.6]

Estas relaciones son validas para cualquier significado que se le asigne a f: fy, fs,
fm.

En el uso practico, se representan los puntos medidos de un analisis
granulométrico en un gréafico log-probabilidades, se traza la mejor recta y se leen
dso Y dss1 (0 disg). Las relaciones anteriores permiten calcular los pardmetros
estadisticos.

log d

Si los puntos experimentales difieren claramente de una linea recta, hay que usar
otra distribucion.

Distribucidon Rosin-Rammiler

Es una distribucion empirica que también se puede transformar en una linea recta
usando el papel Rosin-Rammler. Suele ser apropiada para carboén triturado y
otros materiales que no se representan bien en papel log-probabilidades.

R

1-F =F'=exp| _[di] [5.4.7]

en que dg, n son los parametros de la distribucion. El papel Rosin-Rammler se
basa en la transformacion:

¢:Iog(ln Flj =n-logd—-n-log dg [5.4.8]

El exponente n es la pendiente de la recta. Se demuestra que dr se lee en la
abscisa para F = 63,2 % o F' = 36,8%.
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Distribucion de Harris

Si los puntos experimentales también dan una curva en el papel Rosin-Rammler,
se puede usar la generalizacion de Harris:

Fre 1{1) [5.4.9]

con 3 parametros: do, Sy I.

Aqui do es el tamafio maximo presente en la poblacion, s es la pendiente de una
recta que representa el material fino en el grafico y r se puede aproximar por la
pendiente del grafico en la region de tamafios gruesos.
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5.5.- Movimiento de particulas solidas en un fluido

Velocidad de sedimentacion de particulas

En todas las operaciones que involucran sistemas fluido-particula, la trayectoria de
las particulas resulta de la fuerza de gravedad, el empuje y la fuerza de arrastre
que ejerce el fluido (Fp). Si V es la velocidad del fluido relativa a la particula, se
tiene:

Fo = Cp-S:(1/2)-p-V? [5.5.1]
(definicion de Cp, coeficiente de arrastre o de resistencia)

En que S es el &rea de la proyeccion de la particula en un plano normal a V.
Usualmente, se caracteriza el comportamiento de la particula por su velocidad de
sedimentacion (o velocidad de caida libre), que es la velocidad terminal que
alcanza una particula cuando su peso sumergido equilibra la fuerza de arrastre (o
de resistencia), lo que da aceleracién nula, velocidad constante.

Llamando w a la velocidad de sedimentacion, el equilibrio para una particula de
volumen V y densidad ps en caida libre en un fluido de densidad pf es:

(ps - pr)-g-V = Cp-S-(1/2)- pr -W? [5.5.2]

El coeficiente Cp es funcion de la forma de la particula y del nUmero de Reynolds
Rew:

Re = Pr W [5.5.3]

Por supuesto, no siempre la particula tiene su velocidad de sedimentacion, pero
se acepta ésta como la mejor caracterizacion hidrodinamica de la particula.

Velocidad de sedimentacion de esferas

Para el coeficiente Cp existe solucion tedrica de Stokes para flujos muy lentos:

24

c.=*<%
" Re

[5.5.4]

Fo = 3-mp-d-V [5.5.5]
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-V-d
Re = PF [5.5.6]
He

Reemplazando en la ecuacion de equilibrio, se obtiene la velocidad de
sedimentacion de Stokes ws;:

ps —pg|-g-d?

5.5.7
181 [ ]

Wg =

gue se ha encontrado que es valida en la practica para Rey, < 0,1; se puede aplicar
con error pequeio hasta Re,, < 1.

Se ha escrito |pS —pF| para incluir el caso en que ps < pr, €n que simplemente
cambia la direccion de la velocidad (la particula “sube”).

Para el caso general, con Re mayor, la ecuacion de equilibrio da:

B %
we| 49 lps=pe| g [5.5.8]
3-Cp PF

Existen graficos con curvas de los valores experimentales para Cp para diferentes
formas de particulas (esferas, discos). Hay una variedad de férmulas numéricas
para representar dichas curvas. Una aproximacion simple es:

Transicién: Cp = 18,5-Re™®® para 1< Re < 1000 [5.5.9]
Turbulento: Cp=0,4  (varia entre 0,38y 0,44) para 10° < Re < 10°[5.5.10]

Una transformacién util de la funcion Cp(Re) para el calculo directo de w(d) es la
siguiente (grafico de Heywood):

4-g-ps —ps| )3
Ps ~Pr pF} d [5.5.11]

Ordenada: oc~d:(CD.Re2)%={ 3
!

Abscisa: B-w:[EJ B W (5.5.12]
Co 4'9'|Ps_pF|'H
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Los dos paréntesis son funciones solo de las propiedades del sistema (ps, pr, 1) Y,
por lo tanto, se pueden calcular a priori. Asi, el grafico da directamente w en
funcion de d o viceversa.

Velocidad de sedimentacion de particulas no esféericas

El grafico de Heywood incluye curvas adicionales para particulas no esféricas, en
téminos de un factor de forma k. Se define k mediante k-d*> = ¥ en que “d” es el
diametro de un circulo de igual area que la mayor seccidén transversal de la
particula.

Esta definicibn sbélo es comoda para formas geométricas regulares. Para
particulas de forma irregular, se recomienda estimar k en base a las 3
dimensiones de la particula segun ejes ortogonales, como se describe al pie del
gréfico.

Velocidad de sedimentacion inhibida

Para altas concentraciones de particulas, la sedimentaciébn se ve retardada,
debido a interacciones entre particulas y a la velocidad de desplazamiento del
fluido (que es despreciable cuando sedimenta una particula aislada).

De entre muchas férmulas propuestas para corregir w por efecto de la
concentracion, se puede usar la de Richardson y Zaki; la velocidad de
sedimentacion inhibida wi esta dada por:

wi =w-(1-Cy)" [5.5.13]
en que w es la velocidad de sedimentaciéon de una particula aislada, Cy es la

concentracion volumétrica de sdlidos (volumen solidos/volumen total) y n es un
exponente dado por:

n=4,65 para Rew <0,2 [5.5.14]
n=4235Re, %" para 02< Rew <1 [5.5.15]
n=445Re," para 1,0< Rew <500 [5.5.16]
n=2.35 para Rew > 500 [5.5.17]

Re,, se calcula con w.
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Fig. 11=11 Gréfico de Heywood para la determinacidn de la velocidez
de sodimentacidn,

Factor de farma: k = h;' :I,‘nb_p, BN Que
a>b>c son las dimensiones triaxiales de la particula,

k = 0,38 para plrtl':ulii angulosas de forma piramidal.

= 0 47 © THR de Forma prismoidal.
= 0.5 " n sub angulosas.
= 0,54 0 L. redondeadas.

{Adaptado de H. Hoywoad, Uniform and non-unlform mation of particises
in fluids, Proc. of the Symp. on the Intersction batween Fluids ans
Particles, Londen, 1962, The Inst. of Chemical Engineers).
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