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Redes de colas

Problema 1, CTP 5 Otono 2005

1. El modelo es el siguiente:
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Las tasas de entrada efectivas a cada subsistema son las siguientes:

Sistema Tasa Efectiva Valor
Codificacién A1 Y
Control 1 A9y A
Dosis A3 )\-pr-i-/\-(l—pr)-lf—zz
Control 2 A %—qﬁ:r)
Despacho A5

2. Las condiciones de estado estacionario en cada subsistema son:

Sistema, Condiciéon
. T By
Codificacion 2#—11 <1
Control 1 22 <]

2p2
Dosis % <1
Control 2 % <1
Despacho ws >0

3. Se pide calcular el Wi, en funcion de los W de cada subsistema. Para ello, debemos abarcar todas
las trayectorias posibles de un medicamento hasta que sale del Despacho:



Wiotal = Wi+ Watpr - Wa+(1—pr)- Y i- Wiy -(1—q1—go)+(1—pr) Y (i-Wa+Ws)-q5 -1 +Ws
=1

i=1

donde los W; corresponden al tiempo promedio de permanencia en los sistemas conocidos:

W = — = — - = = W5:—
' At 1- P% ? Ay 1-— P% ° M3 — As ! Ha — Mg H5

En la expresion para Wioiq, €l cuarto término corresponde a los medicamentos que llegan al Despacho
provenientes directamente del subsistema 4, y el quinto término corresponde a los medicamentos que
llegan al Despacho provenientes del subsistema 3, pero que pasaron por el subsistema 4.

La fraccién de medicamentos que pasan por el Departamento de Dosis sera igual a A3 dividido en A,
esto es:

Fdoszs—pr+(1_pr) 1 q2

Luego, la condicion para k es:

0,5-0,5¢2—q1

k< 1—g2—q1

En promedio, un total de A medicamentos entran en una unidad de tiempo, mientras que Apr 4+ \4q1
pasan por Depto. de Dosis.

Con lo anterior e imponiendo la condicén de autofinanciamiento (utilidades mayor o igual que cero),
se llega a:

AN T—2-E—1-P(1—m)—1-S—Apr+Xq1) - R+ AVpin >0

en que g es la probabilidad estacionaria asociada al estado en que el profesional del control 2 esta des-
ocupado (sistema M/M/1, 7o =1 — p).

ANI+2-E4+1-Pl—m)+1-S+Apr+Maq1)-R

El grafico es el siguiente:
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7. La féormula de Little postula que A-W = L

Con los datos de problemas, el nimero promedio de personas en el sistema fue:

1-(tg—t1)+2- (ts —to) +1-(ts —t3) +2- (ts —ta) +3- (te —t5) + 2+ (tr — tg) + 1 - (ts — t7) + 1 - (t10 — to)
t1o

L =

7t10*t9+t8+t7+t6*t57t4+t3ft27t1
B t1o

L
A su vez, el tiempo promedio que un individuo pasé en el sistema es:

(ts —t1) + (te — t2) + (t7 — ta) + (ts — t5) + (t10 — to)
5

W =

Los numeradores de las fracciones anteriores corresponden al area bajo la trayectoria de la curva en el
grafico anterior, que obviamente son iguales, por lo tanto:

5 W=ty L
2wt
10

Como suponemos que el intervalo de tiempo estudiado y las 5 llegadas registradas describen bien el

comportamiento promedio del sistema, es razonable aproximar % ~ A

Concluimos que se satsiface A - W = L

Problema 2, Examen Otono 2005

1. La red de colas correspondiente se muestra en la figura.
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Llamamos At a la tasa efectiva de entrada al subsistema correspondiente al técnico que clasifica per-
liminarmente las piezas. De manera andloga, llamamos A4, Ap ¥y A; a las tasas efectivas de entrada a
los otros subsistemas.



Con esta notacién, las tasas efectivas deben satisfacer las ecuaciones:

Ar = A+ gl

>\A = S)\T

A = [(1—8)+sp|Ar

Ar = (=-pAa+(0—-—r)Ap = [1-p)s+(1—r)(1—s+sp)]AIr.

De la tdltima ecuacién se puede deducir que A\; = (1 — r + rs — rsp)Ap y reemplazando en la primera
ecuacion obtenemos que
A

Ap = .
r 1—q(1—r+rs—rsp)

Con este valor podemos obtener las otras tasas efectivas reemplazando en las ecuaciones de arriba.

Las condiciones que se deben cumplir para que el sistema alcance el régimen estacionario son:
>\T</~LT7 >\A<2/JA7 )\B<,uB y )\[<,U,[.

Esto corresponde a calcular los “L” de cada subsistema (usando las tasas efectivas de entrada calculadas
en el punto anterior).

En el caso de las M/M/1, el niimero esperado de entidades en el sistema estd dado por L = ﬁ con

p = % si A es la tasa de entrada y u es la tasa de atencién. Para el caso de una M/M/2, el nitimero

esperado de entidades en el sistema estd dado por L = lzpp > con p = ﬁ
Entonces,
Ly = _Pr_
I —pr
2pa
Ly =
1—p%
Ly = PB
1-— PB
PI
Ly =
L—pr

Para esta parte presentamos dos soluciones.

Solucién 1 Aplicamos la férmula de Little al sistema completo. Usando los valores para Ly, L4, Lp
y L del punto anterior tenemos que

 Lr+La+Lp+ L)

W A

Solucién 2 Para seguir las distintas “rutas” que podria seguir una pieza en el sistema, plantearemos
un sistema de ecuaciones usando relaciones entre los tiempos que pasard en el sistema una pieza, una
vez que sabemos en qué lugar esta.

Denotamos por Tt el tiempo que falta, en promedio, para salir del sistema una vez que una pieza entra
al subsistema del técnico y definimos T4, T y 17 de manera analoga.

Lo que queremos calcular es W = Trp.

Analizando la red y tomando esperanzas, se tiene que los T; (i € {T, A, B,I}) deben satisfacer:

Tr = Wp4sTy+ (1 — S)TB
Ty = Wua+pIs+ (1 — p)TI
Ts = W+ (1 — T)T]

Ty = Wr+dIr



donde los W; (i € {T, A, B,I}) se pueden calcular, aplicando la férmula de Little, a partir de los L;
calculados en el punto anterior y las tasas efectivas de entradal.

4. Una idea para analizar la decision que se pretende tomar es calcular el tiempo que pasa desocupado,
en promedio, cada uno de los empleados en las diferentes situaciones que se presentarian (dependiendo
de qué nuevo empleado se contrate) y elegir aquella opcién que minimice algin criterio relativo a la
disparidad de “tiempo desocupado promedio” (por ejemplo, la diferencia entre el tiempo desocupado
méximo y tiempo desocupado minimo).

Para poder calcular esto se debe recordar que el tiempo que pasa desocupado, en promedio, un servidor
en un sistema M/M/1 es mp; en un sistema M/M/2 es mg + 1/2 m1; y en un sistema M/M/3 es
mo+1/2 m + 1/3 7o, donde los 7 son las probabilidades estacionarias del subsistema correspondiente
cuando visto como proceso de nacimiento y muerte.

5. No afecta. El sistema cumple con las condiciones de régimen estacionario y si se agrega un nuevo
servidor a cualquiera de los subsistemas, las seguird cumpliendo (los p s6lo se pueden reducir al agregar
un nuevo servidor).

Como suponemos que el sistema estd en régimen estacionario, la tasa de salida (el nimero de piezas
procesadas por hora) es igual a la tasa de entrada. Como la tasa de entrada no cambia, la tasa de
salida tampoco lo hara.

Dudas y/o errores:
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1Para calcular W = T faltarfa resolver el sistema planteado.



