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Cadenas de Markov en Tiempo Discreto

Problema 1

1. Podemos formular el problema de inversién como una cadena de markov debido a que la probabilidad
de evolucién entre estados del mercado (en alza, estable o en baja) depende solamente del estado actual.
Con un pequeno truco seremos capaces de adaptar una cadena que indique cuando invierto. La cadena
es la siguiente:

Vemos que existen 3 clases, 2 recurrentes y una transiente. Los estados invierto y no invierto conforman
clases recurrentes aperiédicas pr si mismos, mientras que el resto de los estados conforman una clase
transiente.

2. Claramente no existiran probabilidades estacionarias dado que tenemos 2 clases recurrentes.

3. Si finalmente se invierte tendremos que el problema puede representarse con el siguiente grafo:

En esta caso existe una tunica clase recurrente aperiédica.

4. Suponiendo conocidas las probabilidades estacionarias (provenientes de resolver el sistema tendremos
que la ganancia diaria esperada en el largo plazo seré:

E|Ganancias]| = ME -7+ MA-74a+ MB -7
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Problema 2

1. La cadena de Markov tiene cuatro estados, uno asociado a cada local. El grafo que la representa es el
siguiente:

C:/@u

Los estados pueden ser separados en las siguientes clases:

= {L1, L2, L3}: clase transiente.

s {L4}: clase recurrente aperiédica.

La matriz de probabilidades de transicién es (con filas y columnas ordenadas segun los estados L1, L2,



L3, L4, en este orden, y este orden utilizaremos para todos los vectores y matrices en esta pauta):

[ 1-p1 1-p1 1-—p1 ]
b1 3 3 3
1—po » I—p2 1-—po
P 3 2 3 3
1-ps 1-ps3 1—-p
ps3
3
0

2. Esta cadena tiene probabilidades estacionarias ya que es una cadena del tipo “ergddica mas transiente”
(o equivalentemente, porque tiene una sola clase recurrente, la cual es aperiédica).

Como la clase recurrente tiene apenas un estado, las probabilidades estacionarias se determinan sin
necesidad de célculos:
7 =10,0,0,1].

De aqui podemos concluir que, a partir de un cierto momento, Mandinga ird siempre a L4, ya que es
el tnico estado recurrente de la cadena (que es finita).

Problema 3

1. La situacién claramente puede ser modelada como una cadena de Markov en tiempo discreto debido a
que si me defino los estados como el nimero de pacientes que quedan en el centro en un dia, entonces
todas las probabilidades de transicién pueden ser determinadas a partir de esta informacién. De esta
forma se tiene que:

= El estado i Serd la situacién en que quedan ¢ pacientes enfermos en el centro, Vi € {0,..., M}.
= Las probabilidades de transicién quedan determinadas por la siguiente formula':
P (L =p) siM 20> >0

P(i,j) = P(ir del estado i al estado j) = { 0 sij =1

Grafo Parte 1

= Existen M + 1 clases distintas: 1 recurrente compuesta por el estado 0, y M clases transientes
compuesta cada una por uno de los M estados restantes. Recuerden que una clase esta compuesta
por todos los estados comunicados? entre si, y en este caso ningun estado se comunica con otro.

1Esto es equivalente a definir la matriz de transicién P.
2Ver definicién en apuntes del curso



2. Primero necesitamos encontrar la probabilidad de eventualmente pasar por el estado M — 1. Para
calcular esta probabilidad vemos que de pasar por este estado, la transicién debe lograrse en algin
numero de periodos. Por esto se tiene que:

P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Pasar por M-1 en i transiciones)

i=1
P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Quedarme en M por i-1 transiciones) - P(M.M — 1)
i=1
P(Pasar por el estado M-1) = Z(l —p)MED M p (1 —p)ME
i=1
M(1 — M-1
P(Pasar por el estado M-1) = W

Por otro lado, la probabilidad de instalar los equipos algiun dia es equivalente a la probabilidad de
llegar alguna vez al estado 0. Sin embargo dado que esta es una cadena ergodica, sé que en el largo
plazo con seguridad estare en la clase recurrente. Como en este caso la clase recurrente esta compuesta
por el estado 0, es que se puede decir con seguridad (Probabilidad =1)que en el largo plazo el sistema
llegara al estado 0 y por lo tanto se podran instalar los equipos.

3. En este caso se tiene un numero C' de camas disponibles y existe la posibilidad que llegue gente al
centro asistencial. De esta forma:

Grafo Parte 3

= El estado ¢ Serd la situacién en que quedan i pacientes enfermos en el centro, Vi € {0,...,C}.

= Para calcular la probabilidad de transiciéon entre dos estados cualesquiera condicionaremos sobre
el nimero de personas que se recuperan.
Entonces, para j # C:

RN . i,
P(i,j) = Z P(i, j|Se mejoran k personas) - mp (1-p

k=0

)i—k

= Sin embargo;

P( 4,7 |Se mejoran k personas) =P(lleguen j — i + k personas)



siempre y cuando j — ¢ + k > 0, entonces:

i

! .
P(i,j) = Z | P(lleguen j — i + k personas) - mpk(l —p)ik
k=max(i—j3,0)
- ! il .
P(i,j) = Z Qj—itk ﬁpk(l -p) g
L k(i — k)!
k=méx(i—j,0)
= De la misma forma, si j = C, entonces:
i i1 4
P(i,j) = Z P(lleguen més de j — i + k personas) - mpk(l —p)ik

k=max(i—3,0)
7 o]

Pij)= > (X ) gt -n

k=méx(i—j,0) z=j—i+k

Problema 4

1.

Definitivamente es posible modelar el niimero de maquinas buenas al comienzo de un dia. Esto dado que
el estado posee informacion que resume todo lo que necesitamos saber: Si existen ¢ maquinas buenas al
comienzo del dia, entonces (dado que las maquinas sélo pueden estar buenas o malas) obligatoriamente
tengo T' — i maquinas malas las cuales estardn disponibles al comienzo del proximo dia, si no fuese
as{ no estarfan malas (dado que solo pueden fallar durante el transcurso de un dfa).

Por otro lado tenemos que:

S(j,i):{ (?)qj(lo— 9" JEi

Claramente tendremos T + 1 estados (desde el 0 al T'), sin embargo dibujar las transiciones y un
esquema de la cadena general es muy complicado (debido al elevado niimero de transiciones). Entonces
la mejor forma de determinar la cadena es especificar cada transicién entre estados con la probabilidad
de transicion asociada. Entonces la cadena queda como se muestra en la figura a continuacién. Para
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(i) (3
R Ny gt

determinar P;; debemos notar el hecho que si T-i maquinas estaran con seguridad buenas en el siguiente
etapa, entonces sélo tiene sentido que j > T — i. Por otro lado, para los j que cumplen la condicion
tenemos que la transicion implica que solo una cantidad j — T + ¢ de las ¢ maquinas buenas sobrevive
(o que T'— j no lo hacen). De esta forma, en términos de S(i, ), tendremos que:

0 j<T—1
P = .
‘ { S(T —j,1) ~
Finalmente es bastante claro que (dado que todos los estados estdn comunicados entre si, la cadena es

finita y hay estados aperiodicos) la cadena es ergddica, por lo si existirdn probabilidades estacionarias.
Todos los estados forman una tunica clase recurrente.



Los estados siguen siendo los mismos, sélo cambiaran las probabilidades de transicién. Ahora debemos
considerar que al préximo dia no contaremos con 1" — ¢ maquinas buenas con seguridad si no con una
cantidad menor o igual. ;Cuantas?: Si tengo T'— ¢ méquinas con desperfectos puedo formar LT;Z'J lotes
de J, por lo tanto tendré \_T;zj -J méquinas buenas con seguridad. Tomando esto en cuenta tendremos
que:

i .ﬁ"-. o “\1
I- 1 '.' r k Jl

Donde:

0 k< Lsz'J 7
P, = . T _ 7
lk (i+LTTJ"J.J7}9)qZ+L Tk (1- q)k_L T > LT;zJ T

En funcién de S(i,j)) queda de la siguiente forma (n = [+ ]):

P, — 0 k<n-J
k=Y S(i4n-J—ki) k>n-J
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