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Repaso Probabilidades

Problema 1, CTP 1 Otoño 2005

1. (a) Sean Xi v.a. exponenciales i.i.d. de parámetro λ, con i ∈ {1, ..., n} Encontrando una expresión
equivalente a que el máximo sea menor que t y usando la independencia de las v.a. se tiene que:
P [X = máx{X1, X2, ..., Xn} < t] = (P [X1 < t] · P [X2 < t]... · P [Xn < t])

= (1 − e−λt)n

(b) Para encontrar la densidad, simplemente derivamos la función de distribución encontrada en la
parte anterior:

fMax(X1,...,Xn)(t) = n(λe−λt)(1 − e−λt)n−1

En lo que sigue, sean Tpat el tiempo que la patrulla demora en llegar al cajero y Xi el tiempo al
que el i−ésimo asaltante llega al cajero.
(c) Esto se obtiene directo de que el tiempo en que la patrulla llega al cajero distribuye según una
v.a. exponencial de parámetro µ:
Si t ≥ 0:

P (Tpat < t) =
∫ t

0
µe−µydy = 1 − e−µt

Si t < 0 (caso no relevante para el problema), el resultado es cero.

(d) Necesitamos encontrar la probabilidad de que la patrulla demore menos que el último de los
asaltantes, i.e., la probabilidad de que una v.a. exponencial de parámetro µ sea menor que el máximo
de n v.a. exponenciales i.i.d. de parámetro λ. De las partes anteriores, se concluye que:

P [Tpat < Max(X1, ..., Xn)|n secuaces asisten a reunión] =
∫∞
0

(
∫ t

0
µe−µydy)fMax(X1,...,Xn)(t)dt

=
∫∞
0

[1 − e−µt] · [n(λe−λt)(1 − e−λt)n−1]dt

2. Debemos calcular la probabilidad de que una v.a. exponencial de parámetro µ sea menor que el
mı́nimo de n v.a. exponenciales i.i.d. de parámetro λ, cuya distribución sabemos es una exponencial
de parámetro nλ. Utilizando un resultado conocido:

P [Tpat < Min(X1, ..., Xn)|n secuaces asisten a reunión] = µ
µ+nλ

3. Notemos que el número n de secuaces que llega a la reunión distribuye según una binomial de
parámetros (n, p).
En esta parte nos piden la utilidad esperada de la patrulla como expresión general. Condicionare-
mos al número n de secuaces que llegan a la reunión, ponderamos por la probabilidad respectiva,
usamos las partes anteriores y sumamos en todo el dominio posible para n:

E[Utilidades] =
∑M

n=1 E[Utilidades|llegan n secuaces] · P (llegan n secuaces)
=

∑M
n=1[P2 · B + P1 · R − (1 − P1) · C] · [

(
M
n

)
pn(1 − p)M−n]

(Notar que en las partes anteriores hab́ıamos trabajado para un n fijo, por lo que P1 y P2 dependen
de ese n. Alternativamente, alguien puede haber reemplazado los P1 y P2 obtenidos, pero para
efectos de correción la expresión anterior es suficiente).



4. Necesitamos calcular la probabilidad de que Don King demore menos tiempo que el primero de los
secuaces de Jack en llegar al cajero. Esto es, que una uniforme de parámetros (0, b) sea menor que
una exponencial de parámetro (nλ). Calculamos:

P(v.a. U(0,b) < v.a. exp (nλ)) =
∫ b

0
(
∫ t

0
1
b dy)(nλe−nλt)dt +

∫∞
b

(1) · (nλe−nλt)dt = 1
bnλ (1 − e−nλb)

Para que Jack retome sus estudios, necesitamos que esa probabilidad sea mayor que 1
2 .

Luego, la condición para b es que satisfaga la siguiente inecuación:

1
nλ (1 − e−nλb) > b

2

Lo anterior es suficiente para efectos de corrección. Para mayor rigurosidad, se puede justificar la
existencia de tal b por como construimos la expresión (también podemos tomar como ejemplo el
caso b = 1

nλ , que śı cumple la inecuación, etc...)

5. (Bonus) Llamemos x al número de secuaces que Jack env́ıa al cajero. Planteamos un problema que
optimice su función de utilidad:

Max U(x){x∈N,x≤M} = K · x − x2

4

Para resolver, notemos primero que para x real, podemos derivar la función anterior e igualarla a
cero. Esta ecuación tiene solución:

x∗ = 2K

De las condiciones del problema (K ∈ N,K < M
2 ), sabemos que este número śı es factible para

el problema de optimización de Jack, por lo que hemos encontrado el óptimo (alternativamente
se podŕıa haber justificado notando que la función toma la forma de una parábola, evaluar en el
vértice -que es natural positivo- y en los dos vecinos para concluir).

Ahora, sólo nos resta calcular la probabilidad pedida:

P(número de secuaces en reunión ≥ x∗) =
∑M

j=x∗

(
M
j

)
pj(1 − p)M−j

Problema 2, CTP 1 Primavera 2003

1. El tiempo que transcurre desde que empieza la campaña hasta que un votante recibe el folleto de
un candidato dado, son variables aleatorias exponenciales de parámetro λT y λL, respectivamente.
Luego para conocer la distribucíıon del tiempo que transcurre hasta que recibe el primero de los
folletos, debemos conocer la distribución del mı́nimo de 2 exponenciales. Entonces, dado que la
distribución del minimo entre 2 exponenciales es una exponencial de la suma de las tasas, se tiene
que el tiempo pedido sigue una EXP(λT + λL).

Por otro lado la probabilidad de que reciba primero el folleto de Tribelĺın queda determinado por la
competencia entre estas mismas dos variables exponenciales. Es decir:

P (T1) = P (Tpo. de entrega de Tribelĺın < Tpo. de entrega de Lab́ım) =
λT

λT + λL



2. La probabilidad de que un habitante es particular vote por Tribelĺın, depende del orden en que este
votante recibió los folletos informativos. Por esto para calcular pt se debe condicionar sobre dicho
evento. Sean los siguientes sucesos:

VT = Votar por Tribelĺın
T1 = Votante recibió primero el folleto de Tribelĺın
L1 = Votante recibió primero el folleto de Lab́ım

Luego la probabilidad pedida es:

P (VT) = P (VT|T1) · P (T1) + P (VT|L1) · P (L1)

Del enunciado se sabe que:

P (VT|T1) = q1

P (VT|L1) = q2

Además el tiempo que transcurre desde que empieza la campaña hasta que un votante recibe el
folleto de un candidato dado, son variables aleatorias exponenciales de parámetro λT y λL, respec-
tivamente. Es por esto, que la probabilidad de que reciba primero el de Tribelĺın queda determinado
por la competencia entre estas dos variables exponenciales. Es decir:

P (T1) = P (Tpo. de entrega de Tribelĺın < Tpo. de entrega de Lab́ım) =
λT

λT + λL

De lo anterior:

P (L1) = 1 − P (T1) =
λL

λT + λL

Finalmente se tiene que:

pt = P (VT) = q1 ·
λT

λT + λL
+ q2 ·

λL

λT + λL
=

1
λT + λL

· (q1 · λT + q2 · λL)

3. La cantidad de votos (X) que recibirá Tribelĺın sigue una distribución Binomial de parámetros N y
pt, es decir:

P (X = k) =
(

N

k

)
pk

t (1 − pt)N−k

donde pt es la probabilidad calculada en la parte 1. Además la esperanza de una variable aleatoria
Binomial de parámetros N y p está dado por N · p, por lo tanto:

E(X) = N · pt
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