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Pregunta 1 (Control 1 Otofo 1999)

a) Justifique o rechace la siguiente afirmacion:
“Un modelo matematico debe tener la mayor fidelidad representativa posible”.

b) Describa brevemente en qué consiste la validacion de un modelo matematico. ¢Qué
curso de accion debe tomarse si un modelo no cumple la validacién?.

¢) Justifigue la denominacién de “método” para los procedimientos de optimizacion
llamados método del gradiente y método de Newton.

d) Indique una ventaja y una desventaja del método de Newton frente al método del
gradiente.

e) Senale bajo qué condiciones un éptimo de un problema de programacion no lineal no
cumple las condiciones de Kuhn-Tucker.

f) Suponga un punto que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker. éPuede afirmarse que
es un optimo?. Analice las posibles situaciones.

g)Explique qué es un problema de decisidon y qué es un problema de optimizaciéon. Dé un
ejemplo de cada uno. (1 punto)

h) i) Escriba y grafique un problema de programacion lineal infactible. (1 punto)

ii) éPuede existir un éptimo de un problema de programacién lineal que no sea un
vértice del poliedro factible?
Si la respuesta es si, de un ejemplo y grafiquelo; si la respuesta es no, explique
porque. (1 punto)

Pregunta 2 (Control 1 otofio 2004)

Se tiene el siguiente problema de optimizacion:

mAxX i — @
=.80. T2 — y =

r? 4+ y? <2



1. Buscar el (los) éptimo(s) global(es) del problema a través del analisis grafico y verifique
numéricamente que cumple las condiciones de KKT.

2. Encuentre al menos 2 puntos que verifiquen KKT y no sean dptimos globales del
problema. Por qué puede darse esta situacion? Justifigue con detalle todas las
afirmaciones que realice.

3. Suponga que la primera restriccién es modificada a x* + y < 0. Encuentre todos los
puntos que verifiquen KKT. Son Optimos globales del problema? Justifique con detalle
todas las afirmaciones que realice.

Problema 3

La empresa GONZALITO Ltda., produce prendas de vestir de alto corte. Para esto,
compra Ptipos de telas diferenciadas por la calidad. A partir de estos insumos se pueden
confeccionar K prendas distintas de cada una de los tipos de tela, o sea disponen de P x K
tipos de prendas diferentes. Si se procesa 1 m? de tela p se obtienen A4, unidades de
prenda k.

Cada mes se compra una cierta cantidad de m? de cada tipo de tela. La capacidad
de procesamiento de la maquina utilizada es de CMn7 de insumo cada mes. Un estudio de
prediccion de la demanda indica que cada mes se pueden vender hasta D prendas del
tipo &, a un precio P, cada una.

Por otro lado, la empresa arrienda una fabrica donde se puede almacenar stock de
insumos y productos terminados, a un costo de CSI, ( $ / m* por mes) para la tela de tipo
py CSP.( $ / prenda por mes) para el producto final & Asuma stocks iniciales nulos.

El costo de compra de telas es de CI, ( $ / m?) para cada tela, y el costo de
procesarlas es de CPy ($ / m?) para cada tela y cada prenda. Asuma que todos los
movimientos y produccion se hacen al principio de cada mes.

Formule un problema de programacion lineal continua que determine la
produccidn, los niveles de stock, las compras de insumos y las ventas de prendas en cada
periodo, maximizando la utilidad. Preoclpese de detallar todas las variables de decision
que utiliza explicando qué significa cada una. Comente si estd haciendo alguna
simplificacién para suponer que todas las variables son continuas.

Dudas y/o consultas:
mapereir@ing.uchile.cl

xschultz@ing.uchile.cl




=1 Universidad de Chile IN34A Optimizacion

Si=1=1: 58 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Profesor: Richard Weber

H F Departamento de Ingenieria Industrial Guillermo Duran

Auxiliares:Marianela Pereira
Ximena Schultz
Matias Pulido

Clase Auxiliar N° 4
29 de agosto de 2005

Pregunta 1

a) Se Rechaza la afirmacién.
La mayor fidelidad representativa implica una gran complejidad de modelo. Esto
atenta contra una solucién medianamente viable.

b) La validacion consiste en verificar que el modelo matematico construido represente
adecuadamente el problema por resolver.
La validacién se puede hacer con datos histéricos. En este caso el modelo debe
representar la situacion del sistema en la época histdrica de los datos.
También la validacién puede hacerse mediante modificaciones sustanciales de uno o
mas parametro, cuyo resultado en la solucion es perfectamente predecible.
Si el modelo no cumple la validacion debe volverse a la etapa de modelamiento y
luego a la resolucién nuevamente para volver a validar finalmente.

¢) En ambos casos no hay seguridad de encontrar el optimo en un ndmero finito de
pasos.

d) Ventaja del método de Newton frente al gradiente es su mejor convergencia.
La desventaja mas importante del método de Newton es que dependiendo del punto
de partida y la funcion a optimizar este procedimiento puede alejarse del dptimo y
no encontrarlo.
Esto nunca ocurre con el método del gradiente.

e) Si el 6ptimo no es regular no cumplira Kuhn- Tucker.

f) Si un punto cumple Kuhn — Tucker no pude afirmarse que se 6ptimo local o global.
Las condiciones son solo necesarias.

g) Un problema de decisién es un problema en el cual se debe seleccionar entre
alternativas, no implica necesariamente la obligacién de optimizar. Un ejemplo de un
problema de decisidon es aquel que se enfrenta al comprar un producto del cual no se
tiene informacion.

Un problema de optimizacién en cambio, es un problema en el cual se debe tomar la
decisién que permita obtener el mejor desempefio de un sistema, los problemas
generales de optimizacion desean encontrar el mejor valor de una medida de
desempeiio (funcién objetivo) con la condicién adicional que las variables de decisidn



cumplan ciertas limitaciones (restricciones). Un ejemplo de problema de optimizacion
puede ser aquel en que se debe decidir la ruta Optima a utilizar por una empresa
para minimizar los costos de transporte sujeto a la cantidad de vehiculos que posee
la empresa.

Los ejemplos son subjetivos, utilizar criterio.
Nota de correccion: 0,25 para cada explicaciéon y 0,25 para cada ejemplo.

h) i)Un ejemplo puede ser: Problema infactible:

Max z=2x;+X;
S.a X1 +2X;<6
X1+2X,=8
X1,%X2=20

pord

=1

Nota de correccidén 0,5 para el ejemplo y 0,5 para el grafico.

ii)) Si, esto sucede cuando la pendiente de la funcion objetivo tiene el mismo valor
que la pendiente de una de las restricciones. (son paralelas)

Cualquier ejemplo que cumpla con la condicion anterior estara bueno. Uno de
estos pude ser:

Max z=2x;+X,
S.a -X1+3X,<6
2X1+X2S8
X1,X220



w2

3 w1

Nota de correccion 0,5 si responden que si y 0,5 si esta bien el ejemplo.

Pregunta 2

1. Veamos el analisis grafico:

El punto optimo es el (-1,1).

Verifiqguemos las condiciones de KKT:
Llevemos al problema a la forma necesaria para aplicar KKT:

min @ — ¥
8.4. ot b= 1
a? eyt —2<0

Ambas restricciones son activas en el éptimo, por lo tanto debe satisfacerse que
VIELD + Vg (L) + 1,Vg,(-1L1) =0
g =0Apu,g,=0

/Lll(_xz_i_y):():ﬂlem
(X +y*=2)=0= u, e R



Asr
Vfley)=1(1.-1)=Vf(-1.1) =(1.-1)

Vagilr,y) = (-2, 1) = Vg (-1, 1) = (2,1)

Vagalr.y) = (2x,2y) = Vga(-1.1) = (-2,2)

Luego tenemos: (L=1)+ 2, (2,1) + 41, (-2,2) = 0

El sistema queda:

2 =2p, =1
M+ 2p, =1

1
Hy =0’lu2 :5

Con esto el punto verifica KKT.

2. Existen solo 2 puntos, ademas del éptimo, que cumplen KKT, veamoslo graficamente:

Vemos que el punto (1,1) cumple con KKT, verifiqguémoslo numéricamente
En este punto ambas restricciones son activas, luego = u, A 1, € R (como en la parte
1). Se tiene también que:

VAL =(1-1}

Vg (l,1)=1(-2,1)

Viga(l,1) =(2,2)

Asi se tiene que:
—201 + 2p9 = -1

1+ 2p9 =1
2 1
T — i —
fiq 3 fla q

Luego se verifica que el punto cumple KKT.



Para calcular el punto que lo cumple se pueden usar 2 formas:
-La primera dice que el punto viene dado por donde el gradiente de la funcién objetivo sea
paralelo al de la primera restriccion, o sea:

(1. -1} = o —2x.1)

Y como ademas el punto pertenece a la parabola, ¥4 -y =0 =» y= 1
Finalmente el punto buscado es el ( V2, Va).

-La segunda opcion es encontrar el punto donde la funcidn objetivo intersecta en un solo
punto a la parabola, o sea se busca que:

Luego

As, para que la interseccion sea un solo punto a debe ser tal que la expresion anterior sea
un cuadrado perfecto, luego @ = ¥4 con lo que nos queda:

o] =

Con esto y = (2)> = Y, luego el punto que se busca es el ( V2, ¥4).

Luego vemos del grafico que el punto ( Y2, %). cumple con KKT, verifiquémoslo
numéricamente



En este punto solo la primera restriccidon es activa y la segunda inactiva, luego
p(=x* +y)=0=p eR
py(x* +y? =2)=0= 4, =0

Tj'[%_l!] (1.-1)

NI \
‘-\__r,lllt;_—l} (—1.1)

Asi se tiene que con w; = 1 se cumple la condicion de KKT.

Esta situacion puede darse ya que la region factible no es convexa, lo cual se prueba de la
siguiente forma:

Sabemos que los puntos (-1,1) y (1,1) pertenecen a la regién factible, luego si fuera
convexo cualquier punto de la recta A(-1 , 1)+(1-A)(1,1) debiera pertenecer a la region
factible, tomemos A= "2, con esto resulta el punto (0,1) que claramente no pertenece a la
regidn factible ya que 0-1 = -1 <0 =» la regidn factible no es convexa.

3. En este caso tenemos solo un punto que cumple KKT, dado que la region factible y la
funcidn objetivo es convexa. El dptimo se muestra en la figura:

Para calcular el éptimo se pueden usar 2 formas:
- La primera dice que el dptimo viene dado por donde el gradiente de la funcion objetivo
sea paralelo al de la primera restriccién, o sea:

(1.—1) =a(2r. 1)

= 0= —1



Y como ademas el punto pertenece a la parabola, ¥4 + y =0 =» y= -1

Finalmente el punto buscado es el ( -2, -4).

-La segunda opcion es encontrar el punto donde la funcidn objetivo intersecta en un solo
punto a la parabola, o sea se busca que:

],'llt LD

As, para que la interseccidn sea un solo punto a debe ser tal que la expresion anterior sea
un cuadrado perfecto, luego a = ¥4 con lo que nos queda:

Con esto y = -(¥2)? =- V4, luego el punto que se busca es el ( -z, -V4).
Verifiguemos que cumple con KKT:

En este punto solo la primera restriccién es activa y la segunda inactiva, por lo que
directamente diremos que x, € ‘R A 1, =0, luego tenemos:

Vgl y) = (2x,1)

].H.':'_L'\'- ]

‘a_._."ll—_]z. _lj:l i1.—-1)

"T_rni—%-—]—lil (~1.1)

Asi con y; = 1 se cumple la condicién de KKT.

Como la region factible y la funcidn objetivo son convexas, el punto encontrado es optimo
global.

Demostremos que la region factible y la funcidon objetivo son convexas:
> Funcion Objetivo:

Calculemos el hessiano de la funcién objetivo.



(N
(N
Observamos que es definido positivo (y negativo a la vez) por lo que la funcidon es
convexa.
> Region Factible:
Se puede usar cualquier método para demostrar la convexidad, por ejemplo se pueden
tomar 2 puntos cualquiera de la region factible: (x, )) y (x”, y”). Demostremos que

cualquier punto de la recta A(x, ) + (1 - N)(x’, y’) = con A € [0, 1] pertenece a la
region factible.

Problema 3

Variables de Decision

XP,, = M? del insumo p destinado a la fabricacion del producto k en el mes t
SPpt = M? de stock del insumo p al comienzo del mes t
0, = Cantidad de prendas tipo k fabricadas en el mes t

SK,, = Stock de prendas tipo k al comienzo del mes t
KV, = Cantidad de prendas de tipo k vendidas en el mes t

Ipt = M? del insumo p comprados en el mes t

Restricciones

a. Capacidad de procesamiento de la maquina

M-~

> XP, <CM Vi

K
Pkt
k=1

1

<
1l

b. Ecuacion de Inventario de Insumos

, Vp,t

Pkt pr+l

K
SP,+1,=> XP, +SP
k=1

c. Relacién entre los insumos usados y las prendas creadas



ZP:(XPW -A4,)=0,, , Vik,t
p=l
d. Ecuaciéon de inventario de prendas
SK, +0, =KV, ,+SK,,,, , Vk.t
e. Ventas de cada prenda por mes
D, >2KV,, , Vk,t
f. Condicién de Borde. (Stock Inicial nulo)

SPpO =8K,, =0 N

g. Naturaleza de las variables

XP, Pt th

I, >0 SK, +20

sP, KV,
Vp,k,t

Funcion Objetivo

P T
ZZXPkpt ) CPpk

1 p=1 t=1

Max S KV, B3 S (SP, -CSI, 41, -CI,)~ Y S SK,, -CSP, -

K
k=1 t=1 p=1 t=1 k=1 t=l1 k=

—_
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