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Pregunta 1 (Control 2 Otono 2005)

1)

2)

3)

4)

Dado un problema de programacioén lineal en forma standard, dé una cota para el
mayor numero de vértices que puede tener el poliedro factible. Justifique su
respuesta. Asuma que la matriz de restricciones A tiene dimensiéon n x m y su rango
es n.

Dado un problema de programacion lineal en forma standard, defina el problema que
se resuelve para la Fase I del SIMPLEX. Explique por qué en este problema auxiliar
se puede obtener una solucidn inicial factible en forma sencilla.

¢Es SIMPLEX un algoritmo polinomial? ¢Es el problema de Programacién Lineal un
problema polinomial? Justifique sus respuestas.

Dé una explicacién sobre el significado econdmico del éptimo dual. Justifique la
respuesta.

Pregunta 2 (Control 2 Otofo 2005)

Dado el siguiente problema de programacion lineal:

a.

(P) max x3+x;
s.a 4x; + 3%, < 24
3X; + 4%, < 24

X120

Xy = 0

(1,5 pto) Muestre graficamente el problema indicando la solucién 6ptima. Ademas
escriba el problema (P) en la forma estandar.

Sabemos que la base éptima es la matriz! B = (3 4]. En base a lo anterior responda.

b. (1,5 pto) En qué rango se puede variar el coeficiente de la funcién objetivo c;
asociado a la variable x; con tal que se mantenga la solucién 6ptima de (P)? Aplique
los conceptos vistos en clase.

c. (1,5 pto) Determine la nueva solucion o6ptima aplicando el algoritmo Simplex a
partir de la solucién 6ptima de (P) si ¢c; cambiase su valor de 1 a 0.

d. (1,5 pto) En qué rango puede variar el coeficiente del lado derecho b, asociado a la
primera restriccion con tal que se mantenga la base 6ptima de (P)? Aplique los
conceptos vistos en clase.

oh
I HINT: B! =

Wi



Problema 3 (Control 3 Otofio 2005)

La empresa de tecnologias textiles B&M desea mejorar el servicio de reparaciones
de su conjunto de maquinas VAMOSCHILE especializada en la fabricacion de
prendas con motivos patriotas para la hinchada de flutbol del pais.

B&M es el encargado de la reparacion de N maquinas repartidas en distintos puntos
de la ciudad (con distintos clientes). El objetivo de la empresa es aumentar la
percepcion de calidad de los clientes que adquieren sus maquinas por lo que la
empresa promete un tiempo de respuesta maximo TRM igual para todos los
clientes.

B&M le entrega los siguientes datos que le ayudaran a resolver el problema.

TRM: tiempo de respuesta maxima

ti; tiempo que demora el viaje entre la maquina i y la maquina j
Si tiempo que demora reparar la maquina i
g momento en que se genera el pedido de reparacién de la maquina i

La situacion se puede graficar de la siguiente forma:

TR violacidn de TRM
et
e " T
| : | : :
gi: instante  termina de vence tpo rmaormento Ao ento
en que se de atender tiermpo de en que en que
genera la al cliente i respuesta empigza a termina de
peticidn minirmo atender a j antender a j
-~ S '—h—v ’
tij ]

Puede suponer que:

i. Un cliente solo puede tener una maquina
ii. No hay limite de horario (que los técnicos trabajan indefinidamente).
iii. Parai =0y i = N+1 es la central de trabajo de B&M.

La empresa ha tenido problemas para elaborar las rutas de cada uno de sus K
técnicos, por lo que ha solicitado su ayuda.

Se le solicita que formule un problema de programacion lineal mixta que permita
minimizar las violaciones al tiempo de respuesta minimo.

Dudas y/o consultas:
mapereir@ing.uchile.cl
xschultz@ing.uchile.cl
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Pregunta 1

5) (1,5 ptos) Dado un problema de programacion lineal en forma estandard, dé
una cota para el mayor numero de vértices que puede tener el poliedro
factible. Justifique su respuesta. Asuma que la matriz de restricciones A
tiene dimension n x m y su rango es m.

R. Si la matriz A es de nxm con n < m y rango(A)=n, la cota superior para el nimero de

m
vértices es el numero( ] .
n

La explicacion de esto es que los vértices del poliedro factible estan relacionados en
forma biunivoca con las soluciones factibles basicas y por cada eleccion diferente de n
columnas de la matriz A puedo obtener una vértice o solucion factible basica (es cota y
no numero exacto porque puede pasar que las n columnas elegidas no sean l.i., o que lo
sean pero la solucidon basica que me queda no sea factible).

(0,5 por dar la cota y 1 punto por la explicacion).

6) (1,5 ptos) Dado un problema de programacion lineal en forma estandard,
defina el problema que se resuelve para la Fase I del SIMPLEX. Explique por
qué en este problema auxiliar se puede obtener una solucion inicial factible
en forma sencilla.

R. El problema de Fase I tiene la siguiente estructura:

Ax+It=Db
x,t=20

Donde t € R™, t variables artificiales.

Para recuperar el problema original, se debe forzar a todas las variables artificiales a
tomar valor 0. (Ax = b, Ax + It = bcon t = 0).

Min w =3t
Ax+It=b
b, x,t=0

La solucién basica factible inicial para (P1) esx = 0y t = b, B = I. Lo sencillo aca es que
en este caso la identidad sirve como solucién factible basica inicial.

(0,5 por escribir bien Fase I y 1 punto por explicar que la identidad sirve como
solucion factible basica inicial).

7) (1,5 ptos) éEs SIMPLEX un algoritmo polinomial? ¢éEs el problema de
Programacion Lineal un problema polinomial? Justifique sus respuestas.



R. No, el SIMPLEX no es necesariamente polinomial. Se pueden construir ejemplos
donde el algoritmo recorre un nimero exponencial de vértices. Programacién Lineal si es
polinomial. En 1979 se presentd el algoritmo de las elipsoides, que resuelva cualquier
caso en forma polinomial.

(0,75 por cada respuesta).

8) (1,5 ptos) Dé una explicacion sobre el significado econémico del 6ptimo
dual. Justifique la respuesta.

R. Las variables duales en el éptimo representan el valor unitario en $ del recurso i.
También se puede decir que es la disponibilidad a pagar por alguna unidad de recurso i.
Justificar que el beneficio éptimo con el recurso i modificado en t; unidades (t; menor que
un cierto §) es igual a:

z* + X ti yi*
Donde, z* el éptimo del problema original e y;* éptimo dual del problema original.

(0,5 puntos por decir que representan el valor unitario en $ del recursoiy 1
punto por la justificacion).

Pregunta 2

Dado el siguiente problema de programacion lineal:

(P) max Xx; + X
s.a 4x; + 3%, < 24
3X1 + 4%, < 24
X; = 0
Xy = 0

e. (1,5 pto) Muestre graficamente el problema indicando la soluciéon 6ptima.
Ademas escriba el problema (P) en la forma estandar.

R.
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Problema en forma Estandar

(P) min -X1 X2
s.a 4x; + 3%y + X3 =24
3X; + 4%5 + X4 = 24

xi20i=1,23,4

Sabemos que la base éptima es la matriz’ B = (3 4}. En base a lo anterior responda.

f. (1,5 pto) En qué rango se puede variar el coeficiente de la funciéon objetivo
c; asociado a la variable x; con tal que se mantenga la solucion optima de
(P)? Aplique los conceptos vistos en clase.

R. Veremos dos formas de resolucion.

GRAFICAMENTE

Grifico Problerma (P)

—— Restticddn 1 —— Restriccidn 2 —0— Punto Sptirma |
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Lo que debemos analizar es que para que no cambie la soluciéon 6ptima debemos hacer
gue la pendiente de la funcion objetivo deba estar contenida entre las pendientes de la
restriccion (1) y (2).

Calculo de las pendientes

Restriccion 1: 4x; + 3x; = 24 > X, = 8 - 4/3 x1 > My
Restriccidn 2: 3x; + 4x; = 24 > X; = 6 - 3/4 x; > My

-4/3
-3/4

Por lo tanto la pendiente de la funcién objetivo :
M¢k. onj) = - ¢1 (Sobre el problema original)

Por lo tanto c; € [3/4, 4/3]

YN
Wi

2 HINT: B! =



SIMPLEX

Sabemos que la base asociada al 6ptimo es

4 -3
43 Yy
>B!= 7
3 4 —y y
7 7
1o % %
= > Rat=B'R=
0 1 -3 y
7 7
24 % % 24 2%
b= > byt =Blb= =
24 _7 y 24 2y
7 7 7
Necesitamos conocer el rango de c; para que se mantenga la soluciéon O6ptima.
Podemos ver que para que no cambie la solucién 6ptima lo Unico que debemos hacer es
imponer que la base no cambie, es decir que no entre una variable mas a la base. En

base a esto lo que hacemos es analizar los costos reducidos de las variables NO Basicas,
e imponemos que sigan siendo positivos:

-

CrR-red=Cr-CsgB'R=20
%oh
N

4/7 ¢, -3/7 20> c, 2 3/4

Cr-red = (0,0) = (-cy1,-1) =(4/7¢c1-3/7,-3/7¢c1+4/7)20

Por lo tanto:

-3/7¢,+4/720>c¢ = 4/3

El rango en que puede variar c; es [3/4, 4/3].

g. (1,5 pto) Determine la nueva solucion 6ptima aplicando el algoritmo
Simplex a partir de la solucion 6ptima de (P) si c; cambiase su valor de 1 a
0.

R.
(P) min -X;  -X>
s.a 4x; + 3%y + X3 =24
3Xx; + 4%> + X4 = 24
xi20i=1,23,4
(P) min -X>
s.a 4x; + 3% + X3 =24
3X1 + 4x; + X4 = 24

xi=20i=1,234



Utilizamos los calculos realizados en la parte anterior
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iteracién n

i. Analizamos la optimalidad.
v
Vi

Por lo tanto, como sabemos el punto no es éptimo.

Cr-rea = (0,0) - (0,-1) = (-3/7 ,4/7)

ii. Criterio de Entrada
Min { Cr-red/ Cr-red £ 0} = Min {-3/7} = -3/7 > x5 entra a la base.
iii. Criterio de Salida

Min { bact / @act,3 ; €ON @act,3 =0 } = Min { (24/7) / (4/7) } = 6 > X, sale de la base

Actualizamos las bases.

-3
1 3 1
B=( ]95'1= A

0 4

R=(4 O]eRacFB'lR: : _% (4 0 _ % _%
3 1 0 % 3 1 % %
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i. Analizamos la optimalidad.

Iteracién n+1



V _y

Cr-reda = (0,0) - (0,-1) 4 4 = (3/4, 1/4) > La solucion es 6ptima!!!
3 y
A 4

La solucidn éptima es :

X 0
( 1] = (0] & Puesto que son Variables No Basicas

h. (1,5 pto) En qué rango puede variar el coeficiente del lado derecho b; asociado
a la primera restriccion con tal que se mantenga la base 6ptima de (P)? Aplique
los conceptos vistos en clase.

R. Veremos dos formas de resolucion.
Para responder esto debemos percatarnos que el cambio de parametros no es sobre los
costos. Por lo tanto es facil ver que la optimalidad no esta siendo variada. Sin embargo nos

piden que analicemos cambios de b; para que se mantenga la base 6ptima, sin embargo hay
que tener presente que si cambia b, los valores de (x3,x,) también cambian.

GRAFICAMENTE

Grifico Problema (P)

Restricddn 1 Festticcién 2 —0— Punta Optirna |
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Para analizar esto graficamente debemos mover la restriccidon (1) (con cambios en b;) desde
el extremo (0,6) a (8,0), puesto que en esos espacios la base sigue siendo representada por

[XllXZ] '

Extremo (0,6)

Necesitamos una funcion paralela que pase por el (0,6), es decir que tenga pendiente igual a
(1), M1, = -4/3. La funcion es la siguiente:

4X1 + 3X2 =18



Extremo (8,0)

Necesitamos una funcidn paralela que pase por el (8,0), es decir que tenga pendiente igual a
(1), M1, = -3/4. La funcion es la siguiente:

4X1 + 3X2 =32

Por lo tanto el rango es: b; € [18, 32].

SIMPLEX

La base es:
4 3
B =
3 4

La cual estd definida por las variables béasicas (en esa iteracidén) (xi,Xz). Por lo tanto la
idea es ver como b, afecta en la base. Por lo tanto, como la optimalidad no se afecta
debemos analizar solamente la factibilidad del problema.

Por lo tanto analizamos que :

bat =B1b =0
(7
N

Por lo tanto:

bact = Bl b (by,24)=(4/7by,-72/7,-3/7b; +96/7)=20

4/7 by - 72/7=20-> b; =18

-3/7 by + 96/7 20 > b; = 32

El rango en que puede variar b; es [18 , 32 ].

Problema 3

La empresa de tecnologias textiles B&M desea mejorar el servicio de reparaciones de
su conjunto de maquinas VAMOSCHILE especializada en la fabricacion de prendas con
motivos patriotas para la hinchada de futbol del pais.

B&M es el encargado de la reparacion de N maquinas repartidas en distintos puntos de
la ciudad (con distintos clientes). El objetivo de la empresa es aumentar la percepcion
de calidad de los clientes que adquieren sus maquinas por lo que la empresa promete
un tiempo de respuesta maximo TRM igual para todos los clientes.

B&M le entrega los siguientes datos que le ayudaran a resolver el problema.



TRM: tiempo de respuesta maxima

ti; tiempo que demora el viaje entre la maquina i y la maquina j
S tiempo que demora reparar la maquina i
gi momento en que se genera el pedido de reparacién de la maquina i

La situacion se puede graficar de la siguiente forma:

TRM violacidn de TRM
e
" _""'u.f_A_“'
: : : : :
git instante  termina de vence tpo momenta momento
en que se de atender tiermpo de en gue en que
genera la al cliente i respuesta empieza a termina de
petician rminimo atender a j antender a j
L g S A
tij Sj
Puede suponer que:
iv. Un cliente solo puede tener una maquina
V. No hay limite de horario (que los técnicos trabajan indefinidamente).
Vi. Parai =0y i = N+1 es la central de trabajo de B&M.

La empresa ha tenido problemas para elaborar las rutas de cada uno de sus K
técnicos, por lo que ha solicitado su ayuda.

Se le solicita que formule un problema de programacién lineal mixta que permita
minimizar las violaciones al tiempo de respuesta minimo.
Variables

Xik: 1 si el técnico k visita la maquina j después de visitar la maquina i

0 sino
Mik momento en que la maquina i empieza a ser atendida por el técnico k
Vik violacién de TRM realizada por el técnico k al atender a la maquina i

Restricciones:

Concordancia entre los tiempos

my +s; +t, <m, +(1-X, )M
Vi,j=L..,N,Vk=1,..,K

Todas las maquinas deben ser atendidas por un solo técnico



De todas las maquinas, entra y sale el mismo técnico.

N N

injk —ZXM =0

i=1 i=1
Vj=1..N,Vk=1,..,.K

Se define la violacion.

my —(g; +TRM ) =v,
Vi,j=1..,N,Vk=1,.,K
Naturaleza de las variables

X, {01}
My, vy 20

Vi, j=1,.,N,Vk=1,..,K

Funcién objetivo:

N
Z Vik
i=1

Pueden suponer que una maquina solo se hecha a perder una vez, ademas pueden
suponer que los trabajos se hacen inmediatamente uno después del otro y que no hay
tiempo de holgura entremedio.

Estos supuestos son aceptados, pero no obligatorios

K
minz =
1

k=

Dudas y/o consultas:

mapereir@ing.uchile.cl
xschultz@ing.uchile.cl




