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Problema 1

Sea (P) el siguiente problema de optimizacion:
Min  f(x)

s.a.
g;,(x)<0 i=1..m
con f,g, eC

Responde o comente segun corresponda:

a) ¢Puede existir x* punto factible de (P) que cumpla las condiciones
KKT y no sea minimo local ni global? Justifique.

b) ¢Puede existir y* minimo local de (P) que no cumpla las condiciones
de KKT? Justifique.

¢) Un punto interior de espacio de soluciones factibles con gradiente nulo
cumple las condiciones de KKT. Justifique.

d) Nunca un punto factible que no sea local o global puede cumplir KKT.
Justifique.

Solucién

a) Si, siempre que f o g;no sean convexas.

b) Si, siempre que y* no sea regular.
c) Se trata de un punto factible. Luego:
g;(x)<0 Vi=1..m

Por lo tanto:

49,(x*)=0 Vi=1..m
Si

Vi (x*) =0
Se cumple la relacion:

VE () + 3 49, (x4) = 0

d) Pueden existir puntos factibles que cumplan KKT. Estas condiciones son
necesarias y no suficientes.



Problema 2
A) Dado el siguiente problema (P):

max f(xy, X)) = -(x; -5)? - (%, = 5)?
s.a 4y +3x, =12

3, +4x, £ 12

320

X, 20

a. Desarrolle las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el
problema (P).

Solucién

Las condiciones de KKT las podemos referir a lo siguiente.

i Poner el problema en forma estandar.
ii. Ver relaciones de holgura.
iii. Analizar regularidad del punto.

i. En este caso podemos ver que el problema no se encuentra en forma estandar por lo
que debemos dejarlo de la siguiente manera;

min (X3, X2) = (X3 -5)* + (x; - 5)?
s.a  gi{Xy, X2) = 4%y + 3% -12<0
Qa(Xe, X2) = 3% + 4% -12 <0
g3(Xy, X2) =% =0
ga(Xs, X2) =-% <0

Por lo tanto podemos analizar los otros puntos.

ii. Ver las relaciones de holgura. Tenemos lo siguiente:
|.|1*(4X1 o 3)(2 ‘12)20
|.|2*(3X1 T 4X2 ‘12)=0

Hs+(-%1)=0
U4*(—X2)=0

iii. El andlisis de regularidad del punto se refiere a:



vf = (2(x4 -5), 2(x2 -5)) Vg1 = (4,3)

ng = (3,4)
VQs= (_110)
V04= (01_1)

(2(%1 -3), 2(x2 -5)) + H1(4,3) + p2(3,4) + ps(-1,0) + pa(0,-1) = (0,0)

b. Revisa el cumplimiento de las condiciones KKT para los siguientes
puntos:
(1,1); (1, 9/4); (12/7, 12/7).

Solucion

Analizaremos para cada uno de los siguientes puntos las condiciones ii y iii del
punto anterior.

« A(1,1)
Analizamos la actividad de las restricciones:

g:(1,1) =-5# 0> p1eR
g:(1,1) =-5# 0> Py, eR
gs{1,1) =-1+ 0> p3eR
g4{1,1) =-1+ 0> pyeR

Por lo tanto de esto concluimos que, en iii:
(-8,-8) = (0,0) ><
Lo que claramente es una contradiccion, por lo tanto el punto (1,1) no cumple con
las condiciones de KKT.
« B(1, 9/4)
Analizamos la actividad de las restricciones:

g:(1,9/4)= -5/4+*0 >0
g2(1,9/4)= O -2 H2¢R
gs(1,9/4)=-1%0 >ps=0
g4(1,9/4)=-9/4+0 > p4=0

Por lo tanto de esto concluimos que, en iii:
(-8,-11/2) + 12(3,4) = (0,0)
De esto podemos ver que el sistema que debemos resolver es:

-84+ 34,=0->py = 8/3
-11/2 + 4. = 0> = 11/8



Con lo cual es facil concluir que no existe un p; que cumpla con ese sistema.
Por lo tanto el punto (1, 9/4) no cumple con las condiciones de KKT.

o C(12/7,12/7)
Analizamos la actividad de las restricciones:

91(12/7,12/7y = 0 > meR
92(12/7,12/7)y = 0 > meR

9s(12/7,12/7) = -12/7 #0 > pus=0
04(12/7,12/7) = -12/7 #0 > 4=0

Por lo tanto de esto concluimos que, en iii:
(_46/71_46/7) + u1(4r3) + ”2(314) = (010)
De esto podemos ver que el sistema que debemos resolver es:

-46/7 + 4y + 3 P2 =0
-46/7 + 3Py + 4= 0

> py = 46/84
>y, = 46/84

Encontramos pi’s que fuesen positivos que cumplieran con el sistema de ecuaciones
planteados.

Podemos decir que el punto (12/7,12/7) cumple con las condiciones de KKT.
c. éQué podemos concluir para cada uno de estos puntos? Justifique.

Solucion

Punto Condicion KKT Justificacion

Podemos ver que el punto en cuestion
corresponde a un punto interior en el
espacio de soluciones factibles. Dado que
A(l1,1) No Cumple el gradiente de la funcién es no nulo, la
condicion de KKT no se cumple. Por lo
tanto este punto interior no es candidato
a optimo.

Este punto hace activa la restriccion 2.
Por lo tanto podemos ver que no es
B(1, 9/4) No Cumple optimo porque existen direcciones
factibles de mejoramiento, en particular
en la direccién de la misma restriccion.

Este punto cumple con las condiciones
de KKT, por lo tanto es candidato a
optimo. Este punto corresponde al punto
C(12/7,12/7) Si Cumple de interseccion de las dos restricciones.
Por lo tanto es candidato a ser optimo
global, lo cual se asegura por Ia
convexidad del problema.




d. Muestre las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y la
funciéon objetivo graficamente.

Solucidén

R S =) 4
——3x1 + 4x2

e. De la soluciéon 6ptima y el valor de la funcién objetivo asociado.
Solucion

La solucion optima es el punto (12/7 , 12/7) v el valor de |la funcién objetivo es
f(x,=12/7,%.=12/7) = (12/7 -5)* + (12/7 - 5)? = 1058/49 = 21.59

B) Supongamos que la funcion objetivo del problema (P) cambia como lo
muestra el siguiente problema:

max 4x; + 3x

s.a 4, + 3x, 212
3x; + 4, =12
X, 20
X, 20

a. Revisa el cumplimiento de las condiciones KKT de (P1) para los
siguientes puntos: (1,1); (1, 9/4); (12/7, 12/7).

Solucidén
vf = (-4,-3)
Vg, = (4:3)
VgZ = (314)
v93= ('1,0)

Vs = (0!-1)



o A(1,1)
Analizamos la actividad de las restricciones:

gi(1,1) =-5# 0> 3R

g2(1,1)=-5#0=> =R

gz(1,1) =-1# 0> ps= R

gs(1,1) =-1# 0> pscsR
Por lo tanto de esto concluimos que, en iii:

(_41_3) = (0!0)

Lo que claramente es una contradiccion, por lo tanto el punto (1,1) no cumple con las
condiciones de KKT.

Este punto no se ve afectado puesto que es un punto interior.
« B(1, 9/4)
Analizamos la actividad de las restricciones:

g:(1,9/4) = -5/4 #0 S py-0
g2(1,9/4) = 0 > e R
gs(1,9/4) =-1%0 > ps=0
g4(1,9/4) =-9/4£0 > py=0

Por lo tanto de esto concluimos que, en iii;
(_41'_3) + “2(3!4) = (OIO)
De esto podemos ver que el sistema que debemos resolver es:

4+ 3p=0~>u =4/3
3+4p,=0-> = 3/4

Con lo cual es facil concluir que no existe un py que cumpla con ese sistema.
Por lo tanto el punto (1, 9/4) no cumple con las condiciones de KKT.

e C(12/7,12/7)
Analizamos la actividad de las restricciones:

9:(12/7,12/7) = 0 > peR
92(12/7,12/7) = 0 > eR

9s(12/7,12/7) = -12/7 #0 > ps=0
04(12/7,12/7) = -12/7# 0 > 4= 0



Por lo tanto de esto concluimos que, en iii:

('4!'3) + “1(4!3) + “2(3!4) = (0,0)
De esto podemos ver que el sistema que debemos resolver es

'4+4|..|1+3|..|2=0
‘3+3“1+4“2=0

2 M1
< M2

1
0

Encontramos Wi's que fuesen positivos que cumplieran con el sistema de ecuaciones
planteados.

Podemos decir que el punto (12/7,12/7) cumple con las condiciones de KKT.

b. Muestre las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y la
funcion objetivo graficamente.

Solucion

—gx] + Ix2

— 31+ 4x2

0
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Problema 3

Sea el siguiente problema de maximizacion:

Max X, —2X,
s.a.
5X, —2x, <3
X, +X, =21
—3X, +X,<3
X, —2X, = -3
X, 20
X, 20

a. Grafique el problema y postule 4 puntos como posibles 6ptimos del
problema.

b. Pruebe las condiciones necesarias y suficientes de KKT en los puntos
escogidos y concluya acerca de los resultados obtenidos.

c. ¢Debieran existir direcciones de descenso para los puntos no 6ptimos?
Muestre graficamente.

d. Muestre para el punto 6ptimo, el cono formado por los gradientes de las
restricciones activas. ;Qué condicion debe cumplir el gradiente de la
funcion objetivo?

Solucién

a)
g5

03

o2

=3

f(x)



Elegiremos probar los puntos denotados por A, B, Cy D.

Punto A:
Se activan las restricciones g1y g4

5%, —2x, =3
X, —2X, =-3
39
= A=(—,—
&2

Punto B:
Se activan las restricciones g1 y 0

5x, —2X, =3

X +X, =1
52

=>B=(—,—
.2

Punto C:
Se activan las restricciones g,y s

X +X, =1
X, =0
=C=(0)
Punto D:
Se activan las restricciones g4y s
X, —2X, =3
X, =0

3
= AZ(O,E)

b) Primero pasemos el problema a su forma estandar del tipo:
Min  f(x)

S.a.
0,(x)<0
9,(x)<0

9,(x)<0

Luego tenemos que el problema se reduce a:



Min  -X, +2x,
s.a.

5x; —2%x, -3<0

- X —X,+1<0

-3X, +X,-3<0

- X, +2X,-3<0
-x, <0
-X, <0

Luego se tiene que:

VI (X1, %2) = (=1,2), Vg1 (X, X2) = (5,-2), VG, (X1, Xp) = (=1,-1), Vg3 (X1, Xp) = (=3,1)
Vg, (%, %2) = (-1,2),Vds (X, Xp) = (-1,0), Vg (X, X2) = (0,-1)

Ahora probemos las condiciones de suficiencia sobre los puntos propuestos:
Punto A:

(_1’2) + 4y (51_2) + Uy (_112) = (0’0)
=>u=0,u,=-1<0

Luego el punto A no puede ser dptimo.

Punto B:

(=12) + 1, (5-2) + 11, (=1,-1) = (0,0)
=>u,=3/7,u,=8/7<0

Luego el punto B podria ser 6ptimo (por lo menos cumple la condicion necesaria). Pero
antes de ver si cumple la condicion suficiente analicemos los otros 2 puntos.

Punto C:

(=12) + #1, (-1-1) + 415 (=1,0) = (0,0)
= U, =2, s =-3<0

Luego el punto C no puede ser 6ptimo.

Punto D:

(-12) + 14,(-1.2) + 15 (=1,0) = (0,0)
=>u,=-1<0,u,=0

Luego el punto D no puede ser éptimo.

Luego de los 4 puntos propuestos sdlo B podria ser 6ptimo. Para ello debiera cumplir la
condicion suficiente de KKT.:



i) f convexa
ii) Restricciones convexas
iii) El punto debe cumplir la condicién necesaria de KKT

En efecto vemos que todo esto se cumple, por lo cual el punto B es 6ptimo global del
problema.

c) Evidentemente debieran existir direcciones factibles las cuales permitan mejorar la
funcion objetivo. Estas direcciones debieran formar un angulo agudo con -vi y no

debieran pertenecer al cono formado por las restricciones activas en dichos puntos (es
recomendable que grafiquen dichos vectores para poder ver esto mas claramente).

d) Gréaficamente, el cono corresponde a todos los vectores que estan entre vg, yvg,
para el punto B. Si graficamos -vf en el mismo punto, podemos ver que a diferencia de
los puntos A,C y D, ahora —vf si pertenece al cono mencionado (la interpretacion es

que para disminuir la funcién objetivo en dicho punto, la Unica forma es ir en contra de
las restricciones y como esto no se puede, estamos en el éptimo).

Dudas y comentarios a:
mpulido@dii.uchile.cl



