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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Que es una senal, el ruido y como separarlos?

Desde mucho tiempo, el hombre observa el cielo y anota las diferentes posiciones
de astros, las compara entre ellas a diferentes tiempos. Por ejemplo, los eclipses estaban
repertoriados, y se constataba frecuentemente que 15 dias antes o después de un eclipse de
Sol habia una de la Luna. Durante siglos, en Uruk (ciudad en Mesopotamia (Irak actual),
en el quinto milenio antes de Cristo, que se llama ahora Warka en arabe) y Nippur (antigua
ciudad de Babilonia, en el tercer milenio antes de Cristo) estas observaciones fueron ano-
tadas en tabletas de arcilla. Algunas fueron encontradas por arquedlogos. Los Babilénicos
empezaron a hacer predicciones de eventos como los eclipses. Poco a poco, se pudieron
determinar también las trayectorias de algunos astros. Unas de las primeras series de
tiempo habfan nacido. Asi Kepler (1571-1630) pudo determinar las leyes de movimiento
de planetas (como Marte) en 1609 con las series de observaciones de su cunado Tycho
Brahé (quien murié en 1601), del cual fue asistente en 1600 en el observatorio de Tycho
Brahé, cerca de Praga. Kepler hizo lo que ahora llamamos un tratamiento de senales de
estas observaciones temporales.

En este curso, vamos a estudiar senales temporales o espaciales. Puede ser una senal
sonora (sonido), visual (imagen), ondas eléctricas, electromagnéticas, sismicas... Puede
ser una senal que depende de una sola variable como el tiempo: En este caso, se habla
de tratamiento de una senal temporal o de series de tiempo. La senal puede depender de
dos o més variables, como dos variables espaciales (como un imagen) o una mezcla de
las dos (por ejemplo en el caso de un perfil sismico vamos a tener el tiempo de propa-
gacién en funcién de la distancia). Uno de los propoésitos del tratamiento de senales es
‘extraer’ (usando filtros) la informacién (que llamaremos senal) que nos interesa de un
registro temporal o espacial y ’eliminar’ o 'reducir’ el ruido (lo que no nos interesa). El
punto es que una senal puede ser ruido para algunos y senal para otros. Depende de lo
que le interesa a uno. Eso supone que debemos tener una informacién a priori de lo que
estamos buscando en base de un problema fisico. Por ejemplo, en un sismograma, si una
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2 Introducciéon

primera persona quiere estudiar ondas de superficie (que son de baja frecuencia), va a
buscar en la senal inicial informacién en las bajas frecuencias y eliminar las altas. En este
mismo sismograma, si una segunda persona quiere estudiar ondas de volumen (que son
de mas alta frecuencia), va a buscar informacién en la sefial inicial en las altas frecuencias
y eliminar las bajas. En este caso, las bajas frecuencias seran una senal para la primera
persona y sera ruido para la segunda persona. Para hacer eso, se supone que uno conoce
bien el problema fisico de las ondas sismicas de superficie y de volumen para poder in-
terpretar los resultados de un filtro que selecciona solamente las altas frecuencias o las
bajas frecuencias. O sea, el tratamiento de la senal no hace milagros: es una herramien-
ta que sirve para gente que ya conoce el problema fisico que se esconde detras de una senal.

El tratamiento numérico de la senal consiste en un conjunto de teorias y métodos,
independientes de las senales tratadas, permitiendo de crear, analizar, modificar, clasificar
y reconocer las senales. Es una ciencia muy aplicada porque las senales numéricas casi no
existen en la naturaleza. Fue inventado por el hombre. Todo el contenido de este curso
se puede aplicar a cualquier senal, imagen... El impulso de estos tratamientos fue en los
anos 1960 con el descubrimiento de calculo rapido de transformadas de Fourier discreta
por Cooley y Tukey en 1965. Los libros bases son de los anos 1970.

John Tukey (1915-2000) era un estadistico americano. Hizo una licencia de quimica
y dos en matemadtica. Fue investigador en los laboratorios Bell. James Cooley (1926- )
es matematico americano. Trabajé en IBM e inventé con Tukey la FFT (Fast Fourier
Transform) que fue publicada para todos por IBM, sin patente ('brevet’).

1.2. Los espacios duales

Hay diferentes maneras de mirar una senal temporal: una en el dominio del tiempo
y otra en el dominio de la frecuencia (inverso del tiempo), haciendo una transforma-
da de Fourier temporal. De igual manera con una senal en el dominio del espacio:
el otro dominio serd en este caso el dominio de niimero de onda (inverso de la dis-
tancia) y se hard una transformada de Fourier espacial. Entonces, siempre tendremos
dos maneras de ver un problema o una senal: una en el dominio inicial (tiempo o
espacio) y otra en el dominio de Fourier asociado (que llamaremos espacio dual): el
dominio de la frecuencia o de nimero de onda respectivamente. Vamos a pasar de un
espacio a otro constantemente, y veremos que estos espacios estan muy ligados y que
existe una dualidad entre estos dos dominios, similar al principio de incertidumbre
de Heisenberg. Es decir, si conocemos una senal de manera muy puntual en el
tiempo, tendremos una descripcion muy vaga en el dominio de las frecuencias
y vice versa. Asi tenemos cada vez una doble representacién (e.g. tiempo/frecuencia o es-
pacio/numero de onda) y se puede pasar de una representacién a otra. Pero hay que ver que
estas dos representaciones conservan exactamente la misma informacion: no va-
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1.3 Transformadas de Fourier, de Laplace, en z, de Hilbert, en wavelets,
en fin ... 3

mos a tener mas informacion mirando una senial en el dominio de las frecuencias que en el
dominio del tiempo. Son solamente dos maneras diferentes de representar la misma

informacién.

espacio temporal | espacio espacial
tiempo distancia

periédo longitud de onda

frecuencia nimero de onda

Veremos en este curso muchos ejemplos de dualidades. Aqui estan algunos:

espacio temporal espacio dual frecuencial

Espectro disperso
Espectro concentrada

Funcion temporal concentrada
Funciéon temporal dispersa

o(t) 1
1 d(v)

Espectro discreto periddico
Espectro continuo

Funcién temporal continua
Funcion temporal discreta periddica

Muestreo en tiempo Periodizacién del espectro

Periodizacion de la funcién temporal

Interpolar
Filtar

Derivar
Integrar

Producto simple
Producto de convolucién

Muestreo en frecuencia

Filtrar
Interpolar

Multiplicar por i w
Dividir por i w

Producto de convoluciéon
Producto simple

Transformadas de Fourier, de Laplace, en z, de

Hilbert, en wavelets, en fin ...

A veces, es interesante pasar de un espacio a su espacio dual asociado para facilitar
operaciones matematicas o descripciones de una senal. Para pasar de un dominio a su
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4 Introducciéon

dominio dual, se puede usar cualquier transformada, y definir después una transformada
inversa para regresar al espacio inicial. Puede ser una transformada de Fourier (decompon-
er una senal en una base de funciones trigonométricas), pero se podria usar otra base para
descomponer la senal inicial, y definir otras transformadas (e.g. de Laplace, de Hilbert,
en wavelets ...). Es importante saber que tipo de transformada usar. La de Fourier no es
la inica y no es siempre la mas adecuada. A veces una transformada de Laplace es mas
conveniente. Por ejemplo si trabajamos en un espacio infinito, podemos usar una transfor-
mada de Fourier en la cual interviene una integral de menos infinito a mas infinito. Pero
si trabajamos con el tiempo positivo, podremos usar la transformada de Laplace porque
en su definicién la integral es de 0 a mas infinito. O si trabajamos en una componente es-
pacial que es siempre positiva (en el caso de un semi espacio por ejemplo), podremos usar
ventajosamente una transformada de Laplace sobre esta componente. Claro no es falso
resolver el problema con transformadas de Fourier, es solamente a veces mas complicado.

1.4. Uso de una transformada para resolver proble-
mas matematicos

Veremos también que algunos problemas de fisica se resuelven mas facil o mas rapido
en el espacio dual (e.g. dominio de la frecuencia o de nimero de onda) que en el dominio
inicial (del tiempo o del espacio): después de haber resuelto este problema en el espacio
dual haciendo una transformada (de Fourier, de Hilbert, de Laplace), se vuelve en el es-
pacio inicial, haciendo una transformada (de Fourier, de Hilbert, de Laplace) inversa. Por
ejemplo, a veces es mas facil resolver ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales en el
dominio de la frecuencia. Otro ejemplo: hacer la convolucion de dos senales en el dominio
del tiempo demora mucho més tiempo que hacerlo en el dominio de las frecuencias (porque
en el dominio de las frecuencias la convolucién se transforma en un producto simple). De
igual manera, ciertas propiedades son mas faciles de resolver usando una transformada
de Fourier que hacer una demostracién directa (ver la demostracién de la derivada de un
producto de convolucién en este curso). Entonces generalmente para hacer una convolu-
cién en el dominio del tiempo, se toma la transformada de Fourier de cada senal, se hace
el producto simple de estas transformadas en el dominio de las frecuencias y después se
regresa al dominio del tiempo haciendo una transformada de Fourier inversa. Asi se pasa
de un dominio a otro frecuentemente para hacer calculos méas facilmente o mas rapida-
mente. Cada persona debe saber cuando es mas ventajoso usar uno o el otro: en algunos
casos es evidente, pero en otros casos lo es menos. Hay diferentes escuelas... A veces un
buen conocimiento del problema fisico permite escoger cual de los dos tomar.
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1.5 Senales continuas (analégicas) y discretas (muestreadas) 5

1.5. Senales continuas (analégicas) y discretas (muestreadas

Muchos senales dependen solamente de una variable, como el tiempo: se trata en-
tonces de senales mono-dimensionales y se denominan a veces como series de tiempo,
pero vamos a ver también otros senales, por ejemplo una imagen o perfiles sismicos que
son senales bi-dimensionales. Una gran parte de las senales son analdgicas: pueden ser
descritas por una funcién continua de la variable temporal ¢, y en teoria pueden tomar
cualquier valor real. Es el caso de los teléfonos o de los primeros sismografos (se usa-
ba el sufijo "-grafo’ porque el soporte era generalmente un soporte grafico como el papel).
Desde algunas décadas, existen sistemas eléctricos (con convertidores analégico-numérico)
que permiten muestrear y cuantificar las seniales analégicas, transformandolas en senales
numeéricas. Estas senales estan definidas solamente para tiempos discretos t,, que cor-
responden a tiempos de muestreo en los cuales se mide la senal. Estas senales numéri-
cas pueden tomar un ntimero finito de valores discretos. Existen también convertidores
numeérico-analégicos permitiendo hacer el proceso inverso: convertir una senal numérica
en una senal analdgica.

Entonces, una senal puede ser continua (i.e. analégica) o discreta (muestreada,
por ejemplo numérica).

La figura 4.1 muestra un ejemplo de una funcién continua (arriba) que fue muestreada
(abajo).

Sefial analdgica (continua) = sin(x)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
a

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Figura 1.1: Muestreo de la funcién continua sin(x), taza de muestro =0.1

Vamos a dar algunas aplicaciones en este curso en computadora (usando Matlab o
cualquier otro programa). Siempre hay que tomar en cuenta que hay varias definiciones de
las transformadas (transformada de Fourier, transformada de Fourier inversa, transforma-
da de Hilbert, transformada de Laplace ...). Entonces siempre deben chequear qué defini-
cion estd usando un programa. Igual hay que ver como normaliza los resultados. No deben
pensar que una transformada de Fourier es una transformada de Fourier y punto. Deben
saber muy bien que definicién esta usando un programa, como normaliza etc... y por eso
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6 Introducciéon

es super importante conocer la teoria. Nunca deben usar un programa ciegamente, como
una caja negra. Siempre deben preguntarse qué estd haciendo exactamente un programa,
que definicién usa ... Para hacer eso, pueden hacer unas pruebas bésicas que vamos a
presentar en este curso.

Lo dificil en el tratamiento de la senal es que nunca podemos hacer lo que queremos:
apenas intentemos de hacer algo que surgen problemas. Apenas resolvemos estos prob-
lemas que nuevos problemas aparecen, tratando de eliminar los primeros. Generalmente
por razones de la dualidad tiempo/frecuencia. En tratamiento de senales, los problemas
son sin fin ... En fin ...
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Capitulo 2

Series de Fourier de senales
continuas y periodicas

-

‘ - Jean-Baptiste Joseph Fourier nacié en Auxerre (Francia) en 1768, y
murié en Paris en 1830. Desde muy joven fue interesado por las matematicas y envid en
1789 a la Academia de Ciencias de Paris un trabajo sobre la aproximacién de las raices
de ecuaciones polinomiales. Fue profesor en la Escuela Politécnica. En 1807, presenta
a la Academia de Ciencias de Parfs un trabajo sobre las ecuaciones que describen la
propagacién del calor en un cuerpo sélido. En 1822 publica su teoria analitica del calor,
con el método de analisis que se llama ahora analisis de Fourier. Ya algunas sumas de
series trigonométricas habian sido calculadas por Euler (1707-1783) o Bernoulli (1700-
1782) o d’Alembert (1717-1783) pero es Fourier quien establecié las bases rigurosas de la
teorfa. Sus primeros trabajos de 1807 solamente trataban con series trigonométricas, y es
en 1812 que pasa al limite.

Suponemos que queremos conocer que tipo de frecuencias contiene un trozo de musica
(o un sismograma). Para conocer eso, se hace una transformada de Fourier, y se puede
dibujar dos gréaficos que van a indicar la amplitud y la fase de cada frecuencia. Veremos
que esta transformada sirve a muchas otras cosas también.

En esta parte, vamos a estudiar funciones continuas (analégicas) del tiempo ¢, y
sus transformadas de Fourier asociadas. Veremos después el caso de senales numéricas,
muestreadas.
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8 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

2.1. Series de Fourier para representar una funcion
real continua y periddica

Una funcién f(t) es periédica de periodo 7' (con T' > 0) si para todo tiempo t:

vt f(t) = f(t+T) (2.1)

Se llama periodo fundamental T} el valor minimo de T que verifica la ecuacién
anterior, y la frecuencia fundamental es:

vV = 1/T1

Notamos la frecuencia funtamental 17 y no 1y como es comun, porque vamos a ver
que el fundamental corresponde a un armonico de orden n=1.

La pulsacién angular fundamental es: w; = 27y = 27/T] .

Una funcién continua f(¢) real y periédica de periodo T' (con 7' > 0) puede
escribirse como una serie de Fourier es decir de la manera siguiente:

f(t)= ) Fpe®™/Ti= )" Fem (2.2)

con

- 1
Fn - f(t)e—ZIWnt/Tl dt —

— | f(t)e ™1t dg
T, ), T, ). (t)

(2.3)
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2.1 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
periédica 9

le significa una integral sobre cualquier intervalo de longitud Tj.
Notar que n puede ser negativo.
F, es un complejo y se puede escribir: F,, =| F,, | e!®~.

| F,, | se llama el espectro de amplitud, y ®,, el espectro de fase.

La funcién f(t) es periédica, es decir que tiene energia de menos infinito a méas infini-
to, es por eso que se expresa con una base también infinita (una base de senos y cosenos
de soporte infinito).

Como cada exponencial compleja es una funcién periédica, verificamos que la suma
f(t) es bien periddica, de mismo periédo T;. El termino para n = 0 es constante, y
da el nivel promedio de la funciéon f. Los dos términos para n = —1 y n = +1 tiene
como periodo 717, y se refieren como las componentes fundamentales, los dos términos con
n = —2y n =42 son peridédicos con un periodo 77/2 (una frecuencia doble) y se llaman
las componentes de armoénico 2 etc..

n = 0 : constante

n = £1 : fundamental (arménico 1)

n = £2 : armoénico 2

n = =£N : armoénico N

n verifica T' = nT} y se llama el arménico de orden n

Los armonicos se llaman en inglés a veces overtone , porque el tono fundamental
tiene una frecuencia, y las frecuencias més altas (nimero entero del arménico) son méas
agudas.

Una senal real y periddica se puede representar como una combinacion lineal de una
suma infinita de exponenciales complejas relacionadas armonicamente (es decir la suma-
toria de frecuencias de forma n/7T; con n entero) y ponderadas por una amplitud. O
de manera inversa, si hacemos una sumatoria de sin y cos con diferentes amplitudes
y fases, tenemos como resultado una funcién periddica, a la condiciéon que esa sumato-
ria sea una sumatoria infinita de una frecuencia fundamental y de todos sus arménicos, o
sea sumando funciones trigonométricas de numeros enteros de la frecuencia fundamental.
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10 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

El espectro de amplitud |F,,| de una funcién continua y periédica f(t) es discreto
(definido solamente en un numero infinito pero discreto (n/T; con n entero) de
valores de la frecuencia fundamental 1/77).

Ejemplo: ;Cudl es el espectro de la serie de Fourier de la funcion periddica
puerta y continua?

Repuesta: Calcular ’a mano’ los coeficientes. Son F,, = Ad  sin(nnd)/(nmd) con A
la amplitud de las puertas, y d = 7/T con 7 la longitud de las puertas y T el periédo de
la senal (7 mas el nimero de ceros entre 2 puertas). La figura 2.1 es para d=0.1538.

Funcién continua y periédica
T

T
08 - bl

06 - b

02 bl

Coeficientes de la serie de Fourier : son discretos
‘

01 bl

| i UOQ???Q QTT TTQ Q???QOU 7
bbb é&(“)&é d%l}égd) dddd

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

-0.05 -

Figura 2.1: Espectro discreto de una funcién continua y periédica (ver figura 3.2)

2.2. Otras formulaciones de series de Fourier

La forma anterior no es la tinica manera de escribir una serie de Fourier y vamos a
ver un par de definiciones diferentes y equivalentes.

Escribimos ahora una serie de Fourier de otra manera, como sumatoria infinita de
senos y cosenos. Para eso, transformamos la exponencial compleja en una suma de senos
y cosenos. Como la funcién f(t) es real, su complejo conjugado (notado f*(t) ) es igual a

f(t): f5(t) = f(t) , es decir:
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2.2 Otras formulaciones de series de Fourier 11

oo
fr)y= Y Fre ™t = f(t) (2.4)
n=—oo
Haciendo un cambio de indice n = —k, tenemos:
f*(t) = Z ijelkwlt = f(t) = Z Fnelnwlt = Z erzkwlt (25)
k=—o0 n=—00 k=—o00

entonces debemos tener: F*, = F}, o sea de manera equivalente: F}} = F_ .

Ahora, escribimos de nuevo la serie de Fourier inicial, cambiando un poco su forma,
de la manera siguiente:

f(t) _ F() + Z[Fn einwlt + F—n e—inwlt]
n=1
Usando ahora la propiedad F} = F_j tenemos:
f(t) — FO 4 Z [Fn einwlt + F: e—inwlt]
n=1

Como los dos términos adentro de la suma son conjugados complejos uno del otro,
podemos escribir:

f#)=Fo+Y 2 Re[F,e™]
n=1

donde Re es la parte real.

Como F;, es complejo, podemos escribirlo como:

F, = C,en

es decir como una amplitud y una fase y entoncés:

ft)=Fy+2 Z Chcos(nwit + 0,,)

n=1
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12 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

Podemos escribir esta formula de otra manera también:

F,=D,+1E,

donde D,, y F, son reales. Entonces tenemos:

f(t)=Fy+2 Z[Dncos(nwlt) — E,sin(nwit)]

n=1

Por razones de simetria, la podemos escribir de la forma:

f(t)=Fy+ i[A" cos(nwit) + By, sin(nw;t)] (2.6)
con:
Foo=g [ o
A 2 t)d
S f( ) cos(nwyt) dt 27)
B 2 i t)dt
n = f( ) sin(nwt)
Propiedad : Fy = % (2.8)

Para mostrar las formulas 2.7, multiplicar 2.6 por sin(kwit), integrar sobre un
intervalo 77 y usar las propiedades de ortogonalidad de los sen y cos (ver puntos 1 a 3
abajo).

Tenemos:
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2.2 Otras formulaciones de series de Fourier 13

Eso significa que una funcion f real y periddica de periodo T' puede descomponerse
en una base de funciones ortogonales (sin y cos) y normalizadas de coordenadas A,, y By,
es decir como una suma infinita de senos y cosenos.

Como las funciones cos y sin son ortogonales, verifican las propiedades (con T} = 27):

/cos(mwlt)sin(nwlt)dt = 0 Vm,n
T
(o m#n
' _ (o m#n

T es un periodo, T} es el periodo fundamental, 1/7" es una frecuencia , 1/T} es la
frecuencia fundamental, 27 /T es una frecuencia angular, n/T; (n € Z) son las frecuencias
armonicas (multiplos de la frecuencia fundamental), n define el grado de los armdnicos
(n € Z). El arménico nimero 1 corresponde a n = 1 y vale v; = 1/T}, se le llama el
armoénico fundamental. El arménico nimero n es v, = nvy = n/T).

Ojo:

= Entonces, una senal real y peridédica se puede representar con suma de sin y cos o,
equivalentemente, solamente con sin pero con ademas la posibilidad de hacer desfase
de estos sin. Se puede hacer igualmente con cos.

= Fj representa una constante, es decir una senal de frecuencia nula. Si anadimos una
constante a toda la senal (por ejemplo Fp), o si se cambia este valor Fy, no se va
a cambia la forma de f(t), se hace simplemente un traslado de la funcién parale-
lamente al eje horizontal (hacia arriba o abajo). Es por eso que hay el factor Fj
en esta decomposicion en serie de Fourier. Una interpretacion fisica de Fj es justa-
mente el promedio de la funcién sobre un periodo: Fj permite hacer una correccion
de un ’offset’, o sea de una constante para tener una senal que oscille alrededor de 0.
Detallaremos mas eso en el problema de una decomposicién en una serie de tiempo
de un sismograma mas adelante.
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14 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

= Si una funcién no es peridédica pero si es finita, la podemos artificialmente trans-
formar en otra funcion periédica de periodo la duracién total de la funcion inicial.
Asi tendriamos una funcién peridédica y se podréa descomponer en serie de Fourier.
Por ejemplo, la funcién f(z) = x no es periédica. Si queremos aproximar esta curva
en serie de Fourier, lo que podemos hacer es seleccionar solamente una parte de
esta funcion, y de fabricar otra funcion que sea periédica donde en cada periodo
vamos a tener la porcién de la curva f(z) = z. Eso permite asi de descomponer una
enorme cantidad de funciones que no son periddicas, solamente en una parte de esta
funcién. Ver los ejercicios donde de propone de descomponer una parte de algunas
curvas no periddicas en serie de Fourier. Otro ejemplo. Si tenemos un sismograma,
generalmente no es periddico. ;Como hacer para descomponer este sismograma en
serie de Fourier?. Podemos construir una senal periédica de periodo la senal sismica,
y descomponer eso en serie de Fourier. Si tomamos después solamente un periodo,
vamos a encontrar el sismograma.

Vamos a dar ejemplos de sumatorias de funciones trigonometricas para simular una
funcién periédica (seré periddica por construccion, porque una serie de Fourier es siempre
periédica).
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2.2 Otras formulaciones de series de Fourier 15

1
Ejemplo: Z — sin(nwt):
n

n

Sumando, vemos que aparecen altas frecuencias parasitas. Es el fenomeno de Gibbs
que vamos a ver mas tarde en el curso. Es relacionado al hecho que la ventana inicial
que sumamos (un seno) esta cortado brutalmente porque trabajamos sobre una ventana
finita y asi el seno esta cortado brutalmente. Veremos como reducir este efecto, hasta que
es imposible eliminarlo completamente ademas sin ’danar’ o ’cambiar’ lo que realmente
queremos hacer. Es parte de los numerosos problemas que vamos a encontrar al pasar
a una senial muestreada, numérica, finita ... en fin, lo que siempre vamos a encontrar en
tratamiento de senales numéricos. C’est la vie...
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Series de Fourier de senales continuas y periédicas

e T e
o o o
14
04] 04] 04l |
. o5
02| -02f 02 o
08 -06f -08f ’
T e e R S T S S R e S e e B T R R R F S e e
Harmonico n = 1 = Fundamental Suma armodnicos 2+4 Suma armoénicos 1+3 Suma armdnicos 1+2
06 o o
02] 02f 02| o)
02 o o o
o o
08 -08f 08f e
Harmonico n = 2 amplitud 1/2 Suma arménicos 2+4+6 Suma arménicos 14345 Suma arménicos 1+2+3
> =
o o o
04] 04] 04] |
o o o q
05| -06f 06f 7
Harmonico n = 3 amplitud 1/3 Suma arménicos 2+4+6+8 Suma armdnicos 1+3+5+7 Suma arménicos 1+2+3+4
o6 o o
02] 02] 02| %)
o s o
o
08 -08f 08f )
A A R R e A B ) F B e S B R )

Suma arménicos 1+3+5+749

04 04

o o o o
o4 o4

-

Harmonico n = 9 amplitud 1/9

Suma arménicos 14+2+43+4+45

Suma armoénicos 14+3+54+7+9+1

Suma armdnicos 1+2+3+4+54+6

o o | |
‘

Armonico n = 100 amplitud 1/100 Suma arménicos 2+4+6-...4+ 100 Suma arménicos 1+3+5+...4+ 99 Suma arménicos 1+2+3+...4+100

Figura 2.2: Series de Fourier. Armoénicos y suma de los armoénicos pares, impares y todos
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2.3 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
aperiddica sobre un intervalo fijo: series de Fourier en senos y cosenos17

2.3. Series de Fourier para representar una funcion
real continua y aperidédica sobre un intervalo fijo:
series de Fourier en senos y cosenos

Vimos que el resultado una serie de Fourier es una funcion periddica. La pregunta es:
.que hacer cuando queremos aproximar una funcién que no es periédica? Lo que vamos a
hacer, es definir esa funcién solamente en un intervalo, y aproximar esa funcién con series
de Fourier en seno o coseno sobre este intervalo. Claro, haciendo después una serie de Fouri-
er, vamos a tener una funcién periédica, lo que no corresponde a la funcién original entre
—oo and 0o, pero por lo menos vamos a tener una aproximacién de la funcién sobre este
intervalo. Por ejemplo, la funcién f(t) = ¢ no es periddica. Entonces, vamos a encontrar
una aproximacion de f(t) = t sobre un intervalo (por ejemplo [—7 7]), y el resultado de la
serie de Fourier asi calculada sera una funcién periédica, entonces serd la funcién f(t) que
queriamos, pero solamente sobre el intervalo [0 7] (la mitad del inicial como vamos a ver).

Recordemos la definicién de una serie de Fourier:

g(t) = Go+ Z [An cos (27;“) + B, sin <27,;11t)]

n=1 1

Vemos que la serie de Fourier se reduce solamente a una serie de senos cuando A,, = 0.
Eso significa que al final vamos a tener una aproximacion de la funcién inicial porque so-
lamente vamos a tomar los terminos en senos. Por eso vamos a introducir el simbolo de
aproximacién & para une serie de Fourier en seno. Si miramos este valor (formula 2.7 xx):

2 [h ( 27mt)
= — t) cos dt

vemos que se cancela en un caso particular, cuando la funcién g(t) que serd desarrol-
lada es impar en el intervalo T} con la condicién que 77 esté centrado en 0, lo que vamos
a hacer, es llamar T} = 2c¢. Vamos a tomar:

1 [te 2mnt
A, =~ t dt
oo ()

Por lo tanto, para obtener una serie de Fourier en senos de una funcién f(t), intro-
ducimos una nueva funcién g(t), impar en el intervalo 77 de la manera siguiente:

Ay

—f(—t) c<t<0
g(t):{f(t) 0<t<c
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18 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

es decir que g(t) vale f(t) en [0 c] y se llama la extensién impar de f en [- ¢ 0].

De esta manera, g(t) es efectivamente impar en el intervalo [-c ¢]. Usando la formula
XxX, como g(t) es impar, tenemos:

+c
Anzl/ g(t) cos(Lm) dt =0 vV n
_ c

C C
1 [Te t 9 [te t

B -1 / o(t) sin (_) gt =2 [t sin (_) it
cJ_. c c Jo c

porque g es impar. La serie g(t) que resulta representa a f(t) en el intervalo [0, c|
porque g(t) y f(t) son idénticas en esa parte. Es por eso que en la primera parte de B,
tenemos una integral de -c a +c: [ e g(t).. y que en la segunda parte tenemos una integral

de 0 a +c: [7°f(1)..

Entonces:

- t
f(t) =~ Z B,, sin (%) en el intervalo [0, ]
n=1

con:

2 [ mnt
B, = - in{— | d
C/Of(t)sn(c> t

Se llama serie de Fourier en senos para f(¢) en el intervalo [0, c|.

El recurso de introducir la funcién g(t) fue una herramienta para llegar a las dos for-
mulas precedentes, no es necesario de repetir todo eso en problemas especificos, se puede
usar directamente el resultado.

Se puede hacer algo similar para serie en cosenos, incluyendo una parte constante,
para una funcién definida en el intervalo [0, c|. Por eso introducimos la funcién auxiliar
h(t) como heramienta de trabajo:
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2.3 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
aperiddica sobre un intervalo fijo: series de Fourier en senos y cosenos19

Esa funcién es par y vale f(t) en [0, c] y es la extensién par de f en [—c,0].

Como h(t) es par, su desarollo de Fourier usual en el intervalo [—c, ¢] nos da:

1 [T° t
B, — _/ h(t) sin (_) & =0
CcC J_ C

[

porque h es par y sin es impar, entonces h.sin es impar.

Tenemos también:
1 [t t 2 [TC t
A, = —/ h(t) cos (ﬂ> dt = —/ f(t) cos (ﬂ) dt
cJ_. c c Jo c

Como h(t) y f(t) son idénticas en el intervalo [0, c|, podemos escribir la serie de
Fourier en cosenos :

m™nt

f(t) = Fy + nZ:; A, cos (T) en el intervalo [0, ¢|

2 [*° mnt
A, = E/o f(t) cos (T) dt

con:
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20 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

Restmen:

1. La serie de Fourier en senos de la funcién f en el intervalo [0, c] es:

> . [ mnt
ft) ~ nz::l B, sin (C)

2 +c

B, = - f(t) sin <7mt> dt

cJo (&

con:

La serie de Fourier sera periddica, de intervalo 2c
(por ejemplo entre [—c, +¢]), pero serd igual a f(¢) solamente en [0, .

2. La serie de Fourier en cosenos de la funcién f en el intervalo [0, | es:

f(t) =~ Fy + i A, cos <m>
n=1

c
con:
1 [Te
Fy=- f(t)dt
¢ Jo
Y +
2 ¢ t
Ap =-— f(t) cos (m) dt
CJo C

La serie de Fourier sera periddica, de intervalo 2¢
(por ejemplo entre [—c, +¢]), pero serd igual a f(¢) solamente en [0, .
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2.3 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
aperiédica sobre un intervalo fijo: series de Fourier en senos y cosenos21

Ejemplo 1: Encontrar la serie de Fourier en coseno de f(t) =t en [07]:

. 1 —+m
Tenemos: ot / L — ™
™ Jo 2
=2 [T ey dr = 2 feos ()~ 1= 25 (1) - 1]
n— — cos (n = ——|cos(nm)—1|=—|(— —_
’ ™ Jo mn2 2

Entonces:

1 1
[cos () + 32 €08 (3t) + w3 €08 (5t) + ...

e ™ w
I N w
"
S
N
e N

0 10 20 10 2

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

- N w
= N w
"
5
N
= n @

10 2 10 2

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 20

Figura 2.3: Series de Fourier en coseno de f(t) =t en [0, 7]
f(t) =t no esta modelado sobre el intervalo [—, 7| sino solamente en el intervalo [0, 7].
La serie de Fourier es periodica, de periodo 2.

- ~ w
- ~

0 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

- N w
- ~ w
o - N w

1 2 3 1 2

w

1 2 3

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 20

Figura 2.4: Zoom de la figura 2.3 sobre el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier (linea azul
linea continua) se aproxima poco a poco a la funcién f(t) = ¢ (linea verde discontinua)
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22 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

Ejemplo 2: Encontrar la serie de Fourier en seno de f(t) =t en [0, 7l:

Tenemos:

Entonces:

10 2 b 10 2 10 2

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

10 2 - 10 21 N 10 2

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 20

Figura 2.5: Series de Fourier en seno de f(t) =t en [0, 7]
f(t) =t no esta modelado sobre el intervalo [—m, 7] sino solamente en el intervalo [0, 7].
La serie de Fourier es periodica, de periodo 2 7. La serie de Fourier en seno converge
muchos mas lento que una serie de Fourier en coseno.

1 2 0 1 2 T 2

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

1 2 1 2 T z

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 20

Figura 2.6: Zoom de la figura 2.5 sobre el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier en seno
(linea azul linea continua) se aproxima mads lentamente a la funcién f(¢) =t (linea verde
discontinua) que para una serie de Fourier en coseno.
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2.3 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
aperiédica sobre un intervalo fijo: series de Fourier en senos y cosenos23

Ejemplo 3: Encontrar la serie de Fourier en coseno de f(t) =1 en [0, 7:

Tenemos: Fjy = % OH ldt =1y A, = %f(fﬂ 1 cos (nt) dt = 0. Es un caso trivial.
Sumando solamente cosenos (sin desfase), no se puede encontrar una funcién constante.
Pero sumando solamente senos (sin desfase) se puede encontrar la funcién 1 en un inter-
valo [0, ¢] (por ejemplo con ¢ = 7). Es el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4: Encontrar la serie de Fourier en seno de f(t) =1 en [07]:

Tenemos:

B, = 2 /0 7rsin (nt) dt = 2 [1—(=1)"]

™ ™

Entonces:

1 1
sin (t) + 3 sin (3t) + R sin (5t) + . ..

0 10 2 10 2 10 2

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

10 2

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 100

Figura 2.7: Series de Fourier en seno de f(t) = 1 en [0, 7]
Vemos muy bien que no hemos modelado f(¢) = 1 sobre el intervalo [—m, 7] sino
solamente en el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier es periddica, de periodo 27, por
ejemplo en [—m, 7.
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24 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

1 2 3 1 2 3 1 2 3

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

1 1

0 1 2 3 0 1 2 3

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 100

Figura 2.8: Zoom de la figura 2.7 sobre el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier (linea azul
continua) se aproxima poco a poco a la funcién f(t) = 1 (linea verde discontinua).
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2.3 Series de Fourier para representar una funcién real continua y
aperiédica sobre un intervalo fijo: series de Fourier en senos y cosenos25

Ejemplo 5: Encontrar la serie de Fourier en coseno de f(t) = cos(t) en [0, 7]:
Tenemos: Fy = 1 [T cos(t)dt =0y A, =2 [ cos(t) cos (nt) dt.
A,=0paran>1y A, =1paran = 1. Es un caso trivial también.

Ejemplo 6: Encontrar la serie de Fourier en seno de f(t) = cos(t) en [0, 7

2n {(Hz(__m

]Vn>1
and BOIO, B1 = (0 and B2n+1:0

Entonces:

cos(t) ~ i % /0 " cos (1) sin (nt) di = 27” {w} sin (nt)

n?—1

10 2 10

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

10 20 0 10

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 100

Figura 2.9: Series de Fourier en seno de f(t) = cos(t) en [0, 7]
Vemos muy bien que no hemos modelado f(t) = cos(t) sobre el intervalo [—m, 7] sino
solamente en el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier es periodica, de periodo 27, por
ejemplo en [—m, 7).
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26 Series de Fourier de senales continuas y periédicas

1 2 1

2

Terminos sumados = 1 Terminos sumados = 2 Terminos sumados = 3

3 1 2 3 1 2 3

Terminos sumados = 4 Terminos sumados = 5 Terminos sumados = 100

Figura 2.10: Zoom de la figura 2.9 sobre el intervalo [0, 7]. La serie de Fourier (linea azul
continua) se aproxima poco a poco a la funcién f(t) = cos(t) (linea verde discontinua).
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Capitulo 3

Transformadas de Fourier de senales
continuas aperiodicas:

3.1. Transformada de Fourier continua directa TF' de
una senal aperiodica

Vimos que una senal periédica se podia escribir como la suma de varias exponenciales
complejas relacionadas arménicamente, como una combinacién n v; de niimeros enteros n
de la frecuencia fundamental: 14 . Ahora veremos que se puede generalizar este resulta-
do para funciones que no son especificamente periddicas. En este caso hablamos de una
funcion aperiddica, y vamos a ver que tal funcion se puede escribir como la suma de
un nimero continuo de la frecuencia arménica (no solamente se suman nimeros en-
teros de la frecuencia armonica, sino niumeros reales por la frecuencia armoénica). Eso se
conoce como la transformada de Fourier continua. Podemos ver una funcion aperiddica de
energia finita como la sumatoria de senales sinusoidales periddicas en lo cuales el periodo
puede crecer sin limite. Podemos deducir que la diferencia entre componentes sucesivos
disminuye cuando el periodo crece. Como limite, la diferencia entre componentes sucesivos

se acerca a cero, y las curvas se transforman en una funcién continua de la frecuencia.
n=-+o00

Es por eso que pasamos de una descripcion finita (Serie de Fourier = Z el )t/ (2m)

n=-—oo
sumatoria discreta n.v de frecuencias) para una senal periddica a una descripcién
+oo

continua (Transformada de Fourier = / dv sumatoria continua de frecuencias)
— 00

para una senal aperiédica. O sea, la nocién de transformada de Fourier (en realidad in-

versa) es la generalizacién de la nocién de series de Fourier para aproximar una funcién
+00

aperiddica. Es por eso que Fourier tuvo que usar el simbolo / (introducido por Leibniz)
—0o0

para describir una sumatoria continua (de frecuencias) y no confundirlo con el simbolo
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28 Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:

n=-+oo
de una sumatoria discreta : E

n=—oo

3.1.1. Definicién

Si f(t) es una funcién del tiempo ¢ de R en C, notamos F(v) la transformada (directa)
de Fourier de f(t) y su definicién es:

+00 .
FO) =TR[] = [ foemia (3.1)

—00

v se llama la frecuencia: v = 1/t.

Cuidado que hay diferentes definiciones de transformadas de Fourier, asi cuando se
habla de una TF es importante dar su definicion, asi como la de su transformada inver-
sa. Por ejemplo, a veces los signos en la exponencial estan invertidos, o la condicién de
normalizacién puede ser diferente (es decir que a veces, la TF~! de la TF de una funcién
f(t) no da la misma amplitud que la funcién f(¢) inicial).

Una funcién f(¢) tiene una transformada de Fourier si verifica las 3 condiciones sigu-
ientes (conocidas como condiciones de Dirichlet):

» la funcién f(t) debe ser acotada

+o0
» la integral de |f(t)| entre —oo y +oo debe ser finita: / |f(t)|dt < o0

—00

» las discontinuidades de f(¢), sus maxima y minima deben ser en ntmero finito, y
cada una de estas discontinuidades debe ser finita

3.1.2. Espectros de amplitud, de fase y de energia. Formula de
Parseval

Una transformada de Fourier F(v) es compleja, con una parte real Re [F(v)] y una
parte imaginaria Im [F(v)], o sea tiene una amplitud y una fase. Graficos que representan
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3.1 Transformada de Fourier continua directa TF de una senal
aperiodica 29

la amplitud y la fase respeto a las frecuencias se llama un espectro (de Fourier) de amplitud
y fase respectivamente.

F(v) = Re [F(v)] +i Im [(v)]
y como por definicién tenemos:
+o0 +oo
Fl) = /_ e - /_ (0 cos(2mot) — i sin(2et)] d
entonces tenemos:

Re[F(v)] = /_Oof(t)cos(Qﬂut)dt

(e}

+o0
Im[F(v)] = —/ f(t) sin(2wvt) dt

o0

» La amplitud de F(v) es:

FW)| = \/Re[F)? + Im[F (v)] (3.2)

El espectro de amplitud da la amplitud |F(v)| de cada frecuencia v que contiene
globalmente toda la senal f(t). Es decir es una informacién global: no dice donde
estan las bajas y altas frecuencias en la senal. Dice solamente si la senal tiene o no
tiene bajas y altas frecuencias.

» La fase de F(v) es:

¢(v) = tan™! <%) (3.3)

El espectro de fase da la fase ¢(v) de cada frecuencia v que contiene globalmente
toda la senal f(¢).

» La energia de F(v) es:
[F(v)]* = Re[F(v)]" + Im[F(v)]’ (3.4)
k

El espectro de energia da la energia |F(v)|? de cada frecuencia v que contiene glob-

almente toda la senal f(t).
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30 Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:

s Formula de Parseval:

La energia total de una funcién real f(t) se puede calcular de dos maneras difer-
+o00

entes. Una integrando la funcién en el dominio del tiempo, / f2(t)dt , la otra
—0o0

+o0o
integrando la funcién en el dominio de las frecuencias: / F2(v)dt.

—00

La formula de Parseval dice que los dos estan iguales:

“+oo +00
/ )P dt = / F)P dv (3.5)

—0o0 —00

Este teorema es una ilustracién de que una sefial no tiene méas informacién (y en par-
ticular mas energia) en un dominio u otro (dominio del tiempo y de las frecuencias).
Eso significa que la energia de una senal es una constante (independiente de que la
senal sea expresada en el dominio temporal o en el dominio de las frecuencias). Mi-
rar una senal en el dominio del tiempo o de las frecuencias da fundamentalmente la
misma informacion. Son solamente dos maneras diferentes de mirar al mismo objeto.

A veces hay un factor 2w que interviene, que depende de la formula de la T'F que
se ha usado.

Esa formula se demostrara mas adelante, usando simplemente la propiedad de la
TF de un producto de convolucién (capitulo xxx) con: g(t) = f*(t).

3.1.3. ;Significado de una TF?

En la definicién de una transformada de Fourier, hemos descompuesto una funcion
f en una base de funciones trigonométricas. La TF consiste a comparar una funcién f(t)
con las funciones cos(27wvt) y i sin(2nvt) ya que €™ = cos(2wvt) + i sin(27vt). Esta
comparacion se hace efectuando el producto de estas funciones trigonométricas con f(t).
Cuando, para una frecuencia dada, la funcién f(t) se parece a un cos o a un sin, el produc-
to de f(t) con estas funciones trigonométricas tienen una amplitud grande. El producto
puede ser visto como el coseno de un angulo entre los vectores de coordenadas las valores
de f(t) y de cos(2mvt) (una coordenada para cada t). Este efecto esta integrado (sumado)
en el tiempo con el signo integral. Se hace asi la suma en toda la senal f(¢) de lo que
se parece a los sin y cos. Entonces tenemos una informacién global de la amplitud que
contiene la sefial f(t) entera para cada frecuencia. Una TF no dice donde estas frecuencias
estan distribuidas en la senal porque el soporte de la funcién sin (y cos) es infinito (no
sera el caso de waveletts). Por ejemplo si tenemos una sefial compuesta de la suma de
2 frecuencias con un desfase nulo y otra senal con las mismas frecuencias pero con un
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3.1 Transformada de Fourier continua directa TF de una senal
aperiédica 31

desfase diferente de cero, vamos a tener el mismo espectro, solamente va a cambiar la fase
del espectro (figura 3.1).

[ustracién: Tomamos 2 funciones (1 y 2) con 2 frecuencias diferentes. La dibujamos
con sus espectros respectivos. Después adelantamos la segunda funcién (3). La dibujamos
con su espectro. La TF tiene la misma forma que la senal 2 pero su fase es diferente.
Después sumamos (14 2) y (1 + 3). Las dibujamos con sus espectros respectivos. Tienen
la misma amplitud pero sus fases eson diferentes.

Sefal temporal Espectro amplitud Espectro fase
2 2
11 400
0 \/ 200 0 A/—/\\/\N\/\/\/\
-2 0 2
0 10 20 30 0 05 1 0 05 1
2 2
2| 400
0 VUV 200 0
-2 0 -2
20 10 20 30 0 05 1 20 05 1
3 =2 desfasado 400
0 200 0
-2 0 -2
0 10 20 30 0 05 1 0 05 1
2 2
1+2 400
0 200 0 M
-2 0 -2
0 10 20 30 0 05 1 0 05 1
2 2
1+3| 400
° W 200 0 W\N\/\W
-2 0 -2
0 10 20 30 0 05 1 0 05 1
Tiempo (s) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

Figura 3.1: Senal 1 de periodo propio 2, senal 2 de periodo propio 27/3. La senal 3 es la
suma de las senales 1 y 2. Se dibujan los espectros correspondientes. CUIDADO podemos
tener 2 senales completamente diferentes que tienen espectros de amplitud iguales. La
diferencia sera en la fase. No basta mirar solamente la amplitud, hay que mirar también
la fase para tener una informaciéon completa de una senal.
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32 Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:

La transformada de Fourier a la frecuencia nula es simplemente el valor
promedio de la funcién sobre todo el intervalo:

3.2. Transformacién de Fourier continua inversa 7T F !

Cuando se da la definicién de la transformada de Fourier directa, hay que definir al
mismo tiempo su transformada de Fourier inversa. La vamos a notar TF~! y la vamos a
definir de tal manera que, tomando la transformada inversa de la transformada directa,
regresamos a la funcién original con la misma amplitud, o sea vamos a definir TF~! de
tal manera que tenemos:

T [F(v)] = TF' [TF [f(1)] = (1) (3.6)
Asi tenemos:
+oo )
TF Y [F(v)] = /_ F(v)e*'™tdy = f(t) (3.7)

Ojo:

= Notar que la frecuencia v puede tomar valores negativos

= A veces, se usa la frecuencia angular w = 27 v. En este caso, las definiciones de la
TF de la funcién f(t) y de la TF~! son:

F@) = TEGOI= [ et
TF W) = = [ Flw)est = f(1).

2

—00

» Estas definiciones (de la TF y TF~!) son validas también para funciones f(t) com-
plejas.
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3.2 Transformacién de Fourier continua inversa TF ! 33

» Estas definiciones estdn dadas aqui para senales continuas (analégicas). Pero cuando
pasamos a simulaciones en computadoras, tendremos que pasar de una formulacién
continua a una formulacién muestreada. Para hacer eso, hay que respetar algunas
reglas que veremos en este curso.

Ejemplo: ;Cudl es el espectro de la funcion a-periodica puerta?

Funcion aperiodica Funcion aperiodica
T T T T T T T T T T T T T T T T

Puerta de ancho 4

Figura 3.2: Espectros de 2 funciones puerta de ancho 1 y 4. Més ancha la funcién tiempo,
mas angosto el espectro frecuencial. [lustracién del principio de incertidumbre de Heisen-
berg. Comparar con la figura ( ??) del espectro discreto de las funciones puertas

Una serie de Fourier se puede ver como una transformada inversa de Fourier en el
caso discreto. Una transformada inversa de Fourier se puede ver como la generalisacion
de una serie de Fourier en el caso continuo (sumatoria continua de frecuencias). Eso fue
uno de los gran aporte de Fourier en el problema de la propagacién del calor: pasar al
limite al continuo. Haciendo una sumatoria discreta de frecuancias, se periddiza la funcién
resultante. Estas definiciones ilustran el problema de muestreo que veremos mas adelante,
pero todo el problema esta ya ilustrado aqui. Como pasar de una descripcién continua a
una descripcién muestreada (sumatoria discreta) y el problema de periodizaciéon cuando
muestreamos.
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Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:
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3.3 Resumén © 35

3.3. Resumén O

Serie de Fourier

Transformada (inversa) de Fourier

n=-4o0o +o00
f(t) _ Z Fn€2i7r (nv)t f(t) _ / F(l/) e2im V)t dv
f(t) se  escribe  como  una| f(tf) se  escribe  como  una

sumatoria discreta de un numero
infinito de frecuencias discretas (nv)
con n entero:

n=-+00

Z Fne(m/)...

Solamente las frecuencias (nv) estan
permitidas.

integral continua de un numero

infinito de frecuencias continuas (v).
Todas las frecuencias estan permitidas.
f(t) no se escribe como una serie de
Fourier con una sumatoria discreta de
n frecuencias con n entero, sino como
una integral continua en funcién de

la frecuencia:
—+oco
/ dv
— o0

Asi construida, f(t) es periddica

Asi construida, f(t) no es periddica

Sumatoria discreta de frecuencias disc-
retas (nv)

Sumatoria continua de frecuencias con-
tinuas v

El espectro (de una serie de Fouri-
er) de una senal periddica es discreto
(definido solamente en las frecuencias
(nv) , con n entero).

El espectro (de una transformada de
Fourier) de una senal aperiddica es

continuo (definido para todas las fre-

cuencias v reales).

Los coeficientes F,, de la serie de Fourier son comparables a la transformada
de Fourier F'(v), es por eso que se usa generalmente letras maytsculas F), para
los coeficientes de una serie de Fourier. Se usa generalmente también un indice
n en los coeficientes F), de una serie de Fourier, porque un 'n’ en letra griega
es un v, que hace pensar en la frecuencia v de la TF: F(v).

Notar que F;, son coeficientes discretos (eso significa que un espectro de una
serie de Fourier -que es una funcién periddica- es discreto).

Notar que F(r) son coeficientes continuos (eso significa que un espectro de una

funcién a-periédica es continuo).
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3.4. Propiedades de la transformada de Fourier

Vamos a dar algunas de las numerosas propiedades de la TF.

3.4.1. Linealidad

Esta propiedad es una consecuencia de la linealidad de las integrales.

TF[a f(t) + bg(t)] = a TF [f(#)] + b TF [g(2)] (3-8)

3.4.2. Simetria y paridad

Se dice que una funcién f, es par si verifica:
fo(t) = fp(=t) Vi
Se dice que una funcién f; es impar si verifica:
fi=—fi(=t) Vit

Cada funcién real f(t) puede descomponer de manera tnica en una parte par f, y una
parte impar f; porque:

SO+ f(=t) ) = f(=t)

L
entonces la parte par es:
() = {0 +2f(_t) (3.9)
y la parte impar es: . ,
filt) = M (3.10)
Entonces tenemos:
f() = fp(t) + filt) (3.11)

En el dominio de frecuencia da: F(v) = F,(v) + F;(v).
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3.4 Propiedades de la transformada de Fourier 37

Si se considera el caso particular de una funcién f(t) real, F'(v) es complejo y verifica:

F(—v)=F*(v)
donde * es el complejo conjugado.
Asi el espectro de amplitud serd una funcién par y la informacién que corresponde
a las frecuencias negativas puede deducirse de la informacion de las frecuencias positivas,

asi que solamente se representa la parte positiva generalmente. El espectro de fase es
una funcién impar.

Se puede mostrar que la TF de una funcién par es par y que la TF de una funcién
impar es impar.

Aqui esta un resumén de las principales propiedades de simetria y paridad:

real real
f(t) par y imaginaria —  F(v) par y imaginaria
compleja compleja
real imaginaria
f(t) impar y imaginaria  —  F(v) impar y real
compleja compleja

parte real es par
parte imaginaria es impar

f(t) real 8 FP(v) verifica {

. . TF . parte real es impar
f(t) imaginaria - F(v) verifica { parte imaginaria es par
parte real es par
f(t) verifica 8 F(v) es real

parte imaginaria es impar

parte real es impar
f(t) verifica T F(v) es imaginaria
parte imaginaria es par
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38 Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:

3.4.3. Similitud u homotecia

TF [f(at)] = i|F (5> (3.12)

la a

Eso significa que hay una relacion entre la forma de una funcién y de su espectro. Si
una funciéon es muy concentrada en el tiempo, va a estar muy esparcido en el dominio de
las frecuencias y viceversa. Esa transformacion se hace de tal manera que la superficie del
espectro se conserva. Es una propiedad similar a la relacion de incertidumbre de Heisen-
berg en mecanica cuantica.

3.4.4. Translacién (retraso o adelanto)

TF [f(t — a)] = e 2™ “TF [f(1) (3.13)

f(t —a) es la funcién f trasladada (retrasada) de un valor a. Asi, la TF de una funcién
trasladada en el tiempo tiene el mismo modulo (amplitud) que la TF de la funcién origi-
nal, pero tiene una rotacién de fase de 27va (un desfase). Asi la fase da una informacién
sobre un traslado de una funcién en el tiempo.

3.4.5. Derivacion

TF {577; f(t)} = (2imv)" TF [f(1)] (3.14)

Derivar una funcién en el dominio del tiempo corresponde a multiplicar su espectro de
2imv. Eso significa que derivar va introducir altas frecuencias. La derivada de una funcién
va a tener mas altas frecuencia que la senal inicial. Si la frecuencia v es grande, la amplitud
sera multiplicado por un factor proporcional a v y asi serd grande, y si v es pequeno, su
amplitud sera aun mas pequeno.

3.4.6. TF de un producto simple y de un producto de convolu-
cion

(Ver la definicién del producto de convolucién en 2.9).
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3.5 Ejemplos de funciones o distribuciones con sus TF asociadas 39

La transformada de Fourier de un producto simple (-) de dos funciones es el producto
de convolucién (x) de las transformadas de Fourier de las funciones.

TE[f(#) - g(t)] = TE[f(#)] + TF [g(¢)] (3.15)

La transformada de Fourier de un producto de convolucién (x) de dos funciones es el
producto simple (-) de las transformadas de Fourier de las funciones.

TE[f(t) * g(t)] = TF [f ()] - TF [g(¢)] (3.16)

Estas propiedades son muy ttiles porque numéricamente un producto de convolucion
toma mucho tiempo. Generalmente se pasa en el dominio de las frecuencias, se hace un
producto simple y se regresa al dominio de tiempo (haciendo una TF inversa). En estas
relaciones se ve muy bien la dualidad entre el dominio de tiempo y el dominio de frecuen-
cias. Esta relacién sirve también a demostrar el teorema de Parseval (ver el capitulo 2.4.2.
Espectros de amplitud, de fase y de energia. Formula de Parseval)

3.5. Ejemplos de funciones o distribuciones con sus
TF asociadas

Vamos a dar una serie de definiciones de funciones, usando la variable ¢, para sim-
bolizar el tiempo, porque muchas veces vamos a tratar de senales temporales (series de
tiempo). Pero estas definiciones son validas para otros tipos de variables, claro, y po-
dremos usar de la misma manera el simbolo x en referencia a la variable distancia. Por
ejemplo, cuando vamos a estudiar el tratamiento de imégenes, vamos muchas veces usar
las variables espaciales.

3.5.1. Funcidén step (escalera) o de Heaviside

La funcién de Heasiside, en la formulacién continua, es definida por:

H(t) = {? i;g (3.17)

En este caso, su Transformada de Fourier es:
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40 Transformadas de Fourier de senales continuas aperidodicas:

TFIH(t)] =

1/(iw)

salvo en cero. Ver mas abajo una formulacién mas correcta.

Hay otras defeniciones como:

H(t) = {

0
1

t<0
t>0

En su formulacién muestreada, la funcién de Heaviside es definida por:

H(t) =

0 t<0
0,5 t=0
1 t>0

El 0.5 es importante. Mirar la figura 3.3 para un H(0) = 0,5y H(0) = 1, en partic-

ular la fase.

Heaviside

Heaviside

0 \ \ \ \ ] : : : :

10 1 2 3 4 5
Tiempo (s)

-1 0 1
Tiempo (s)

2 3 4

400 Espectro de amplitud
200}
0 ‘ PN

400

\AA Espectro de amplitud

1 0 1 2 3 4 5

-1 0 1 2 3 4

el

400} Espectro de amplitud
200}
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 L

: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘Espe(‘:tro de amblitud

0 01 02 03 04 05 06

07 08 09

1f Espectro de fase 1} Espectro de fase
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Figura 3.3: Funcién Heaviside y su espectro

Si se usa esta ultima definicion, que es la mas corecta para representar bién numerica-
mente un escalon numeérico, la T'F de un Heaviside es un poco complicada. Hace aparecer

un Dirac en 0, y otra funcién méas complicada:

Series de tiempo Denis Legrand GF711 Version 19 de octubre de 2005




3.5 Ejemplos de funciones o distribuciones con sus TF asociadas 41

TFH() - %5(y)—¢pp{i} (3.18)

2Ty

con pp (parte principal) es una manera de calcular una integral como el limite de dos
integrales (salvo en t = 0):

w [ f(t)dt:ym{ _6 st [ f(t)dt} (3.19)

o0 —€

Heaviside Heaviside

Figura 3.4: Heaviside (1850-1925).

Olivier Heaviside nacié en Londres, Inglaterra el 18 de mayo de 1850 y muri6 en
Devon, Inglaterra el 3 de febrero de 1925. Heaviside contribuyé al desarrollo de la elec-
tricidad. Simplifico las 20 ecuaciones con 20 incégnitas encontradas por Maxwell para
describir el comportamiento de los campos eléctrico y magnético a 2 ecuaciones en 2
variables. Las ”‘ecuaciones de Maxwell”’ son, en realidad, las ecuaciones de Heaviside.
La funcién impulso era denotada por Heaviside como pl, significando la derivada de la
funcién escalén (conocida como el escaléon de Heaviside hoy). La funcién impulso pl fue
anotada ¢ por Dirac y lleva su nombre. Asi es la historia a veces...

3.5.2. Funcién puerta

La funcién puerta, en la formulacién continua, es definida por:
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1 |t|<T/2
f<t>:HT(t):{ 0 [t]>T/2

La TF de una funcién puerta tiene las propiedades:

es un seno cardinal sin. (ver la demonstacién en los problemas).

TF[y(t)] =T sin.(nvT)

es real (porque hemos tomado una definicién de una puerta de manera simétrica
respecto a t = 0).

los zeros de la TF de una funcién puerta son a las frecuencias n/T.

» es simetrica es decir:

TFE[yp(t)] =T sin.(7v T)

TF[p(v)] = F sin.(nt F)

Esta transformada de Fourier tiene muchas desaventajas:
1: tiene un soporte infinito
2: tiene parte positivas y negativas
3: tiene muchos rebotes de amplitudes: El primero tiene una amplitud de 15 % respeto al
valor origen 1. Asi van aparecer muchas frecuencias 'parasitas’.

Por estas razones, la vamos a evitar cuando se pueda y que la funcién de Hanning
fue desarollada.

Ver en la figura 3.5 una ilustacion de la condicién de 'Heisenberg’. Notar que mas
grande la puerta, més chica la ventana en frecuencia. La amplitud aumenta de tal manera
que la superficie se conserva. Vemos también que un Dirac se puede aproximar con una
funcién pueta con T pequeno (en este caso su T'F sera una constante).

Esta funcién es super importante porque permite selectionar una parte de una funcion
(lo que hacemos casi siempre con una computadora porque trabajamos con un nimero
finito de puntos). Si tenemos una funcién y que queremos selectionar solamente una parte
(de largo T') de esta funcién, multiplicamos simplemente la funcién con la funcién puer-
ta. Pero haciendo eso, vamos a ver que va a generar problema serios (como el efecto de
Gibbs). Veremos métodos par resolver parcialmente el problema. hay que ver tambien que
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Funciones puerta

05

(631
o
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TF tedricas
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-5 0 5 -5 0 5-5 0 5 -5 0 b5Hz
Espectros de amplitudes

w

i

-5 0 5 -5 0 5-5 0 5 -5 0 S5Hz

:

Figura 3.5: Funcién Puerta y su espectro. E1 At = 0,01s

cuando tomamos una funcién cualquiera y que tomamos solamente una parte (lo que hiz-
imos hasta ahora), implicitamente es como si hubieramos multiplicado la funcién inicial
con una funcion puerta. No lo decimos explicitamente pero de hecho es lo que hacemos.
Por ejemplo hemos sumado sin o cos en el capitulo anterior. Como en las computadoras
tenemos que trabajar con senales finitos, tomamos solamente una parte de la senal, y eso
es equivalente a multiplicar un sinus de duracién infinita con una funcién puerta. Como la
TF de esta funcién puerta es un sinc, vamos a introducir un montén de frecuencias para-
sitas que son las funciones de los diferentes lobos del sinc. Veremos que hay otras maneras
de hacer y cada vez que vamos a calcular TF, o derivadas on integrales, nos tocara hac-
er cuidado para suavisar la funcién antes de empezar a calcular T'F', derivadas, integrales...

Si tenemos una funcién f(t) y que queremos tomar una parte de esta funciéon. Hacer
eso, es multiplicar f(t) por la funcién puerta, o sea tenemos f(¢).Il7(¢). Hacer eso no es
sin consecuencias. Miramos que pasa en el dominio de las frecuencias.
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TFE[f(t)Ir(t)] =TF[f(t)] « TF[r(t)] = F(v) * Tsin.(7v T)

donde * es un producto de convolucién.

Entonces, no vamos a tener la T'F de la funcién f(¢) como se podria imaginar, sino su
TF convolucionada por un sin.. Siempre sera el caso si tratamos con senales de duracién
finita (lo que sera siempre el caso en computadoras). Por eso que hay que hacer mucho
cuidado y no dejar una senal mal cortada.

N.B. A veces, en la practica, la situaciéon no es tan dramatica. Por ejemplo, un sis-
mograma a veces empieza cerca de 0 y termina cerca de 0. Pero no sera el caso por
ejemplo de un accelerograma integrado 2 veces para tener el deplazamiento, sobre todo
si queda una parte final estatica constante diferente de 0. Alli van a empezar los problemas.

La figura 3.6 muestra un sismograma con su TF. Arriba, el sismograma no esta cen-
trado a 0. No se ve su espectro. Explicar porque. Abajo, hemos centrado el sismograma
en 0, sacando el valor promedio de la senal (vimos que el primer termino de una serie de

Fourier corresponde al valor promedio de la senal, y que corresponde a la transformada de
+o00o

Fourier a la frecuancia nula: F'(0) = f(t)dt. Notar que no se ve un efecto de Gibbs

muy fuerte porque el sismograma es naturalmente apodizado (empieza a cero y regresa a
cera al fin de la senal. Pero si cortamos la senal, por ejemplo haciendo un espectro de la
onda P sola, es mejor apodizar antes.

Se puede constatar el efecto de que el sismograma no era centrado en 0. Llamamos
sismol el sismograma centrado en 2000 (dato original) y sismo2 el mismo sismograma
para el cual hemos sacado el promedio.

. Que pasa? Tenemos sismo2 = sismol - promedio(sismol).

+oo
El promedio es: f(t)dt y el valor promedio para tiempos co corresponde a una

+oo
frecuancia nula (frecuencia=1/(tiempo infinito)=0), o sea: f(t)dt = F(0)

En frecuencia, vamos a tener: T'F(sismo2) = TF (sismol) —T F (promedio(sismol)).
Sabemos que la T'F de un constante es un Dirac. Entonces vamos a tener un Dirac en
el espectro en 0, por eso no se ve nada en el dibujo del espectro del sismograma sismol.
Para sacar este efecto, basta hacer una coreccién de lo que llamamremos un linea de base.
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Figura 3.6: Espectro de un sismograma no centrado y centrado

Veremos despues que podemos sacar un efecto de una recta con una pendiente. Si se hace
un zoom de los dos espectros, claro que son los mismos porque la T'F de una senal o de
una senal subida o bajada (con un constante) son iguales excepto en 0.

Resumén: una funcién puerta permite selecionar una parte de una senal sin cam-
biarlo. Es la ventaja. Pero la gran desaventaja es que haciendo eso, si usamos T'F' (por
ejemplo si empezamos a filtrar, a hacer un espectro de Fourier, a integrar o derivar una
funcién) vamos a introducir artificialmente oscilaciones, debido a frecuencias (ver la forma
de la TF de una puerta). Entonces generalmente nunca se aplica asi brutalmente una T'F
a una senal sin precausiones. Igual generalmente nunca se integra o deriva asi una funcién
sin tomar precausiones. Una de la precausion es apodisar la funcién antes de este tipo
de tratamiento para suavisar los efectos de bordes, para poner la funcién a zero en los
extremites suavemente.

Una funcién puerta se puede ver como la diferencia de dos Heaviside trasladado de
T (figura 3.7).
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Heaviside 1 Espectro amplitud 2 Espectro fase
1
400
05
200
0 0 s -2
-2 0 2s -2 0 2 Hz -2 0 2 Hz
Heaviside 2
1
400
05
200
0 0 -2
-2 0 2s -2 0 2 Hz -2 0 2 Hz
Heaviside 1 - Heaviside 2 5
1 20
15 1
05 10 0
5 -1
0 0 -2
-2 0 2s -2 0 2 Hz -2 0 2 Hz

Figura 3.7: Funciéon Puerta como diferencia de 2 Heaviside

3.5.3. Funcion triangulo

La funcién triangulo A es definida por:

/\(t):{ L—]t| |t <1

0 sino
TF[A()] = T sin?(nvT)a verificar??

3.5.4. Funcion sine cardinal sinc

La definicién del seno cardinal sin, es:

sin, = S1(@) (3.20)

T

Series de tiempo Denis Legrand GF711 Version 19 de octubre de 2005



3.5 Ejemplos de funciones o distribuciones con sus TF asociadas 47

Se puede mostrar que:

sine(0) = 1

Sirve para la TF de una funcién puerta y también sirve como funcién de interpolacién
para reconstituir una funciéon continua a partir de una funcién mustreada.

Su transformada de Fourier es:

TF[sin.] = II(v)a verificar un 7 en una parte?? (3.21)

3.5.5. Funciones trigonometricas

Tenemos (facil de mostrar):

TF[e*"™ " = §(v — 1) (3.22)

o(v— 1) + (v + 1)
2

TF[cos(2impt)] = (3.23)

(v —1wy) — (v + 1)
21

TF[sin(2imyyt)] = (3.24)

3.5.6. Funcion de Hanning

La funcién de Hanning es:

h(t) =

N | —

[1 + cos (%)] . (3.25)

Propiedades:

s D es la duracidén de “observaciéon”.
= h(0)=1

» es nula parat = D/2y parat=—D/2
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= A(t) > 0.
= Es periddica de periodo D.

» A veces hay definicién de esta funcién limitada entre 0 y D o entre —D/2 y D/2.
En este caso, la TF de esta funcién troncada es convolucionada con un sin..

Su T'F es real y vale:

TF[h(t)] = + 5 + 2 (3.26)

Es comun, para tener funciones mas restringidas en tiempo, de elevar esa funcién con
una potencia n:

3.5.7. Funcion signo

La funcién signo es:

-1 t<0
signo(t)=¢ 0  t=0
+1 t>0

Su relacién con la funcién de Heaviside H (t) es:
signo(t) = H(t) — H(—t) =2H(t) — 1

Su Transformada de Fourier es:

TFlsigno(t)] = pp (L) |

(Iv%

donde pp es la parte principal definida en la formula xx.

3.5.8. Funcién exponencial decreciente

Su forma es:
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H(t).e

con a > 0. Es real y nula para tiempos negativos, vale 1 para t = 0 en la formulacién
tiempo continuo, pero vale 0,5 en una representacion mustreada, tiende a cero para
tiempos infinitos: su soporte es finito. El factor a controla la rapidez del descrecimiento.

Su TF vale:

1

TRHG)- " = e

3.5.9. Sinus o cosinus modulado

Es util a veces definir un seno o coseno adenuado (modulado en amplitud).

Es definida por:

sin(t).e”*

cos(t).e”

El seno o coseno se llama a veces portadora y la exponencial la envuelve.

Su TF sera la convolucién de las TF respectivas, o sea una traslada de dos envuelves
de Dirac con amplitud de 1/2.

3.5.10. Dirac

Un Dirac no es una funcién, sino una distribucién. Fue inventada por el ingles Paul
Dirac (1902-1984), quien era fisico asi que defino el Dirac por necesidad y sin el rigor
matematico que desarollo después el matemético frances Laurent Schwartz (1915-2002),
con la teoria de las distribuciones. Nosotros, vamos a definir el Dirac sin hablar de dis-
tribuciones porque es afuera de este curso. El Dirac vale infinito en 0 y vale 0 en todos
los otros lugares, pero la integral del Dirac entre —oo y +00 que es la integral entre —e y
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Dirac Dirac Dirac

Figura 3.8: Dirac naci6 en Bristol, Inglaterra, el 8 de agosto de 1902 y murio en Tallahassee,
Florida, Estados Unidos el 20 de octubre de 1984. Obtuvo el premio Nobel de fisica en
1933 junto con Schrodinger, por sus trabajos en fisica cuantica. Dirac invento la notacién
9, pero la 'funcién’ impulso ya habia sido definida por Heaviside (1850-1925).

~+¢€, 0 sea sobre un intervalo muy pequeno, vale 1.

(3.27)

Se puede ver un Dirac como el limite de una funcién h(t) que verifica las dos
propiedades mencionadas, o sea:

he(t) — 0 para t # 0
Entonces, tendremos:
d(t) = lim h(t)

e—0

Vamos a dar algunos ejemplos:
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1.Un Dirac como limite de una funcién puerta estrecha: II,

o(t) = lim 1He

e—0 €

El area de esta funcion vale simpre % x€ =1,y el valor en 0 vale ¢, o sea tiende al
infinito cuando € tiende a 0.

La figura 3.9 muestra como la funciéon puerta definida tiende a un Dirac cuando e
tiende a 0.

M M1 [ H
g

El € tiende poco a poco a0

Figura 3.9: Un Dirac se puede aproximar como el limite de una puerta de ancho que tiende
a 0. El area siempre es constante (igual a 1), por eso que el Dirac tiende al infinito cuando
el ancho € tiende a 0

2. Un Dirac como limite de una funcién seno cardinal estrecha: 1 sin,(rt/c)

5(t) = lim 1sinc(ﬁ t/€)

e—0 €

3.Un Dirac como limite de una funcién de Hanning estrecha a la potencia n:

5(t) = lim A"(¢)

n—oo

con h(t) la funcién de Hanning,.

4.Un Dirac como una serie de Fourier:

En realidad, una serie de Fourier es periodica, asi que no vamos a tener un Dirac sino
una peineta de Dirac. Ver peineta de Dirac abajo.
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5.Un Dirac como una transformada inversa de Fourier:

Sabemos que:

TE[5(t)] = 1
entonces:

+00 ) too
5ty =TF'(1) = / Le?'™tdy = / 2™t dy

—0o0 [e.e]

Entonces un Dirac se puede escribir como una sumatoria infinita de todas las fre-
cuencias continuas, todas con la misma amplitud. Un Dirac contiene todas las frecuencias.
Es por eso que una funcién de Green permite caracterisar un sistema, porque es la salida
de un Dirac, o sea la salidad de todas las frecuencias.

6.Propiedades del Dirac:

5(0) = o0
+o0
/ 5(t)dt = 1
TSt dt =1
+o0
/ S(t —to)dt =1
F9(0 = o = { 1O 5
s a= [ 0600 = 50

f(#).6(t —to) = f(to).0(t — to)

“+oo —+00

f(8).6(t —to) dt = f(to).0(t — to) dt = f(to)

El Dirac es el elemento neutro del producto de convolucién:

o(t) * f(t) = f(t) % 5(t) = f(?)

TF[5(t)] = 1
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Esta propiedad es espectacular. Significa que un Dirac contiene todas la frecuencias.
Por ejemplo, si quieren conocer la salidad de un sistema a todas las frecuencias, pueden
entrar todas la frecuencias y estudiar la respuesta del sistema a todas estas frecuencias.
Como son infinitas, va a demojar bastante tiempo... Es mucho mas rapido de entrar en
Dirac, y la salidad corresponderd a la salidad de todas las frecuencias!! [lustra al extremo
el principo de Einsenberg: si una funcién esta bien defenida en el tiempo (Dirac), esta
muy mal definida en el dominio de las frecuencias (linea infinita constante).

De igual manera, tenemos el contrario valido:

Estas propiedades (T'F[§(t)] = 1 y TF[1] = 6(v)) ilustra muy bien un caso de du-
alidad tiempo/frecuencia, el principio de incertidumbre de Einsenberg. Ilustra el hecho
que cuando tenemos una informacion muy puntual en el tiempo, no tenemos ninguna
informacion sobre la frecuencia, en el sentido que todas frecuencia estan presentes con la
misma amplitud. Damos un ejemplo: si saben que un bus estd en un lugar a un momento
preciso ty, nunca van a conocer cual es la frecuencia de este bus a este lugar. Para tener
una minima informacién sobre la frecuencia, el bus tiene que pasar por lo menos 2 veces
en este lugar.

TF[6(t —ty)] = e 27Vt

La TF de un Dirac atrasado de t; es una funcion compleja de modulo 1, cuya fase
es —2mv.ty. Varia linealmente con la frecuencia. Es una recta pasando por el origen v = 0
de pendiente proporcional al retraso t.

7.Aspecto filosofico del Dirac:

El Dirac temporal tiene aspectos filoséficos importantes sobre la nocién del tiempo.
Significa que todo, el infinito, estd contenido en el momento presente (¢ = 0). Todo existe
en un tiempo de duracién nula (el presente), o sea el todo (el valor infinito del Dirac) esta
incluido en lo nada (el tiempo presente t=0)... (La vida es eterna en 5 minutos ...) Afuera
de t = 0, el Dirac vale cero, es decir nada existe afuera del momento presente t = 0. O
sea, todo estd vacio, nada existe, excepto en el momento presente donde todo existe. Se
puede ver el tiempo asi, y la descripciéon del mundo también: todo esta vacio la mayoria
del tiempo (hasta casi siempre), excepto en el momento presente donde el mundo entero
existe. Solo la mente hace un ’link’ entre los momentos succesivos, la mente hace una
interpolacion entre los momentos juntados. El tiempo serid discontinuo, y la mente trans-
forma esta peineta de Dirac en una funciéon continua. Veremos en esta clase como se hace
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estd transformaciéon de una senal discreta en una senal continua. Para nosotros, el tiempo
sera siempre discontinuo, como una succesion de tiempos discretos. En este sentido, no
deberiamos hablar de serieS de tiempo pero méas bien hablar de una serie de tiempoS.
No estan sin notar que pensamos siempre en terminos del tiempo continuo. Por ejemp-
lo hablamos del dominio del tiempo (singular) y del dominio de las frecuencias (plural).
. Porque? {El tiempo serd continuo, y tomando el inverso (frecuencia) se transformaria en
una funcién discontinua?

3.5.11. Peineta de Dirac o Shah
Una peineta de Dirac es :

n=-o0o

or(t) = Y 6(t—nT)

n=—oo

conn € Z

Como una peineta de Dirac es periddica, de periédo T, se puede descomponer en una

serie de Fourier:
n=-+oo

5T(t): Z Fne2i7rnt/T

n=—oo

con . .
F,=— S(t —2imnt/T _ —
T /T r(t)e T
Entonces:
op(t) = n:i:m L zimnyr _ 1 +n:ioo 2 (2mnt/T) (3.28)
T(l) = 2. Te =7 2 TCOS ™ .

La parte imaginaria de la T'F' de una peineta de Dirac es nula. La T'F' de una peineta
de Dirac es una peineta de Dirac, de periddo en frecuencia el inverso del periddo en tiempo:

TF[6r(t)] = %51/T(V) =1+ _Z: cos(2mnvT) (3.29)

n=1

Ver el paragrafo 2.7.13 para usar una peineta de Dirac para periodizar una funcién.
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Aqui viene una representacion numerica de una serie de Fourier de una peineta de
Dirac:

3.5.12. Funcién par e impar

Toda funcién puede descomponerse de manera tnica en una funcién par y una fun-
cién impar (ver paragrafo 2.6.2).

Ejemplo 1:
e’ = cosh(t) + sinh(t)
con .
cosh(t) = 3 {e'+e7'}  partepar
Y 1
sinh(t) = 5 {e' —e '} parteimpar
Ejemplo 2:
e = cos(t) + isin(t)
con )
cos(t) = 5 {e" +e "} partepar
Y 1
sin(t) = 3 {e" —e™"}  parteimpar
i
Ejemplo 3:

Ejemplo de un sismograma. Dado un sismograma, descomponerlo en su parte par
y su parte impar (lo dejamos como problema). Hacer los dos casos: sin centrar la senal
inicial, y centrandola a cero. Comparar los resultados (ver resultado figura 3.10).
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4000 (1) = Sismograma 4000 Parte par 2000 (1) = Sismograma 2000 Parte par
3000 3000 1000 1000
1000 1000 -1000 -1000

%% 10 20 30 40 °0 10 20 30 40 -2000 o 10 20 30 40-20009 10 20 30 40
2000 Parte impar aonp_ e P + impar = 1) 2000 Parte impar 200, PR + impar = (1)
1000 3000 1000 1000

0 2000 0 0
-1000 1000 -1000 -1000
2005——5 36 30 40 °0 10 20 30 4 200 5——5 35 30 40°°%% 10 20 3F0 40

Tiempo (s) Tiempo (s)
Sin centrar Centrando
La parte par no esta centrada en cero | La parte par esta centrada en cero
como el sismograma inicial

Figura 3.10: Parte par e impar de un sismograma
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3.5.13. Resumen ©

Tiempo (t) Frecuencia (v)
£ =TF o) = | :O Fv) ™ dv | F(v) = TF[f(t)) = _:° Ft) et at
ay f1(t) + as fo(t) a1 F1(v) + as F5(v)
) (2imv)" F(v)
/; f(r)dr 2;TVF(V)
f(t —to) e F (1)
2ot £ () F(v - )
f(at R

Ji(t) = fa(t)

fi(t). fa(?)

d(t) Dirac 1
1 d(v) Dirac
0 t<0 - 1 , 1
H(t) = { 1 t>0 Heaviside 55(V)—pr{%}

. es el producto simple, * es el producto de convolucion.
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Tiempo (t) Frecuencia (v)
f(t)=TFF(v)] = /_Jroo F(v) 2Tt gy, TF[f(t)] = joo F(t) p—2imt gy
or(t) = _Z d(t —nT) %51/T(1/)

n=—oo

Peineta de Dirac

Peineta de Dirac

1 |t|<T)/2
HT(t):{ 0 |t|>T/2

Funcion Puerta

T sing(mvT)

Sinus cardinal

1
 Tp(t R <0 —_
et TIr(t) conRe(c) SYP—
c—|t| —2c
e _—
(2mv)? + 2
1 m c—|2mv|
m con R6<C) <0 —E e
t 2
——— conRe(c) <0 LMY ge2imy]
{t2 4+ 2}? 2c
-1 t<0 1
signo(t) =< 0 t=0 —
+1 t>0 v
e~ cona>0 T o= @m)?/(a)
a
2w
t 2my(5(27w)
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Tiempo (t) Frecuencia (v)
f@)=TF[F@)] = /_:O F(v)e*'™'dv | F(v) =TF[f(t)] = _:o fl)y e ™t
cos(at) 76(w — a) + 8(w + a)]
sin(at) %[5@ —a) = 8w+ a)]

3.6. Convoluciéon continua de dos senales

as

3.6.1. Definicion

La definicién del producto de convolucién de dos senales f(t) y g(t) es:

£ =al0) = 50590 = [ " Fw glt - u) du. (3.30)

[e.9]

El producto de convolucién (o simplemente la convolucién) de dos senales es algo
muy usado en geofisica. Permite por ejemplo ver el efecto de la tierra donde se propaga
las ondas sismicas o de ver el efecto de los instrumentos (sismémetros, acelerégrafos) sobre
la senal de entrada emitida (e.g. explosién artificial, vibracién de la tierra con aparatos
geofisicos, un terremoto ...).

Si tenemos una senal de entrada (que puede ser cualquier emisién artificial o nat-
ural: explosion, terremoto...) e(t), y si conocemos el efecto de un sistema (la tierra, un
sismémetro ...) por su repuesta (repuesta del suelo o repuesta instrumental) r(¢), entonces
la senal que vamos a gravar serd la convolucién e(t) por r(t), es decir, que efecto de la
tierra o del sismémetro (definido con r(t)) sobre la senal emitida e(t) es el producto de
convolucion e(t) x r(t).
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3.6.2. Propiedades del producto de convolucion

» Conmutatividad La convolucién es conmutativa, es decir que no importa si inverti-
mos las dos senales al hacer el producto:

f()+g(t) = f(t)* g(t) (3.31)

Eso significa que:

/ " () gt — ) du = / " (= w) glu) du (3.32)

En la practica, en computadoras, los resultados van a ser iguales también claro, pero
) ) )
puede resultar diferente en cuestion al tiempo de célculo.

Distributividad La convolucién es distributiva, es decir

f(@)*[g(t) + h(t)] = f(t) * g(t) + f(£) * h(t) (3.33)

En la practica, es mucho més répido calcular f(t) x [g(t) + h(t)] que f(t) % g(t) +
f(t) * h(t). Por eso es importante, en la formulacién antes de escribir un programa,
de hacer cuidado con este tipo de problema.

Asociatividad La convolucién es asociativo, es decir

F@) [g(@) x h()] = [F(t) * g(£)]  h(t) (3.34)
Elemento neutro El Dirac 6(t) es el elemento neutro de la convolucién:
o(t) x f(t) = f(t) (3.35)

Veremos otras propiedades al ver él capitulo sobre filtros.

Varias
(f * g)(At) = |A[f(AL) = g(A1) (3.36)

3.6.3. Derivacion de un producto de convolucion

(fxg)t="frxg=fxg (3.37)
Demostracién: Tenemos
MGl ealt) =T [TF [41F )0 (3.38)
= TF* [2im/TF [f(1)) TF [g(1)] (3.39)
%[f «g)(t) =TEF " [2anTF [f(£)]] « TF~ [TF [g(t)] (3.40)
=TF ' [TF [4£f(t)] * g(1)] (3.41)
= af g(t) (3.42)

de igual manera se puede mostrar la otra relacion.

Series de tiempo Denis Legrand GF711 Version 19 de octubre de 2005



3.6 Convolucién continua de dos senales 61

3.6.4. Integracion y producto de convolucién

La convolucién de una funcién f(t) por la funcién de Heaviside es la primitiva de esa
funcién:

F(#) + H(t) = / () dt (3.43)

hghg

3.6.5. Periodizacion de una funcion: convoluciéon por una peine-
ta de Dirac

fdfd

3.6.6. Repuesta de un sistema lineal: repuesta al impulso, fun-
cion de Green, repuesta instrumental y producto de con-
volucién

Ejemplo 1: la repuesta de un sistema lineal Un sistema lineal es un sistema
(por ejemplo un instrumento) que responde linealmente a toda entrada e(t), o sea que sus
salidas s(t) verifiquen:

[rqTcqlle(t) — [sistemalineal] — s(t) (3.44)
Ae(t) — [sistemalineal] — As(t) (3.45)
e1(t) + ex(t) —  [sistemalineal] — s1(t) + so(t) (3.46)

La repuesta de un sistema a un Dirac (impulsién) se llama de diferentes maneras: fun-
cién de Green repuesta al impulso funcién de transferencia repuesta instrumental (a un
impulso) en el caso de un instrumento

[rqTcql]g(t) (3.47)
(3.48)

La TF de un Dirac es un constante. Eso significa que un Dirac contiene todas las
frecuencias con las mismas amplitudes, a sea si sumamos una infinidad de frecuencias
vamos a simular un Dirac. TF [t] = 1. Entonces si entramos un Dirac en un sistema lineal,
su salida sera la repuesta del instrumento a todas las frecuencias, por eso se llama repuesta
instrumental y asi de conoce todas las caracteristicas del instrumento. Basta conocer esta
repuesta al impulso i(t) para conocer la respuesta del instrumento a todos los otros senales
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de entrada. Si e(t) es una entrada cualquiera, la salida del sistema lineal serd simplemente
la convolucién de la entrada por la repuesta al impulso, o sea:

[rqTclle(t) — [sistemalineal] — s(t) = e(t) x i(t) (3.49)

Ejemplo 2: ;cudl es la repuesta instrumental de un sismémetro viejo?
Suponemos que tenemos un sismémetro antiguo y que no conocemos la repuesta instru-
mental de este sismémetro. Suponemos que tenemos también un sismémetro nuevo por el
cual tenemos la repuesta instrumental. ; Como hacer para deducir la repuesta instrumental
del sismometro antiguo?

El sismémetro antiguo (lo llamamos 1) tiene una repuesta instrumental i;(¢) que no
conocemos

[rqTcql]6(t) —  [sismometroantiguo] — iy(t) (3.50)

d(t) — [sismometroantiguo] — is(t) 3.51)

Suponemos que tenemos un terremoto, con una sefial (movimiento de la tierra antes
de estar registrado por en sismémetro). Llamamos e esta senal que llega justo antes del
sismémetro ey (t) y e2(t) por el sismémetro 2. A priori vamos a tener e;(t) # es(t) a pesar
de que estas senales provienen del mismo terremoto y que todavia no han pasado por los
instrumentos. Eso es el caso general cuando los dos sismémetros son en 2 lugares diferentes
(como la propagacién es diferente entre la fuente del terremoto y de los 2 instrumentos,
las senales correspondientes serdn diferentes). Vamos a llamar s1(t) y so(t) a las salidas
de los 2 instrumentos a este terremoto. Asi tenemos:

[rqTcqllei(t) —  [sismometroantiguo] — s1(t) = ey (t) * i1(t) (3.52)
ea(t) —  [sismometronuevo] — $3(t) = ea(t) * ia(t) 3.53)
Tomamos la TF de cada salida:
rITF [s1(t)] = TF [e1(t)] TF [i1(¢)] (3.54)
TF [so(t)] = TF [eo(t)] TF [ia(t)] (3.55)
Hagamos el ratio de estas expresiones:

TF [s1(t)] _ TF [ea(t)]  TF [iz (1)
TF [so(t)] ~ TF [ea(t)] TF [ea()] TF [ia(2)]

(3.56)

Lo que conocemos es: s1(t) y sa(t) (los 2 sismogramas grabados en los 2 instrumentos)
Lo que no conocemos es: e1(t), ex(t) v i1(t).

Debemos hacer algo para reducir el nimero de incégnitas. Si ponemos los dos instru-
mentos al lado, el camino de las ondas que van a viajar del foco del terremoto a estas 2
estaciones sera el mismo, asi que la forma de onda también, asi que vamos a tener en este
caso particular: e (t) = es(t). Entonces se puede resolver el problema:

TF [iy (1)] = - [i;(é)%ig)[]sl(m

(3.57)
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y tomando la TF~!:
TF [s5(t)] TF [54(2)]
TF [s2(1)]

Este proceso se llama a veces calibrar un sismémetro.

i (t) = TF!

(3.58)

3.7. El fenémeno de Gibbs y apodizacion

Sumando series de Fourier, habiamos visto que aparecen altas frecuencias parasitas.
Es el fenémeno de Gibbs que vamos a ver més tarde en el curso. Es relacionado al hecho
que la ventana inicial que sumamos (un seno) esta cortado brutalmente porque trabajamos
sobre una ventana finita y asi el seno esta cortado brutalmente. Veremos como reducir este
efecto, hasta que es imposible eliminarlo completamente sin ademés ‘danar’ o ‘cambiar’
lo que realmente queremos hacer. Hace parte de los numerosos problemas que vamos a
encontrar al pasar a una senal muestreada, numérica, finita ... en fin lo que siempre vamos
a encontrar en tratamiento de sefiales numéricos. C’est la vie...

3.8. Transformada de Fourier 2 D o transformada ( f
s, k)o(kl,k2)

Vamos a ver una transformada de Fourier con dos variables (pueden ser 2 variables
de espacio como en el caso de una imagen o una de espacio u una de tiempo como en el
caso de cortes sismicos):

Si f(x1,x2) es una funcién de dos variables (1, 9 de R en C, vamos a notar F'(kq, ko)
la transformada (directa) de Fourier de f(z1,z2) y su definicién es:

F(ky, ko) = TF [f(21,22)] = TF [TF [f(21,22)],,] (3.59)

T2

k se llama la frecuencia (temporal o espacial). La frecuencia espacial se llama también
ntimero de onda y su unida es m~!. A veces se define también una pulsacién espacial, con
un factor multiplicativo 27. En el caso de una TF 2D de un perfil sismico, tenemos k; =t
y k’g =XT.

Ojo: El orden de ejecucién de las TF es importante. En el caso de un corte sismico,
empezamos por una TF temporal TF,, = TF,, que sera un nimero complejo.

Vamos a dar las definiciones analiticas y sus propiedades. Vamos también a pasar
a una descripcién muestreada para ver las dificultades que vamos a encontrar cuando
queremos pasar de una formulaciéon matematica (o analdgica) a una aplicacién numérica
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Figura 3.11: insertar figura

(lo que hacen los instrumentos modernos numéricos, o cuando queremos aplicar los con-
ceptos en una computadora, o cuando queremos digitalizar funciones temporales (e.g. un
sismograma) o curvas espaciales (e.g. curvas de niveles), o imagenes analégicas (un mapa,
una imagen satelital, aérea...).

Vamos también tener problemas cuando vamos a representar los resultados grafica-
mente. En teoria, la computadora puede hacer los cédlculos con un nimero minimo de
puntos, pero el ojo es mucho mas exigente. A veces vamos que creer que ‘faltan’ puntos
a mirar una funcién que cumplen con una condicién de muestreo minimo que vamos a
ver en este curso. Debemos conocer esta diferencia y no pensar que los calculos son malos
porque al dibujarlos no son lindos o porque parece que faltan puntos. Eso es la condicién
de muestreo de Shannon y vamos a ver todo eso en detalle en este curso. Al revés, a veces
vamos a tener demasiado puntos y a dibujarlos vamos a ver un especie de “aliasing” grafi-
co, que en realidad es solamente un problema de representacion ggraficay no un problema
matematico o de algtin error que hicimos. Por eso hay que conocer muy bien todos estos
artefactos y distinguir cuales son reales y cuales son artificiales. Hay que hacer mucho
cuidado en caso de tratamiento de imagenes porque pueden aparecer lindas figuras que
no tienen nada real. Puede ser solamente un lindo efecto de aliasing.

Ejemplo de aliasing ggraficode un cos de misma frecuencia pero dibujado con varias
duraciones en un ggraficode mismo tamano: el problema es el tamano de la ventana ggrafi-
caque es pequena y no un problema numeérico.
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Capitulo 4

Senales discretas: Muestreo temporal
y frecuencial

4.1. Muestreo temporal ideal perfecto de una funciéon
continua

Hasta ahora, hemos visto sefiales que dependian de una variable continua (como el
tiempo 't’ o la distancia 'z’), o sea una senal analégica. Eso es practico para hacer calculos
matematicos analiticos. Pero en la practica, como en el caso de senales numeéricas, las vari-
ables no son continuas. Estos valores pueden provenir de un instrumento electrénico que
solamente puede trabajar de manera discontinua porque graba solamente en algunos mo-
mentos. Como cada medida demora su tiempo, el sistema electrénico tiene que terminar
esta medida antes de empezar una nueva medida. Por ejemplo un sismograma gravado en
un sistema de adquisicion numérica estd muestreado a intervalos de tiempos constantes.
Es la misma cosa cuando se usan senales en computadoras. El proceso de muestreo puede
ser también el resultado de una digitalizacion 'a mano’ de una curva analégica, por ejem-
plo con una mesa digitalizadora. Puede ser también el resultado de medidas en el terreno
en algunos puntos en la superficie de la Tierra (caso de medidas de la gravedad, del campo
magnético, eléctrico, GPS, sismica, de la temperatura, presién atmosférica etc). En estos
casos, el intervalo entre dos puntos de medida no sera constante. Entonces, las senales
muestreadas no estan conocidas para todo valor de la variable (tiempo o espacio) sino
para algunas de ellas 't/ o ‘2, en ntmeros discretos y finitos. Vamos a ver como pasar
de una senal analdgica, continua a una senal discreta, muestreada, y como regresar a la
senal original continua. Una preocupacion constante serd saber si la funcién muestreada
contiena la misma informacion que la senal continua. Vamos a ver eso en este capitulo,
comparando los espectros de la funcién muestreada y continua.
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4.1.1. ;Como pasar de una funcién continua a una funcién muestrea-
da?

Primero que todo, vamos a suponer que la sefial continua f(t) tiene un espectro
acotado, es decir que su espectro F(v) esta limitado, o sea: F(v) =0 parav > Vpgy.
La senal inicial f(t) puede tener tal espectro acotado de manera natural, pero si no es el
caso, tenemos que acotar el espectro artificialmente (por ejemplo aplicando un filtro como
lo veremos més adelante) para imponer que el espectro F'(v) sea nulo para frecuancias
V> Upmaz-

El muestreo de una senal consiste a pasar de una senal f(¢) continua (analdgica) a
una senal f(n AT) discreta (o muestreada), cambiando simplemente el valor f(¢) por el
valor f(n At), donde n € N, y At es el periodo de muestreo. En el caso de muestreos
con intervalos constantes, equivale a hacer el producto de la funcién f(¢) continua por
una peineta da.(t) de Dirac, de intervalo At.

Llamamos f(t) la funcién en tiempo continuo y f(t,) la funcién en tiempo discreto
(funcién muestreada), con t,, = nAt, donde At se llama la taza de muestreo.

ftn) = F(1)-0n:(t)

con:
n=-00
Sac(t) = > 8(t —nAt)
O sea:
B n=-+oo n=-+oo
fltn) = f(t). D 6(t—nAt) = > f(nAt).5(t —nAt)

Interpretacién: una senal muestreada es una serie de impulsos 0(t — nAt) separados
(aca de manera constante) de At cuyos pesos f(nAt) son los valores de la funcién orig-
inal f gt) a los instantes ¢ = nAt. Se habla de una serie de tiempo que se nota a veces:

fn = f(t,). Para una funcién que depende del espacio, serfa una serie de espacio (pero no
se dice asi).

Los datos estdan en numero limitado N. La duracion de la senal serd entonces:
D = N At.

Como tenemos una multiplicacién por un Dirac (o una peineta), tenemos que tomar

+oo
la integral / de las expresiones anteriores:
—0o
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Sefal analogica continua = f(t)

1 - T T T T T 2

—_I_ | | | | | | |

Peineta de Dirac = p(t)
1F9 0000 P00 OIPOOOPOPOOOPOPOPOOPOQ O Q ¢

O | | | | | |

Sefial numérica muestreada = f(t).p(t)
1F T T T T T —

O@?TTW TTTTW |
) M

Figura 4.1: Muestreo de una funcion continua:

arriba: f(t) es la funcién continua

medio: p(t): peineta de Dirac

abajo: el producto de f(t) por p(t) nos da la funcién muestreada.

Vimos (pardgrafo 3.5.10) la propiedad:

—+00 —+00

f@)o(t) dt = f(0)d(t) dt = f(0)

Eso significa que el Dirac permite tomar un valor de la funcién f(¢) al tiempo ¢ = 0.
Se puede calcular el valor tomado en otro tiempo ¢y usando la relacion:

—+00 —+00

f(&)o(t —to) dt = f(to)d(t —to) dt = f(to)
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Integrando sobre todo el espacio, tenemos:

/_ - f(t,) = +OO F(£).0a¢(t)dt = - f Z §(t—nAt) / +OO Z F(nAt).0(t—nAt)

o0 - - n=-—o0o n=—00

+oo R n=-+oo +00 n=-+oo n=-+oo
/ Z/ FADSE—nat = S fan =3 ft)
- n=—00 n=-—00 n=—00
—+00
Eso significa que integrar (con una integral / continua) una funcién muestreada
—0oQ

n=+oo
f(t,) equivale a sumar (con una sumatoria Z discreta) todos los muestreos f(t,). Eso

n=—oo

como si la funcién muestreada valia 0 afuera de los muestreos.

4.1.2. Transformada de Fourier de una funcién muestreada: Pe-
riodizacién del espectro:

Como una peineta de Dirac es periddica, se puede descomponer en una serie de
Fourier (ver paragrafo 3.5.11):

n=-+o00
Sac(t) Z ol p2imnt /At
con . .
—2imnt /At
F, = 5 dt = —
I A
Entonces:
N~ L 2imnt /At
5At(t) — At 17Tn
Entonces: .
2z'7mt/At
tn) T At nz_:oof

Tomando la transformada de Fourier de esa expresion, tenemos:
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4.1 Muestreo temporal ideal perfecto de una funcién continua 69

donde At es la taza de muestreo en el tiempo de la senal original.

La forma general del espectro de una senal muestreada de taza de muestreo At es
similar al espectro de la senial continua, pero repetido (periodizado) con espacio 1/At (la
sumatoria del espetro continuo F'(v), traslado en frecuencias). El espectro de una senal
muestreada es periddico. Ademads, es continuo. Su amplitud, en cambio, es multiplicado
por 1/At. Es importante acordarse que muestrear una funcién implica automaticamente
una periodizacion del espectro en frecuencias.

La TF de una senal muestreada es una funcién periédica y continua,

de espectro ’base’ el espectro de la funcién continua.

Un muestreo en tiempo introduce una periodizacion en frecuencia.

Podemos calcular la TF de la funcién muestreada f (t,) directamente con la definicién
y tenemos el mismo resultado:

TF [f(tn)} =TF [f(t)0a:(t)] = F(v) * Aitfﬁ/m(”) = At 2 F (” - A%)

Otra expresion:

n=+00 n=-+00
TF| Y f(n.At)ﬁnAt(t)] = > f(nAt).e2mmwat

4.1.3. Buen muestreo temporal: conservacion del espectro o condi-
cion de Shannon

Entonces, muestrear es tomar un numero finito de puntos para representar la funcién
continua f(¢) inicial. Esta operacién es mas dificil de lo que podria parecer a primera
vista. Una pregunta importante es la sigueinte: ;jcuantos puntos podemos tomar para
representar correctamente la funciéon original? La repuesta es: un numero tal que, con
estos puntos muestreados, podemos regresar a la funcén continua inicial sin deformar es-
ta funcién. Este proceso es conocido como la condiciéon de Shannon o de Nyquist. Si no
respetemos esta condicién, la informacién de la funcién original continua sera perdida, y
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Seno continuo y periédico Seno muestreado

0 5 10 15
muestreado periddico y continuo

N
o
N
o

Espectro de amplitud
S

Espectro de amplitud
N
o

oaeest |11 9000aal & L LI

-1 -0.5 0 0.5 1 -30-20-10 0 10 20 3C

Figura 4.2: Espectros discreto de una funciéon continua periodica y espectro continuo y
periédico de una funciéon muestreada. En este ejemplo, se ve muy bien la dualida entre los
dominios de los tiempos y de las frecuencias (una TF de una senal periodica es muestreada
y la TF de una senal muestreada es periddica).
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0 100 200 300 400 500
1
0

0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500

o 5 10 15 20

Figura 4.3: Espectros discretos de una funcién periddica: a) Funcién seno b) Funcién
exponencial decreciente ¢) Senal a.senal b d) Peineta de Dirac e) c¢*d f)espectro de c
g)Espectro de d h) f.g i) Comparacién espectro continuo y muestreado
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Figura 4.4: Espectros ...
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ningun tratamiento matematico posterior nos permitira recuperar esta informacién per-
dida: Serd imposible encontrar de nuevo la funcién original.

Para saber cuantos puntos minimos podemos tomar para describir tal funcién con-
tinua en el tiempo, es mas facil ver eso en el dominio de las frecuencias. Acabamos de
ver que cuando se pasa de una funcién continua a una funcién discreta (es decir cuando
muestreamos una senal temporal), el espectro (de la funcién tiempo continua) se transfor-
ma en un espectro periddico (de la funciéon muestreada), donde la forma base es justamente
el espectro de la funciéon continua. Recordemos que eso es posible porque el espectro de
la funcién continua es acotado (es decir que la sefal no tiene energia (su espectro es
nulo) para frecuencias v > Vp,q,. Queremos que, durante el proceso de periodizacién del
espectro, estos espectros no se toquen ni se recubren (Figura 4.5), porque si se recubren,
vamos a deformar el espectro de la funcion original y entonces serd imposible reconstruir
la funcién continua temporal original a partir de la funcién temporal muestreada. Esta
distorsion de la senal se llama en ingles ’aliasing’. El propdsito es, a partir de una funcién
muestreada, poder re-producir la funcién continua original.

Vimos que el espectro de la transformada de Fourier de una funcién muestreada es
periédico (y continuo). La figura 4.5 da un ejemplo de un espectro periodizado (convolu-
ci6én del espectro original de la funcién continua por una peineta de Dirac).

Se dice que la condicién de Shannon esta respectada cuando el espectro F'(v) esta
conservado durante el proceso de periodizacion, es decir que no hay recubrimiento de es-
tos espectros periodizados en frecuencia (cada espectro de f(t) en frecuencias esta bien
separado de los otros). La forma del espectro original se conserva (no cambia de forma).
Esta condicién nos asegura regresar a la funcién original (ver pardgrafo como pasar de
una funcién muestreada a una funcién continua).

La figura 4.5 da una ilustracion de la condicién de Shannon: si la senal esta bien
muestreada en tiempo, los espectros son continuos y periédicos y ademés bien separados
(no se recubren) y regresan a 0 (como el espectro de la senal continua).

1
Los espectros no se topan cuando en el intervalo |v| < ——, tenemos la igualdad :

2At
e n 1
Z F (1/ — Kt> = F(v) solamente si : A > 2Upae donde vy, es la frecuancia maximal

que corresponde al limite mas alla del cual F(v) es nulo para las fecuencias superior a
Vmae (Figura 4.5).

La frecuancia de Nyquist o de Shannon y es:
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~Vmax '° Vimax
— 1/At 0 1/At /AL
| | A B | |
| | | |
v 10
— 1/At max MaxX | /At 2/At
VAt = Voox

Figura 4.5: Conservacion del espectro: condicién de Shannon Arriba: espectro de la
funcién temporal. Este espectro es acotado, no tiene frecuencias mas alla de la frecuencia
maxima Vy,qe -

Medio: Peineta de Dirac frecuencial que es la transformada de Fourier de la peineta de
Dirac temporal que sirvo a muestrear la funcion en tiempo.

Abajo: periodizacién del espectro frecuencial (convolucién del grafico de arriba por el
del medio): A y B estdn bien separados: los espectros no se recubren y regresan hacia
0 todos. No hay aliasing=la funcién temporal esta bien muestreada (que se ve mejor
en el dominio de las frecuencias) el At es suficientemente pequeno para representar
sufisientemente bien la funcién temporal.
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1
UN = —.
N oAt
Debemos tener:
UN > Vmaz

Eso significa que una senal continua puede ser reconstruida a partir de los valores
muestreadas solamente si el contenido frecuencial de la senal no contiene energia arriba
de la frecuancia de Nyquist. Si no es asi (es decir si V., > vn), tendremos que aplicar
un filtro anti-aliasing a la senal original para cortar todas las frecuencias mas ariba de
la frecuancia de Nyquist (en un sistema de adquisicién es importante porque a priori no
conocemos el espectro de la senial que el instrumento va a grabar).

Notan que NO se puede usar la frecuencia de Shannon como limite, la relacién es un
<7y no un '<’. Por ejemplo, si se toma la funcién sin(2t/At) muestreada a la frecuencia
de Shannon es decir con 2 puntos por periodo a partir de t = 0, todos los muestreos son
nulos, que nunca podra representar correctamente un seno!

.De donde viene este factor 27

El espectro F(v) es acotado, o sea es nulo para frecuencias superior a una frecuencia
maxima V., y nulo tambien para frecuencias inferior a —v,,,, . En la figura 4.5, los
espectros no se cuvren cuando A y B estan bien separados: se conserva asi la forma del
espectro original con el proceso de periodizacion del espectro (resultado del muestreo en
tiempo). Eso es satisfecho cuando:

1

At — Vmaz = Vmax

1
2At

Vmax <

O Sea:

At <

Vmaz‘

que es efectivamente la condicén de muestreo en el tiempo ( At es la taza de muestreo
temporal).

En resumén, el hecho que los espectros no se recubren es muy importante, porque
eso asegura que con un proceso inverso (pasar del espectro a la senal temporal) podramos
recuperar la funcién inicial en el tiempo sin distorcién (para eso tomaremos solamente un
espectro elemental del espectro periddico, y haciendo una TF inversa podramos recuperar
la funcién inicial).
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4.1.4. Mal muestreo temporal: No conservacion del espectro i.e
bajo-muestreo i.e fenémeno de aliasing

Se entiende muy bien que si los espectros se recubren, el espectro total sera distor-
cionado y serd imposible recuperar la funcién inicial porque ya se ha perdido la forma
exacta del espectro inicial, y no hay como recuperarlo despues (Figura 4.6). En este caso,
el espectro no regresa a 0.

Si muestreamos en tiempo, usamos una peineta de Dirac. Si muestreamos en tiempo
con muchos puntos, los Dirac de la peineta de muestreo temporal van a estar muy cercanos
en tiempo, y por lo tanto muy separados en frecuencia (la TF de una peineta de Dirac
es una peineta de Dirac, de espacio el inverso del espacio en tiempo). Como muestrear
en tiempo es multiplicar por une peineta de Dirac, en frecuencia es hacer la convolucién
con la TF de la peineta de Dirac (que es una peineta de Dirac) y ya sabemos que esta
convolucién equivale a una periodizacion. A cada Dirac en frecuencia se coloca entoncés
el espectro de la funcion y si los Dirac en frecuencia estan muy separados, los espectros
tambien van a estar muy separados y no vamos a tener recubrimientos de los espectros,
no vamos a tener aliasing, o sea la funcién sera sufisientemente muestreada en tiempo. Al
reves, si tomamos pocos puntos en tiempo para mostrear la funciéon temporal, los Dirac
de la peineta de muestreo temporal seran muy separados en tiempo, o sea muy cercanos
en frecuencia, asi los espectros periodizados de la funcién se van a traslapar y asi vamos a
tener aliasing (Figura 4.6). La funcién en tiempo fue insificientemente muestreada (con
pocos puntos), y sera imposible deducir de estos pocos puntos temporales la forma exacta
de la funcién porque durante el proceso de periodizacion del espectro, el espectro se ha
deformado, es decir en tiempo la funcién igual ha cambiado, asi que sera imposible volver
a dibujarla de manera exacta. El efecto de ’aliasing’ destruye el espectro de la funcién
inicial. Es por eso que es mejor sobre-muestrar una funcién que sub-muestrearla, porque
en el dltimo caso se pierde para siempre la informacién de la funcién original.

Notan que cuando los espectros se traslapan, no regresan a 0, la suma de los espectros
que quedan como ’colgados’, translados verticalmente asi que el espectro ya no esta mas
acotado.

Vamos a mostrar dos ejemplos donde la funcién en tiempo esta mal muestreada: en
este caso no se puede reconocer el espectro base de la funcién bien muestreada: los espec-
tros de una funciéon mal muestreada en tiempo se recubren y asi es impossible reconocer
el espectro de la funcién inicial.

Ejemplo real con Matlab:

Entonces, cuando vamos a reconstruir la funcién, que vamos a llamar f,(t), a partir
de los muestreos en niimero insuficiente, no vamos a tener la misma funcién que la funcién
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— 1/At 10 1/At 2/At

=Y
m axB 1%

max

I/At =V
max

Figura 4.6: No conservacién del espectro: fenémeno de aliasing:

Arriba: espectro de la funcion temporal. Este espectro es acotado, no tiene frecuencias
mas alla de la frecuencia maxima v,z -

Medio: Peineta de Dirac frecuencial que es la transformada de Fourier de la peineta de
Dirac temporal que sirvo a muestrear la funcién en tiempo.

Abajo: periodizacion del espectro frecuencial (convolucién del grafico de arriba por el
del medio): A y B se cruzaron: no estan bien separados: los espectros se recubren. Hay
aliasing=la funcién temporal esta mal muestreada (que se ve mejor en el dominio de
las frecuencias): el At fue demaciado grande. Los espectros ya no bajan hacia 0. N.B.
Cuando A y BeestsdejtistopenDelninisegoahde@it TjisMersida HeduentitbrdedSRa0Rion), hay
aliasing.
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Sin aliasing Con aliasing
4t 4t
27 27
0 : 0 :

50 100 150 50 100 150
1t ® ® ® ® 1000OO'OOOOOOOOO
e -

05} A>a 05 ¢} A<a

4t () 4

2t 2t T

0 : : : : 0 : : : : :
120 140 160 180 200 120 140 160 180 200

Figura 4.7: Espectros ...
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Seno bien muestreado Seno mal muestreado
1 ' 1f ' '
(04 ob
-1 . . . -1 . . .
0 2 4 6 0 2 4 6
Espectros continuos (del seno muestreado) Espectros continuos (del seno muestreado)
50 bien separados mal sepa(ados =se 'recubren '
40} 1 4
30t
20+ 1 2
10t 1
B WUWWUWUWUUULUUY
0 : : 0 : : :
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
Espectros disctontinuos del seno continuo
06 : : : 06
0J0) (0X0) 0JO) 0X0)
04t 1 04t
027 1 02}t

i i) O (G e
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

Figura 4.8: Espectros ...

continua f(t) inicial, pero la senial reconstruida usando una interpolaciéon de Shannon sera
igual a la funcién continua solamente en los instantes de muestreo nAt, o sea:

fr(nAt) = f(nAt)
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Seno bien muestreado Seno mal muestreado
1 1
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6
Espectros bien separados Espectros mal separados = se recubren
50 4
40t
3 L
=0
30t
2 L
20t
l - 4
10f ]
v M I T
0 0
50 100 150 200 250 0 5 10 15
El espectro llegaa 0 El espectro nunca llegaa 0

Figura 4.9: Espectros ...

4.1.5. Como pasar de una funcion muestreada a una funcion
continua: Formula de interpolacion de Shannon

La idea ahora es la siguiente: una vez que hemos muestreado una funcion, ;jcomo
reconstruir la funcién temporal inicial a partir de los muestreos obtenidos? Podriamos
tomar muchos puntos en tiempo y hacer una interpolacion lineal entre estos puntos. Pero
eso necesitaria tomar muchisimos puntos y vamos a ver que no es necesario. Ademas nece-
sita memoria grande para guardar toda esta informacion.

Eso no se hace con una interpolacién lineal entre los puntos muestreados. Se hace
de la manera siguiente: El simple hecho de muestrear una funcién continua va a intro-
ducir una periodizacion del espectro. Eso es un poco problematico porque vamos a tener
un espectro diferente del espectro de la funcién original. Como debemos tener el mismo
espectro que la funcién inicial, se selecciona solamente la parte del espectro corresppndi-
endo al espectro de la funcién continua (i.e un periodo del espectro periodizado). Para eso,
vamos a multiplicar el espectro de la funcién muestreada por una ventana puerta (filtro
paso bajo) para seleccionar un periodo que es el espectro de la funcién continua inicial.
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Haciendo eso, aparece un sinus cardinal en tiempo, es decir que la interpolacion de los
Dirac de muestreos de la funcién muestreada seran interpolados con la suma de funciones
sinus cardinal (ver todo en detalles mas adelante).

Vimos que muestrear una funcién temporal periodiza ’artificialmente’ el espectro. Si
queremos regresar a la funcién temporal inicial a partir de los muestreos, debemos ’de-
periodizar’ el espectro, o sea seleccionar solamente la parte que no interesa, es decir cortar
un solo espectro (él que corresponde a la funcién continua) y no tomarlos todos. ’Cortar’
se llama ’filtrar’ en el tratamiento de senales. Para eso, vamos a ver que tenemos que
usar un filtro baso bajo con una frecuencia de corte mas grande que la frecuencia méaxima

Vmaezr ¥ MAas pequena que N Umaz - Lia Tazon es asi selecionar justo el espectro de la

funcién temporal continua inicial (la periodizacién del espectro era solamente el efecto del
muestreo temporal). Eso se ve muy bien en la figura 4.10. La transformada inversa de
este espectro cortado sera exactamente f(t).

Sea una funcién inicial f(t) continua. La muestreamos. Tenemos el espectro de esta
funcién muestreada (figura 4.10 arriba), que es periédico. Si multiplicamos este espectro
por un filtro paso bajo ’ideal’ (puerta) (figura 4.10 medio) con una frecuencia de corte

Vs que esta entre los puntos A y B (es decir Vg < vy < A7 Vmaz ), tenemos como

resultado el espectro de la funcién original f(t) continua. Tomando una transformada in-
versa de este espectro, regresamos a la funcién temporal inicial f(¢) continua. Pero vamos
a introducir un sinus cardinal, porque la TF~! de una puerta es un sinus cardinal.

Vamos a ver ahora como escribirlo.

Sea una funcién f(t) de TF de soporte acotado. Muestreamos esta funcion f(t) re-
spectando la condicién de Shannon. En este caso, es posible pasar de la funciéon muestreada
en tiempo a la funcién continua en tiempo. Encontramos F'(v) a partir del espectro pe-
riodizado, multiplicando el 1espectro periodizado por une puerta centrada en 0, de ancho

2vp, tal que Ve < vy < N Vmaz > O Sea de la manera que el ancho de la puerta sea

maés grande que 2 N, (ver figura 4.10) o sea:
n=-+oo n
F(v) = Z F (y — E) 1y, (v)

n=—oo

Tomando la TF~!, regresamos a la funcién continua:

TF'FWw)=TF"!
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| | /\A BA |
1 1 Y 0 v 1 1
— 1/At max max 1/At 2/At
IAt—V_
0 \Y

—V 0 v

max max

Figura 4.10: Paso para la interpolacién de Shannon
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n=-+o0o
J6) =TF | S F (v =25 ) | #TF [T, ()
Pero ya vimos que:
n=-+o00
TF [f(tn)] =TF[f(t).0n(t)] = F(v) * é&/m(l/) = i Z F (y — %)

entonces:

ft) =TF ' [AtTF [f(t).0a(t)]] % TF~" [Ty, (v))

f(t) = At [f(t).0ac(t)] * 2vpsin.(2m vy t)

n=-+o00

> f(1).6(t — nAt)

n—=—0oo

f(t) = At % 2Up.51n (2T V5 t)

Usando la definiciéon de un producto de convolucion:

n=-4oo 400
f(t) = At. 2v4. Z / f(t—s).0(t — s —nAt).sin.(2m vy s) ds

n=—oo

La integral est nula para t — s — nAt # 0 y entonces, usando la propiedad del Dirac:

n=-o00

f(t) = At. 2vy. Z f(nAt).sin. 27 vy (t — nAt)]

n=—oo

Esta formula permite pasar de los muestreos f(nAt) a la funcién continua f(t) ha-
ciendo una interpolacién con senos cardinales.

Seleccionar el espectro F(v) en frecuancia equivale a interpolar en el tiempo, o sea
filtar en frecuencia equivale a interpolar en tiempo.
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Es la formula de interpolacion de Shannon.

Podemos encontrar toda la informaciéon de una funcién temporal inicial si no existe
energia para frecuencias mas alla de la frecuencia de Nyquist: vy.

4.2. Muestreo temporal real imperfecto de una fun-
ciéon continua: periodizacién con atenuacién del
espectro

Pero nada es perfecto en este mundo. Hacer una medida que toma un tiempo cero
(como lo habia supuesto en el paragrafo anterior, considerando una peineta de Dirac) es
imposible. Vamos a ver el caso real cuando la medida toma un tiempo 7 . Vimos que
cuando se muestrea una funcién, su espectro es automaticamente periédico: es una repeti-
cién del espectro 'base’ de la funcién original continua. Vamos a mostrar que cuando el
muestreo dura un tiempo 7 pequeno, este espectro resultante va a perder un poco su car-
acter periddico, en el sentido que los espectros no se van a repetir iguales, sino cada vez
con una amplitud un poquito mas pequeno: la amplitud de estos espectros va a disminuir
cuando la frecuencia va aumentar, siguiendo una envuelve en sinus cardinal : sin.(nwd),
con d = 7/At. Cuando el tiempo de las medidas 7 tiende a cero (regresamos al caso de un
muestreo ideal con una peineta de Dirac), vemos que la atenuacién de los espectros con
la frecuencia tiende tambien a cero (los espectros se quedan con una amplitud constante
cuando la frecuencia aumenta). Comparar las dos figuras xx y xx.

Eso significa que el hecho de hacer una medida (que dura un tiempo 7 ) va a deformar
la senal original. El hecho de hacer una medida modifica lo que medimos de manera ire-
versible. Entonces es imposible medir la realidad como es. Triste realidad. Por eso hay que
hacer mucho cuidado porque es imposible de ver la realidad como es (no solamente todo
tipo de instrumento, el ser humano incluido, es una especie de filtro, que por definicion
modifica la realidad sino tambien que con un laps de tiempo de medidad muy pequeno,
pero que siempre existe, va a modificar la senal que queremos medir).

Cuando el tiempo de las medidas 7 no es nulo (en esta figura, 7 = 0,1, taza de
muestreo=0.01, sin(3t)), el espectro de la funcién muestreada es la repeticién del espec-
tro de la funcién continua pero con una disminucion de su amplitud cuando la frecuencia
aumenta.

FIGURA

Cuando el tiempo de las medidas 7 tiende a cero (en esta figura, 7 = 0,01= taza de
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muestreo, sin(5t)), el espectro de la funcién muestreada es la repeticién del espectro de
la funcién continua sin disminucion de su amplitud cuando la frecuencia aumenta.

FIGURA

4.3. Muestreo frecuencial (de la TF): periodizacion
de la funcién temporal

De igual manera que en el dominio del tiempo habiamos muestreado una senal aco-
tada, el muestreo de la T'F' en el doninio de las frecuancias, se puede hacer con una taza
de muestreo:

1 1
A _ ——= —e——
YYD T NAt

(donde D es la duracién de la senal, N es el nimero de puntos de la senal finita
temporal).

Va a inducir una periodizacion en tiempo, de periodo D.
El muestreo de la TF implica una periodizacién en tiempo.

Se puede reconstruir una senal acotada en el tiempo a partir de muestreos en el
dominio de las frecuencias: para mostrar eso, vamos a muestrear un espectro continuo.

El espectro muestreado sera:

F(v,) = F(v).0a,(v)

onn(v) = _Z: d(v — nAv)
F(v,) = F(v). _Z (v —nAv) = _Z F(nAv).6(v — nAv)
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Integrando sobre todo el espacio, tenemos:

/_OOF(V).dAZ,(V) dv = _Z F(nAv) = _Z F(v,)

o8] n=—oo n=-—oo

La transformada de Fourier inversa de un espectro muestreado periodiza
la funcion temporal.

Entonces, no existen senales limitados en tiempo y en frecuencia al mismo tiempo.
Siempre tendramos una aproximacion al menos en uno de los dos dominios.

mettre ca plus loin, ca ¢ est la TFD...

Una periodizacién en el tiempo introduce un muestreo en frecuencia.

Eso revela una vez mas la relacion entre los espacios duales de los tiempos y de las
frecuencias.

En resumén, ;porque al muestrear en tiempo va a periodisar en frecuencia y vice
versa? Muestrear en tiempo significa introducir una regularidad, una repetibilidad, que
de un modo debemos encontrar en frecuencia, y que se traduce por una repitidividad, una
repitibilitad (una periodizacién). Matematicamente eso viene del hecho que la T'F' de una
peineta de Dirac es una peineta de Dirac. Pero eso no es tan evidente, porque la T'F' de
un Dirac es una constante, en cambio la T'F' de una peineta de Dirac es una peineta de
Dirac... Les dejo pensar en todo eso...
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Transformadas en z de una funcion
muestreada: 77

Existen dos tipos de transformadas en z. Una que se llama transformada bilateral
(porque esta definida como una sumatoria entre —oo y o0), y otra que es unilateral
(porque esta definida como una sumatoria entre 0 y co). La transformada bilateral corre-
sponde al equivalente de una transformada de Fourier que es la integral entre —oo y oo.
La transformada unilateral corresponde al equivalente de una transformada de Laplace
que es definida como una integral entre 0 y oo. Veremos tambien que la transformada
unilateral sirve para seniales causales, o sea definidas entre 0 y 00), es por estas razones
que se definen estas dos transformadas en z (uni y bilaterales).Vamos a dar muchas defini-
ciones para transformadas en z unilateral, pero se puede extender para senales no causal
(usando transformadas bilaterales).

Vamos a empezar a introducir la transformada en z porque es una buena introduccién del
problema de la transformada de Fourier discreta.

5.1. Definiciones

Una transformada en z se aplica sobre sistemas de tiempos discretos, reg-
ularmente espaciados, o sea tipicamente para una senal a muestreada con una taza de
muestreo constante, como un sismégrama conocido a intervalos temporales constantes o
de un corte gravimétrico o magnético hechos a intervalos espaciales regulares.

Estos valores provienen de medidas hechas en intervalos regulares.

Vamos a notar a(n) = a,, estos valores.
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5.1.1. Transformada en z bilateral

La transformada en z bilateral de una senal a tiempos discretos a(n) se nota A(z) es
una sumatoria entre —oo y oo.

A(z) =TZ[a(n)]

con

a(n) = a(nAt) paran € N
a(n) =0 en otras partes

Su definicién es:

n

N.B. Cuidado, existen algunas definiciones con 27", es decir que se puede también

escribir como:

A(z) =TZ[a(n)] = Z a(n).z™"

5.1.2. Transformada en z unilateral

La transformada en z unilateral de una sefial a tiempos discretos a(n) se nota A(z)
es una sumatoria entre 0 y oo.

A(z) = TZ[a(n)] = > _a(n).2" (5.2)

n=0

N.B. Cuidado, existen algunas definiciones con z7".

A(z) =TZ[a(n)] = Z a(n).z™"

n=0
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5.2. Transformada en z unilateral de una funcién muestrea-
da definida en N puntos

Para senales causales (que existen solamente para tiempo positivos), vamos a usar
transformada en z unilateral.

Eso significa que conocemos los valores de a solamente en N puntos, a partir de 0.

{a} = ap,a1,aq,...,any_1

O sea:

A(Z) = TZ[a(n)] =ag+ai.z2+ a2.22 + ...+ aN_l.zN_l

Una transformada en z es simplemente un polinomio de variable compleja z,
usando los coeficientes de la serie de tiempo a, como coeficientes.

La transformada en z inversa TZ~! se nota:

a(n) = TZ'[A(2)]

5.3. Ejemplo: salida de un instrumento de una senal
en 2"

Por ejemplo, suponemos que tenemos una sefial de entrada (input) de la forma
z(n) = 2" en un sistema (por ejemplo un sismémetro) de repuesta impulsional g(n),
tenemos la salida (output) del sistema que es la convolucién de la entrada por la repuesta
instrumental, o sea:

y(n) =g(n)xz(n) = > glk)a(n—k)
yin) = > g(k).=""*

donde * es el producto de convolucién.
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5.3 Ejemplo: salida de un instrumento de una senal en 2" 89

Entonces vemos que la salida y(n) es de la misma forma que la entrada z(n) = 2"

multiplicado por una constante que depende del valor z, o sea:

donde:

G(2) es el valor propio asociado a la funcién propia z". Si z = € | es decirsi | z |= 1
, veremos que G(z) =327 g(k).27* corresponde a la

transformada de Fourier discreta en tiempo:

Gv)= > g(k).e ™" (5.3)

k=—o0

Si | z |# 1 se llama transformada en z.

De manera més general, si la entrada es una combinacion lineal de exponencial
compleja, o sea si:

x(n) = Z a(k).zp
k
la salida sera:
y(n) = 3" alk).G(z) 2
k

es decir la salida serd también una combinacién lineal de la mismas senales expo-
nencial complejas, y cada coeficiente es obtenido como el producto del coeficiente corre-
spondiente ay, de la senal de entrada y los valores propios G(z) asociados a las funciones
propias zj, .
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90 Transformadas en z de una funcién muestreada: T2

5.4. Propiedades

Vamos a considerar operaciones sobre la transformadas en z y no directamente en
los senales. Toda operacién sobre una transformada en z tiene su equivalente en la serie
de tiempo asociada. Vamos a dar algunos ejemplos.

5.4.1. Multiplicar por z: atraso en tiempo de At

Multiplicando la T'Z[a(n)] por z, tenemos:
2 A(2) = ap.z + 1.2 + a2 + .. Fay_1.2"
esta nueva transformada en z corresponde a la serie temporal:

{a+} = 0, apg, a1,a9,...,AN_1

que es la funcién f original traslada de 1 en tiempo (atraso), es decir atrasada de un
intervalo At.

De igual manera, multiplicar una T'Z por z* equivale en tiempo a trasladar la funcién
temporal de k.At
z se llama el operador de traslado unitario.

5.4.2. Multiplicacion de dos TZ: convolucion discreta

Muchos procesos fisicos pueden ser considerados como la salida de un sistema lineal
(que se puede considerar como un filtro) y veremos que esa salida corresponde a mul-
tiplicar la transformada en z de una serie de tiempo (la entrada de la senal) por otra
transformada en z (el filtro o el sistema por el cual pasa la senal de entrada). Por ejemplo,
el efecto de un instrumento: la salida de un sismémetro es diferente del movimiento real
del suelo. En realidad, la salida del sismémetro consiste en multiplicar la transformada
en z del movimiento del suelo por otra transformada en z que describe el sismémetro. Es
imposible construir un instrumento que grave exactamente el movimiento del suelo. Toda
medida, todo instrumento deforma la senal real (ver capitulo 3 y 4).

Vamos a ver que significa multiplicar dos TZ: A(z) y B(z):
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N-1 M—

[y

k=0 =0

Para encontrar a que serie de tiempo corresponde esta transformada en z, debemos
escribirla como un polinomio y encontrar el término general. Sea p = k + [, tenemos
l=p—Fk, o sea:

N-1M-1 —1 k+M—1 N+M-2 p
ap.by. 2T E E ag.by_p. 2" E E ag.bp_i.2"
k=0 =0 p= p=0 k=0

eso es simplemente la transformada en z de la secuencia temporal:

p
Cp = E ak.bp_k
k=0

que es la convolucién temporal de {a} con {b} , de largo N + M — 1, o sea uno menos
que la suma de las longitudes de las dos series temporales.

Muchas veces, se nota este producto de convolucién: ¢ = a * b.

Entonces multiplicar dos T'Z equivale a hacer una convolucién temporal discreta.

A(z)

a(n) * b(n) — A(z).B(2)

Ejemplo: a = 1,2,3,1,2 b=1,3,5,7

Tenemos a * b=1,5,14,27,34,32,17,14

El producto de convolucién se puede también escribir:

N—

,_.

a(m).bin —m) (5.4)

m=0
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Una manera grafica para calcular tal producto de convolucién, es escribir a con indices
crecientes hacia la derecha, y b hacia la izquierda, trasladar b y sumar los productos de los
indices que se corresponden cada vez (Figura 5.1). El elemento ¢, se encuentra cuando el
by se alinea con el a,

Figura 5.1: Convolucién gréafica de 2 senales muestreadas a y b: se mentiene a fijo, y se
hace bajer b de uno: se multiplica todos los terminos que estan de frente y se suma todo,
después de hace bajer b de uno mas hacia la derecha e igual, se suma los productos de los
nimeros que se alinean etc...

5.4.3. Divisiéon de una 7'Z por otra T Z: deconvolucién discreta

Vimos que multiplicar dos T'Z correspondia a hacer una convolucién. Dividir sera hac-
er una deconvolucién.

Teniamos:
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asi que tenemos:
B(z) = C(2)/A(z)

Podemos conocer el primer término:

by = Co/ao

Conociendo by, podemos deducir el b;:

by = (01 - albo)/ao

y as{ poco a poco tenemos:
P
by = (cp — Z arbp—r)/ag

k=1

Entonces una deconvoluciéon es imposible cuando ay = 0.

Como B(z) = C(z)/A(z), una deconvolucién es imposible cuando A(z) = 0.

Vamos a ver mas detalles sobre la convoluciéon en el paragrafo xx.

5.4.4. Repuesta instrumental: Funcion de transferencia: los po-
los y ceros

Podemos generalizar eso como una fraccion racional de dos polinomios:

r(e) = () B(e) = eIy 53)

donde z;, son los ceros y pg son los polos de 7(z).

Eso puede traducir la relacién entre la salida de un sismémetro y el movimiento del
suelo, mediante la respuesta instrumental.
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94 Transformadas en z de una funcién muestreada: T2

Todo polinomio se puede descomponer asi, en particular una transformada en z.

En el plano complejo, la presencia de un cero o de un polo cerca del circulo unitario a
la frecuencia correspondiendo a los ceros o polos representan respectivamente un minimo
o un maximo del modulo de la TZ. Cada término en polos o ceros es un filtro.

Los ceros producen atenuacién a la frecuencia correspondiente.
Los polos producen amplificacion de la frecuencia correspondiente.

Un sismdémetro ideal seria tal que r(z) = 1, es decir que la salida del sismémetro seria
exactamente el movimiento del suelo. Algunos sismdémetros tienen una respuesta instru-
mental muy simple.

Es una serie que converge afuera del circulo | z |[> R . El rayo R se llama el rayo
de convergencia absoluta. Eso hace recordar la definiciéon de una transformada de Laplace.

La transformada de Laplace T'L de a es:

A(s) =TL[a(t)] = ) _ anae " (5.6)
Entonces tenemos:
A(z) = [A(s)],esar (5.7)

La relacién entre s y z es:

1
s = Eln(z)

Estas transformaciones son importantes, porque permiten pasar de una descripcion
de un semi-espacio en el plano ’s’ a un circulo en el plano 'z’. Un nimero infinito de valores
en el plano 's’ corresponden a un solo valor en el plano ’z’.
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Capitulo 6

Transformada de Fourier discreta:
TED

La Transformada de Fourier Discreta (T'F' D) es la discretizaciéon de la transformada
de Fourier continua. Es una herramienta fundamental para estudiar datos discretos, con
computadoras. Se puede ver como un caso particular de una transformada en z.

6.1. Transformada de Fourier discreta: T'F'D

Recordamos que una senal analégica esta determinada para todo tiempo (en este
caso, el tiempo es una variable continua) mientras que una senal a tiempo discreto esta
determinada solamente a los instantes de muestreos ¢, = n. At, miltiples enteros de la
taza de muestreo At. Los valores que toma esta senal a estos tiempos discretos n.At se
notan f(n) y se lldman muestreos.

Vamos a definir la Transformada de Fourier Discreta T'F'D como la T'F' de una senal
muestreada en tiempo, y después esta transformada, que es una funcion continua respecto
con la frecuencia, serd también muestreada en frecuencia. Es esta T'F muestreada en
frecuencia que se llama una Transformada de Fourier Discreta.

6.1.1. Transformada de Fourier discreta directa: T F D

La Transformada de Fourier Discreta (T'F D) se calcula con un nimero finito
de valores de tiempos N; y por un nimero finito de valores de frecuencias N, .
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96 Transformada de Fourier discreta: TFD

Ojo, para el N debemos poner un indice ¢ cuando estamos en el dominio del tiempo
y un indice v cuando estamos en el dominio de las frecuencias, porque vamos discretizar
las frecuencias.

La T'F de una senal muestreada en tiempo es una funciéon continua respecto con la
frecuencia. Porque vamos a trabajar en computadoras, serd necesario discretizar también
las frecuencias. Esta T'F discretizada en frecuencia se llama la Transformada de Fourier
Discreta: TF'D.

La TF de una senal continua a(t) es:

Alv) = /_+OO a(t) e 2™ dt

o0

que se puede aproximar para una funcién muestreada con:
Ni—1
A(v) = At E a(nyAt) e~ 2mmAl
nt:0
Cuidado a no olvidar el factor At. Podemos entonces ver esta Transformada de Fourier
de una funcién muestreada en tiempo com una 7'Z de la manera siguiente:

Ne—1 Ne—1
A(n,) =TFDla(t,)] = AtTZy,[a(n:)] = At Z a(ng).e”2mmvn At — A¢ Z a(ny).e”2immmAvAt

n+=0 n+=0

Nig—1

TFDla(t,)] = A(n,) = At Z a(ny).e”2immens [Ne (6.1)
n=0
porque:
1 1
AvAt = —At = At
T TR T N

La transformada de Fourier discreta (7'F D) de una funcién muestreada se puede
ver también como una transformada en z, en el caso particular de un niimero N; finito
de puntos en tiempo y con:

» = 6—127rVAt

Como teniamos para una 7'Z:
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6.1 Transformada de Fourier discreta: TF D 97

o0

Az) =TZ[a(n)] = > alny).27,

ne=0
tenemos para un numero finito N; de puntos en tiempo:

Ni—1

TZyJa(n)] = ) ang).e st

nt=0

Es una serie de Fourier compleja, y es una funcién continua en v. Vamos a discretizar
también la frecuencia de la manera siguiente: de la misma manera que teniamos:

tn = ntAt
vamos a definir:
vy, = n,Av
con:
1 1
Ay =—= 6.2
YT T T NAL (6.2)

donde T'= N;At es la duracién total de la senal temporal.

Esta ecuacién transforma los N; valores de la serie temporal f(n;) en otra serie que
son los N, coeficientes de la transformada de Fourier discreta. La T'F'D da valores a las
recuencias:

0, Av, 2Av, ..., (N, — 1)Av

La segunda mitad de los valores representan frecuencias mayores a N/2 Av, que es
la frecuencia de Nyquist. Estos valores corresponden a la parte negativa de las frecuencia,
trasladas justo después la frecuencia de Nyquist (sabemos que el espectro es periddico).
Por ejemplo, la frecuencia que sigue la frecuencia de Nyquist es:

(N/2+1)Anu = (N/2)Av 4+ Av = Unyguist + Av
—VNyquist + Av = —(N/2 - 1)Anu
donde usamos el hecho que el espectro es periddico, de periodo 2vnyquist- Cada frecuencia
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98 Transformada de Fourier discreta: TFD

muestreada corresponde a un incremiento de —Av. Entonces podemos considerar que la
TFD da valores a las frecuencias:

0, Av, 2Av, ..., (g - DAv, —(g — DAv, ..., —2Av, —Av
Es por eso que muchas veces, cuando se dibuja un espectro, solamente de representa el
espectro entre las frecuencias 0 y la frecuencia de Nyquist:%Ay. La parte negativa del
espectro no se dibuja. Tampoco la parte superior a la frecuencia de Nyquist. En teoria
no deberia haber energia para frecuencias superior a la frecuencia de Nyquist, pero el he-
cho de discretizar la funcién en tiempo tiene como consecuencia (como ’artefacto’, como
‘algo artificial’) una periodizacién del espectro, pero en realidad es la misma informa-
cién repetida, y no significa que hay energia para frecuencia superior a la frecuencia de
Nyquist. Si una funcién continua tiene un espectro acotado, es decir que la senal tiene
enegia finita, o sea el espectro converge a cero mas alla de una frecuencia maxima, es cierto
que discretizando la funcién vamos a periodizar el espectro, pero no significa que el hecho
de discretizar hace aparecer energia para frecuencias méas grande que la frecuencia maxima.

Los valores de z estan uniformemente distribuidos en un circulo unitario en el plano
complejo:

Imaginaria

9
Z

Figura 6.1: Distribucién uniforme de los z-puntos en el circulo unitario. Los lugares dis-
cretizados de los puntos z = 24! distribuidos uniformemente en el circulo unitario
porque | z |= 1. Aqui tenemos 2rvAt = —7/12 .
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6.1 Transformada de Fourier discreta: TF D 99

6.1.2. Transformada de Fourier discreta inversa: TF D!

Para re-encontrar la serie temporal a partir de los coeficientes de Fourier, se define
la transformada de Fourier discreta inversa.

La TF~! de una senal continua A(v) es:

alt) = / AW 2t gy

o0

que se puede aproximar con:

N,—1 N,—1
a(n;At) = Av Z A(n, Av) 2immAnmdt) — Ay, Z A(n, Av) e2immeneAt/Ny
n,=0 n,=0

Cuidado a no olvidar el factor Av.

1
N, At

N,—1
a(nAt) = TFD 7 [A(n,Av)] = > A, Av) ermmem/Ne (6.3)
n,=0

La TFD™! de la TFD da la sefial original con la misma amplitud.

PERO CUIDADQO, cada programa usado (Maple, Matlab, SAC ...) no tienen todos
las mismas definiciones de la T'F'D y de sus inversos. Las definiciones pueden cambiar de
un factor N, o /N, . Estos coeficientes estan a veces en la definicién de la transformada
directa y no inversa. A veces los programas no hacen correcciones con el At. Hay que
saber muy bien que definicién toma el programa que van a usar. Igual con las definiciones
de la TF (por ejemplo los signos a dentro de las exponenciales en la TF y TF~! pueden
ser inversas, segun los autores). Cuidado, cuidado...

Vemos que el hecho de discretizar el espectro (en frecuencias de taza de muestreo
frecuencial Av) implica que la serie temporal deducida de este espectro es periddica, de

periodo: N NAt =T donde T es la duraciéon de la senal temporal inicial.
v

La funcién A(n,Av) es periddica, es decir que después de Ny + 1 muestreos, tiene el
mismo valor.

Si se conoce los N, = N;/2+ 1 primeros muestreos de las partes real e imaginaria de
la TF D, es suficiente para representar la funcién f en el espacio de las frecuencias. Estos
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N, = N;/2 + 1 primeros muestreos corresponden a las frecuencias positivas. Si f es real,
la parte imaginaria de H es siempre nula a la frecuencia nula y para el muestreo N;/2+ 1
. (verificar esta parte...)

6.1.3. Propiedades de la transformada de Fourier discreta

Una T'F' D es una caso particular de una T'Z. Entonces, todas las propiedades de las
TZ se pueden aplicar en el caso de una T'F'D. Las vamos a acordar.

Traslado

Multiplicar por z (o sea por z = e~2™At ) ya a trasladar (adelantar) la secuencia de

un intervalo de muestreo At. O de manera equivalente, trasladar la serie temporal de 1
va a tener como consecuencia de multiplicar los coeficientes A,, de la TFD por e *2™/N
La amplitud R, de A, (con la notacién: A, = R, e!®*") no va a cambiar en este proceso
de traslado temporal, pero si su fase va a cambiar, atrasada de 27n/N. Eso es fisicamente
rasonable: hacer un traslado temporal no va a cambiar el contenido frecuencial de la senal
temporal, no va a cambiar su forma, pero si va a cambiar su fase (traslado temporal).

Reverso temporal

Revertir el orden de la secuencia es equivalente a revertir el tiempo y trasladar todos
. . . . / .
los terminos adelante de un periodo (toda la secuencia). Si notamos a los coeficientes de
. . ’
la secuencia revertida, tenemos a,, = an, n,-
Con | = N; — ny, tenemos:

Nt,]_ Nt
A/(nl,) _ TFD[a/ (t)] = Z a(N — nt)‘e—Qiﬂ’nth/Nt — Za(l)’e—Qiﬂ'(Nt—l)nu/Nt = Ar
nt=0 =1

Entonces, revertir transforma en complejo conjugado de la TF D.

Revertir en tiempo, da la T'Z de z~! con un factor de traslado:

' 1
A (Z) = AanN-1 +CLN_QZ+ +a()ZN_1 — ZN_1A<—)
y4
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Repeticion periddica
Se remplazamos n; por n; + N;, tenemos:

N,—1
1 ¢ .
Ony+ Ny = N g A(ny).e+2”(”t+Nf)”V/Nt

n, =0

Subsistuciones similares muestran que:

Any—N; = Gp, Yy, 42N, = Qpn, €LC...

Una TF'D siempe ve los datos como una secuencia repetidad periodicamente, a pesar de
que no lo hemos pedido explicitamente. La T'F'D inversa xx es correcta solamente si los
datos originales son repetidos con un periodo V.

Teorema de convolucién

La TFD es un caso particular de una 7T'Z. Entonces todo lo que era verdad para
una T'Z lo es para una TFD. Para dos senales discretas f(n) y g(n), el producto de
convolucién es:

M—

y(n) = f(n)xg(n) = f(m)g(n —m). (6.4)

m=0

[y

f(m) vale 0 para m afuera del intervalo [0 M — 1] y que g(n) vale 0 para n afuera del
intervalo [0 N — 1], hay N + M — 1 terminos en la convolucidn, y y(n) esta definido para
n=20,1,...,N + M — 2. eso significa que hay ’efectos de bordes’ en el resultado final,
porque las senales f y g son finitas.

Ver el capitulo xx para los comentarios que quedan validos para un producto de con-
volucion de senales discretas.

Derivaciéon e integracion

la TFD inversa nos daba como coeficientes:
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N,—1

Z A(nl,) '€+2i7rntnl,/Nt

n,=0

1

a(ng) = N

Regresando a una formulacién continua, con t = n;At y w,, = 2mn, /(N At)

Ny—1
1

a(t) = 7, > Alny).etient

n,=0
Derivando con el tiempo, tenemos:
N,—1

Z iwy, A(n,).etient

n,=0

da(t) 1
dt N,

Ahora discretizando esta ecuacion:

da(t)
dt t=ni At

An, =

da:

Ny—1
iwy A(ny) e H2immne /Ny

n,=0

) 1
(p, = —

t Nt
Es exactamente la misma forma que la T'F'D inversa xx, entonces a,, v ¢w, deben

ser transformados uno del otro. Entonces, derivar respecto al tiempo es equivalente a mul-
tiplicar en frecuencia por iw, (el i tendra una influencia sobre la fase).

De igual manera, se puede mostrar que integrar equivale a dividir en frecuencia por
T Wy

Entonces, si queremos derivar una funcion, lo podemos hacer en el dominio de las
frecuencias. Tomamos le TF'D de la senal, la multiplicamos por iw,,, y haciendo despues
une T'F'D inversa, regresamos al espacio del tiempo y tenemos como resultado la derivada
de la funcién temporal inicial

Igual para integrar una funcion. Pero en este caso, el el dominio de las frecuencias
vamos a dividir por i w,,.
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Eso significa que al derivar una funciéon vamos a aumentar las altas frecuencias
(porque si multiplicamos es espectro por iw,, si w, es grande (frecuencia altas), el es-
pectro de la derivada tendra aun mas altas frecuencias porque sera multiplicado por wy,.

Al revez, integrar una funcién va a generar bajas frecuancias porque dividiendo el
espectro por iwy, si w, es cerca de cero (més pequeno que 1), dividiendo por iw, va a
generar valores grandes de frecuencias bajas.

Integrar es siempre un proceso dificil. Por ejemplo integrar dos veces un acelerograma
para tener una senal en desplazamiento es mas dificil que lo que podria parecer al inicio.
Por ejemplo, si un acelerograma tiene un Dirac (un pulso electronico por ejemplo), al
integrar una vez se va a convertir en un heaviside, y al integrar dos veces se convierte en
une recta. De igual manera, si un acelerograma contiene un pequeno Heaviside (cambio
de la linea de base, del nivel 0 de referencia del acelerograma por razones instrumentales
o electronicas (eso sucede)), al integrar dos veces, en desplazamiento vamos a tener un
polinomio de orden 2...

Teorema de Parseval

Teniamos:
Ni—1
TFDla(t,)] = A(n,) = > a(ny).e”>mmm/Ne
nt=0
Entonces:
Ni—1 Ni—1
[AM)IP = D7 alng). e 7 a(my) e 2N
ne=0 my=0

Sumando sobre el n,, y usando el teorema de Nyquist, y usando el simbolo de Kro-
necker:

N,—1 N¢e—1 N¢e—1 N,—1 N¢e—1 Ne—1
2 —2imn, (me—ny) /N,
E |A(n)||* = E E a(ng).a(my) E e v(me=—ne)/Ne — E E a(ng).a(mg)dn,m,
n,=0 nt=0 m¢=0 n,=0 nt=0 m¢=0

El teorema de Parseval que ya vimos en el capitulo xx se escribe entonces:

Ny—1 Ni—1
> IA@)IZ =N Y flaln)|?
n,=0 nt=0

Eso significa que la energia (el cuandrado del desplazamiento si a es un desplazamien-
to) se conserva cuando se pasa del dominio del tiempo al dominio de las frecuancias. Eso
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felizmente. Si miramos la senal en tiempo o en frecuencia, vamos a conservar la misma
informacion, entonces en particular la senal en tiempo y en frecuencia va a tener la misma
energia, que miramos la senal en tiempo o en frecuencia.

6.2. Transformada de Fourier Rapida FF'T dela TFD

La transformada de Fourier Discreta es una nocion ttil sobre todo para su aplicacion
en computadoras. Es ttil si la TF y su TF~! son calculadas relativamente rapidas. Existe
un algoritmo astuto que permite de hacer estos calculos rdapidos. Se llama en ingles: Fast
Fourier Transform: la FF'T. Podemos estimar que para calcular una TF D, la sumatoria
finita sobre N puntos de la serie temporal va a necesitar mas o menos N? operaciones. En
cambio, el algoritmo de la F'F'T" requiere un niimero de operaciones mucho mas pequeno,
del orden de N logs N, lo que optimiza substancialmente el algoritmo. La diferencia es
enorme. Por ejemplo, para una sefial temporal de N = 10° = 2%° puntos, un TFD va a
nececitar N? = 10'2? operaciones, pero solamente N logs N = 2,107 operaciones. Por ejem-
plo, si el calculo de la F'F'T demora 20 segundos, una T'F'D normal equivalnte demoraria
mas de 11,5 dias! La diferencia es menor para senal con menos puntos N pero todavia la
diferencia queda grande. Este algoritmo fue inventado por Cooley y Tukey en 1965 (ver
introduccién).

Vamos a describir este algoritmo. Sea una serie:

f(n) paran=0,1,2,... N-1

Vamos a formar dos sub-series, una con los indices pares, la otra con los indices
impares:

a(n) =(f(0),f(2),4),...,f(2n),...) paran=0,1,2,...,N/2-1
f(), f(3),(5),...,f(2n+1),...) paran=0,1,2,... N/2-1

Las TFD de las dos sub-series son:

N/2—1

A(k) = Z a(n) e~ 4mnk/N

n=0

N/2—1

B(k)= > b(n)e kN

n=0

donde k varia de 0 a N/2 — 1. El factor 4 viene de que la longitud de las sub-series
es de N/2. Podemos escribir la TF'D de la funcién inicial f(n) en funcién de las de las
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sub-series. La TF'D de f(n) puede escribirse en terminos de las TF D de las sub-series:

N-1
F(k) = Z f(n) e~ 2imnk/N
n=0
N/2—-1
F(k) = Z [a(n) e~ 2im(2n)k/N 4 b(n) 672i7r(2n+1)k/N]
n=0
0 sea: ‘
F(k) = A(k) + e 2™/NB(k) para k=0,1,... N/2-1 (6.5)

que da los N/2 primeros puntos de F'(k). Los otros N/2 puntos estan obtenidos
remplazando k por k + N/2, es decir:

F(k+ N/2) = A(k + N/2) + ¢ *"*N2/NB(k + N/2)  para k=0,1,...,N/2-1

notando que, como las T'F'D de las sub-series son periddicas con un periodo igual a su
tamano, N/2, tenemos:

A(k+ N/2) = A(k)

B(k+ N/2) = B(k)

Como las exponenciales se pueden escribir:

—2in(k+N/2)/N _ —im ,—2itk/N _ _ —2irk/N

(& (& € €

la segunda parte de la transformada se puede deducir de la primera, usando:

F(k+ N/2) = A(k) — e 2™ /N B(k) (6.6)

Si usamos la notacion:

W = efQiﬂ/N

tenemos de las ecuaciones 6.5 y 6.6 que se escriben:

F(k) = A(k) + W*B(k)
F(k+ N/2) = A(k) — W*B(k) (6.7)

Este metodo permite encontrar la T'F'D de una serie de N puntos a partir de las
TFEFD de sus 2 sub-series que tienen N/2 puntos. Podemos repetir otra y otra vez estas
decomposiciones en 2 sub-series, y de cada sub-serie de N/2 puntos podemos decomponer
en 2 sub-series de N/4 puntos etc. Asi una serie de N = 2" puntos se puede evaluar a
partir de n = logs N operaciones. Al limite, vamaos a llegar a la TF' D de una serie de 2
puntos que se podran descomponer en 2 sub-series de 1 punto, y la TF'D de 1 punto es
ese punto mismo. Después hay varios métodos para calcular de poco a poco la T'F'D entera.
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Entonces, para calcular una F'F'T" de una serie, procesamos los N puntos de la serie
como N series de 1 punto cada una. Usando despues la formula para pasar de 2 sub-
series de 1 punto, vamos a formar N/2 series de 2 puntos etc...hasta llegar al final de una
transformada de N puntos. El mismo proceso se puede usar para calcular la FFT~!. En
general, es el mismo programa que se usa para la FFT y la FFT~!. Solamente el signo
de la exponencial cambia, y la normalizacién con 1/N.

La aplicaciéon de una F'F'T supone que la serie inicial tiene un numero de puntos que
sea una potencia de 2: (N = 2"). Si no es el caso, es necesario ‘complementar’ por 0 al
final de la serie, de tal manera que la serie contenga efectivamente un niimero de puntos
N = 2", Se llama 'padding’ en ingles. Tiene como efecto de muestrear el espectro de una
manera mas densa, porque la taza de muestreo temporal se queda igual, pero la taza de
muestreo frecuencial va a cambiar y sera: Av = 1/(NAt), o sea mds pequeno porque
N serda mas grande. Pero a pesar de que el muestreo serd mas denso, la resolucion real
de la TF' D no habra aumentado respecto a la TF'D de la senal sin los 0. Eso es normal,
poniendo 0, no vamos a afiadir energia en ninguna frecuencia (ver el teorema de Perseval).

En resumén, la TFD es una aproximacion discreta de la TF (que es continua en
frecuencia). La F'F'T es simplemente una manera astuta de programar la T'F'D con muchos
menos operaciones, pero no es un concepto diferente de la TFD.

6.3. Padding effect o interpolacién del espectro

Para usar la F'F'T, es necesario que la funciéon temporal tenga un nimero de puntos
que sea una potencia de 2. Si no es el caso, es necesario complementar la serie temporal
inicial por ceros hasta llegar a un nimero de puntos N = 2P que sea una potencia de 2.
Eso se llama ’padding’ en ingles, y vamos a ver que eso va a interpolar el espectro, sin
cambiar su informacion.

Sea una funcién muestreada a(k) que tiene M puntos en el tiempo. Vamos a definir
una nueva funcién que es igual a a(k) para k =0,1,..., M — 1 y 0 desde M hasta N.

c(k)

(k) k=0,1,... M-1
k:

a
0 k=MM+1,... N-1

Se puede escribir ¢(k) como el producto de a(k) por una puerta [[(k) (que vale 1 ente
k=0y k= My 0 afuera):
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Tomando la T'F'D de un producto, tenemos el producto de convolucién de las T'F D:

Cm) =Y Aln—p).B(p)
C(n) = At Z_ Aln — p),% o—imp(M—1)/N

Ya vimos eso en el tiempo, con la formula de interpolacién de Shanon, y es ahora
en frecuencia. Es el espectro A(n) de a(k) interpolado, pasando de M puntos a N puntos,
sobre el mismo rango de frecuencia. Asi anadendo ceros al final de la serie temporal, hemos
mentenido implicitamente At igual, solamente hemos alargado la senial hasta NAt. La taza
de muestreo frecuencial ha aumentado hasta una taza de 1/(NAt), por eso la interpolacién
del espectro. Es a veces 1til hacer eso para interpolar el espectro, sobre todo que no anade
informacion ni quita informacion. Solamente el dibujo final del espectro sera més claro. Se
puede asi anadir 0 al fin de la senal temporal solamente para que el espectro sea més claro.

6.4. Taper o Apodisacion

En la practica, los senales temporales tienen duracién finita y son muestreadas. Eso
tiene dos consecuencias que son limitaciones fundamentales sobre el espectro. La primera
limitacion es que la duracién T finita de la senal limita la taza de muestreo frecuencial
a Av = 1/T. La segunda es que la tasa de muestreo temporal At limita la frecuencia
maxima que tiene sentido a la frecuencia de Nyquist vy .

Ya vimos en el parrafo anterior xx que anadir 0 al fin de la senal temporal equivale
a reducir la tasa de muestreo frecuencial del espectro, sin cambiar su contenido. Entonces
anadir ceros mejora la aparencia del espectro, sin anadir o disminuir informacion, y es
una manera también de poder calcular la F'F'T con un nimero de puntos que sea una
potencia de 2.

La TF D utiliza un nimero finito de terminos para representar una serie temporal,
entonces puede generar altas frecuencias como ya lo vimos numericamente con la series de
Fourier, y que llamamos fenomeno de Gibbs, cuando la senal tiene discontinuidades. Hay
que ver que hay diferentes maneras de generar discontinuidades. Puede ser una discon-
tinuidad obvia contenida en la sefial misma, pero puede ser més sutil, como por ejemplo
el inicio y el final de la senal, que siempre existe para una senal de dimension finita, o
sea siempre sera el caso para senales reales o con computadoras. Entonces un fenomeno
de Gibbs siempre esta mas o menos escondido. Entonces, como una T F' D trata una serie
temporal como una senal continua y periddica, si el ultimo valor es bastante diferente del
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primer valor de la serie temporal, va a generar implicitamente una discontinuidad, que
se refiere como una discontinuidad escondida, nada obvia. Para evitar eso, el inicio de la
senal temporal debe tener un valor igual al fin de la senial temporal, y como ya vimos que
una T'F se puede calcular solo para una senal acotada, este valor inicial y final debe ser
cero. Entonces hay que forzar la senial temporal de empezar y terminar a cero. Para hacer
eso, generalmente se multiplica la funcién temporal por otra funciéon que vale 1 para casi
todo el largo de la senal y que cae hasta cero en sus extremos. Esta funciéon se llama en
ingles un ’taper’. En espanol se habla se "apodisar’ una senal es decir obligar la funcién
a regresar a cero en sus extremos. Un ejemplo de tal funcion es una funcion de Hanning
que ya vismos en el capitulo xx.

Lamentablemente, hacer un taper tiene un costo, es que va a deformar la funcion
inicial, sobre todo en el inicio o en el final de la senal. El caso ideal podria ser una funcién
puerta que no va a deformar la senal, pero va a generar un sinus cardinal y oscilaciones co-
mo ya vimos en el capitulo xx. Generalmente, si se suaviza los bordes de discontinuidades
de la funcién puerta se limita el fenomeno de Gibbs, pero se deforma la senal, asi que es
dificil hacer los dos al mismo tiempo (disminuir el fenomeno de Gibbs y conservar toda la
informacién de la senal).

Las otras funciones para apodizar puede ser:

1. ventana Gausiana
2. coseno atenuado

Existen también algo mas sofisticado y mejor, que se llama un multi-taper, introduci-
do por Thomson en 1982, que no vamos a desarollar en este curso, pero es bueno saber
que existe.

Thomson D., 1982: Spectrum estimation and harmonic analysis. Proc. IEEE, 70,
1055-96.
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