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Capitulo 111

Calculo Variacional

Para introducir este tema obtendremos la ley de Snell a partir del siguiente
principio: el trayecto seguido por un rayo de luz entre dos medios diferentes,
es aquel que utiliza el tiempo minimo para cubrir la distancia que separa
ambos eventos.

Este principio es conocido en Mecénica Clasica como el Principio de Fer-
mat.

Pierre de Fermat (1607-1665) [1] era abogado de profesion y s6lo un matemético
aficionado. Es el autor del Ultimo Teorema de Fermat que gener6 importantes
desarrollos en matematicas. La teoria de nimeros fue la pasion de Fermat. Su
interés en esta area nacié de la traduccion del latin del libro de Diofantes Ar-
itmética (250 AdeC). A diferencia de otros campos en los cuales contribuyd,
Fermat no tiene publicaciones formales en teoria de nimeros. Sus resultados,
y algunas indicaciones muy vagas de sus métodos fueron conocidos a través
de sus comentarios en los margenes de la traduccion mencionada. De hecho, al
enunciar el Ultimo Teorema escribié en el margen: Tengo una demostracion
maravillosa de esta proposicién, pero el margen no alcanza para incluirla.
Nunca publicé esta demostraciéon y, en alguna correspondencia posterior se
refiri6 solo a los casos n = 2 y n = 3. Esto ha hecho pensar a algunos promi-
nentes matematicos que la demostracion, valida para cualquier entero no la
tenia.
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La aplicacién de la ley de Snell no se restringe a la éptica geométrica,
se aplica en cualquier ejemplo donde se necesite minimizar (o, en general,
encontrar un extremo). Ilustraremos la ley de Snell con el ejemplo de un
salvavidas que quiere llegar lo mas pronto posible al lugar del accidente.

Ejemplo

Un salvavidas se desplaza
con una rapidez v en la are-
na y vy en el agua. Encuentre
la trayectoria que debe seguir
para ir desde A hasta B de
modo que el tiempo utilizado
sea minimo.

Si designamos s, como el
camino recorrido y v la veloci-
dad con la cual transita dicha

trayectoria, entonces, el tiem- _
po que demora: Figura III.1:

B B
d /? 14

re [ T80
A A U U1 V2

donde /7 y /5 son las distancias recorridas en el medio 1y 2, respectivamente.
Hemos supuesto -correctamente-, que la linea recta constituye la trayectoria
maés corta entre dos puntos ubicados en un mismo medio homogéneo, como lo
es 1 y 2. Este resultado se demostrara en un ejemplo incluido mas adelante.

Para determinar la trayectoria basta fijar la posicién del punto C' de la
Figura anterior. La posicién éptima para C' se obtiene por un procedimiento
semejante al utilizado para encontrar el extremo de una funcién: ubicar el
o los puntos en los cuales una pequena variacion de las coordenadas en la
vecindad del punto, no altera el valor de la funcién. En este caso debemos
encontrar una funcién tal que al hacer una pequena variacion de ella el valor
del funcional' ~denominado T en este ejemplo—, no cambia a primer orden
en la variacién aplicada.

!Denominamos funcién a un mapeo de un conjunto de los ntimeros reales en otro. Un
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La pequena variacién en la trayectoria consiste —en este caso especifico—, en
mover el punto C de la Figura a lo largo de la linea que separa los dos medios.

Si al realizar una pequena variacién
en la trayectoria, el tiempo total
T no varia a primer orden en la

variacién impuesta 67 = 0, en- AT SIS
tonces hemos ubicado un extremo Lol /_,-_ R
de este funcional T 5‘"; A
> ,
N ’/// /7/ Solyei o
0ly 6l
0T = —+—, 1 =8{(«%+y2)"?},

U1 V2

Ycoyc
ol = 5{@,244’34(21)1/2} = \/132:_’_2 Figura I11.2: Posibles trayectorias de un
AT Yo rayo de luz determinadas por el valor

0l; == dyc sen. escogido de yco. Uno de estos wvalores
5ly = 5{[($B)2 + (yp — yc)2]} —  manimiza el tiempo de recorrido.
(yB — yc)dyc

vV ok + (ys — yo)?
0l = dyc sen b,

senf; senb,

(5T = O = |i — :| 5yC T versos Y . le): Xg=1

U1 V2

Como dyc es arbitrario, se
obtiene:

senf;  senbs

U1 V2

Esta expresién es la misma Figura II1.3: El grdfico muestra el valor de
que se utiliza para determinar Yo que hace minimo el valor del tiempo em-
pleadoa%?or.@l salvavidas entre los_dos gountos

funcional es una operacién que asocia a.una funcion a un ndmero. Si cambia la funcion,
. . senataaos.
cambia el nimero.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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la trayectoria de un rayo de
luz que pasa de un medio con indice de refraccién n; = ¢/v; a otro ny = ¢/ vy,
donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

nysenf, = ngsenfy Ley de Snell

Usando este ejemplo y la Figura [II1.2] podemos explicar qué es un fun-
cional. En la Figura, la linea quebrada ACB, representa una funcién a la
cual asociamos (via la integral) un nimero:7ypc. Al variar el punto C —
C’, la trayectoria queda representada por otra funcién a la cual le asoci-
amos, mediante las integrales indicadas, otro nimero: 7%, 5. El extremo de
este funcional ocurre cuando estos niimeros no cambian a primer orden bajo
una variacion pequena de CC’. Es similar al extremo de una funcién, ést no
cambia si nos desplazamos una cantidad muy pequena alrededor del extremo.

Ejercicio

Utilizando el mismo princi-
pio, encuentre la ley que de-
termina el valor de los angulos
de incidencia y reflexiéon en un U,
plano, para un rayo de luz re-
botando en un espejo.

i
]
r
AR
l-v
S

(Puede utilizar la Ley de P
Snell y geometria para obten-
er este resultado o, hacerlo di-
rectamente). Figura I11.4:

Ejemplo

Estudiemos la trayectoria de una particula de masa m y velocidad v, que
incide con un édngulo #; sobre una regiéon donde existe un cambio abrupto en
el valor del potencial, de U; a Us,.

Encuentre la trayectoria de la particula y comparela con el caso de la luz
estudiado anteriormente.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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La trayectoria de la particula va a estar determinada por las ecuaciones
de Newton (o la conservacién de la energia). Al viajar la particula en uno de
los medios la velocidad es constante puesto que no hay fuerzas externas (U;
es constante). En la interfase, la componente de la velocidad (o el momento)
paralela a la superficie no sufre cambios, puesto que la derivada del potencial
a lo largo de dicha direccion es nula. Entonces tenemos:

v; sen f; = vy sen B,.

Para conocer qué sucede con la otra componente nos conviene utilizar la
conservacion de la energia:

| R 1, r ., sen 6\
imvl—i-Ul:ﬁva—i—Ug, - 5 MU 1—

:UQ_U17

sen 6y

donde introdujimos la primera ecuacién en la conservacion de la energia para
despejar vy. Ordenando y aislando la expresién angular, obtenemos:

sen 0, 2
_ \/1 + o (Uy = Uy).

sen 6,

Si ambos potenciales son iguales, la particula viaja en linea recta, como era
de esperar. Si 0y = 7/2 necesariamente Uy > U .

Comparando la ecuacién III y la ley de Snell, se desprende que la trayec-
toria de la particula no corresponde a una que ocupe el tiempo minimo.
A continuacién proponemos un ejemplo en que aumentamos el nimero de
condiciones exigidas: que el tiempo utilizado sea minimo y que la particula
se mueva inmersa en el potencial gravitacional de la Tierra. Este proble-
ma marco el inicio del calculo variacional, Se denomina el problema de la
Braquistocrona y fue propuesto por Johann Bernouilli como un desafio a la
comunidad cientifica en general y a su hermano mayor Jakob, en particular, a
quien consideraba un inepto. Esto ocurrié en 1696. El problema fue resuelto
por Newton -se dice que lo hizo la misma noche que lo recibié-, y por Jakob,
el hermano aludido, entre otros.

A continuacién incluimos el enunciado del problema.

Se tienen dos puntos A y B en un plano vertical unidos por un alambre y
a lo largo del cual se desliza, sin roce, una argolla de masa m.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Encuentre la forma que debe tener la curva que une estos puntos para que
al deslizar la argolla entre ellos, cubra la distancia que los separa en el menor
tiempo posible.

Como vemos el enunciado es similar a aquel del principio de Fermat anal-
izado anteriormente, sélo que en este caso existe aceleracon y de este modo la
velocidad de la particula cambia punto a punto a lo largo de su trayectoria.

Ejemplo

Usaremos una aproximacién variacional para estudiar las soluciones per-
turbativas en el caso de una ecuacién no lineal como la de Duffing (ver en
capitulo anterior, la seccién perturbaciones). En particular encontraremos la
variacion de la la velocidad angular w en funcion de la amplitud. Este es un
método alternativo a los propuestos en el capitulo anterior.

Este método consiste en elegir un conjunto de funciones, que denominare-
mos ¥, que satisfacen, cada una de ellas, las condiciones iniciales del prob-
lema. Esta condicién es la primera exigencia que se impone sobre la funcién
propuesta. Una buena eleccién de 1, es importante en este método. Conviene
que responda a alguna caracteristica fisica del problema que se pueda intuir
sin conocer la solucién exacta de la ecuacion diferencial.

Cada una de estas funciones 1, es multiplicada por una constante C},
introducidas y se considera como funcion de prueba la superposicin de estas
funciones.

Al utilizar esta funcién de prueba en la ecuacién diferencial propuesta, ob-
viamente no la satisface. El término que se obtiene lo denominamos funcion
de error e(t). Representa cuén alejados esta la funcién de prueba de la solu-
cién exacta. El protocolo es entonces usar el cuadrado de esta funcién e(t)?,
integrarlo en un periodo y minimizar la expresion resultante ajustando los
paametros disponibles. Este es el método de los minimos cuadrados.

Ejemplo

Consideremos la ecuaciéon diferencial:

e %) — 0, (IIL.1)

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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Nos proponemos aplicar este método para resolver, aproximadamente esta
ecuacion.

Escribamos una funcién z(t), que representa nuestra aproximacién a la
solucién buscada. De acuerdo a lo propuesto en el método, utilizamos una
superposicién de funciones v;(t). Estas deben satisfacer las condiciones ini-
ciales para que puedan ser utilizadas con este método.

N
z(t) = Z Cihi(t), con N arbitrario.
i=1

obteniendo la siguiente expresion:

N . N 1 N 3
21 Cithi + w, Zl Cii(t) — 6 <Z1 G %) = e(t).

Hemos eliminado el uso del término p puesto que en esta nueva estrategia
ya no necesitamos seguir la pista a los términos perturbativos. La funciéon
e(t) incluida al final proviene del hecho que las funciones utilizadas no son
soluciones exactas de la ecuacién diferencial. Representa lo que nos hemos
alejado de la solucién exacta.

La estrategia es calcular el
cuadrado de la funcién e(t) en
un intervalo dado, es decir: A

b SOLCION
e(t) dt. APROX.

(I1.2)
y posteriormente minimizar
esta expresién como se indica
mas adelante.

I[e(Cy);b,a] =

b—a /,

Esta forma permite evalu-
ar el error introducido por la
funcién de prueba 1. Al elevar
al cuadrado la diferencia e(t)
entre ambas funciones, elimi-
namos la posibilidad de con-
siderar como aceptable fun- Figura IIL.5:
ciones que oscilan y que de esa forma den un promedio nulo.

NP
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Como las funciones 9;(t) son dadas, y los limites de la integral son fijos,
lo inico que podemos ajustar para acercarnos a la funciéon exacta, son las
constantes Cy. Con este objeto calculamos la variacion del valor de la integral
IT1.2 al usar un valor para C}, y después C, + 0 Cy, donde 0 Cy representa una
pequena variacion de los valores de los coeficientes. Formalmente escribimos

esto como: )

= 2ededt, a primer orden.

Donde la expresién 0 e se define:

Wy

de = Z aa—gk dC)  (puesto que los1); son fijos).
k=1

Para encontrar el valor de los distintos coeficientes Cx que minimizan el valor
de la integral II1.2, imponemos la condicién que al variar los coeficientes C},
el valor de la integral permanezca estacionario:

0l =0 = extremos del.

De aqui se obtienen N ecuaciones, una por cada coeficiente ¢, puesto que
cada uno de ellos es independiente del resto:

N9 b e
oI = kzl{b—“ i eackdt}é(]k:o (I1L.3)

Esta es la condicién que se debe cumplir para minimizar el error introducido
por las funciones de prueba.

La expresién que se obtiene al imponer la condiciéon anterior no es trivial
debido a la presencia de términos no lineales en la ecuacién original. Con el
objeto de ilustrar el método sin complicaciones excesivas, utilicemos una sola
funcién:

1 =C sen (wt), Py=0,13=0---

Note que hemos utilizado una frecuencia diferente: w # w,,. Este es un condi-
cién necesaria. Si utilizamos wy con la funcién de prueba propuesta, estamos
resolviendo la parte lineal de la ecuacion III.1, y como estamos utilizando un
solo término, el resultado seriel trivial: C' = 0. Cuando se escriba la ecuacién
resultante quedara clara esta afirmacién.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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w es un parametro adicional cuyo valor desconocemos. Podemos adelantar
entonces que, dado que tenemos un parametro, se obtendra una ecuacion.
Esta relacionard w y C. Esto es lo que hemos obtenido anteriormente y nos
permitirad juzgar la bondad de este método.

Al reemplazar C' sin w,t en la ecuacion diferencial original, obtenemos:

e(t) = (W2 —w ——02)081nwt+ 03 sin 3wt.

Los limites de integracién son: a =0, b =T = 27“ de esta forma obtenemos:

T T 2 ;
eg—édt:/o {(wg —w? - %02)0 sin wt—i—%C’3 sin 3wt} X

o

2

3 2
{(wz —w? - %02) sin wt+%02 sin 3wt} dt = 0.

Esta ecuacién representa una condicién sobre C'y w?. Una solucién trivial es
C = 0, otra posibilidad es:

1 1 D
4_21__ 2 2, 2 4 1— = 2 41 _
w ( 4C)wow + w, 20 +—960 0

Nota: Esta expresion se obtiene a partir de los términos senwty sen?3wt,
puesto que la integral del otro término: [ sen 3w t][ senwt] se cancela.

La solucién de esta ecuacién cudrtica [[II]para w? es:

w? = w? [1 + (—}1 + 1—10)6'12}

Se puede verificar que el signo +, corresponde al minimo de la integral.

Notemos que en el célculo realizado con teorfa de perturbaciones [?7],
tomando w como una funcién de la amplitud, obtuvimos:

1
w? ~ Wi (1 — =C?),
8
donde reemplazamos (pu = —zw?).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Si comparamos este resultado con el obtenido ahora mediante el método
variacional, también denominado de Rietz:

3
20
vemos que la coincidencia es aceptable. Este es un buen resultado consideran-
do que empleamos la aproximacion mas simple que se nos permitia. El méto-

do variacional permite una evaluacion mas directa de la estimacién de los
errores.

)

w? ~ W1 —

Supongamos que las condiciones iniciales en este caso son: z(0) = 0y
2(0) = A. Esta ecuacidn, con la obtenida para minimizar el error, determina
el valor de la constante C' y queda todo determinado.

Attt

Mas adelante incluiremos un método para resolver este problema. Por
ahora nos restringimos a un analisis més bien intuitivo del problem de la
Braquistocrona.

Ejemplo

Supongamos que sobre la
superficie de la Tierra quere-
mos enviar una particula des-

A A
de A hasta B, dos puntos l«a gl
que no estan alineados verti- L
calmente, empleando el menor
tiempo posible. N8
a C R

Analicemos tres trayecto-
rias posibles que se puedan
utilizar para viajar de A a
B. Este ejercicio previo nos
permitira tener una idea mas
concreta del significado de la
braquistécrona.

Figura I11.6: Dos caminos posibles entre los
puntos A y B. El tiempo empleado por una
particula al ir desde A hasta B depende del
angulo 6.

i) Comencemos por el caso donde A y B estdn unidos por una linea recta
AB.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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El tiempo empleado en este caso es:

2L
g sen 6

T = (I11.4)

ii ) La particula cae hasta C, en ese punto cambia la direccién de su ve-
locidad (pero no su magnitud) y viaja hasta alcanzar el punto C. Hemos
supuesto que existe una curvatura muy grande en C y que la particula no
pierde rapidez al cambiar su direccion alli . Esta trayectoria parece favorecer
el tiempo minimo puesto que aprovecha al maximo la magnitud de la acel-
eracién gravitacional y posteriormente, en el segundo tramo viaja (sin roce)
por un alambre horizontal y con velocidad constante. También, es preciso
notar que el tiempo en caida libre es menor.

El tiempo total es la suma del empleado en cada una de las trayectorias:
T=Tsc+1cpB.

En el tramo de caida libre:

2h
Tao =] —, ve=+/2gh,
g

en el siguiente, con velocidad constante

a

V2gh

Tep =

2h a 2L L cos 6

+—
g V2gh g v/ 2gLsenf

la razén entre los
tiempos empleados en
ambas trayectorias: la 12]
compuesta por una caida 13

0.9

Universidad de Chile o Escuela de Ingenieria y Ciencias
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libre y posterior de-

splazamiento horizontal

y el deslizamiento por

un plano inclinado, se

incluye en el grafico que

se acompaa. Para angu-

los menores que 32°,

el plano inclinado ocu-

pa el menor tiempo.

Para é&ngulos mayores

que este valor, la trayec-

toria quebrada es la mas

rapida.

Note que en el grafico

para § = m/2 la razén entre los tiempos es la unidad, como deberia ser,
pues ambos caminos coinciden en ese limite.

iii) El resultado del grafico anterior indica que ninguna de las dos trayecto-
rias se perfila como una solucién. Necesitamos una nueva. Esperamos que la
trayectoria solucion se ubique en una zona intermedia entre las estudiadas,
puesto que ambas eran extremas. Es obvio que, por ejemplo en el caso del
plano inclinado, una trayectoria con una cumbre intermedia s6lo aumentara el
tiempo de recorrido.

Es natural entonces calcular el tiempo empleado cuando la caida ocurre en
dos etapas: desde A hasta D, donde recorre una distancia b = L/(2 cos 3) y
desde alli hasta el punto B, donde recorre la misma distancia b.

Usando el resultado de la parte i) I11.4, para el trayecto desde A hasta D.
El resultado es :

L
TAD:\/g cos 3 sen (6 + 3)’

Recordando que al calcu-
lar el tiempo para el trayec-
to desde D a B, debemos

¢
1
Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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por D. Dividimos la hipotenusa del tridngulo
rectdngulo en dos tramos iguales, para sim-
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considerar que la particula
tiene una velocidad inicial
en D. Usando las ecuaciones
de cinematica tenemos b =
VpTpp + aT?y/2, de donde
podemos obtener el valor de
TDBZ

Tps = —Vp/a + v/(vp/a)? +2b/a,

reemplazando aqui

Vb = /gLsin(@+3)/cosB, a=gsin(@—5) y b=L/2 cosp),

obtenemos:

T L sen(6 + ) 1
ne g cos 3 <sen<9 - ﬁ))

sen (0 — )
oL \/1 * sen( + )

El argumento indicado en este tltimo caso permite encontrar un valor de (3
que minimiza el tiempo localmente. Ahora esta particién puede ser extendida
en forma individual a cada uno de los lados AD y DB, y asi sucesivamente
con cada uno de los segmentos que van apareciendo. De este modo podemos
encontrar el camino que es necesario seguir para minimizar el tiempo para
viajar desde A hasta B. Si tratamos el caso de una curva continua debemos
encontrar el extremo de la siguiente integral:

8

T —

: (111.5)

[l

donde hemos us-
ado la conservacion

de la energia para
1.63129

1.63114
Universidad de Chile 16319 Escuela de Ingenieria y Ciencias
1.63094
1.63084
1.63074

1.6306

044 045 0.46 0.47 0.48
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escribir v(s) en fun-
cién de y. A con-
tinuacion debemos
probar distintas fun-
ciones y(x) que
cumplan las condi-
ciones de borde y
evaluar T asociado
a cada una de el-
las. La funcion que
minimiza este val-
or es la trayectoria
que debe seguir la
particula.

Existe un método para encontrar esta funcion. Ese es el tema de la sigu-
iente seccion.

II1.1. Ecuaciones de Euler—Lagrange

El nacimiento del calculo de variaciones ocurre con la aparicion del libro
de Euler en 1744: Un método para descubrir curvas que poseen la propiedad
de ser mdximos o minimos, o la solucion del problema isoperimétrico en
su sentido mas amplio. Aqui aparecié por primera vez la férmula que se
denomina de Euler-Lagrange y que obtendremos en las siguientes secciones.
Este libro de Euler contiene una coleccién de 66 problemas y fue catalogado
por su editor, Carathéodory, como uno de los libros mas fascinantes que se
hayan escrito.

La inspiracién de Euler [5] provino de de la geometria y del principio de
minima accion, de acuerdo al cual la naturaleza evoluciona en la forma més
econdmica posible.

Lagrange llevé la teorfa de Euler mucho mas lejos. C. G. J. Jacobi (1804
1851), destaca este hecho, en la siguiente afirmacién acerca de este traba-
jo: generalizando el método de Fuler, logro obtener su notable formula que

IIl.1. ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
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contiene, en una sola linea, la solucion de todos los problemas de mecdanica
analitica...

Lagrange inventé el método de las
variaciones que estudiaremos a contin-

uacion. También introdujo el simbolo & X .
que utilizamos en el desarrollo del ejem- ﬁ
plo resuelto anteriormente. X
Definamos la siguiente expresién: A
t
S= /t L(z, ;t)dt, Figura III.10:

donde S lo denominamos como la acciony L el Lagrangiano. Hemos supuesto
que L depende explicitamente de x y z, e implicitamente de ¢, por esta razén
incluimos un punto y coma (;) antes de la variable ¢ en la expresién anterior.
Esta es la convencién que usaremos para indicar que el Lagrangiano depende
en forma implicita de ¢.

El problema que deseamos resolver consiste en encontrar qué condiciones
debe cumplir L para que la integral S sea un extremo. Lo que haremos es dar
una pequena variacién a la funcién x(t) y simultdneamente imponer que la
accién S permanezca invariante a primer orden, al sufrir esta variacion. Este
cambio de z(t) es pequenio pero arbitrario. Para satisfacer esta restriccion,
0S = 0, la funcién L debe cumplir ciertas condiciones, establecidas en lo
que se denomina como la ecuacién de Euler-Lagrange.

Encontremos esta ecuacién.

55 =5 (/tt Lz, g'c;t)dt)
5(/Ldt) E/AB L(:z:,:i:;t)dt—/AB L(a:,j:;t)dt:/AB OL(z,2;t)dt

Como, 0L~ %5x+%5i, a primer orden,
Ox 0t
. d, d d _ . d
y 5:c:x—x—dt(x) dtx_dt(x r) = 5x—dt(6:v).
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Es decir, el operador § conmuta con la derivada temporal. dx(t) es la pequena
variaciéon que imponemos a la trayectoria solucién.

Introduciendo este resultado en la expresiéon de dL:

oL oL d
oL = %51' + 87%@95) :

Integrando por partes :
oL d (OL d (0L
oL d (0L d OL

: P(loL d (oL d (. 0L
La integral queda: 0S = /A { [% ~ 7 (%)] ox + 7 (5x%> } dt,

vemos que el segundo término del integrando es una derivada total con
respecto al tiempo, de modo que:

BrorL d (oL oL

Exigimos que la variacion de dx se anule en los extremos de integracién.

B

A

dx=0 enAyB.|

Con esta condicién, la ex-

presién para S se convierte £x)

en: go

Figura III.11:
BroL d (oL
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Recordemos que dx = dx(t) es una funcién de ¢, que toma sus valores
entre los puntos A y B, anulandose en ellos. Asi, la podemos escribir como
dx = n(t) por ejemplo. La letra § nos recuerda que es una variacién pequena.

El extremo de la accién 6.5 = 0, con ¢ x arbitrario, se obtiene al cumplirse
que:

Ecuacién de Euler-Lagrange.

d oLy _oL /1
dt \ 0z ox /

Como 0x(t) es arbitraria, A
podemos elegir 0z(t) = 0 en
todos los puntos excepto entre
el intervalo t; y ty (ver Figu- Figura II1.12:
ra). De esta forma, para que
0S se anule, debe necesariamente cumplirse las condiciones establecidas an-
teriormente.

G g

Si el sistema tiene mas grados de libertad, se tienen mas ecuaciones pero
el tratamiento es el mismo.

Ejercicio

Demostrar que para 2 grados de libertad la ecuaciones de Euler-Lagrange
son
d (0L _8L_O d (0L _8L_O
dt \ 0i oxr dt \ 0y oy

Con L = L(x,y,,9;t). Generalice estas ecuaciones para el caso de n-
dimensiones.

Respuesta: Si L = L(q1,q2, "+, Gn, Gn, G2, - * Gn; t), entonces:

d /OL\ oL
22 22 —1.2.---.nm.
dt (aqg) 9, 0 o= Lz

Ejercicio
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Encontrar la ecuacion de Euler-Lagrange en caso que el Lagrangiano de-
pende de la segunda derivada del tiempo: L(q, ¢, §; t)

Proceda del mismo modo que en el caso anterior, La respuesta es :

@ (OLY d (OL\ 0L
dt2 \ 9§ dt \ 9g dqg

III.2. Aplicaciones

La importancia de los principios
variacionales es que tiene aplicacién
en practicamente todas las areas de
la fisica: para obtener las ecuaciones
de Maxwell, de la Relatividad Gen-
eral de Einstein, las ecuaciones que
describen el comportamiento de las particulas elementales, de fluidos...etc.

Figura II1.13:

Ejemplo
Encuentre la curva que minimiza la distancia entre dos puntos de un plano.

Un elemento de arco situado en un plano esta dado por:

ds = \/dx? + dy? = dx /1 + (dy/dx)>.

El largo total de la curva y = y(z) que une dos puntos arbitrarios: P, =
(x1,11) y P2 = (22,y2), situados en el plano es:

fz/ ds:/ V 1+ (dy/dz)?*dz

Para que esta curva sea un extremo, debemos identificar ¢ con lo que denom-
inamos la accién y f(y,y') = /1 + y2, como el Lagrangiano del formalismo
estudiado al comienzo. La ecuacién de Euler-Lagrange para y(z) es:

of i(ﬁ)w
Gy_dx oy )
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Como 0f/dy = 0, entonces 0f /0y’ es constante, es decir

/

y _

VTP

, C
e

asi: y(z) = ax+b, con a y b dos constantes que se obtienen de imponer que
y(r1) = y1 y que y(za) = yo. Esta claro que en este caso el extremo corre-
sponde a un minimo. De este modo, la distancia més corta entre dos puntos
ubicados sobre un plano, es una linea recta. Las lineas que corresponden a
la distancia maxima o minima entre dos puntos de una superficie cualquiera,
se denominan geodésicas.

de donde se obtiene

= Cte

Ejemplo

Encuentre la curva que representa la distancia mas corta entre dos puntos
ubicados sobre una esfera. Otra forma de este enunciado es: encontrar la
familia de geodésicas sobre una esfera.

Es intuitivo que la solucion de este problema no depende del radio de
la circunferencia; las geodésicas de dos esferas de diferente radio similares.
Suponemos entonces que el radio de la esfera es la unidad.

El elemento de arco sobre una esfera de radio unitario es:
ds = \/df? + d¢p?sen2 0 = df /1 + (dp/dB)? sen? f

Donde describimos la curva buscada mediante la funcién ¢ = ¢(6). Debemos
encontrar el extremo de:

B 05
S:/ ds = 1+ ¢?sen?6df
04

A

Reconocemos entonces la funcién L = /1 4+ ¢?sen? § como la funcion que
cumple el rol del Lagrangiano, y por lo tanto debe satisfacer

oL _d (OL\ _,
o9 do \oy )
obteniéndose
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¢'sen’f ;
1+ ¢?sen?6 ’

con b una constante. De aqui
se despeja ¢'(0),

do
i besc?0/v/1 — b2 csc? )
¢ Figura III.14:
= bCSCZH/\/l—bQ—bQCotZQ

= Bcsc?0/y/1 — B2 cot?

con 3 = b/+/1 — b%. Recordando que

dz dz
B ————— \ — 72 = — 2
d arcsin x V1=, d cot e
Podemos integrar la ecuacion para ¢, obteniendo:
¢(f) = a — arcsen(fcotf) = sen(a—¢)= Fcoté. (I11.6)

Transformamos este resultado a coordenadas cartesianas para evitar los
problemas de indefiniciéon de ¢ para 6 = 0,

xr = asenfcoso
= asenfsen ¢ (IIL.7)
z = acosf
(IIL.8)
Al reemplazar estas expresiones en la
ecuacion [I11.6], obtenemos
z
’ [z =xsena — ycosa
d
I11.2. APLICACIONES Facultad de Ci?ciﬁ—ﬁsicas y K/Iateméticas
x
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Esta ecuacién sumada a la restriccion de
ubicar todos los puntos de la trayectoria
sobre al esfera, 2 + y? + 22 = a?, nos
permite encontrar la curva solucién. La
primera ecuacion restringe los puntos a
ubicarse sobre un plano que pasa por el
origen (el centro de la esfera). La segunda condicién selecciona los puntos
ubicados sobre una esfera. Para cumplir ambas condiciones, la curva debe

ser un circulo maximo de la esfera.

Esta claro que las soluciones son dos y que una es un maximo y la otra un
minimo.

Ejemplo

Consideremos un medio con simetria esférica, en el cual el indice de refrac-
cién n, depende solamente del radio: n = n(r). Este es un modelo rudimen-
tario de la atmésfera de un planeta como el nuestro [4].

i.- Utilizando el Principio de Fermat, encontrar una ecuacion diferencial
que describa la trayectoria de un rayo de luz en este medio.
ii.- Suponga que n(r) = n,= constante. Encuentre la trayectoria de este rayo
dada una condicion inicial. Interprete fisicamente el significado de la condi-
cion inicial.

La velocidad de la luz en un
medio estd dada por v = ¢/n, con
¢ la velocidad de la luz en el vacio. o

tayech
Luego: G fayechin

devn (ago

’LN we

@
dt
= dt =

8
»

Figura III.16:

OI33 1o

de esta forma podemos escribir ¢
como una funcién de la posicion. In-
tegrando la ultima ecuacion, se ob-
tiene:
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b
t:/ 2ds,
0 C

t debe ser un minimo para los rayos de luz.

Debido a la simetria radial del medio, no se pierde generalidad si consider-
amos la orbita contenida en un plano determinado por el centro del cuerpo,
el punto de partida y la direcciéon de la velocdad del rayo. En coordenadas
polares, el elemento de arco en este plano es:

ds = Vdr? + r2d0? = dr+/1 + r2(df/dr)?

donde la curva se parametrizé con el radio § = 6(r). De esta manera el
tiempo que toma el rayo en recorrer la curva § = 6(r) entre 11 y 5 es (para
el caso n = n(r)):

t0] = : / ) n(r)V1+ 20?2 dr

¢ Jr

El principio de Fermat establece que t debe ser un extremo, es decir d t = 0
a primer orden. Al usar las ecuaciones de Euler—Lagrange debemos identificar
a la variable r como el equivalente del tiempo en el caso dindmico. La variable
0 es la unica variable adicional que aparece en este problema. El Lagrangiano
en este caso es L(0(r),r) = n(r)v/1+ r20”. La ecuacién de Euler-Lagrange
para la variable 0 es:

d 9
dr 0(¢)

L=0 (I11.9)

ya que no existe dependencia explicita en #. Derivando la expresién anterior
obtenemos:

nr?g’ ’
val + r202
donde ¢ representa la condicién inicial de este ejemplo: la relacion que deben

satisfacer 0'(rg) y la posicién rq en el punto de partida. Despejando 6’ = j—f,
tenemos:

(111.10)
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do(r) 14
0212 (n*r? — %) = (2 e — I11.11
La constante ¢ debe tener dimensién de longitud. Recuerde que n(r) es una
razén entre velocidades y por tanto no tiene dimensiones. Podemos definir
una nueva variable u(r) = r/¢. La ecuacién diferencial se transforma en:

dO(u) n 1

du uvnZuz — 1

que, al resolverla, nos entrega 6(u) (o u(f). Si se invierte la expresién) para
la trayectoria del rayo.

du 1
B — = o I11.12
dé uvn2u? —1 ( )

esta es la ecuacién de movimiento requerida en el ejemplo.

Si n(r) = ng la ecuacién I11.12 se puede integrar para todo r. La solucién

14

n, sin
solucién corresponde a una linea recta pasando a una distancia ¢/n, del ori-

gen.
Debemos recordar que n > 1 para no tener velocidades mayores que la ve-
locidad de la luz.

Ejercicio

esr = si escogemos el signo negativo en la ecuacién diferencial. esta

Estudie el comportamiento de los rayos de luz si

I11.3. El origen de L = T-V en la mecanica
de Newton

Nota: Esta seccién estd extraida de los apuntes de Sistemas dinamicos del
Profesor Lincoyan Gonzéalez, quien generosamente permitié incluirlos aqui.
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II1.3.1. Trabajo Virtual

Los conceptos de desplazamiento virtual y de trabajo virtual se han mos-
trado de gran utilidad en el desarrollo de la mec
‘anica. Se define como desplazamiento virtual un desplazamiento infinitesi-
mal, arbitrario, ficticio, no necesariamente relacionado con el movimiento real
que pueda tener el sistema, durante el cual las fuerzas y el tiempo no varian.
A fin de no confundir un desplazamiento real dr’ = ¥/ dt, con un desplazamien-
to virtual, a este ultimo se le representa por §7. Si el punto de aplicacién de
una fuerza F experimenta un desplazamiento virtual 07, se dice que la fuerza
realiza un trabajo virtual

SW = F .67

Si el desplazamiento virtual respeta las ligaduras que suponemos sin roce, las
fuerzas de ligadura no trabajan. Por ejemplo, imaginemos que una particu-
la estd obligada a recorrer un superficie lisa; la fuerza de restriccion sera la
reaccién normal, y cualquier desplazamiento virtual que respete las ligaduras
debera ser tangente a la superficie; por lo tanto, el trabajo virtual 6WW sera nu-
lo ya que la fuerza de restriccion y el desplazamiento virtual son ortogonales.
De ahora en adelante, solo consideraremos fuerzas de ligadura sin roce que
no trabajan st los desplazamientos virtuales no violan las ligaduras.

I11.3.2. Componentes Generalizadas de la Fuerza

Supongamos un sistema de N particulas sin restricciones cuya configu-

racién queda determinada por las coordenadas cartesianas & = x1, Ta, ..., ZT3N
y también, por las coordenadas generalizadas § = ¢1, go, . . . , g3n. Las compo-
nentes cartesianas de la fuerza aplicada seran F' = I, Fs, ..., F3y, las que en

un desplazamiento virtual realizan un trabajo virtual 6W = )" F} dx;. Se de-
finen como componentes generalizadas de la fuerza al conjunto de funciones
G = G1,Ga, ..., Gan que satisfacen el requisito de que Y G, dg; sea igual al
trabajo virtual de las fuerzas que actiian sobre el sistema. O sea,

3N

oW =Y G;dg:. (II1.13)

13, EL ORIGEN DE L = T-V EN LA MECANICA DE NEWTON Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas



Fisica Moderna 107

Nétese que las dimensiones de GG; no son necesariamente las de una fuerza;
si las dimensiones de dg; son las de un angulo, entonces las de G; seran las
de un torque.

Como el sistema no tiene restricciones, las 3N coordenadas son indepen-
dientes y las componentes generalizadas de la fuerza quedan determinadas
en forma tnica. Para calcular GG; basta elegir un desplazamiento virtual que
haga variar sélo g; ; entonces G; se obtendra dividiendo el trabajo virtual por
el desplazamiento virtual:

ow
0gi
donde 0W es el trabajo virtual realizado por las fuerzas aplicadas.

Gi:

Si el sistema no es libre y existen R ecuaciones de ligadura holénomas y
[l = 3N — R grados de libertad, sélo [ de las 3N coordenadas generalizadas
g son independientes y por lo tanto, las fuerzas generalizadas no quedan

determinadas en forma tunica. Sin embargo, si llamamos ¢ = ¢, qo,...,q
al conjunto de [ coordenadas generalizadas independientes, podemos defi-
nir sin ambigiiedad al conjunto de funciones ) = @Q1,Qs,...,Q; como las

componentes generalizadas de la fuerza, si elegimos desplazamientos virtua-
les arbitrarios, sin roce y que respeten las ligaduras. De este modo, podremos
escribir

l
W =>"Qibq. (I11.14)

Ademas, como en un desplazamiento virtual sin roce que respeta las li-
gaduras, las fuerzas de restriccién no realizan trabajo, 6W representa solo
el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas. Ahora, si elegimos un desplaza-
miento virtual del punto de aplicacion de una fuerza de restriccion, como
su trabajo es nulo, resulta de inmediato de la Ec. I11.14 que la componente
generalizada de una fuerza de ligadura es nula.

De ahora en adelante, sélo consideraremos sistemas holénomos e ima-
ginaremos desplazamientos virtuales que respetan las restricciones que su-
ponemos sin roce. Analicemos entonces un sistema de N particulas con [

grados de libertad, sobre el que actia la fuerza aplicada F' = Fy, Fs, ..., F3y,
expresada en sus componentes cartesianas. La configuracién del sistema la
suponemos descrita por las coordenadas cartesianas ¥ = xq,T9,..., T3y Y
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también por las coordenadas generalizadas ¢ = qi1,qs, ..., q. Finalmente,
suponemos conocida la ecuacién de transformacién de cooordenadas

ri =x(q,q2, - q, t) = x:(q, 1), parai=1,2,...,3N.

Para encontrar (); tenemos dos caminos:

= imaginar un desplazamiento virtual que sélo haga variar ¢; de modo que
solo trabaje ();; esta componente generalizada de la fuerza @); serd igual
a 0W/dq;, como indicdramos anteriormente;

= 0 podemos expresar (); en funcién de las componentes cartesianas de
la fuerza aplicada, como demostramos a continuacién.

De la ecuacién de transformacién de coordenadas calculamos

Oz, Oz, Oz Oz,
aq151+82(5(]2—|— +815l+8t5t

5.73']'

Sin embargo, el iltimo término es nulo, pues 0t es nulo ya que por definicién
el tiempo no varia en un desplazamiento virtual. Luego,

Reemplazando en la expresion del trabajo virtual, se obtiene

3N
W= Fon, = ZF 25‘%5% ZZ £ 528,
J

Comparando directamente con la Ec. I11.14 que define las componentes
generalizadas de la fuerza

;Qi&]i = Z(Z 8%)5%

obtenemos que
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Z Fyst 8% (IIL.15)

expresion que a menudo se considera como la definicién de la componente
generalizada @); de la fuerza.

I11.3.3. Las ecuaciones de Lagrange

A partir de las ecuaciones de transformacién entre las coordenadas carte-
sianas y las coordenadas generalizadas calculemos

de‘Z‘_ . E)m, @l’z_ RPN
o =i = zk: Gk + —=- = (7,4, 1). (1I1.16)

De inmediato resulta que

oz, Ox;
= L. II1.17
o (1IL.17)

Ahora, calculemos

dq; 4= 0q;0q." " Dg;0t

Si cambiamos el orden de las derivadas parciales se obtiene

Yo () ar g
0q; - 0qi \ 0q; ot 8
Pero, 0x;/0q; es funcién de ¢’y t solamente, por lo que el segundo miembro

de la expresién anterior no es otra cosa que el desarrollo de (d/dt)(0z;/0q;).
Luego,

01, ox
L = : 111.18
aqj <3q] > ( )
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Por otra parte, la componente i-ésima de la Segunda Ley de Newton nos

da
d

(i) = Fi + F*,

donde F; representa la componente respectiva de la fuerza aplicada. De la
expresion de la energia cinética

obtenemos

orT
ox;

Si reemplazamos en la ecuacién del movimiento resulta

d (9T ;
- - Fz F-lg.
di (aﬁci) h

Si multiplicamos por Ox;/0q; y sumamos sobre i se tiene

S (55) &~ S g+ DA

En el segundo miembro, de acuerdo con la Ec. I11.15, la primera sumatoria
representa la componente (); de la fuerza aplicada generalizada; la segunda
sumatoria representa la componente j de la fuerza de ligadura generalizada
y que es nula. Por lo tanto, la relacién anterior se reduce a

Teniendo presente que

d dA dB
—(AB)=—DB+A—;
dt( ) dt dt
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transformamos el primer miembro de Ec. I11.19, resultando

> (G - (55—

% %

Si reemplazamos las ecuaciones II1.17 y I11.18 en la anterior, se obtiene

d oT di; oT i,
E(Z O, aq'j) B Z 0i; 0q; @

que es lo mismo que

dOT(qq.t)  OT(34.t)
dt aq] an

- Q.

La relacién anterior representa un sistema de [ ecuaciones diferenciales de
segundo orden para un sistema holénomo con [ grados de libertad que se
conocen como ecuaciones del movimiento de Lagrange.

Supongamos ahora, que las fuerzas del sistema derivan de un potencial que
no depende de las velocidades V' = V(& t), de modo que

V@Y,

F, =
al‘i

Entonces, la componente (); de la fuerza generalizada, de acuerdo con la
Ec. II1.15, sera

8$i
o = YRy
N p (?xz 8qj’
IV (q.t)
= DY I11.20
Q] aqj ( )

Para este sistema se define una funcién escalar L llamada funcion de La-
grange o Lagrangiano, de la siguiente manera
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L(@.q.t) = T(§.4.t) = V(d,1), (IL.21)

de modo que podemos expresar las Ecuaciones de Lagrange en funcién del
Lagrangiano. Puesto que V(¢ t) no depende de las velocidades ¢, se cumple
que

oV (q,t)

= 0.
dq;

Reemplazando en la ecuacién de Lagrange, Ec. I111.3.3, y teniendo presente
la Ec. II1.20, obtenemos

d 0 0
2T V) —(T—-V) =

o0 sea,

d OL(Gq,t)  OL(Z.q,t)
dt g, dg;

— 0. (111.22)

Esta segunda forma de las ecuaciones de Lagrange es aplicable sélo a sis-
temas holénomos, cuyas fuerzas derivan de un potencial que no depende de
las velocidades.

En la seccion anterior estudiamos el caso de un lagrangiano con una depen-
dencia funcional especifica: L(,z;t). Esta dependencia es la mas recurrente
y, en particular, nos permite recuperar las ecuaciones de Newton y de este
modo enfrentar problemas de dinamica.

No existe un tnico Lagrangiano para un problema determinado. Existen
varios equivalentes (en el sentido de conducir a las mismas ecuaciones de
movimiento).

El Lagrangiano que genera las ecuaciones de Newton es el siguiente:

1
LzT-V:§mﬁ—V@)
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oL . oL _, . _ d (OL\ .
a9 = M et V'(z) = F(x), E(f)_x)—mx_F(z)

Aqui hemos usado V(z) como el potencial que genera la fuerza F(x).

En una seccién posterior, estudiaremos el origen de este resultado. Por
ahora nos limitaremos a ejercitarnos usando este método.

Ejemplo

Calcular la ecuaciéon de movimiento de la cadena de la Figura. No existe
roce entre la mesa y la cadena. La masa por unidad de largo de la cadena es
iy su longitud es L.

1
La energia cinética esta dada por: T = §(u L)j?. La energia potencial es:

V(y) = —png % y. Aquihemos usado que el largo de la cuerda es igual a la

distancia entre el borde de la pared y el extremo del punto desde donde la
cadena comienza a caer.

1 )
L=T=V=5ul)i+rgy’/2

A(OLN_OL e au—0

Figura III.17:

y(t) = A exp(\/%t) ¥ Bexp(_\/%t).

p = masa/(unidad de largo) y L = largo de la cadena. Las condiciones de
borde del problema permiten determinar los valores de A y B.

De esta forma hemos indicado como los problemas de mecanica se reducen a
calcular correctamente la energia cin’etica y la energia potencial asociada y a
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derivar correctamente. De preferencia, los sistemas que estudiaremos con este
método son aquellos que conservan la energia, para evitar una dependencia
explicita en el tiempo.

Nota: Recordemos que al no investigar el signo de la segunda derivada
funcional de la accién S, no sabemos si la ecuacién de Euler nos conduce a
un maximo, un minimo o a un punto indiferente. En general en los problemas
fisicos y geom’etricos esta condicion es evidente y por esta razén no prestamos
mayor atencion a este punto.

Constantes del Movimiento

Se llama constante del movimiento cualquier funcién qﬁ(@f, t) que se man-
tiene invariable durante el movimiento del sistema.

I11.3.4. El Momentum Generalizado Conjugado

Si el Lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada generalizada
g;, se dice que esta coordenada es ciclica o ignorable, y del Lagrangiano se
dice que es ciclico en g;. En este caso, entonces

oL
—— =0,
dq;
y de la ecuacion de Lagrange, Ec I11.22; se tiene
d oL
dtog
y por lo tanto,
oL
—— = constante.
4;

Se define el momentum generalizado conjugado p; de la coordenada gene-
ralizada ¢; como

oL

= = II1.2
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De acuerdo con lo anterior, hemos encontrado que si el Lagrangiano es
ciclico en algunas de las coordenadas, los momenta conjugados respectivos
son constantes del movimiento.

III.4. Multiplicadores de Lagrange

El siguiente problema ilustra la necesidad de incorporar el formalismo de
los multiplicadores de Lagrange a la ecuacién de Euler-Lagrange obtenidas
anteriormente.

Una cuerda de largo L fijo, se sostiene de sus dos extremos al eje x. Al
girarla con respecto al eje x, adopta una forma que queda descrita por la
ecuacion y = y(x). Encontrar el valor del méximo volumen que puede ser
generado por esta rotacion.

En este caso se desea encontrar la funcién y = y(x) que hace maximo el
valor del volumen encerrado por la cuerda.

Como es inextensible, esto
obliga a que la siguiente in-
tegral sea igual al largo de
la cuerda: f;’f V1+y2de =
L. De este modo la funcién
y(z) pierde un grado de arbi-
trariedad.

Para comenzar conviene
plantear un problema de este
tipo pero en forma general, sin
referirnos explicitamente a la cuerda.

Figura III.18:

I11.4.1. Extremo de una Funcién
Encontremos el extremo de una funcién F(z,y), sujeta a la condicion:
f(z,y) = 0. Este no es el problema que deseamos resolver, pero nos facili-

tara la tarea de aceptar la solucion propuesta al caso de un funcional.
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OF oF
Valor extremo de F' = 0 =0F = 5 —dr + 8—5y, simultaneamente
T Y
- _ _of f
se debe cumplir que f(z,y) =0 = §f = —dx+ —
ox 8y
Como existe una condicién entre z e y (f(z,y) = 0), ocurre que dx y

0y no son independientes. Para encontrar el valor de dx compatible con el
equivalente 0y de modo que el desplazamiento suceda a lo largo de la curva
f(z,y) =0, 0 y = y(z), despejamos dy en funcién de dx desde la 'ultima

ecuacion: of f
8 —d0r + — 83/

Se reemplaza en la expresién de §F = 0 y recordando que ahora (dz) es
arbitrario, el factor que multiplica (dz) debe ser necesariamente nulo.

B ) (52)
F == il x -
) xém—i— ; (5?5 0

oy o)
or (0f/0x) OF _
dx  (0f/0y) 0Oy
Si intentamos realizar la misma operaciéon con una funcién que tenga un

nimero mayor de variables, este procedimiento se torna engorroso. Una alter-
nativa que se puede generalizar para n—variables, se describe a continuacién.

Manipulando la ultima ecuacion, pero habiéndola ordenado previamente
de una forma diferente, tenemos:

() - () e

que se puede expresar como:
oOF | 0f
= 0 1I1.25
or 81: ’ ( )
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oF of

or _\or _ g 111.26

o oy (I11.26)
a las cuales debemos sumar f(z,y) =0.

Como este es un problema de maximos y minimos de una funcién, tenemos
tres incognitas: z, ¥ y A. Como se observa, tenemos tres ecuaciones para
determinarlas. La funciéon A = A(z,y), que es una incognita extra incluida en
el problema, se determina incluyendo una ecuacién adicional: f(z,y) = 0.

Escritas de esta forma, las ecuaciones Euler—Lagrange con vinculos pueden
generalizarse en forma directa a una caso con un numero de dimensiones
mayor que dos. Volvamos a obtener esta misma férmula pero utilizando un
método mas geométrico.

Supongamos que dx y 0y, son arbitrarios. Asi, las ecuaciones previas se
repiten igual:

or oF
i F=0 = — - 111.2
Si 6 0 e ox + dy 3y, (II1.27)
y ademas Jf =0 = gém + géy. (II1.28)
ox oy

Geom’etricamente esta expresién nos conviene mirarla como un producto
escalar en el que participan tres vectores:

[8F 8F} {W of

8_x’8_y %’8_3;} y [5337 §y].

Los dos primeros vectores deben ser perpendiculares al desplazamiento [dz, Jy].
Como F(z,y) estd dado y no es igual a f(z,y), sus gradientes no son necesari-
amente iguales. Sin embargo, para que se cumpla que F'(x,y) sea un minimo,
debemos encontrar un punto en el plano [z, 3], en cuya vecindad y a primer
orden se cumpla que el gradiente de ambas funciones F(z,y) v f(x,y), sean
proporcionales. La ecuacién que deben cumplir los puntos [Z,y| es que en
ellos se cumpla

aF_F)\g_

O 8x—0
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OF 0
or of
dy Oy
., Cémo encontramos A? Debe-
mos usar la condicion f(x,y) =
0. De esta forma tenemos tres AN TR oy
ecuaciones para tres incogni- )
tas Z, y y A AU
Resumiendo, podemos de- —
cir que el problema se reduce
a encontrar el extremo de la
funcién: Figura II1.19:
F(z,y) + X f(z,y),
of or af
sujeta a la condicion: (— + A==)dz + (— + A =0,
) (895 920" (a 8y)

y, en lugar de imponer una restriccién entre dx, y dy, utilizamos f(x,y) = 0.
De aquise obtiene:

oF of _
ay ey T
oF  of (I11.29)
(91:+>\8 = 0
flx,y) =0

En forma analoga podemos pensar en tres dimensiones con una restriccion.
Resumiremos el argumento para este caso. Los datos son: f(z,y,z) = 0 o
z = g(z,y) vy F(z,y,2), que es la funcién que queremos extremar bajo la
restriccion de f(z,y, z). Suponemos el vector desplazamiento § ¥, arbitrario:
como el producto escalar entre los vectores V F(z,y,2) v V f(x,y,z) con
d Z, debe ser nulo, entonces debe existir un punto (o varios puntos) en el cual
ambos gradientes sean proporcionales. En este caso tengo tres ecuaciones: una
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por cada componente. Como el punto solucién debe satisfacer la ecuacion
f(z,y,z) = 0, esta es la ecuacién adicional. Tenemos cuatro ecuaciones y
cuatro incégnitas y el problema esta determinado.

En general, si tenemos un
funciéon  F(zq,x9,...7,), que

depende de n—variables, por % V4D

lo tanto estd descrita en un AT Y EAeD

sistema de n-coordenadas y  Nefoam
ey

se desea encontrar un valor
extremo, sujeta a m restric-
ciones (con m < n):

Figura II1.20:
fk<£[)1,fl§'2,"'£€n):0, k:1727"'m<n7

de acuerdo al método descrito, debemos introducir un multiplicador de La-
grange por cada funcién fi. Es decir, el gradiente de F(xq,xs,...7,) debe
ser proporcional a una superposicién de los gradientes de cada una de las
restricciones fi(x1, za..., Tp).

Las ecuaciones que minimizan (o maximizan) esta funcién, son:

OF i
—_— M=— =0 (=1,2,--- 111.30
81’@ +k2: kaxg 9 ) <y n, 'y ( )

folmy, xn) = 0 k=1,2--m. (IT1.31)

La introduccion de los multiplicadores de Lagrange nos libera de la obligacion
de dividir arbitrariamente entre variables dependientes e independientes y ex-
tiende naturalmente el procedimiento utilizado para el caso sin restricciones.

1I1.4.2. Las ecuaciones de Euler—Lagrange con vincu-
los.

Cuando se trata de extremar integrales, adoptamos, sin demostracién, un

método similar. Si F'(z1, - x,) es la funcién cuya integral se desea extremar

sujeta a las condiciones fy(x1,---x,) = 0, con k = 1,2,---m, (m < n).
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Al igual que la solucién usada anteriormente podemos considerar la misma
funcién utilizada en el caso anterior:

B
I:/ [F(x1, - xn) + AMfo+ Xafo+ -+ A frn]di
A

Ahora realizamoa una variacién de [ en la forma usual:

.\ Ofi -
5[—0—/ Z{axl zk:)\ka—ml} dxidt, con [ =1,2..n.

Para el extremo de [ se cumple:

Z P L P

aZL‘l al'l

A esto debemos sumarle las m ecuaciones fi(x1, z,...,x,) = 0 y tenemos
el problema resuelto.

Si la funcién depende de las velocidades:

L:L(qla'"QRaq17q2"'aQn;t)7

sujeta a las condiciones
Jelar, g2, Gn) =0 k=1,2,---m <n.

Dentro de este esquema, asumimos, sin demostrarlo, que las ecuaciones de
Euler-Lagrange son id’enticas a las ya expresadas en el caso sin condiciones
adicionales:

]:L(QI7"'Qnaqlu"'Qn;t)+Z e S -
k=1

d (OL 0L & afk> afk} .
— (=) ==+ > A =0 j=1,2-,n
t (8%’ ) 9q; ; ' [ (aqj 9q; /

Ademds:  fr(qi, - Gn) =0 k=1,2,---m

con estas (m + n) ecuaciones resolvemos ¢i(t) ( n variables) y los Ay (m
variables) que como dijimos pueden ahora depender del tiempo.
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(El detalle de estos resultados se puede encontrar en libros de Mecénica
Clasica, como el de H. Goldstein, o en K. R. Symon, Mechanics, especialmente
en el Capitulo 9.)

Ejemplo

A continuacién indicamos cémo resolver el problema de maximizar el vol-
umen utilizando una cuerda de largo fijo, propuesto al inicio de esta seccion,
recurriendo al formalismo recién establecido.

El elemento de volumen es la base por la altura de un cilindro infinitesimal:
dV = my*dz. La integral que debemos extremar es:

L L
I:/ F(y,y’;x)zw/ [yQ—)\\/l—y’Q}dm.
0 0

Como F' no depende explicitamente de x y A es constante, se conserva el
equivalente de la energia en un problema mecéanico, como demostraremos a
continuacion:

iF( ,'ZL’>_@ /_’_@ " i @ /+@ "
dz . Y _8yy ay’y ~ |dx \ Oy Y 8y’y'

Si los y v 4/ representan una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange

E—i @’ 0 mejor
dr  dx ay’y ’ )

d or  _
— |y =— —-F| =0

dx oy’

Como la derivada con respecto a x de esta cantidad es nula, la expresién al
interior de la derivada es una constante:

oF
[y’ — - F] = Constante
Nota: Si cambiamos x por t, y por ¢ y 3’ por ¢, veremos que esta expresion
corresponde a la energia en un sistema mecanico. Volveremos a este punto al

tratar el caso de un Hamiltoniano.
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Aplicado a nuestro problema, la cantidad conservada es:

-y
Resolviendo esta ecuacién diferencial obtenemos y = y(x). La constante C'
y la nueva constante que aparece al integrar se despejan imponiendo las
condiciones de borde y(0) = 0 e y(a) = 0. Reemplazando esta expresién
de y(x) en la integral L = foa \/1 — y2dx, obtenemos la otra ecuacién para
despejar el valor de A.

A continuacién resolveremos el problema de la catenaria aplicando dos
puntos de vista diferentes. La catenaria es la forma que toma una cadena o
cuerda que cuelga entre sus dos extremos. La cuerda, a diferencia de la viga
no opone resistencia al torque. El caso de una viga sera el ultimo ejemplo
que analizaremos.

Ejemplo

Encontrar la forma que adopta una cuerda al colgar entre sus dos extremos.
La curva solucién se denomina una catenaria.

Resolveremos el problema de la catenaria de dos formas.

Supongamos primero que es
una sucesion de barras piv-
oteadas en sus extremos. De )
acuerdo a este modelo impon-
gamos la restricciénes corre-
spondientes. (Nota: este prob-
lema tal como esta planteado /
no tiene primeras derivadas
continuas, que es un requisi-
to en el formalismo utilizado.
Cuando esto sucede pueden existir soluciones que no se logran obtener por
este método. Ver H. Goldstein, 2% edicién, pagina 42).

1
N

/"
/// \/’("\"-\

Figura III.21:

Afortunadamente, como este problema es posible resolverlo por un método
diferente, podemos asegurarnos que no hemos obtenido alguna de las solu-
ciones no deseadas.
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ag
Vi = 79(% + Yt 1)l

Esta es la energia potencial
del eslabén k-ésimo. Como
siempre, instalamos el origen
de coordenadas en el punto
mas bajo de la cuerda. Figura I11.22:

\J K4

'/({LH g ’Lndn
=z

K

La restriccion en este caso queda:

{A%z—FAyz}lﬂ:gk ]{?:O,l,...,Nl, Amk = Tg41 — Tk

El problema consiste entonces en minimizar

N-1 N-1
V=) Vit > M(Azf+ Ay}
k=0 k=0

A = multiplicadores de Lagrange, uno por cada eslabdn.

Usamos entonces los resultados obtenidos y tenemos:

a—v =0, — MAT, — N1 Az = 0.
8xk
La soluciéon de esta ecuacion es:
A = ¢ (C = constante) independiente de k.
Al'k
oV o
——=0= —g(fk +li1) = 20 Ay + 201 Ay =0
8yk 2
Reemplazando el valor de A\, obtenemos
ag Aye Ay
— (U + £y = C(— —
4 ( ot b 1) (Al’k AZL’k_l
a9 Cp + Ly _ C’(Ayk B Ay
2 2 Az, Azp_y
d
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S99 L A% Ay 4 dy
2C  As Az, Az’ ds dx

)

d (dy)_ og
ds ‘de’  2C

Antes de proseguir con esta ecuacion diferencial, analicemos este problema
como un continuo.

dV = ogyds

V = og foLyds

(suponemos que la curva es
simétrica con respecto al eje
z=0)

Debemos considerar la cuer-
da como inextensible, por lo
tanto:

L
L :/0 ds. Figura II1.23:

Debemos encontrar los ex-
tremos de la siguiente integral

L
Vzag/ (y — N)ds

Como la funcién que debemos extremar no depende explicitamente de x,
podemos encontrar en forma directa una constante en forma analoga al
primer ejemplo de esta seccién. Dejamos ese camino como ejercicio. Adoptare-
mos el camino mas largo.

La experiencia indica que es conveniente escribir x e y en forma param’etrica:

y = y(7)
x x(T)

ds = /i?+i2dr
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V =o0g / (y — AN 92 + 2%dr (es necesario redefinir \)

o

Lo hemos transformado en un problema de dos variables.

d(af/ v _, d [(y—)\)jx

e R T e ]
dov. av  d [ (y-\g __
o5 "oy T ’dT[\/W V=0

De aqui se obtiene la constante que mencionamos en un comienzo:

T
—A)—————=2¢
(y—A) i
p _
d_iz—yiA’ ya que ds =/ 22+ 12dr.

Reemplazando en la primera ecuacion:

d ¢ @ =1, obtenemos:
Vi +grdr | (dr) \ds
ds
d (dy) 1
ds'dz’ ¢

: y dy .
Es posible comprobar que una solucion es: —= = sinh ax, a = constante

dx
ds =/ 1+ y?dx = cosh axdx

= s = —senh oz
«

1
a=—.
c

Las condiciones de borde son: y/(x =0) =0y s = L/2 = [senh(ad)].
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La primera indica que el punto mas bajo corresponde a la derivada nula.
Esto es natural ya que si es el punto mas bajo, la pendiente en dicho punto
debe ser horizontal. En la segunda condicion hemos supuesto que el ancho
del precipicio es 2d y su altura con respecto al punto méas bajo h.

Con estas ecuaciones determinamos las dos constantes: a y A. Esta ultima
se obtiene reeemplazando la solucién y(z) = [cosh az|/a — a, con a =Con-
stante. y(d) = h = coshad/a — a. De aqui se despeja a. Si reemplazamos
esta expresion en:

dx c

ds  y—\

se encuentra la expresion para A.
Ejemplo

Un problema similar lo constituye una barra eldstica que se curva debido
a una carga que suponemos continua. Como la curvatura de la barra es muy
peque’na, consideramos sdlo los términos lineales en sus derivadas, es decir

V1+y? ~1.

La diferencia con la cadena o cuerda, estudiada anteriormente, aparece porque
la viga resiste con un gran torque el cambio de su forma original. Esto no es
el caso de la cadena.

No vamos a deducir la energia de deformacién de la viga en forma rig-
urosa. Solo daremos argumentos que hagan plausible el hecho que debe ser
proporcional a (y”)?, donde y = y(z) es la deformacién de la viga: el cambio
de altura con respecto a la horizontal (o la viga sin deformar).

Como la barra es elastica soporta esfuerzos de corte en sus extremos, "estos
a su vez generan un momento que deforma la viga. 'Este es el origen de la
energia de deformacién. La energia debe ser dU = 7(0)df, que es la férmula
usual para el trabajo de un par. Si recordamos que el torque 7(f) aumen-
ta a medida que con el incremento del dngulo, entonces: dU = 57‘(00) ao.

Recordemos la ley de Euler-Bernuilli:
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T:E, donde k= FE1. ‘

) i defunada,
E = es el médulo de Young. )
I es el momento de inercia de ———

la viga evaluado con respecto .
a su linea neutra. p es el radio N~
. v h/ A\ Z
de curvatura de la viga. Co- L Wf} ocedc)
mo suponemos que la defor-
macion es pequena:
2
L ~ yFigura 1I1.24:

P J1+y?

Ademas: pdf = ds ~ dzx. Entonces:

dUzlEdG,
2p

Considerando las aproximaciones anteriores, tenemos:

1
dU = Sky d6 = ky’ 9 ey
p

1
El factor 3 fue puesto porque la viga es cargada lentamente. Es el mismo

caso que un resorte com’un, donde también aparece un factor 1/2.

El Lagrangiano (o energfa potencial ya que no existe energia cinética) es

1 g 99\ 2
V1=§k (y") da.

Si el peso de la viga fuera relevante (en general no lo es), se debe anadir un
siguiente término:

%z—ag/ydm.

Finalmente, como hemos despreciado los términos proporcionales a (y')? no
tiene sentido usar la restriccién de que el largo de la viga permanece con-
stante.
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L L L
L= / ds = / V1+y?de ~ / dr =1L (no restringe a la funcién y(z))

2

Usemos la expresion siguiente: Si L = L(§, ¢, q;t) entonces la ecuacién de
Euler-Lagrange es:

V=3 [ 167~ oguis

d*> 0L d 0oL, 0L
@(8_@) - E((?_q'>+8_q =0.

Con esta expresién podemos encontrar la ecuacion que regula la deforma-

ciéon de una viga.
& (OVN _d (OVN OV _
dz? \ Oy dz \ Oy oy

kyiv + [_Ug] = 07

yiv _ <Uog
)
Sin embargo, la ecuacién diferencial propuesta arriba implica ciertas condi-
ciones en los bordes. Estas son:

o d ov orF 1°
l(a—y‘wa—y))éy*a—yéy};o'

Estas se cumplen si dy y dy’ son dadas en los extremos.

Los diferentes casos posibles son:

i) Extremos empotrados : y(0) = ¢'(0) = y(¢) = y'({) =0

ii ) Extremos con un soporte : y(0) = y(¢) = 0 , se necesitan dos condi-
ciones extras, y”(0) = 0,y”"(¢) =0
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Ejercicio

Demuestre que las condiciones de borde de 61 = 0 en los extremos son:

k[=y" (£)0 y(€) +y” (0)dy(o) +y” (£)oy'(€) — y” (0)dy'(0)] = 0

Ejemplo

Mediante el uso de los multiplicadores de Lagrange, resolvamos el problema
de dos masas m y M unidas por una cuerda, inextensible y sin masa, que
pasa a través de una polea sin roce.

Comencemos describiendo este problema con una sola variable y. Esta es
una coordenada generalizada puesto que describe univocamente la posicion
del sistema. La energia potencial esta dada por: V' = (m — M)yg. El La-
grangiano asociado es:

L= 3 [(my* + My*)] + (M —m)gy.

las ecuaciones de movimiento son:

(m + M)jj — (M —m)g =0,

Ittt 7 sl rsy

j (M—m Figura I11.25
Y= M g igura II1.25:

despejando:

A continuacién resolvere-
mos el mismo problema pero

utilizando dos coordenadas: pe°

Y1 € Yo, con esto debemos im- .

poner la condicion adicional L%

yi1 +y2 + ¢ = 0 y una mul- 1

tiplicador de Lagrange asocia-

do a esta restriccién. Nuestro @) v
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interés es descubrir la inter-
pretacién fisica del multipli-
cador de Lagrange.

La energia cinética esta da-

da por:
1 . 1
T= 5my%+§

M2

y la energia potencial es:
Vi=+mgy +Mgy..
La restriccion sobre las coordenadas es:
Y1+ 12+ =0.

Finalmente el Lagrangiano resulta ser:

1 . 1 )
L=gmii+ 5 Mis—mgy—Mgys + Ay + 92+ ()
y las ecuaciones de movimiento

miy;+mg—A=0
Myg—i—Mg—/\:O

n+y+£=0

Restando las dos primeras ecuaciones m 1 —M yo+m g—M g = 0 y utilizando
la tercera de ellas,y, = —¢ — y; = 9o = —ij1, se obtiene:

(m+ M)j = (M —m)g

. (M-—m
Y= m+ M g

N i (M —m)m m(m + M) 2m M
g m —m = — —_ [ —
smmyg m+M 7 maM) YT Tmrm?
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Para entender el significado fisico del
multiplicador de Lagrange, comparamos
este ultimo resultado con la resolucién de
las ecuaciones de Newton:

miyy =T —myg,

podemos apreciar de aqui que A = a
la tensién de la cuerda. Por lo tanto, si
queremos encontrar una fuerza que corre-
sponda a una ligadura, debemos relajarla
introduciendo una coordenada adicional
y el multiplicador de lagrange estara aso-
ciado (no debe ser necesariamente igual,

como en este caso) a la fuerza de ligazén.

W T
G
b

Figura II1.27:

I11.5. Ejercicios

1.-

Para que un rayo de luz se enfoque en O’, el tiempo que demora en
recorrer OO’ debe ser igual al que demora en viajar a través de OPO’.
De acuerdo a este principio, similar al que se ocupé en obtener la Ley
de Snell, se puede recuperar la ley de los lentes:

ny N Ng — Ny

S s R
Debe suponer que la distancia PQ es muy pequena.

Entre todas las curvasque unen dos puntos dados (z,,v,) v (1,y1),
la que genera una superficie minima al ser rotada en torno al eje x,
es la catenaria. Sin embargo, si |17 — xo| >> vy, v |21 — x| >> v1,
entonces no es posible ajustar una catenaria entre estos dos puntos
que denominamos A y B. De hecho no existe ninguna curva suave que
genere al rotar, una superficie menor que la linea quebrada Ax,zB.
La derivada de esta curva no es continua. La solucién en estos casos
es adoptar una curva cuya derivada no sea continua, es decir debemos
encontrar dos funciones cuyas derivadas sena discontinuas.
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o<

Figura II1.29:

Un caso simple que ilustar esta situacion es el siguiente: dado el fun-
cional

sl = [ (L =z, con y(=1) = 0, y(+1) = V2,

1

demuestre que la funcién y = y(x) que genera un extremo del funcional
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3.—

d.—

Sly| es:

0 1<2<0
y(z) =

r(l+z) 0<z<1
L'—"“.—..

7
L hilo
hile

Figura I11.30:

En la Figura aparecen dos cilindros homogéneos, idénticos, de masa
m, radio 7 y momento de Inercia I = M R?/2. El hilo se encuentra
enrollado al cilindro 1 y no se desliza. A su vez, este mismo hilo pasa
por el cilindro 2, también sin deslizar. Las barras son fijas y el hilo
no tiene masa. Utilizando el método de Lagrange, encuentre:par a) la
aceleracién del cilindro 2par b) La tensién 7 del hilo que une ambos
cilindros.

29
Ta’

Respuesta: § = 29 1 = 4mga/7.

Considere un péndulo que oscila en el plano y cuya masa es msy. Su
punto de suspension posee una masa m; que puede desplazarse en el
mismo plano sobre una recta horizontal.

Respuesta:

1 1 i i
L= §(m1 + mg)i” + 52 ((P¢* + 200 ¢ cos ¢) +my gl cos ¢.

En este caso, el punto de suspension del péndulo plano:
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/ wh,
, >
/ X
/

/ L

| ¢

Figura II1.31:

a) se desplaza uniformemente sobre una circunferencia vertical con una
velocidad angular constante ~:

Respuesta:

1 .
L= §m€2gb2 +mlavy*sen(¢p —yt)+

m gl cos .

Figura I11.32:

b) Oscila horizontalmente en el plano del péndulo de acuerdo a la ex-

presion: x = a cos yt.
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6.— Demuestre que los siguientes dos Lagrangianos son equivalentes, es de-
cir, generan la misma ecuaciéon de movimiento:

df (t
L(x, x;t) Yy L'=L(x,z;t) + —J;i) ,

donde f(t) es una funcién diferenciable pero arbitraria.

7~ Una particula de masa m, se mueve en un plano vertical a lo largo
de la curva parametrizada: z = h(n); x = f(n) donde el eje z es
vertical y apunta hacia arriba. La particula se mueve bajo la acciéon de
la gravedad. Considerando 77 como la coordenada generalizada, muestre
que el Lagrangiano es:

1 odky, | df

L= 5mil(G)? + (5] = mah(n).

8.~ Encontrar el Lagrangiano para una particula que oscila bajo el efecto
de la gravedad y que se encuentra unida por medio de una cuerda de
largo variable £(t). Suponga que el movimiento se encuentra confinado
a un plano vertical. (Ver Figura).

w49
M

Figura II1.33:

9.— Un péndulo de masa moy y largo L se puede mover en un plano. El
punto de soporte estd unido a una masa m, la cual puede moverse
en una linea horizontal en el mismo plano. Encuentre el Lagrangiano
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del sistema en funcién de las coordenadas de la figura. Obtenga las
ecuaciones de movimiento.

Figura II1.34:

10.— Se construye un péndulo atando una masa m a una cuerda inextensible
de largo ¢. El otro extremo de la cuerda esta fijo al punto mas alto de
un cilindro horizontal de radio R, conR < 2{¢/7, como se muestra en la
Figura. Asumiendo que el movimiento esta confinado a un plano verti-
cal que pasa por A y es perpendicular al eje del cilindro y que la cuerda
forma un angulo v con la vertical, Encuentre el Lagrangiano del sis-
tema. Demuestre que la frecuencia angular para oscilaciones pequenas
en torno al punto de equilibrio es:

w=1lg/(t ~ 5 R}

11.— Una masa puntual m desliza sin friccién dentro de una superficie de
revolucién (en coordenadas cilindricas) z = « sen(r/R), cuyo eje de
simetria apunta en la direccién de un campo gravitacional uniforme g.

Considere 0 < r/R < /2.

Construya el Lagrangiano L(r, ¢, 7, ¢) y calcule las ecuaciones de movimien-
to para las coordenadas r y ¢. jExisten érbitas circulares horizontales
estacionarias?
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Figura II1.35:

Figura II11.36:

12.— En o6ptica geométrica, la trayectoria de los rayos de luz puede deducirse
a partir del principio de Fermat. De acuerdo a este principio, la luz sigue
la trayectoria que emplea el minimo tiempo en ir desde un punto P a
otro P’.

Suponga que en la zona z < 0 existe un medio dieléctrico en el que la
velocidad de la luz vale v = ¢/n ( ¢ = velocidad de la luz en vacio) con
n=n,(1l+axz).

Aplique el principio de Fermat para obtener la trayectoria z(z) seguida
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por un rayo de luz que incide en P y emerge en P’ como muestra la
figura, usando la aproximacién (o << 1 = a? despreciable).

Note que: @ << 1 implica v = ¢/n = ¢/(n,(1+a 2)) = (¢/n,)(1+ a 2).

(a) Obtenga la ecuacién diferencial para la trayectoria del rayo de luz

(b) Encuentre la funcién z(x).

/T E P' (o)
[ (0,0)
Y
S— ?'4—%)( '

|

Figura II1.37:

13.— La figura muestra un marco con momento de inercia con respecto al eje
de giro igual a: I, = I. En el plano del marco cuelga un péndulo que
solo puede oscilar en el mismo plano del marco solamente. El péndulo
tiene largo ¢ y una masa m.

El marco puede girar libremente en torno al eje 2.

Encontrar el Lagrangiano del sistema y las ecuaciones de movimiento.
Indicacién: la energia cinética de un sélido rotando alrededor de un eje
fijo con velocidad angular w es:

1
T==Iuw
2

14.— El Lagrangiano de una particula de masa m y carga q viajando en un
campo electromagnético esta dado por:
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Figura II1.38:

L= %[ﬁ +9* + 2] + %[ij; + Ay + A2 — q®.

donde A y ¢ dependen sélo de las coordenadas x, vy, 2.

El campo magnético H y el campo eléctrico E estén dados por:
E=-V®H=VxA

Encontrar: a.- (2 puntos) Las ecuaciones de movimiento de la particula.

Note que ¢4 p04e 4 04z 4 204z g decir, la derivada total de A,

da xr ox oy 0z

con respecto al tiempo NO es nula. La derivada parcial con respecto
al tiempo de A, es nula. Lo mismo se repite para cada componente:

A, A,

b.- (4 puntos) Encontrar la trayectoria de la particula en funcién del
tiempo para el caso: H= Hok y E = 0. Las condiciones iniciales (t=0)
son: v, = Yo = Vo, y el resto de las componentes de la velocidad nulas
en t = 0. La posicién de la particulaent =0es: x =2py 2 =y = 0.

Indicaciones:
i.- Note que si ' = 0, entonces ¢ = constante. Una constante no afecta
las ecuaciones de movimiento (;Por qué 7).

ii — ;| 94: _ 94y _ G[oA=z _ 0A:] .,
ii.- Note que H, = Z|:8y 6Z},Hy —j[ 3 830]’ como H,

= constante = Hj, compruebe que el potencial A, = Hyz, genera un
campo magnético constante.
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Le conviene demostrar que la particula permanece en el plano z = 0.
En seguida procure demostrar que el movimiento es una circunferencia
en este plano. Debe encontrar el radio de la circunferencia.

NOTA: Las ecuaciones escritas aqui para el campo eléctrico E y el
magnético H en funcién de los potenciales, son validas siempre que
sean campos estaticos (independientes del tiempo).

Problema Resuelto

El péndulo de la figura
estd compuesto por un resorte
de constante k, largo natural g
/, y una masa esférica m. Se SLLEL
pide encontrar las ecuaciones %I
de movimiento en una vecin- ‘
dad a las posiciones de equi- ) m

librio. l
Solucioén:

Coordenadas generalizadas. 0, r Figura I11.39:

1 1
T:§m02:§m(932+3)2)

por lo tanto

1 . 1
T = §m(7'°2 +126%), U= §k(r —4,)> —mgrcos 6,

donde
xr = rsenf
y = —rcosf
= & = rsend+rfcosd
g = —rcosf+rfsend

luego i + 92 = 72 + (r6)?,
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1 : 1
Lagrangiano = L=T -V = 5 m(r? + r?0%) — 51{: (r—4€,)*> +mgr cosf

Problema Resuelto

Un anillo de masa m desliza
sin roce y bajo la accién
del campo gravitacional, so-
bre una circunferencia de ra-
dio a. Esta circunferencia se
ubica en un plano vertical co-
mo lo senala la Figura. Uti-
lizando el calculo variacional
y las ecuaciones de Euler-
Lagrange, calcule:

a) Las ecuaciones de movimien-
to de la particula.

Figura II1.40:

b) Escriba el Lagrangiano asociado a esta particula moviéndose en un plano
vertical e imponiendo -via multiplicadores de Lagrange-, la restriccién que
su trayectoria se ajuste a la circunferencia de la Figura.

Escriba las ecuaciones de movimiento para este caso.

c¢) Utilizando estas ecuaciones determine el valor del multiplicador de La-
grange en funcion del dngulo 6 e interprete su significado.

1 :
T = Em(f2 +726%), V =—mgr cos 0

1 :
a)r=a L:§ma292+mga6089
d 0oL, OL 9
E(E)—%_o = ma“0+mgasentd =0

é+§sen0:O
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1 .
b)L=T—-V+\f = L:§m(7‘2+r202)+mgrcos@+)\(r—a)

f=0=r—a=0
: mf—mréﬂ—mgrcos@—)\zo
. m(r20) + mgrsend =0

:r:a

c¢) Imponiendo la dltima ecuacién en las anteriores, se obtiene:

A=—-mab’—mga cos

Pero, de la conservacion de la energia

1. . 2
22— 9 cos 0= = E* 92:—90089+2E*
2 a a

m a?
2q ¥
A = —ma—cosf—mgacosfd—2makF
a
A = —3mgacosf—2maE*=3mgacosf—2E"/a
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