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Caṕıtulo V

SISTEMAS AUTÓNOMOS

V.1. Sistemas que no provienen de una función Hamil-
toniana

A continuacíon estudiaremos un sistema dinámico cuya evolución est́a deter-
minada por un sistema de ecuaciones de la forma:

ẋk ≡
d xk

d t
= fk( ~x, t), con k=1..n. (V.1)

A diferencia de un sistema Hamiltoniano, en este caso no existe un potencialúnico
para todas las funcionesfk(x, t) que gobiernan la dińamica del sistema.

En esta seccións analizamos la evolución en el espacio de fase de un sistema con
estas caracterı́sticas. El resultado obtenido en el ejemplo siguiente será utilizado
para estudiar est familia de ecuaciones.

Analizaremos los cambios
que experimenta un elemento
de área al desplazarse en el es-
pacio de fase si las ecuaciones
de movimiento no provienen de
un Hamiltoniano.

Designamos un volumen en
el espacio de fase comoδ Ω. A
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medida que el sistema evolu-
ciona el volumen cambia se
desplaza a lo largo del espa-
cio de fase, deforḿandose. La
ecuacíon diferencial que de-
scribe estos cambios se deduce
a continuacíon:

δΩ(t) = J(t)δΩ(o),

dondeδΩ(t) y δΩ(0) son los elementos de volumen en el instantet y t = 0
respectivamente.

La evolucíon del volumen en el espacio de fase se puede plantear como una
transformacíon de coordenadas, donde las nuevas coordenadasQ se obtienen a
partir de las antiguas a través de la ecuación de evolucíon del sistema:Q = q +
q̇ ∆ t, P = p + ṗ ∆ t. La relacíon entre los dos volúmenes del espacio de fase
esJ(t). Este es el determinante de la transformación de coordenadas entre las
variables evaluadas ent = 0 y en el instantet, similares a las transformaciones
cańonicas asociadas en un sistema Hamiltoniano.

dq1(o) . . . dqN(o)dp1(o) . . . dpN(o) =

∣∣∣∣ ∂q

∂Q

∣∣∣∣ dQ1 · · · dQN dP1 · · · dPN

La teoŕıa erǵodica supone que las partı́culas se reparten en todo el espacio de
fase a medida que transcurre el tiempo. Esta hipótesis no se ajusta al compor-
tamiento de las partı́culas en muchos sistemas. No lo es para un sistema inte-
grable, donde existe una trayectoria fija. Incluso en problemas de movimiento de
n part́ıculas, no sabemos la respuesta. En algunos sistemas no lineales el sistema
(para un determinado valor de sus parámetros)no ocupa todo el espacio de fase.

Aqúı nos interesa saber si el volumen ocupado inicialmente por el sistema en
el espacio de fase se contrae, permanece igual o se dilata a medida que evolu-
ciona. Sabemos que en un sistema Hamiltoniano, el volumen permanece igual. La
ecuacíon que representa la evolución de elemento déarea en el espacio de fase es:

d

dt
δ Ω(t) =

dJ(t)

dt
δ Ω(o),
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J(t) representa el Jacobiano de una transformación de coordenadas tal, que de-
fine las nuevas coordenadas a partir de las ecuaciones de movimiento

ẋi = fi(~x) i = 1, 2, · · ·n,

confi una funcíon no-lineal de las coordenadasxk. Las coordenadas originales
sonxi(0), y las evolucionadas:

xi(t) = xi(0) + ẋi(0) ∆ t = xi(0) + fi ∆ t.

J ≡ Jacobiano≡ det|Jij|, Jij =
∂xi(t)

∂xj(o)
.

Ejercicio

Calcule el determinanteJij para el caso de una partı́cula que cae en un campo
gravitacional constanteg.

Como este es un sistema Hamiltoniano, el determinante es la unidad. La ecuación
de movimiento es̈y = −g. La solucíon de las ecuaciones se pueden escribir como:

V (dt) = V (0)− g dt, X(dt) = X(0) + V (dt) dt,

det Jij = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂X(dt)

∂X(0)

∂X(dt

∂V (0)

∂V (dt)

∂X(0)

∂V (dt)

∂V (0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

∣∣∣∣ 1 dt
0 1

∣∣∣∣ ≈ 1+términos de segundo orden endt

El Jacobiano de esta transformación de coordenadas se puede escribir simbóli-
camente como:

J(t) =
∂(x1(t), x2(t), · · · , xn(t))

∂(x1(o), x2(o) · · · , xn(o))

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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y su derivada temporal como:

dJ(t)

dt
=

∂(ẋ1(t), · · · , xn(t))

∂(x, (o), · · ·xn(o))
+

∂(x, (t), ẋ2(t), · · · , xn(t))

∂(x, (o)..........., xn(o))
+· · ·+ ∂(x1(t), · · · , ẋn(t))

∂(x1(o), · · · , xn(o))
.

Aqúı hemos aplicado la regla para derivar un determinante: se deriva como un
producto den funciones, de modo que surge una suma den determinantes.

La regla de la cadena para los determinantes se define de la siguiente forma:

∂(x, y)

∂(t, s)
=

∂(x, y)

∂(u, v)

∂(u, v)

∂(t, s)

Aplicando esta regla a uno de los términos que aparecieron con la derivada del
Jacobiano, tenemos:

∂[x1(t) · · · ẋj(t) · · ·xn(t)]

∂[x1(o), · · · xn(o)]
=

∂[x1(t) · · · ẋj(t) · · ·xn(t)]

∂[x1(t) · · ·xj(t) · · ·xn(t)]
· ∂[x1(t), · · ·xn(t)]

∂[x1(o), · · · , xn(o)]

=
∂[x1(t) · · · ẋj(t) · · ·xn(t)]

∂[x1(t) · · ·xj(t) · · ·xn(t)]
J(t)

Otra propiedad de los determinantes es:

∂(x, y)

∂(x, t)
= det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂x

∂x

∂t

∂y

∂x

∂y

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣ 1 ẋ
0 ẏ

∣∣∣∣ =
∂y

∂t

⇒ ∂[x1(t) · ẋj xn(t)]

∂[x1(t) · · ·xn(t)]
=

∂ẋj

∂xj

.

Pero de acuerdo a las ecuaciones de movimiento, tenemos:

∂ẋj

∂xj

=
∂fj

∂xj

,

y si definimos~v ≡ ~f y ∂/∂xj ≡ ∇, podemos expresar en forma más compacta
la derivada del jacobiano:

dJ

dt
=

(
n∑

i=1

∂ẋi(t)

∂xi(t)

)
J(t) = (∇ · ~v) J(t).
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Volviendo a la ecuación de la cual partimos:

d

dt
δ Ω(t) =

dJ(t)

dt
δ Ω(o),

= (∇ · ~v) J(t) δ Ω(0),

=
d

dt
δ Ω(t) = (∇ · ~v) δ Ω(t)

Estaúltima expresíon corresponde a la evolución de un sistema de partı́culas que
viajan en el espacio de fase de acuerdo a las ecuaciones de movimiento~̇x = ~f .

Ejemplo

Dado un sistema lineal~̇x = A~x, dondeA ≡ es una matriz constante, es decir,
que consta śolo de ńumeros, demuestre que:

J(t) = J(o) et (Tr A)

Podemos escribir las ecuaciones de movimiento de la siguiente forma:

ẋj =
n∑

k=1

Aj k xk

∇ · ~̇x =
∑

j

∑
k

[
∂

∂xj

(Aj kxk)

]
=
∑

j

∑
k Aj k

(
∂xk

∂xj

)
=

∑
j

∑
k δkj Ajk =

∑n
k=1 Akk ≡ Tr A,

dJ

dt
= (∇ · ~v)J(t) ⇒ J(t) = et (Tr A) �

V.2. Sistemas Aut́onomos

Se define un sistema autónomo como un conjunto de ecuaciones diferenciales
de primer orden en su derivada temporal:

ẋk ≡
d xk

d t
= fk(~x), (V.2)

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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donde el conjunto de funcionesfk(~x), no dependen explı́citamente del tiempo. La
palabra aut́onomo indica que no existe un agente externo con el cual interactúe.

Estudiaremos sistemas en las cualesfk(~x) son funciones no–lineales en las vari-
ablesxk y en los cuales∇ · ~f < 0, es decir sistemas en los cuales existan familias
de órbitas para las cuales el espacio de fase se comprima. Como no existe un
método general para resolverlas en forma exacta, adoptamos el que se indica a
continuacíon.

Primero se ubican lospuntos fijosdel sistema de ecuaciones. Lospuntos fijos
son aquellos valores dexk que hacenfk(~x) = 0. De forma quėxk = 0.

A continuacíon selinealiza el sistema de ecuaciones en torno a cada uno de
estos puntos.

Se resuelve la ecuación lineal y se estudia la estabilidad de la ecuación alrededor
de estos puntos.

El comportamiento de la ecuación linealizada alrededor de los puntos de equi-
librio da una idea –en la mayorı́a de los casos, pero no en todos– de la evolución
de la ecuacíon no–lineal. Ilustraremos este punto con algunos ejemplos al final de
este caṕıtulo.

V.2.1. Sistemas Aut́onomos de Primer Orden

El orden se refiere al número
de ecuaciones en el sistema:
primer orden indica que existe
una sola ecuación:k = 1.

Lospuntos fijosson los ceros
de la funcíon f(x), es decir:
el conjunto de losxk tal que
f(xk) = 0. En estos puntos
el sistema detiene su evolución,
puesto quėx = 0.

Determinar la estabilidad de
los puntos fijos de la ecuación:

ẋ = f(x) ≡ −x + x3.

V.2. SISTEMAS AUTÓNOMOS Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Los puntos fijos:f(x) = −x +

x3 = 0, sonx = −1, x = 0 y x = 1.

El gráfico de la funcíon f(x) nos indica que para -1< x <0, f(x) > 0 y la
part́ıcula tiende a moverse hacia el origen. De la misma forma, comof(x) < 0
entre 0 y 1, el sistema tiende a desplazarse hacia el origen. En resumen, el punto
x = 0 es estable puesto que las partı́culas que orbitan alrededor en la zona(−1, 1)
tienden a ubicarse finalmente en el origen de coordenadas. En efecto una partı́cula
desplazada del origen, vuelve aél.

No sucede lo mismo con los
otros dos puntos, si una partı́cu-
la se ubica en±1 y es levemente
desplazada, comienza a alejarse
de dicho punto, dirigíendose ha-
cia el origen, si fue desplazado
en ese sentido, o hacia el infini-
to, si se alej́o del origen.

Para visualizar este proce-
so, podemos definir un poten-
cial para esta función de manera
que:

f(x) = −dU

d x
⇒ U(x) =

1

2
x2−1

4
x4.

El movimiento de este sistema
esta restringido a tres regiones:

x ε (−∞,−1),

x ε (−1, 0),

x ε (0, 1),

x ε (1, +∞,−1).

En cada uno de los puntos fijos el cuerpo queda detenido; no posee velocidad y
por lo tanto no puede cruzar dichos puntos.�

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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V.2.2. Sistemas Aut́onomos de Segundo Orden

Es un par de ecuaciones diferenciales de primer orden, queno dependen ex-
plı́citamente del tiempo.

ẋ1 = v1(x1, x2)

ẋ2 = v2(x1, x2)

Un ejemplo de un sistema dinámico no–lineal es el caso del péndulo de un
reloj de pared. Este no es un péndulo usual en el sentido que existe un mecanis-
mo que lo impulsa desde su punto de suspensión, de este modo su ecuación de
movimiento posee términos que no están en la ecuación de movimiento de un
péndulo ordinario.

Este efecto se hace notar cuando damos un impulso inicial al péndulo. Si es mu-
cho mayor de lo necesario el péndulo, despúes de un par de oscilaciones, vuelve
a su amplitud normal. En cambio si el impulso inicial es menor que la amplitud
normal, éste vuelve a la posición de reposo, el eje vertical. Para estudiar estos
sistemasno-lineales, utilizaremos el espacio de fase introducido en el capı́tulo
anterior: es decir graficaremos la velocidad (o momentum) en la ordenada y la
posicíon en la abcisa.

Estos diagramas permiten estudiar el movimiento alrededor del punto de equi-
librio sin necesidad de resolver analı́ticamente el problema. (ver figuras)

Para encontrar la trayectoria en el espacio de fase(x1, x2), debemos resolver la
siguiente ecuación diferencial:

V.2. SISTEMAS AUTÓNOMOS Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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d x1

dt
dx2

dt

=
v1(x1, x2)

v2(x1, x2)
=⇒ d x1

v1(x1, x2)
=

d x2

v2(x1, x2)
.

Este es un ḿetodo rutinario, de hecho es la forma como se calculan las lı́neas de
campo eĺectrico en una configuración de carga dada.

Siempre es posible transformar un problema que tiene ecuaciones diferenciales
de segundo orden a un sistema de ecuaciones de primer orden. Si es un sistema
mećanico es necesario dar la representación Hamiltoniana. Si no lo es indicare-
mos a continuación un ḿetodo v́alido para cualquier caso. Incluso una ecuación
diferencial de ordenn, se puede transformar enn ecuaciones de primer orden.

Ejemplo

Supongamos un sistema mecánico:m ẍ = F (x). A continuacíon mostramos la
transformacíon que es necesario realizar para dejarlo como un sistema de ecua-
ciones de primer orden. (Sin utilizar el Hamiltoniano, para ası́ poder extenderlo
a cualquier sistema de ecuaciones.) Definoẋ ≡ y y de esta manera tengo dos
ecuaciones de primer orden:

ẋ = y

ẏ =
F (x)

m
,

Ahora, siF (x) = −m g, entnces tenemoṡx = y, ẏ = −g. El espacio de fase
est́a definido por (x,y), y laśorbitas en este espacio son:

dy

dx
= −g

y
, ⇒ y dy + g dx = 0,

integrando esta ecuación, tenemos:

1

2
y2 + gx = constante.

si en t = 0,x0 = h, y = 0.

x(t) = h− 1

2g
y2

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Trayectoria en el espacio de fase que representa una partı́cula que se deja caer
desde una alturah con velocidad inicialnula.

Como nos referiremos a laestabilidadde órbitas debemos estudiar lospuntos
fijos.

V.3. Puntos Fijos y Estabilidad

Nos interesa estudiar los puntos donde convergen las trayectorias de un sistema
dinámico.

Si un sistema dińamico est́a bien definido entonces, las condiciones iniciales
determinanuna sola trayectoria. La solución esúnica.En consecuencia, si existe
un punto al cual convergen varias trayectorias, al llegar allı́, no tienenforma de
determinar la dirección a seguir. Láunica solucíon a este problema es que el sis-
temase detenga: que el punto de convergencia de una familia de trayectorias sea
unpunto fijo.

La ecuacíon que determina los puntos fijos de un sistema es:

vk(~r) = 0, k = 1, 2, ...n. ↔ Puntos Fijos

~ri designa el punto fijo i-́esimo

La estabilidadde un punto fijo indica que una
órbita que se ubica en su vecindad, evoluciona
manteníendose al interior de una vecindad del
punto fijo. Si al transcurrir el tiempo alcanza un
punto al interior de esta región, la denominamos
asint́oticamente estable. Este punto se denomina
unatractor.

ĺım
t→∞

r(t) = ~ri

Repitiendo esta definición de otra forma: designamos un sistema comoasint́otica-
mente estable, si existe un punto en el espacio de fase tal que cualquier trayectoria
que pase a través de una vecindad de~ri, termina irremediablemente en~ri. (El
punto~ri es un atractor para cualquier trayectoria que pase por una vecindad de
~ri.)

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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No todas las trayectorias estables, son asintóticamente estables.

Definición: si una regíon del espacio de faseR1 contieneel movimiento prove-
niente de otra región R2(t = 0) y éstepermanece dentro deR1 para t > 0,
entonces este movimiento se denominaestable.

Nos interesa encontrar los
puntos asint́oticamente estables
porque a partir de esta condi-
ción podemos inferir propiedades
del sistema no–lineal. Al con-
trario, si un sistema linealiza-
do es śolo estable, no es posi-
ble predecir el comportamiento
de este mismo sistema al incluir
los t́erminos no–lineales.

V.3.1. Clasificacíon de
los Puntos Fijos

Con la idea de estabilidad en la vecindad de los puntos fijos ya definida, el
siguiente paso consiste en aplicarla a distintos sistemas fı́sicos y proceder a clasi-
ficarlos de acuerdo a esta propiedad. Es notable que un sistema con dos grados de
libertad nos permita hacer esta clasificación de los puntos fijos en forma general.
Ilustraremos este hecho con el ejemplo que se incluye a continuación.

Ejemplo

Supongamos que las siguientes ecuaciones describen la evolución de un sistema
aut́onomo de segundo orden:

ẋ1 = λ1 x1,
λ1, λ2 constantes, reales,

ẋ2 = λ2x2.

La solucíon de este sistema de ecuaciones es directa:

x1 = x0 eλ1 t, x2 ≡ y = y0 eλ2 t

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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La trayectoria en el espacio de fase se encuentra eliminadot entre ambas ecua-
ciones:

(
x

x0

)λ2

=

(
y

y0

)λ1

.

El punto fijo de este sistema es el origen de coordenadas. Siempre existe una
transformacíon de coordenadas que ubica el origen con el punto fijo.El compor-
tamiento de las trayectorias, en la aproximación lineal, en la vecindad de este
punto determina la estabilidad del sistema.Este resultado acerca de la estabilidad
se aplica al sistema no-lineal, también en una cierta vecindad del punto fijo. Esta
regla tiene excepciones que las especificaremos más adelante.

A continuacíon se grafican las distintas soluciones de estas ecuaciones con sus
respectivos nombres. En la clasificación śolo se consideran valores reales deλ,
perola misma clasificacíon es v́alida para autovalores complejos, sólo que en el
caso de los complejos nos referimos a su componente real que debe ser distinta
de cero.Estos otros casos los estudiaremos a través de ejemplos.

λ1 < 0

λ2 < 0

 NODO ESTABLE

λ1 > 0

λ2 > 0

 NODO INESTABLE

λ1 > 0

λ2 < 0

 HIPERBÓLICO INESTABLE

En esta clasificación basta

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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que uno de ellos sea positi-
vo, para que el sistema sea in-
estable, es decir, apenas sea de-
splazado levemente de la posi-
ción de equilibrio, sealejará de
ella.

En el caso de las coordenadas
polares tambíen se puede estu-
diar el sistema ḿas simple para
recuperar los distintos compor-
tamientos posibles.

Ejemplo

Estudiar la trayectoria en el
espacio de fase de un sistema dinámico cuyas ecuaciones son:

ṙ = α r

θ̇ = ω

}
(x1 ≡ r)
(x2 ≡ θ),

La solucíon es:

r = r0 eα t, θ = ω t + θo,

Figura V.1:

Como las ecuaciones están
desacopladas, las soluciones se
pueden estudiar en forma inde-
pendiente. Despejando el tiem-
po de ambas ecuaciones, se ob-
tiene la trayectoria:

Figura V.2:

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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r = r0 eα (θ−θo/ω).

De acuerdo a la clasificación anterior, tenemos que:
si α > 0, el sistema se clasifica como inestable. Al
contrario, siα < 0, asint́oticamente estable.

El signo deω no es relevante, equivale a hacer girar el sistema en un sentido u
otro:ω > 0 o ω < 0.

Procedimiento para determinar la estabilidad de un sistema

Un resumen de los pasos a seguir para determinar la estabilidad es el siguiente:

Ubicar los puntos fijos del sistema de ecuaciones y hacer una transforma-
ción de coordenadas que haga coincidir el punto fijo con el origen de coor-
denadas.

Hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto fijo (o del origen,
puesto que deben coincidir)

Determinar los valores propios de la matriz numéricaA (ver definicíon a
continuacíon)

det(A− λI) = 0(⇒ polinomio enλ).

Inspeccionar la parte real de estos valores propios para determinar la esta-
bilidad del sistema

Si las ecuaciones del sistema dinámico sonẋi = vi(~x), la matrizA est́a definida
como:

A|~xk
=
[
a

(k)
ij

]
≡ a

(k)
ij =

∂vi

∂xj

∣∣∣∣
x=~xk

, ~xk ≡ k − ésimo punto fijo.

Como ya mencionamos, el caso de dos dimensiones es fácil de tratar y representa
el comportamiento de sistemas con más grados de libertad.
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ẋ1 = v1(x1, x2),

ẋ2 = v2(x1, x2).

Debemos, como se estableció anteriormente, ubicar los puntos fijos y hacer una
transformacíon de coordenadas que ubique el punto fijo que se va a estudiar en el
origen. A continuacíon se desarrollan las funcionesvi(x1, x2) en serie de Taylor
en la vecindad del origen y se obtiene, conservando términos a primer orden:

~v ≡

 u̇1

u̇2

 = A ≡


∂v1

∂x1

∂v1

∂x2

∂v2

∂x1

∂v2

∂x2


uk=0

=

 u1

u2

 ,

donde hemos definidouk = (x − xk
i ), con xk

i es la componente i-ésima del
punto fijo k-́esimo.

Recordemos que~v(0) = 0, puesto que se trasladó el origen de coordenadas
hasta el punto fijo.

La matrizA es una matriz de ńumeros. La expresión final del sistema (ya ubi-
cado el sistema de coordenadas en el punto fijo) es:

ẋ1 = a x1 + b x2

ẋ2 = c x1 + d x2

No es necesario diagonalizar esta matriz para obtener los valores propios, que
son invariantesbajo transformaciones de similaridad como las que se indican a
continuacíon.

Escribamos el sistema anterior como~̇u = A~u. SeaM una matriz nuḿerica de
2× 2, nosingular e independiente del tiempo.

R ≡ M u , Ṙ = M u̇,

donde~R, es el vector que se obtiene despues de transformar el vector~u con la
matrizM .
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Ṙ = M A u = (M A M−1)R

Ṙ = B R con B = M A M−1

A continuacíon estableceremos la forma normal de Jordan que se refiere a todas
las formas que puede adoptar una matriz. Por ahora examinemos el ejemplo de
dos dimensiones para entender mejor las dificultades que se pueden presentar en
este tipo de ańalisis.

TEOREMA: Dada cualquier matrizA, existe una transformaciónM tal que la
matrizB = M A M−1 puede tomar las siguientes formas:

a) B =

[
λ1 0

0 λ2

]
λ1 < 0 < λ2 b) B =

[
λ 0

0 λ

]
λ < 0
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c) B =

[
λ1 0

0 λ2

]
λ1 < λ2 < 0 d) B =

[
λ 0

1 λ

]
λ < 0

e) B =

[
λ −µ

µ λ

]
λ < 0 < µ f ) B =

[
0 −µ

µ 0

]
µ > 0

y ocurren las siguientes posibilidades:

1) Siλ1 y λ2, son reales y distintos, entonces al diagonalizar se llega a los
casos a) y c) descritos. Si ambos autovalores son iguales, entonces se obtiene el
caso b).

La estabilidad de este sistema se desprende de la figura asociada a cada caso.
Más adelante incluimos otros ejemplos para ilustrar estas situaciones.

2) Si ambos autovaloresλ1 y λ2 son iguales pero la matrizB no es diagonal,
entonces una posibilidad es la indicada en el punto d). Este ejemplo será resuelto
en detalle al final de esta sección. Otros casos serı́an los indicados en los punto e)
y f).
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Ejemplo

Estudiemos el caso de un sistema que presenta un par de ecuaciones correspon-
dientes al caso d) indicado anteriormente.

Supongamos que ya encontramos un punto fijo, lo ubicamos en el origen y las
ecuaciones asociadas al sistema dinámico ya linealizado son:

ẋ = λ x
ẏ = α x + λ y

}
⇒ x = x0 eλ t

y = (y0 + d x0 t)eλ t

Para tiempos grandes comparado con el tiempo caracterı́stico del sistema,α x0 t >>
y0, entonces

y

x
=

α

λ
ln

∣∣∣∣ x

x0

∣∣∣∣ , (t >> 1).
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Analicemos el casoλ <
0, α > 0, x → 0, y →
0. Recordemos queĺımx→0( x ln x) →
−x → 0.

Si x → 0− ε ⇒ y → 0− ε

Si x → −∞ ⇒ y → +∞

y|t=t̄ = 0 si y0 + α x0t̄ = 0. (α < 0)

Siλ es negativo el sistema es es-
table.

Ejemplo

Examinemos el caso del os-
cilador arḿonico:

ẍ + ω2x = 0

{
ẋ = y
ẏ = −ω2x

}
~̇x =

(
0 1
−ω2 0

)
~x

det(A−λ I) = λ2+ω2 = 0, λ = ±i ω. Ya hemos trabajado el diagrama de fase
correspondiente a este sistema y, como adelantemos corresponde a una trayectoria
eĺıptica. Si redefinimos el tiempo comoτ = t ω en la ecuacíon del oscilador,
desapareceω2 de la matriz y los t́erminos fuera de la diagonal se reemplazan con
un± 1.

Ejemplo

Se pide estudiar los puntos de equilibrio de la siguiente ecuación diferencial
ordinaria, no-lineal.

ẍ− ẋ2 + x2 − x = 0.

Como es usual, se define
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{
ẋ = y
ẏ = y2 − x2 + x

Existen dos puntos fijosx = y = 0, x = +1, y = 0.

A =


∂vx

∂x

∂vx

∂y

∂vy

∂x

∂vy

∂y


|pto.fijo x = y = 0

=

 0 +1

+1− 2x 2y


|x=y=0

=

 0 +1

1 0



¯̇x = A x̄ = λ x̄ ⇒ det(A− λ I) = 0 ⇒ λ2 − 1 = 0 ⇒ λ = ±1.

Este corresponde al caso hi-
perb́olico inestable.

La variable correspondiente a
λ < 0 tiende a cero cuan-
do t → ∞ y la otra coorde-
nada con λ > 0 , se aleja in-
definidamente del punto fijo (el
origen en este caso) a medida
que transcurre el tiempo.

Punto fijo:y = 0, x = 1

A =

[
0 1
−1 0

]
|punto fijo

,

det(A -λ I) =

= det

[
−λ 1
−1 −λ

]
= 0

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1 = i, λ2 = −i.
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Los autovalores son números complejos puros, el movimiento es estable del
tipo eĺıptico.

Ejemplo

Existen sistemas estables pero no asintóticamente estables, como el caso del
oscilador arḿonico cuyaśorbitas describen una cierta curva en el espacio de fase.
Pueden acercarse a ciertasórbitas ćıclicas ĺımites. Uno de estos casos se analiza a
continuacíon. Encontraremos las conclusiones obtenidas con la aproximación lin-
eal y luego las compararemos con la solución exacta –que es posible de encontrar
en este caso –. Esto nos permitirá comparar las conclusiones obtenidas con ambos
métodos.

La ecuacíon diferencial que lo genera es:

ṙ = α (r −R) r, R > 0,

θ̇ = ω

Como la primera ecuación no depende deθ y no es trivial como la segunda,
nos concentraremos en su comportamiento. En el siguiente capı́tulo veremos que
una ecuacíon similar aésta aparece en el caso de la ecuación loǵıstica que es el
paradigma del caos.

Los puntos fijos son:r = 0, r = R. La estabilidad de cada uno de estos casos
se estudia a continuación.
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No se dice explı́citamente pero definimos una variabler = x + 0 y ṙ = ẋ para
resolver las ecuaciones en la vecindad del punto fijor = 0. Como las ecuaciones
son las mismas, mantenemos la letrar como variable.

r = 0 , ⇒ ṙ = −α R r ⇒ (α R) > 0 ⇒ estable, espiral convergente,
α < 0 → inestable, espiral divergente.

Estudiemos la estabilidad alrededor del puntor = R,
definiendo una nueva variables = r − R, con el objeto
de ubicar a este punto fijo en el origen de coordenadas.
Entonces:

ṡ = αs (s + R) = αRs
⇒ α > 0 inestable

α < 0 estable

En resumen:

• Si α < 0, el movimiento permanece enr = R
cuandot →∞
• Si α > 0, al sacarlo der = R, el movimiento sealejader = R.

Siendoéste un ańalisis a primer orden en la perturbación no sabemos cual es
el destino de estáorbita puesto que al dejar de ser pequeño el valor des, nuestra
aproximacíon deja tambíen de tener sentido.

Solución exacta

A continuacíon resolvemos el problema en forma exacta y compararemos las
conclusiones acerca de la estabilidad con las ya obtenidas. Para obtener la solución
exacta, realizamos los siguientes cambios de variable:
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ṙ + α R r = α r2,

Sea r = e−α R t u(t) ⇒ u̇ = α e−α R t u2.

Este cambio de variable permite factorizar la funciónr como un producto entre
la solucíon de la ecuación lineal y una nueva solución u(t). La nueva ecuación
diferencial, que es posible de resolver en forma analı́tica es:

−d

(
1

u

)
= α e−α R t dt ⇒ 1

u
= − 1

R
e−α R t +

A

R

Al volver a la ecuacíon inicial, redefiniendo la constante A, la escribimos como:

ln

[(ro

r

)( r −R

ro −R

)]
= αR t, con to = 0.

Despejando r de esta ecuación, obtenemos:

r =
R

1− ro −R

ro

eα R t

Verifiquemos que no hemos cometido un error comprobando las condiciones ini-
ciales:

ro =
R

1− ro −R

ro

=
R ro

R
= ro.

Casoα < 0, ro > R.

Definimosa =
ro −R

ro

, 0 < a < 1. La dependencia der en el tiempo es:

r =
R

1− ae−|α|R t
⇒ r

t→∞→ R, 0 < a < 1, α = −|α|.

Si la part́ıcula parte del interior der:
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ro = R− ε ⇒ a ≡ ro −R

ro

, −1 < a < 0, quadr =
R

1 + ae−|α|R t
⇒ r → R.

Caso: α > 0, ro > R, 0 < a < 1.

r =
R

1− aeα R t
, ⇒ ∃ t| [1− a eα R t] = 0 ⇒ r →∞.

Caso: α > 0, ro < R, −1 < a =
ro −R

ro

< 0, ⇒ r =
R

1 + |a|eαRt
⇒ r →

0 si t →∞.

Hemos demostrado que las conclusiones alcanzadas con el desarrollo lineal
coinciden, en este caso, con las obtenidas a partir de la solución exacta.

En la pŕoxima seccíon, mostraremos un teorema que establece la relación entre
la aproximacíon lineal y el comportamiento del sistema no–lineal alrededor de los
puntos fijos.

Ejemplo

Estudie la estabilidad de un cuerpo que gira libremente, sin experimentar torque
externo alguno.

Las ecuaciones de movimiento de Euler para este cuerpo son:

A ṗ = (B − C) q r,
B q̇ = (C − A) r p,
C ṙ = (A−B) p q,

dondeA, B y C representan los momentos de inercia del cuerpo con respecto a
los ejes principales.

Un caso particular ocurre cuando el sistema gira en torno a uno sólo de sus ejes
principales.

El punto fijo de estas ecuaciones está determinado por los valores:

p = ω , q = r = 0.
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Si perturbamos en torno a este punto, necesitamos definir nuevas variables:

y1 ≡ p− ω, y2 ≡ q − 0, y3 = r − 0.

Las ecuaciones de movimiento se transforman a:

ẏ1 =
B − C

A
y2y3, linealizando ẏ1 = 0

ẏ2 =
C − A

B
(y1 + ω) y3, linealizando ẏ2 =

C − A

B
ω y3

ẏ3 =
A−B

C
(y1 + ω) y2, linealizando ẏ3 =

A−B

C
ω y2

La ecuacíon trascendental de este sistema es:

λ

[
λ2 −

(
C − A

B

) (
A−B

C

)
ω2

]
= 0.

Uno de los valores propios es nulo. Los otros dos dependen del valor relativo
deA, B y C, los momentos de inercia a lo largo de los ejes principales. Vemos
que siC > A > B, el sistema es inestable, porque uno de los valores propios
tiene parte real positiva. Es decir, al perturbar la rotación de un cuerpo rı́gido con
respecto al eje principal cuyo momento de inerciaA toma un valor intermedio
(C > A > B), se produce un cambio mucho mayor que la perturbación aplicada.

Por otra parte siA > C y A > B entonces ambos valores propios son imaginar-
ios puros y el otro tiene parte real nula (de hecho es idénticamente nulo) y en este
casono podemos decir nada acerca de la naturaleza de la estabilidad del sistema
no–lineal, de acuerdo a un teorema que indicaremos al final de esta sección.�

La forma normal de Jordan

Como en esta aproximación a la estabilidad de un problema no–lineal debemos
trabajar necesariamente con los autovalores de un determinante, es conveniente
dedicar una sección para establecer algunos resultados generales que sonútiles,
especialmente para determinar el signo de la parte real de los autovalores.

En general las ecuaciones de un sistema dinámico pueden ponerse de la forma
siguiente:

~̇x = A~x + h(~x), con M una matriz nuḿerica.
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Para analizar esta ecuación
no-lineal, estudiamos su com-
portamiento en torno a la vecin-
dad de un punto fijo, linealizan-
do el problema y encontrando
sus autovalores. Para conocer la
naturaleza de estos autovalores,
diagonalizamos la matrizA a
partir de una cierta matrizM :

~̇y ≡ M ~x, (detS 6= 0, Ṡ = 0)

dondeM es una matriz de ńumeros.

~̇y = S A~x = J ~y, J ≡ S A S−1.

Se puede demostrar, usandoálgebra lineal, que la matrizJ siemprese puede es-
cribir en la forma normal de Jordan, que se indica en la Figura adjunta. Cada uno
de los bloques indicados tiene la forma siguiente:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λi 1 0 . . .
0 λi 1 . . .
0 0 λi

...
1
λi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

λi es un autovalor repetido, es decir, aparece el mismo valor deλ para varias
ráıces de la ecuación secular: det(J − λ I) = 0.

El caso fundamental corresponde a una matriz de 2× 2, que ya estudiamos en
el caso de un oscilador armónico y que repetimos, en parte aquı́ .

Ejemplo

La ecuacíon de un oscilador arḿonico es:

ẍ + ω2x = 0

{
ẋ = y
ẏ = −ω2x

}
~x =

(
0 1
−ω2 0

)
~x
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Como este es un problema lineal, no existe una componenteh(x). La matrizA es

A =

(
0 1
−ω2 0

)
Los autovalores sonλ2 + ω2 = 0, λ = ±i ω. La forma normal de Jordan asoci-
ada es:

⇒ J =

 +iω 0

0 −iω

 =

 iω 0

0 −iω


Cada uno de estos bloques es de 1× 1.�

En general de la ecuación det(A − λI) = 0 obtenemos un polinomio enλ.
Para saber si la parte real de los autovalores deλi es o no negativa, debemos inves-
tigar las condiciones que deben cumplir los coeficientesa1, a2, ... del polinomio
caracteŕıstico para que la parte real deλ sea negativa.

a0 λn + a1 λn−1 + · · ·+ an−1 λ + an = 0, a0 > 0.

La condicíon necesaria y suficiente para que todas las raı́ces de un polinomio
tengan su parte real negativa:Re λ < 0 es:

∆1 > 0, ∆2 > 0, · · ·∆n−1 > 0, an > 0. Donde:

∆1 = a1, ∆2 = det

∣∣∣∣∣∣
a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 0 0

a3 a2 a1 a0 0 0
...

: : a3 a2 a1 a0

: : an

a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ejercicio

Compruebe la validez de esta condición para el caso de una ecuación cuadŕatica
y una ćubica.

Ejemplo

Dada la matrizT (β), encuentre sus valores propios y diagonalı́cela.

a)

T (β) =

∣∣∣∣∣∣
1 β

β −1

∣∣∣∣∣∣ ,
Respuesta:λ(β) = ±

√
β2 + 1.

b) Siβ = i, ambos valores propios se anulan. Para este caso se pide determinar
la matriz B tal que

T ′ = B−1T B =

∣∣∣∣∣∣
0 1

0 0

∣∣∣∣∣∣ , es decir,

encontrar la transformación similar que poneT en la forma de Jordan con au-
tovalores degenerados e igual a cero.

Ejercicio

Demuestre queno existe una matrizno-singularP de orden 2 tal que la matriz
D definida comoD ≡ P−1 A P sea una matriz diagonal siA tiene la forma que
se indica:

A ≡

∣∣∣∣∣∣
1 a

0 1

∣∣∣∣∣∣ .
Ejemplo
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Demuestre que el operadorT, definido como

T = 1 +
x

1!
D +

(x D)2

z!
+

(x D)3

3!
+ . . .

donde D ≡ d

dt
traslada cualquier función infinitamente diferenciable en una

cantidad x: T f(t) = f(t + x).

V.4. Resumen de Estabilidad

Considere la ecuación no–lineal escrita de la siguiente forma:

~̇x = A~x + h(~x),

dondeA, es una matriz nuḿerica yh(~x) representa los términos no–lineales del
sistema de ecuaciones. La estabilidad de este sistema estudiada a través del pro-
cedimiento de linealización, se puede resumir en los tres siguientes teoremas que
son enunciados sin demostración:

• Si todos los autovalores deA tienen parte real negativa, entonces la solución
de ~̇x = A~x es asint́oticamente estable (asintóticamente indica que se aproxima a
un punto fijo cuandot → ∞).

• Si al menos uno de los autovalores deA tiene parte real positiva, entonces la
solucíon de~̇x = A~x es inestable.

• Si A no tiene autovalores con parte real positiva,pero al menos uno de los
autovalores tiene parte real nula, entonces los términos no lineales de la ecuación
~̇x = A~x + h(~x) determinan la estabilidad del sistema estudiado.

Esteúltimo teorema indica que en la familia de ecuaciones que al ser lineal-
izadas poseen un autovalor imaginario puro, la estabilidad del sistema linealizado
no da informacíon suficiente para determinar la estabilidad del sistema no–lineal.
éste debe determinarse de otra forma o con la ecuación incluyendo los t́erminos
no–lineales.
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V.5. Método de Liapunov

Hemos estudiado la estabilidad de un sistema mediante la aproximación lineal.
El último teorema enunciado nos indica que en ciertos casos debemos recurrir a
otros ḿetodos. A continuación introducimos el ḿetodo de Liapunov que estudia
directamente el comportamiento de la ecuación no–lineal~̇x = f(~x, t) y puede
establecer su estabilidad mediante el método que describiremos en esta sección.

Ilustraremos las ventajas de este método resolviendo un ejemplo.

Ejemplo

Estudiemos la ecuación:

ẏ1 = −y2 + ay3
1,

ẏ2 = y1 + ay3
2.

Primero intentaremos manipular esta ecuación para lograr obtener la información
que nos interesa: su estabilidad. No pretendemos resolverla en forma exacta pues
sabemos que en un gran número de casos no existe una solución anaĺıtica. Tam-
bién postergamos el ḿetodo de la linealización hasta el final de este ejemplo.

Procediendo con la ecuación, multiplicamos la primera de ellas pory1 y la
segunda pory2 y enseguida, sumando ambas ecuaciones modificadas se obtiene:

1

2

d

dt

(
y2

1 + y2
2

)
= a

(
y4

1 + y4
2

)
,

donde hemos usado el resultadoy1
dy1

dt
=

1

2

dy2
1

dt
.

De esta expresión se deduce que sia > 0, la cantidad(y2
1 + y2

2) crece sin
lı́mites, de modo que la solución ~y = 0, es inestable.

Si a < 0, la solucíon ~y = 0, es asint́oticamente estable.

Si a = 0 el punto~y = 0 es estable pero no asintóticamente estable.

Sin resolver las ecuaciones hemos sido capaces de determinar la estabilidad del
sistema. Para ello hemos debido analizar la positividad de una función cuadŕatica
deducida a partir de las ecuaciones del sistema. Vamos a enunciar un teorema el
cual, basado en la positividad de una función arbitraria y sin resolver analı́tica-
mente las ecuaciones, es capaz de determinar su estabilidad. La debilidad de este
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método es que no ofrece un método para construir esta función maestra que per-
mite alcanzar esta conclusión.

Veamos este mismo caso, pero utilizando el procedimiento anterior: linealizan-
do el sistema.

ẏ1 = −y2

ẏ2 = y1

La solucíon general corresponde al caso f) y de acuerdo alúltimo Teorema, las
ecuaciones linealizadas no producen una información válida acerca de la estabili-
dad del sistema no-lineal. El sistema lineal es estable pero al sacarlo de estaórbita
no podemos predecir cuál seŕa su comportamiento ent → ∞. �

V.5.1. Definicíon de una funcíon positivo definida

Como seŕa necesario trabajar con funciones positivas, estableceremos unas defini-
ciones antes de enunciar el teorema de Liapunov.

Definición: La función V (~x), es positiva definida, sii ∃ un h > 0, tal que
V (~x) > 0 para0 < |~x| < h.

Definición: La función V (~x), es positivasemi-definidasii ∃ un h > 0, tal que
V (~x) ≥ 0 para0 < |~x| < h.

Definición: La funciónV (~x) esindefinida, sii no es ni definida ni semidefinida.

Ejemplo

Examinemos la cualidad de positiva definida ( semi–, o indefinida) de las sigu-
ientes funciones, para el caso de un espacio de tres dimensiones.
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V (~x) = x2
1 + x2

2 + x4
3 positiva definida, (h arbitrario)

V (~x) = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + x2
3 positiva definida (h arbitrario)

V (~x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − x3

3 positiva definida (h pequẽno)

V (~x) = x2
1 + x2

2 positiva semidefinida(x3 > 0, x1 = x2 = 0)

V (~x) = x2
1 + x2

2 + 2x1x2 + x2
3 positiva definida

V (~x) = x1 indefinida

V (~x) = x2
1 + x2

2 − x4
3 indefinida�

No existe un criterio general para clasificar la positividad de las funciones, salvo
para el caso de las funciones homogéneas,́estas cumplen la siguiente condición:
V (λ~x) = λm V (~x), para unλ arbitrario, si esta función es positiva definida en una
región, lo es en todo el espacio. Una función con estas propiedades se denomina
forma de ordenm.

Criterio simple para formas cuadráticas

Para que una forma cuadrática sea positiva, debe cumplirse que:

V (~x) =
1

2
~xT A~x , AT = A = aij (simétrica y real)

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0, · · ·

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
...
an1 ann

∣∣∣∣∣∣∣ > 0

Esto constituye una condición necesaria y suficiente para queV (~x) sea definida
positiva.
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V.5.2. Teorema de Estabilidad de Liapunov

Teorema

Seax̄ un punto fijo de la ecuación ~̇x = A~x y V: W→R, una funcíon diferencia-
ble definida en alguna vecindad de W⊆ U de~x, tal que:

V (x̄) = 0 y V (x̄) > 0, si x6= x̄.

V̇ (x) ≤ 0, enW − {x̄}.
Entonces el puntōx, es un punto estable.

Si adeḿas,

V̇ (x) < 0, enW − {x̄},
entonces̄x esasint́oticamente estable.

Comentarios

• En estos enunciados omitimos la dependencia de la función de Liapunov en
el tiempo, pero esto fue solamente porque nos interesan los sistemas autónomos.
Ambos teoremas se pueden generalizar para cubrir esos casos.

•
V̇ (~x, t) ≡ (∇V ) · ~f

indica la derivada temporal
de V (~x) a lo largo de las
órbitas del sistema dinámico:
~̇x = ~f(~x). De acuerdo a es-
ta afirmacíon, el significado del
teorema de Liapunov es el sigu-
iente: el trazado de laśorbitas
en el potencialV (~x) es una
lı́nea que se aproxima al ori-
gen a medida que transcurre
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el tiempo ( asint́oticamente es-
table). En caso que exista un
cero de la funcíon V (~x) en un
punto fuera del origen (negati-
va semi–definida), entonces la
órbita puede quedar atrapada allı́, y el punto es estable).

• Si V̇ (x, t) es negativa definida, entonces la trayectoria de la partı́cula siempre
llega al origen: es asintóticamente estable.

• Existe un teorema que ase-
gura la existencia de una fun-
ción que satisfaga alguno de
los teoremas de Liapunov para
cualquier ecuación diferencial
que tenga solución para el caso
linealizado.

El problema es quéeste es
un teorema de existencia, no in-
cluye un ḿetodo para construir
la función de Liapunov de for-
ma tal que sea posible extraer
informacíon relevante acerca del problema.

No existe indicacíon para encontrar una función que se acomode a los teore-
mas de Liapunov. Las funciones más socorridas son las integrales de movimiento,
como la eneǵıa, el momentum angular o incluso la entropı́a.

•Hay un sin ńumero de teoremas para ajustar una función de Liapunov a las ex-
igencias de un cierto tipo de problemas, pero todas se refieren a casos particulares
y son, en general, complejos. A nosotros sólo nos interesa conocer este método y
dar un par de ilustraciones que muestren su utilidad.

Ejemplo

Estudiar la estabilidad del oscilador armónico no-lineal, incluyendo un término
adicional que representa la viscosidad del medio en el cual oscila.
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a) Primero resolveremos este
problema sin incluir el t́erminos
de viscosidad

m ẍ + k (x + x3) = 0.

La función de Liapunov que es-
cogemos para este caso es:

V (x, y) =
1

2
m ẏ2+k

(
1

2
x2 +

1

4
x4

)

Si calculamosV̇ , obtenemos:

V̇ = m y ẏ + k (x + x3) ẋ,

reemplazando las ecuaciones de
movimiento, ya que la derivada
de la funcíon de Liapunov debe
hacerse a lo largo de láorbita de
la part́ıcula, se obtiene:

V̇ = −k y(x+x3)+k y(x+x3) = 0

de modo que la función de Liapunov es nula. La interpretación geoḿetrica de
este resultado es que lasórbitas son tangentes a las superficiesV =Constante. Al
menos en el caso del oscilador lineal, es lo esperado. Esto es lo que sucede en el
caso del oscilador arḿonico: las curvas de nivel (V = constante) son elipses y las
part́ıculas viajan a lo largo de estas elipses.
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b) Eligamos la misma función de Liapunov pero ahora introduzcamos un térmi-
no disipativo en la ecuación de movimiento del oscilador:

m ẍ + α ẋ + k (x + x3) = 0, con α > 0

La función de Liapunov que adoptaremos, inicialmente, para este sistema es:

V (x, y) =
1

2
m ẏ2 + k

(
1

2
x2 +

1

4
x4

)
,

su derivada a lo largo de lasórbitas es:

V̇ = −α m y2,

puesto que todo es igual que en el caso anterior, excepto el término disipativo.
Esta funcíon esnegativa semi-definida, por lo tanto el sistema es estable pero
no asint́oticamente estable como nosotros sabemos que debe ser. El teorema de
Liapunov garantiza la estabilidad, pero no podemos asegurar la estabilidad asin-
tótica. Por otra parte nosotros sabemos que existe un atractor para este sistema: el
oscilador disipa toda su energı́a y finalmente se detiene. En conclusión, el teorema
de Liapunov, con esta función de prueba no permite obtener toda la información
contenida en este sistema.

Usemos los grados de libertad que nos otorga el Teorema de Liapunov: no es-
tablece una forma de inventar la función que buscamos, de modo que puede ser
cualquier funcíon que sea positiva definida alrededor del origen. Como queremos
que la derivada de esta nueva función sea negativa definida, (para que resulte ser
asint́oticamente estable) incluimos nuevos términos que incluyanx2. Aqúı no hay
una receta general, sólo aproximaciones sucesivas...

Si intentamos la siguiente función:

V (x, y) =
1

2
m y2 + k

(
1

2
x2 1

4
x4

)
+ β

(
x y +

α x2

2

)
Derivando esta función a lo largo de las trayectorias del sistema, se obtiene de-
spúes de simplifacar:

V̇ = −β
k

m
(x2 + x4)− (α m− β) y2,

esta derivada es negativa definida si se cumple queα m > β. De este modo el
teorema de Liapunov nos dice que este sistema es asintóticamente estable, como
espeŕabamos poder demostrar.
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Ejemplo

Estudiemos el caso de un oscilador con atenuación no–lineal, denominado de
van der Pol:

ẍ + ε(x2 − 1)ẋ + x = 0, conε > 0.

Al igual que en el ejemplo anterior, usamos la energı́a del oscilador arḿonico
sin disipacíon, como la funcíon de Liapunov.

1

2
(ẋ2 + x2) ≡ V (x, ẋ)

V̇ (x, ẋ) = −ε(x2 − 1)ẋ2

Si ε < 0, entonces parax2 < 1, V̇ (x, ẋ) es negativa definida. ComȯV < 0 y
no existe otro punto, excepto la solución trivial que hagaV̇ = 0 –como se puede
ver si reemplazamoṡx = 0 en la ecuacíon inicial–, entonces el objeto cae hacia
~x = 0(x = 0, ẋ = 0).

El puntox = 0, ẋ = 0 es asint́oticamente estable.�

Resolvamos este mismo problema con el método usual:

ẍ + ε(x2 − 1)ẋ + x = 0, ⇒
ẋ = y
ẏ = −ε(x2 − 1)y − x

ẋ = 0
ẏ = 0

}
⇒ y = 0, x = 0.

ẋ = y
ẏ = ε y − x

A =

[
0 1
−1 ε

]
−λ (ε− λ) + 1 = 0, ⇒ λ =

[
ε±

√
ε2 − 4

]
/2.

Si ε < 0 entonces el origen es asintóticamente estable, como demostramos ante-
riormente.
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Si ε > 0 el origen es inestable.

Ejemplo

Estabilidad de un cuerpo rı́gido en rotacíon alrededor de un punto fijo en ausen-
cia de torques externos.

Nota: este es un problema complicado en suálgebra. Se incluye aquı́ solamente
para ilustrar el ḿetodo de Liapunov. Adeḿas, nos permite determinar –en forma
definitiva– la estabilidad en la rotación de este cuerpo estudiada anteriormente.
Recordemos que por ser de tipo elı́ptico, no fue posible ir ḿas alĺa de los t́erminos
lineales.

Ecuaciones de Euler

A ṗ = (B − C) q r
B q̇ = (C − A) r p
C ṙ = (A−B) p q

Escribamos la conservación de la enerǵıa y el momentum angular para posterior-
mente incluirlas –de acuerdo a la receta mencionada anteriormente–, en la función
de Liapunov:

T =
1

2
(A p2 + B q2 + C r2),

~L = A p ı̂ + B q ̂ + C r k̂,

L2 = A2p2 + B2q2 + C2r2.

Estudiemos la estabilidad alrededor dep = ω, q = r = 0.

y1 = p− ω
y2 = q′

y2 = r′

La enerǵıa es siempre un candidato seguro a participar en la construcción de la
función de Liapunov.

F1(y1, y2, y3) = A y2
1 + B y2

2 + C y2
3 + 2Aωy1 + A2ω2
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debemos eliminarA2 ω2 = Constante deF1, porque la funcíon de Liapunov debe
cumplir con:V (~y = 0) = 0. Otra funcíon que puede ser de utilidad es el cuadrado
del momentum angular:

F2(~y) = A2y2
1 + B2y2

2 + C2y2
3 + 2A2y1ω.

A partir de estas dos funciones creamos una tercera que contenga los términos
cruciales en la estabilidad del trompo:(B−A) y (C−A). Despúes de varias horas
pensando, esto se puede lograr si se reemplaza elúltimo término que aparece en
F2, 2A2y1ω por: por

A [2 A ω y1] = A F1 − A
(
[A y2

1 + B y2
2 + C y2

3

)
,

Haciendo eĺalgebra, se obtiene:

F3(~y) = A2y2
1 + B2y2

2 + C2 y2
3

− A2y2
1 − ABy2

2 − ACy2
3 − ACy2

3 + A F1

F3 = F2 − AF1 = B(B − A)y2
2 + C(C − A)y2

3

Si B > A y C > A, F3 espositiva semidefinida, por lo tanto no podemos
aplicar ninguno de los teoremas conocidos.

Realicemos un nuevo intento: introduzcamos enF3 el términoy2
1 para que deje

de ser positivasemidefiniday podamos utilizar los teoremas de Liapunov. En-
sayemos

F = F 2
1 ± F3 = {Ay2

1 + B2y2
2 + Cy2

3 + 2Aωy1}2

± {B(B − A)y2
2 + C(C − A)y2

3}.

Es claro que la expresión encerrada en la primera llave espositiva definida. La
segunda expresión es tambíen positiva definidasi B > A y C > A. Usando
Liapunov, descubrimos que∇F (~x) ~̇x > 0, por lo tanto las perturbaciones de un
trompo (sin gravedad) correspondiente a este caso sonestables.

Análogamente, si utilizamos elsigno negativo, la funcíonF es positiva definida
si A > B y A > C. Podemos aplicar Liapunov y demostrar que este tipo de
perturbaciones son también estables.
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F = F 2
1 ⊕ F3 : B > A, C > A ⇒ positiva definida ⇒ es estable.

F = F 2
1 	 F3 : A > B, A > C ⇒ positiva definida ⇒ es estable.

Conclusíon: En un cuerpo rı́gido rotando libremente, sin torque externo, las per-
turbaciones alrededor del eje de inercia más grande o ḿas pequẽno son asint́otica-
mente estables.�

V.6. Bifurcaciones y cambio de estabilidad

Estudiemos un sistema dinámico que contiene un parámetro en sus ecuaciones
de movimiento.

ẋi = fi(~x; µ)

El inteŕes de este problema es la dependencia que aparece entre la estabilidad
del sistema y los valores que puede tomar este parámetro. Esta relación seŕa fun-
damental en el caso de sistemas caóticos. Los atractores, o puntos de equilibrio,
dependen del valor que toma el parámetroµ.

Definiremos el valor crı́tico de este parámetro de la siguiente forma:

Supongamos que tenemos un punto fijo. Asociado aél existen varios autoval-
oresλ que dependen funcionalmente del parámetroµ.

Si Re (λi) < 0 ∀i, conµ < µc ⇒ punto fijoestable.

Si Re λj > 0 para al menos unj cuandoµ > µc, entonces tenemos una
bifurcacíon enµ = µc donde<λj = 0.

Ejemplo

Estudiemos el comportamiento de la siguiente ecuación: ẋ = µ x − x2, para
diferentes valores del parámetroµ.

Los puntos fijos ocurren en̄x = 0 y x̄ = µ.

Si linealizamos la ecuación en torno āx = 0, tenemos:
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ẋ = µ x, x = xoe
µ t,

que resulta serestableparaµ ≤ 0, e inestableparaµ > 0. Las oscilaciones en
torno ax̄ = µ se estudian ubicando el punto fijo en el origen:

z ≡ x− x̄, ⇒ z = x− µ,
ẋ = µx− x2, ⇒ ż = µ(z + µ)− (z + µ)2, de aqúı se obtiene:
ż = −µz ⇒ z = z(o) e−µ t

De modo quēx = µ esestablesi µ > 0, e inestablesi µ < 0.

Podemos visualizar el comportamiento de esta ecuación definiendo un potencial
para este movimiento (ver diagrama izquierdo de la Figura):

ẋ = µx− x2 = −∂V

∂x
, dondeV (x) = −1

2
µx2 +

1

2
x3

La Figura de la derecha ilustra el comportamiento de los puntos fijos al variar
el paŕametroµ. La ĺınea horizontal continua indica la estabilidad del punto fijo
x̄ = 0 paraµ < 0. Su continuacíon con ĺınea de puntos indica que paraµ > 0
este punto se torna inestable. En la misma Figura aparece el comportamiento del
puntox̄ = µ, que est́a representado por una recta inclinada. Allı́, la ĺınea continua
representa la estabilidad frente a los valores deµ > 0 y la inestabilidad (ĺınea
discontinua) paraµ < 0.

Ejemplo

A continuacíon estudiaremos la estabilidad de un sistema mecánico simplifica-
do. Consiste de un aro de radioa que gira en torno a un eje vertical con velocidad
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angular constanteω. Un pequẽno anillo puede moverse libremente, sin roce, a lo
largo del anillo.

Estudiar los puntos de equilibrio y la estabilidad de este anillo para distintos
valores de la velocidad angular.

Usaremos el ḿetodo del Lagrangiano para encontrar las ecuaciones de movimien-
to. La enerǵıa cińetica y potencial es:

T =
ma2

2
(θ̇2 + ω2sen2θ), V = m g a (1− cos θ).

UsandoL = T − V , obtenemos la ecuación de movimiento:

θ̈ =

(
ω2 a

g
cos θ − 1

)
g

a
senθ,

y utilizando variables sin dimensiones –extendiendo de esta forma los resultados
a una familia de casos–, definidas de la siguiente forma:

λ =
ω2 a

g
, y transformandot2 → t2 g

a
, se obtiene:

θ̈ = sen θ (λ cos θ − 1).

Escribíendolo como un sis-
tema de dos ecuaciones de
primer orden, para aplicar el
método ya estudiado:

θ̇ = u
u̇ = sen θ (λ cos θ − 1)

}
Los puntos fijos son:θ =
0, m π, u = 0 y senθ [λ cos θ − 1] =
0, u = 0, de donde se ob-
tienen las siguientes posibili-
dades:cos θ = 1/λ en caso que
λ ≥ 1 y –si definimosλc =
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1–, λ < 1 ⇒ θ = π, n =
0, 1, 2, . . ..

A continuacíon debemos estudiar la estabilidad de estos puntos alrededor de
estos puntos. Recordemos que siθ = 2 n π ⇒ senθ ∼ θ y cos θ ∼ 1 para
n = 0, 1, 2, · · ·. Utilizando estas aproximaciones, tenemos:[

θ̇
u̇

]
=

[
0 1

(λ− 1) 0

] [
θ
u

]

det(A− µ I) = 0 = det

{[
0 1

(λ− 1) 0

]
− µ

[
1 0
0 1

]}
µ2 − (λ− 1) = 0, µ = ±i

√
1− λ, conλ < 1.

De aqúı se deduce queθ = 0 es un punto fijoestable. Veamos que sucede para
θ = π. En este caso, para trabajar más ćomodamente con el nuevo punto fijo
definimosy ≡ θ − π, entonces las ecuaciones iniciales quedan:

ẏ = u, u̇ = sen(π + y) [λ cos (π + y)− 1],
u̇ = − sen y [−λ cos y − 1] ' y [λ + 1].

el determinante se transforma en:

[
θ̇
u̇

]
=

[
0 1

1 + λ 0

] [
θ
u

]
⇒ µ2 = (1+λ) > 0. De modo que este punto fijo esinestable. Este resultado

se extiende, por inspección, a:θ = π, 3, π, 5 π, . . ..

Si λ = 1, la matriz adopta la forma de Jordan con un término fuera de la

diagonal que es inestable paraθ = 0, 2 π, ...:

[
0 1
0 0

]
.

Existen otros puntos de estabilidad: Siλ > 1, θ = 2 n, π es inestable (tipo
silla).

θ = ± cos−1(1/λ)
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Dela Figura se deduce que:

cos θ̄ =
1

λ
, sen̄θ =

√
λ2 − 1

λ
.

Definiendo la nueva variable
comoy = θ − θ̄, tenemos:

f(θ) = sen(θ̄ + y)[λ cos (θ̄ + y)− 1]

= [sen̄θ cos y + cos θ̄ seny][λ(cos θ̄ cos y − sen̄θ seny)− 1]

= (

√
λ2 − 1

λ
+

y

λ
)(

λ

λ
− λ

√
λ2 − 1λ y − 1)

=
1

λ
(
√

λ2 − 1 + y)[−
√

λ2 − 1 · y]

f(y) = −λ2 − 1

λ
y

Las ecuaciones linealizadas
de movimiento son:

[
ẏ
u̇

]
=

 0 1

−
(

λ2 − 1

λ

)
0

[ y
u

]
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µ2 + (
λ2 − 1

λ
) = 0, µ = ± i

√
λ2 − 1

λ
.

Este punto fijo corresponde a uno del tipo elı́ptico, es decir, la estabilidad de la
ecuacíon no lineal depende del tipo de no linealidad que contengan las ecuaciones
originales.�

V.7. Mapeo de Poincaŕe

Como estamos interesados en el comportamiento asintótico de los sistemas
dinámicos no es necesario seguir la trayectoria punto a punto, basta tomar una
muestra en ciertos intervalos de tiempo.

Supongamos que tenemos
tres variables en el espacio de
fase, en dicho espacio se elige
una seccíonΣ con alǵun criterio
que depende de la geometrı́a o
del problema mismo. Suponien-
do que la trayectoria es recur-
rente, en este plano comenzará a
existir a poblarse con una nube
de puntos que reflejan el in-
stante en que el sistema per-
foró dicha superficie.

La propiedad fundamental de
esta recurrencia es que el paso
siguiente est́a determinado por
el anterior, esto es equivalente a
integrar laórbita desde un paso hasta el siguiente.

La experiencia ha demostrado que las propiedades fundamentales de la ecuación
diferencial quedan reflejadas en las propiedades de este mapeo.

El nuevo planteamiento del problema es mucho más simple. Las propiedades
irrelevantes de corto alcance son eliminadas, sólo permanecen las propiedades
esenciales del sistema.
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Ejemplo

Supongamos una partı́cula cuyo diagrama de fase es un toro. Corresponde al
caso de un oscilador en dos dimensiones, cuya constante elástica es diferente en
cada una de las dos direcciones. El diagrama en el espacio de fase se puede dibujar
directamente sobre el toro o desplegarlo en un rectángulo haciendo las identifica-
ciones correspondientes.

Si mapeamos este movimien-
to sobre una sección transver-
sal del toro, el ńumero de pun-
tos que aparecerán el ćırculo de-
pende de la raźon entre las dos
frecuenciasf1 y f2.

Si la raźon entre ambas fre-
cuencias es un número racional:

f1

f2

= # racional ⇒

un ńumero finito de puntos.

Por otra parte si:

f1

f2

= # irracional ⇒

un ńumero infinito de puntos.

Ejemplo

A continuacíon analizaremos
un sistema de dos grados de lib-
ertad y que está descrito por un
Hamiltoniano H(x, y, px, py).
El sistema tiene una sola in-
tegral de movimiento conoci-
da, la enerǵıa, de modo que

V.7. MAPEO DE POINCARÉ Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas



Fı́sica Moderna 213

no se puede resolver en for-
ma anaĺıtica (se necesitan dos
cantidades conservadas). Estu-
diaremos laśorbitas asociadas
a part́ıculas ligadas. Usaremos
la enerǵıa como paŕametro y
en su descripción usaremos el
mapeo de Poincaré. El proble-
ma pertenece a Henon y Heiles (1964).

H =
1

2
(p2

x + p2
y) + V (x, y), V (x, y) =

1

2
(x2 + y2 + 2x2 y − 2

3
y3).

Las ecuaciones de movimiento son:

ẋ = px

ẏ = py

ṗx = −(x + 2xy)
ṗy = −(y + x2 − y2)

Los puntos fijos están dados por:

px = 0, py = 0.

Las coordenadasx ey, tiene ḿas posibil-
idades: si x = 0, y puede tomar el valor 0
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ó 1. Paray = −1/2, le corresponde un valor
x = ±

√
3/4.

En resumen existen cuatro puntos de
equilibrio cuyas coordenadas(x, y) son:(0, 0), (0, 1),
(+
√

3/4, −1/2), y (−
√

3/4, 1/2).

Analicemos la estabilidad del punto ubi-
cado en el centro del potencial, (0, 0), en
este caso las ecuaciones de movimiento
para el sistema linealizado se pueden es-
cribir directamente:

ẍ = −x, ÿ = −y, p̈x = −px, p̈y = py,

Estas ecuaciones corresponden, matemática-
mente, a dos osciladores independientes con
coordenadas(x, y) y (px py). De esta forma
los autovalores son imaginarios puros y la
estabilidad del sistema es del tipo elı́ptico.

Análogamente se puede mostrar que el
punto (0,1) posee una estabilidad hiperbólica. Esta afirmación se puede demostrar
analizando el movimiento en el ejex = 0, px = 0. El movimiento resultante en
dicha direccíon corresponde al de un sistema cuyo potencial está dado por

V (y) =
1

2
y2 − 1

3
y3.

Este ejemplo ya fue estudiado al comienzo de este capı́tulo, concluyendo que
es inestable alrededor del puntoy = 1.

Como el Hamiltoniano no depende del tiempo, la energı́a se conserva. Resulta
útil dibujar las ĺıneas equipotenciales V = Constante, pues representan el lı́mite
que pueden alcanzar las partı́culas con Enerǵıa E=V(x,y).

V (x, y) = Vo =
1

2
(x2 + y2 + 2x2y − 2

3
y3)

con el siguiente cambio de variable tenemos:
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x = ρ cos θ, y = ρ senθ, ⇒ V (ρ, θ) =
1

2
ρ2 +

1

3
ρ3 sen3θ.

Expresado de esta forma, queda explı́cita su simetŕıa bajo la rotacíon θ →
θ + 2π/3. Tiene una simetrı́a triangular como se puede apreciar en la Figura.

Como el puntox = 0, y = 1, es inestable, debido a la simetrı́a de rotacíon
tambíen lo son el resto de los vértices del tríangulo. Alrededor de dichos puntos el
movimiento deja de ser recurrente y se aleja hacia infinito. El valor del potencial
en dicho punto esV (0, 1) = 1/6.

Es decir paraV (x, y) ≤ E = 1/6, el movimiento est́a confinado al tríangulo.
Cualquier trayectoria que comience dentro de la lı́nea equipotencialV = +1/6,
est́a restringida a moverse en el interior del triángulo.

Mapeo de Poincare

Cada vez que láorbita atraviese
el planox = 0 con px ≥ 0,
marcamos un punto en el plano
(y, py). Esto corresponde al
mapeo de Poincaré que hemos
decidido emplear en este prob-
lema. Debemos elegir uno de
los dos signos posibles parapx,
debido a la ecuación de conser-
vación de la enerǵıa hace posi-
ble la existencia de ambas posi-
bilidades.

px = ± (2 E−p2
y−y2+

2

3
y3)1/2

Esta eleccíon define el ciclo, ca-
da punto marcado en el plano corresponde a que el sistema tiene los valores
x = 0, px ≥ 0.

Estudiemos ćomo evoluciona este sistema paraE = 1/12. Dados los valores
iniciales hacemos evolucionar (numéricamente) el sistema. Láorbita que se ob-
tiene despúes del mapeo de Poincareparece indicar la existencia de unáorbita
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cerrada, como se indica en la Figura. Si esto es efectivamente ası́ , nos estaŕıa in-
dicadando que existe un integral de movimiento adicional y que no hemos podido
expresar en término de funciones conocidas.

Los resultadossugierenque existe una curva invariante. La curva se ajusta a los
puntos y de esta forma es un invento de quien la traza.

Podemos deducir la frecuencia con que una partı́cula recorre láorbita; en la
primera vuelta ha cruzado diez veces el plano:1/9 > ν > 1(vuelta)/10(cruces).
Haciendo este tipo de cálculo podemos estimar el tiempo (perı́odo) que demora
en promedio en recorrer un circuito como el de la Figura.

La regíon acce-
sible est́a dada por
px ε<, es decir:

p2
y+y2−2

3
y3 < 2E.

ParaE = 1/8 >
1/12, el diagrama
se vuelve cáotico,
aumque persisten al-
gunasórbitas, otras
se transforman en
puntos que llenan el
plano de fase ac-
cesible. Todos los
puntos sẽnalados en
los dos diagramas que se acompañan corresponden auna mismatrayectoria. Si
uno observa ćomo aparecen los puntos, se notará que lo hacen en forma caótica,
sin orden, y tienden a llenar el plano o espacio de fase disponible.

El sistema es ḿas complejo que lo esperado. La situación empeora cuando la
enerǵıa aumenta.

Por ejemplo, siE =
1

6
: los cruces casi llenan la superficie.

Es interesante tener un parámetro que indique cuantitativamente la presencia de
caos. Una forma de hacerlo es evaluar elárea accesible –vı́a mapeo de Poincare–,
del espacio de fase que es posible cubrir contrayectoriasdel sistema estudiado.
Aproximadamente para energı́as E < 0,12, el espacio accesible es totalmente
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Figura V.3: Para este valor de la energı́a, las curvas son integrales. Se cruzan
en tres puntos en el espacio de fase accesible, sin embargo estos no son puntos
fijos, puesto que el momentumpx asociado a estos puntos puede tomar distintos
valores positivos allı́.

cubierto por trayectorias continuas. Es decir, dado un punto, siempre partiendo de
allı́ se puede generar una trayectoria. A medida que la energı́a sobrepasa el valor
indicado, aparecen regiones que, tomadas como condiciones iniciales, no generan
una trayectoria sino ḿas bien una serie de puntos caóticos. Al seguir aumentando
la enerǵıa la situacíon empeora. La figura a continuación acomp este resultado.

V.8. Ejercicios

1.– Una masa puntualm desliza sin friccíon dentro de una superficie de revolu-
ciónz = α sen(r/R) (coordenadas cilı́ndricas) cuyo eje de simetrı́a est́a en
la direccíon de un campo gravitacional uniformeg considere0 < r/R <
π/2.

(a) Contruya el LagrangianoL(r, φ, ṙ, φ̇) y calcule las ecuaciones de movimien-
to para las coordenadasr y φ. b) ¿Existeńorbitas circulares horizontales
estacionarias?

c)¿Cúal de estaśorbitas es estable bajo pequeños impulsos a lo largo de la
superficie transversal a la dirección del movimiento?

2.– Problemas de Estabilidad utilizando Liapunov.

Para los puntos singularesx1 = x2 = 0 estudiar la estabilidad de los sigu-
ientes sistemas:
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(a) ẋ1 = −(x1 − 3x2)(1− 2x2
1 − 4x2

2) ;
ẋ2 = −(x1 + x2)(1− 2x2

1 − 4x2
2);

(b) ẋ1 = −x3
1 − 3x2 ;

ẋ2 = 3x1 − 5x3
2 ;

(c) ẋ1 = x2
1 + x2;

ẋ2 = x1 + x2
2 ;

(d) ẋ1 = x2
1 − x2

2

ẋ2 = −2x1x2

ẋ1 = x2

ẋ2 = −a1x1 − a2x2 − (b1x2 + b2x1)
2x2

cona1, a2, b1, b2 constantes
a1, a2 > 0

3.– Investigar la estabiliad de las posiciones de equilibrio y estimar el dominio
de atraccíon de la posicíon de equilibrio asint́oticamente estable paräx +
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aẋ + 2bx + 3x2 = 0 a, b ctes. positivas

4.– Analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio del siguiente sistema us-
ando el ḿetodo de Lyapunov.

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −2x1(t)− 3x2((t)− 2x3
1(t)

Bosquejar las trayectorias en el plano de fase alrededor de los puntos de
equilibrio. Compare los resultados entregados por cada método.[

Hint: considere la siguiente función de Lyapunov

v(x1, x2) =
1

21
(x4

1 + 2x2
1 + x2

2)!!

]

5.– Analizar, empleando el ḿetodo de Liapunov, bajo qué condiciones el sigu-
iente sistema resulta ser asintóticamente estable.

ẋ1 = x2(t)

ẋ2(t) = a1(t)x1(t) + a2(t)x2(t)

6.– La poblacíon de una especie animal,H(t) y la de uno de sus parásitos,P (t)
queésta tiene, puede escribirse aproximadamente mediante las ecs.:

dH

dt
= (a− bP )H H > 0

dP

dt
= (c− dP

H
)p a, b, c, d, ctes. positivas

(i) Encontrar los puntos fijos

(ii) Estudiar Estabilidad.

7.– El modelo de Volterra describe la dinámica de un medio que consiste de
tres agentes: presa- depredador - pescador. Su origen se remonta al estudio
de un modelo para la población de peces y los permisos de pesca en el mar
Adriático.
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Las ecuaciones de Volterra son:

1)
dx

dt
= ax(−1 + by)−H1 x,

2)
dy

dt
= cy(1− dx)−H2 x con a, b, c, d, H1, H2 > 0.

Suponemos que la población de pescadores no es relevante para este prob-
lema. Ellos śolo intervienen mediante sus permisos de pesca.

a) Identifique a las variablesx e y con la poblacíon de los depredadores
y las presas. Explique en forma clara y contundente (≡ corta!) su de-
cisión ¿Cúal es el t́ermino que indica –de acuerdo a la forma en que se
plantéo la ecuacíon–, la tasa de pesca (o extracción) permitida?

b) Encuentre los puntos fijos y describa su estabilidad. En esteúltimo
paso, utilicea = b = c = d = 1, H1 = H2 ≡ H para acortar los
cálculos.

c) Encuentre una función de Liapunov para este problema en el caso en
queno se permite la pesca de ninguna de las dos especies. A partir de
esta funcíon determine la estabilidad de la población.

Nota:Establezca una función de Liapunov sencilla y extraiga las con-
clusiones correctas que ella permita. Estas ecuaciones se pueden inte-
grar, pero contienen singularidades que no permiten dar cuenta de la
estabilidad –al menos hasta donde yo sé–, en forma global, es decir
para todop = x − xo y q = y − yo en la vecindad del punto fijo.
Sin embargo Ud. (y nosotros también) podemos sacar conclusiones en
ciertas regiones del plano (p,q). Esto es lo que se le pide.
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8.– La ecuacíon de Duffing representa el comportamiento de un oscilador con
un t́ermino ćubico que modela la desviación no lineal que experimenta la
rigidez del resorte al ser deformado. En la ecuación que se propone a con-
tinuacíon el t́ermino lineal de la rigidez (áquel que acompaña aβ), ha sido
introducido con un signo negativo:

ẍ + δ ẋ− β x + x3 = γ cos ω t.

Esta ecuación es el modelo téorico más simple de una viga sometida a una
oscilacíon forzada, empotrada en uno de sus extremos y sometida a la acción
de un par de imanes en el otro.

En el diagrama que se acompaña se incluyen dos gráficos que corresponden
a la oscilacíon de una viga real y a la respuesta de este modelo teórico en el
regimen cáotico.

a) Haciendoγ = 0, encuentre los puntos fijos de esta ecuación si δ > 0.
Considere los dos casosβ > 0 y β < 0.

b) Determine la estabilidad de estos puntos fijos, y haga un diagramacuali-
tativode las trayectorias en el espacio de fase en cada uno de los casos.

c) En la ecuacíon de este oscilador, hagaδ = 0 y γ = 0. A partir de la nueva
ecuacíon obtenida, encuentre el Hamiltoniano y el Lagrangiano correspon-
diente.

Para cerrar este capı́tulo incluimos la continuación del problema resuelto al final
del caṕıtulo anterior. Aqúı sólo repetimos el enunciado del problema.

Problema Resuelto
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Para el ṕendulo de la figura, compuesto por un resorte de constantek, largo
natural̀ o y una masa esféricam, se pide encontrar las ecuacxiones de movimiento
en una vecindad a las posiciones de equilibrio y dibujar el diagrama de fase.

nota: - Considerarg

El movimiento est́a contenido en el plano vertical.

r+̈2ṙθ̇ + g sen θ = 0 Ec. mov. paraθ(t)

m(rθ̇2 − r̈)− k(r − `o) + m g cos θ = 0 Ecuacíon de movimiento parar(t)

Claramente, las ecuaciones obtenidas para el movimiento son no lineales.

Para obtener los puntos de equilibrio, calculamos los mı́imos de la Enerǵıa total
del sistema tanto para la variabler como paraθ

∂E

∂θ

∣∣∣∣θo =
∂H

∂θ

∣∣∣∣
θo

= mgr sen θo = 0

consideremos la variabler como fija y no nula para obtenerθo

⇒ θo = 0

∂E

∂r

∣∣∣∣ro,θo =
∂H

∂r

∣∣∣∣
ro,θo

=
p2

θ

2m
(
−2

r3
) + k(r − `o)−mgcosθo = 0

m 62r 64θ̇2

2 6 n
(
− 6 2
6 p3

+ k(r − `o)−mgcosθo = 0

−mrθ̇2 + k(r − `o)−mgcosθo = 0

Además en el equilibrio θ̇ = ṙ = 0

⇒ ro =
m g

k
+ `o

Ahora para linealizar tenemos 2 posibilidades
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1. Linealizar las ecuaciones de movimiento obtenidas anteriormente.

2. Dejar en el Hamiltoniano sólo los t́erminos que generan una ecuación de
movimiento lineal y luego obtener las ecuaciones de movimiento. (Esta se-
gunda opcíon tiene la ventaja de dejar la expresión en funcíon de las vari-
ables que necesitamos para graficar el plano de fase).

Opción 2.-

cos θ = 1− θ2

2
+ σ(θ2)

H =
1

2

P 2
r

m
+

1

2

P 2
θ

mr2
+

1

2
k(r − `o)

2 −mg(r − rθ2

2
)

(a) θ̇ =
∂H

∂Pθ

∣∣∣∣
ro

=
Pθ

mr2
o

(b) Ṗθ =
−∂H

∂θ

∣∣∣∣
ro

= −mgroθ

(c) ṙ =
∂H

∂Pr

=
Pr

m
(d) Ṗr =

−∂H

∂r
= −k(r − `o) + mg

con (a) y (b) ⇒ − 6 mg 6 roθ =6 mr 62o θ̇

Ec. Mov.(1) θ̈ +
g

ro

θ = 0

con(c) y (d)

⇒ Mr̈ = mg − k(r − `o) Ec. Mov.(2)

Si definimos la variable

ρ = r − ro

⇒ ρ̈ = r̈

Luego, la segunda ecuación de movimiento toma la siguiente forma:

mρ̈ = m g − k(ρ +
m g

k
)
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mρ̈ = −kρ

ρ̈ +
k

m
ρ = 0

Finalmente
θ̈ +

g

ro

θ = 0

ρ̈ +
k

m
ρ = 0 ρ = r − ro
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