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Capitulo V

SISTEMAS AUTONOMOS

V.1. Sistemas que no provienen de una fungn Hamil-
toniana

A continuacon estudiaremos un sistema @mico cuya evoluén esh deter-
minada por un sistema de ecuaciones de la forma:

d -
iy = % = fi(z,t), conk=1.n (V.1)
A diferencia de un sistema Hamiltoniano, en este caso no existe un potericil

para todas las funciong®(x, t) que gobiernan la damica del sistema.

En esta secbins analizamos la evolun en el espacio de fase de un sistema con
estas caracteticas. El resultado obtenido en el ejemplo siguienta aélizado
para estudiar est familia de ecuaciones.

Analizaremos los cambios
gue experimenta un elemento
de area al desplazarse en el es-
pacio de fase si las ecuaciones
de movimiento no provienen de XZ
un Hamiltoniano.

SAt)

Designamos un volumen en
el espacio de fase comid2. A
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medida que el sistema evolu-
ciona el volumen cambia se
desplaza a lo largo del espa-
cio de fase, deforéandose. La
ecuaocbn diferencial que de-
scribe estos cambios se deduce
a continuadn:

5QUt) = J(£)52(0),

donded2(t) y 6£2(0) son los elementos de volumen en el instaniet = 0
respectivamente.

La evolucbn del volumen en el espacio de fase se puede plantear como una
transformadn de coordenadas, donde las nuevas coorder@dasobtienen a
partir de las antiguas a tras de la ecuaon de evoludn del sistemat) = ¢ +
GgAt, P = p+ pAt. La relacon entre los dos v@imenes del espacio de fase
es J(t). Este es el determinante de la transforrbadie coordenadas entre las
variables evaluadas €n= 0 y en el instante, similares a las transformaciones
carbnicas asociadas en un sistema Hamiltoniano.

_|%

=56 dQ, ---dQy dP, - --dPy

dqy(0) - . . dgn(0)dpi(0) .. . dpn(0)

La teoiia erghbdica supone que las pantlas se reparten en todo el espacio de
fase a medida que transcurre el tiempo. Estéteigis no se ajusta al compor-
tamiento de las pddulas en muchos sistemas. No lo es para un sistema inte-
grable, donde existe una trayectoria fija. Incluso en problemas de movimiento de
n parfculas, no sabemos la respuesta. En algunos sistemas no lineales el sistema
(para un determinado valor de susgaetrosno ocupa todo el espacio de fase.

Aqui nos interesa saber si el volumen ocupado inicialmente por el sistema en
el espacio de fase se contrae, permanece igual o se dilata a medida que evolu-
ciona. Sabemos que en un sistema Hamiltoniano, el volumen permanece igual. La
ecuacbn que representa la evoldai de elemento darea en el espacio de fase es:

d ()
2 00(t) = =22 59(0),
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J(t) representa el Jacobiano de una transforérade coordenadas tal, que de-
fine las nuevas coordenadas a partir de las ecuaciones de movimiento

con f; una funcon no-lineal de las coordenadas Las coordenadas originales
sonz;(0), y las evolucionadas:

O:(t)

J = Jacobiances det|.J;;|, Ji; = 9r:(0);
j

Ejercicio

Calcule el determinanté;; para el caso de una paxtla que cae en un campo
gravitacional constante

Como este es un sistema Hamiltoniano, el determinante es la unidad. Laacuaci
de movimiento e§ = —g. La solucon de las ecuaciones se pueden escribir como:

V(dt) =V (0) — gdt, X(dt) = X(0)+ V(dt)dt,

0X(dt) 0X(dt
0X(0) 9V(0)
det J;; = det = det
oV (dt) oV (dt)
0X(0) 9oV(0)

1 dt
0 1

’ ~ 1+términos de segundo ordendn

El Jacobiano de esta transfornt@atide coordenadas se puede escribir simb

camente como:
a(xl(t)v .%2(?5), e ,l‘n(t))
O(x1(0), 22(0) - -+, (0))

J(t) =

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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y su derivada temporal como:
d‘]<t> _ 8(:t1<t>7 e ,[En(t))+a(x, (t)7 :tZ(t)? e 7'Tn<t>) + a(xl(t)7 e 7'1.;71(25))
dt d(z, (0), -~ xn(0))  O(x,(0)ccune..e. , Tp(0)) d(x1(0), -+, xn(0))

Agui hemos aplicado la regla para derivar un determinante: se deriva como un
producto de: funciones, de modo que surge una suma determinantes.

Laregla de la cadena para los determinantes se define de la siguiente forma:

Oz, y) _ 9(x,y) O(u,v)

at,s)  O(u,v) O(t,s)

Aplicando esta regla a uno de l@&rninos que aparecieron con la derivada del
Jacobiano, tenemos:

Olaa(t) - -2 (t) - xa@)]  _ Olaa(t)---&(8) - 2n(t)]  Olaa(t),- - n(t)]
Ozi(0),--+ an(0)] Olay (£) -+ - aj(t) - -~ 2a(t)] Olaa(0),- -+, zn(0)]
_ Ola(t) - d(F) - (1))
= A0 a0 )]
Otra propiedad de los determinantes es:
Ou O
Ow,y) |0 Ot | 11 g | Oy
8($’t)—det — = det 0 g |
or ot
Ola1(t) - &5 wn(t)] _ O
Ol (t) - xp(t)] Oz

Pero de acuerdo a las ecuaciones de movimiento, tenemos:
9r; _ 0f;
)
81’]- 61’]-

y si definimosi = [y 8/0z;
la derivada del jacobiano:

(5

=1

= V, podemos expresar en formaéamcompacta

aJ
dt

Di(t) o
5 (t)> J(t) = (V- 7) J(t).
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Volviendo a la ecuaéin de la cual partimos:

d dJt)
Z50(t) = =2250(0),
= (V-0)J(t) 6Q(0),

d ;
Z00(t) = (V-9)59()

Estalltima expresbn corresponde a la evoldei de un sistema de partilas que
viajan en el espacio de fase de acuerdo a las ecuaciones de movimiento

Ejemplo

Dado un sistema lineal = AZ, dondeA = es una matriz constante, es decir,
gue consta@o de mimeros, demuestre que:

J(t) = J(o) et T

Podemos escribir las ecuaciones de movimiento de la siguiente forma:
n
i’j = Z Ajk T
k=1

VE o= Y%, {%(Ajkxk)} =2 2 Ajk<%)

J J
= D 2k Ok Ajk = Yopey A =Tr A,
dJ

au%VﬂN@:>ﬂﬂ:§mmD

V.2. Sistemas Aubnomos

Se define un sistema @&momo como un conjunto de ecuaciones diferenciales
de primer orden en su derivada temporal:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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donde el conjunto de funciongg(z), no dependen exjgitamente del tiempo. La
palabra ainomo indica que no existe un agente externo con el cual inberact

Estudiaremos sistemas en las cuglgs) son funciones no-lineales en las vari-
ablesz; y enlos cualed/ - f< 0, es decir sistemas en los cuales existan familias
de orbitas para las cuales el espacio de fase se comprima. Como no existe un
método general para resolverlas en forma exacta, adoptamos el que se indica a
continuacon.

Primero se ubican loguntos fijosdel sistema de ecuaciones. Lmsntos fijos
son aquellos valores dg que hacery, () = 0. De forma quei; = 0.

A continuacon selinealiza el sistema de ecuaciones en torno a cada uno de
estos puntos.

Se resuelve la ecudni lineal y se estudia la estabilidad de la ecoacilrededor
de estos puntos.

El comportamiento de la ecuéci linealizada alrededor de los puntos de equi-
librio da una idea —en la maylerde los casos, pero no en todos— de la evohuci
de la ecuadin no—lineal. llustraremos este punto con algunos ejemplos al final de
este cafiulo.

V.2.1. Sistemas Aubnomos de Primer Orden

El orden se refiere alimero
de ecuaciones en el sistema:
primer orden indica que existe
una sola ecuadn: k = 1. Yy

Lospuntos fijosson los ceros
de la funcon f(z), es decir:
el conjunto de losr; tal que
f(zx) = 0. En estos puntos ~ “ .
el sistema detiene su evoloai, ° 7x
puesto que: = 0.

Determinar la estabilidad de
los puntos fijos de la ecudi:

i = f(r) =~ +2°.

V.2. SISTEMAS AUTONOMOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Los puntos fijosif (z) = —x +

¥»=0,s0nz=—-1,2=0yx=1.

El gréfico de la fundn f(z) nos indica que para 1 = <0, f(x) > 0y la
parfcula tiende a moverse hacia el origen. De la misma forma, comp < 0
entre 0y 1, el sistema tiende a desplazarse hacia el origen. En resumen, el punto
x = 0 es estable puesto que las fpautas que orbitan alrededor en la zgrd, 1)
tienden a ubicarse finalmente en el origen de coordenadas. En efecto imaaart
desplazada del origen, vuelvehl

No sucede lo mismo con los
otros dos puntos, si una piut-
la se ubica er-1y es levemente

desplazada, comienza a alejarse VELCIprDes

de dicho punto, dirigindose ha- ¢« « -y 93— . N
cia el origen, si fue desplazado -4 p g X
en ese sentido, o hacia el infini-

to, si se ald) del origen. ™ UK

Para visualizar este proce-
so, podemos definir un poten-
cial para esta funébn de manera ) N
que: / "1 0 ,{ \ 7X
2 4

El movimiento de este sistema
esta restringido a tres regiones:

ze(—o0,—1),

ze(—1,0),
0,1),

1,400, —1).

re

Te

(
(

En cada uno de los puntos fijos el cuerpo queda detenido; no posee velocidad y
por lo tanto no puede cruzar dichos punigs.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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V.2.2. Sistemas Aubnomos de Segundo Orden

Es un par de ecuaciones diferenciales de primer ordennguependen ex-
plicitamente del tiempo.

T = U1($1,$2)

Ty = U2($17$2)

Un ejemplo de un sistema dimico no—lineal es el caso deémdulo de un
reloj de pared. Este no es ugmmulo usual en el sentido que existe un mecanis-
mo que lo impulsa desde su punto de suspensie este modo su ecuagide
movimiento poseeérminos que no esdh en la ecuabn de movimiento de un
péndulo ordinario.

Este efecto se hace notar cuando damos un impulso iniciahaiybo. Si es mu-
cho mayor de lo necesario ekpdulo, despes de un par de oscilaciones, vuelve
a su amplitud normal. En cambio si el impulso inicial es menor que la amplitud
normal, éste vuelve a la posimn de reposo, el eje vertical. Para estudiar estos
sistemaso-lineales utilizaremos el espacio de fase introducido en elitcdp
anterior: es decir graficaremos la velocidad (0 momentum) en la ordenada y la
posicbn en la abcisa.

Estos diagramas permiten estudiar el movimiento alrededor del punto de equi-
librio sin necesidad de resolver attigamente el problema. (ver figuras)

> CVEL
0 /j\a N ’KT S LR
,9 “-’// X
T Re J AN ¥ s = //\/
k< 0 \)|./6L mprko D= .//m/ﬂ/V/fonn}'a/
P e

- Trayeotorion
PETDUL = ' A Equlilibrio

PIRGRAMA 06 FASE dcbrl B gt it/ Meaidsio

Para encontrar la trayectoria en el espacio de(faser,), debemos resolver la
siguiente ecuadn diferencial:

V.2. SISTEMAS AUTONOMOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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del

W _ Ul(l'l,l'g) dl’l _ d{L‘Q
@ Vo (21, 22) vi(z1,x2)  va(1,20)
dt

Este es un @todo rutinario, de hecho es la forma como se calcularinas$ de
campo ekctrico en una configuram de carga dada.

Siempre es posible transformar un problema que tiene ecuaciones diferenciales
de segundo orden a un sistema de ecuaciones de primer orden. Si es un sistema
mea@nico es necesario dar la represeritadiiamiltoniana. Si no lo es indicare-
mos a continuadin un rretodo \alido para cualquier caso. Incluso una ec@aci
diferencial de ordemn, se puede transformar enecuaciones de primer orden.

Ejemplo

Supongamos un sistema na@co:m i = F'(z). A continuacdn mostramos la
transformadn que es necesario realizar para dejarlo como un sistema de ecua-
ciones de primer orden. (Sin utilizar el Hamiltoniano, pafapsder extenderlo
a cualquier sistema de ecuaciones.) Definee y y de esta manera tengo dos
ecuaciones de primer orden:

T =y
. F(x
y = ( ),
m
Ahora, siF(x) = —m g, entnces tenemos = y, y = —g. El espacio de fase

esh definido por (x,y), y laérbitas en este espacio son:

d
—y:—g, = ydy+gdx =0,
dx Yy

integrando esta ecu#ci, tenemos:

1
3 y? + gz = constante.
sient=0,20=h, y=0.
1
t)=h— — >
x(t) 2 Y

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



176 N6‘|Son ZamOI’anO H . version de 24 de agosto de 2004

Trayectoria en el espacio de fase que representa uriayargue se deja caer
desde una altura con velocidad iniciahula.

Como nos referiremos a kstabilidadde orbitas debemos estudiar Ipantos
fijos.

V.3. Puntos Fijos y Estabilidad

Nos interesa estudiar los puntos donde convergen las trayectorias de un sistema
dinamico.

Si un sistema diamico esh bien definido entonces, las condiciones iniciales
determinaruna sola trayectoria. La soluéh eslinica.En consecuencia, si existe
un punto al cual convergen varias trayectorias, al llegérradl tienenforma de
determinar la direcéin a seguir. Lainica soluddn a este problema es que el sis-
temase detengaque el punto de convergencia de una familia de trayectorias sea
un punto fija

La ecuaddn que determina los puntos fijos de un sistema es:
() =0, k=1,2,..n. <« Puntos Fijos
r; designa el punto fijo &ésimo

La estabilidadde un punto fijo indica que una
orbita que se ubica en su vecindad, evoluciona
mantenéndose al interior de una vecindad del
punto fijo. Si al transcurrir el tiempo alcanza un
punto al interior de esta rami, la denominamos
asintticamente establdeste punto se denomina
un atractor.

lim r(t) =7

t—o0
Repitiendo esta definiah de otra forma: designamos un sistema casinbtica-
mente establesi existe un punto en el espacio de fase tal que cualquier trayectoria
gue pase a tré@s de una vecindad dg, termina irremediablemente ety (El
puntor; es un atractor para cualquier trayectoria que pase por una vecindad de
Ti.)

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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No todas las trayectorias estables, son ascamente estables.

Definicibn: si una regbn del espacio de fage, contieneel movimiento prove-
niente de otra re@n R,(t = 0) y éstepermanece dentro d&; parat > 0,
entonces este movimiento se denonestable

Nos interesa encontrar los
puntos asirtiticamente estables
porque a partir de esta condi-
cion podemos inferir propiedades
del sistema no-lineal. Al con-
trario, si un sistema linealiza-
do es 6lo estable, no es posi-
ble predecir el comportamiento
de este mismo sistema al incluir
los terminos no—-lineales.

——

V.3.1. Clasificacon de
los Puntos Fijos

Con la idea de estabilidad en la vecindad de los puntos fijos ya definida, el
siguiente paso consiste en aplicarla a distintos sisteisiass$ y proceder a clasi-
ficarlos de acuerdo a esta propiedad. Es notable que un sistema con dos grados de
libertad nos permita hacer esta clasifiéecide los puntos fijos en forma general.
llustraremos este hecho con el ejemplo que se incluye a contimuaci

Ejemplo

Supongamos que las siguientes ecuaciones describen la évadieaiin sistema
aubnomo de segundo orden:

T1 = A\ @1,
A1, A2 constantes, reales,
jZQ = )\21’2.

La solucbn de este sistema de ecuaciones es directa:

At
)

T =1zp€ Ty =y =yoe!

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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La trayectoria en el espacio de fase se encuentra elimihadtre ambas ecua-

El punto fijode este sistema es el origen de coordenadas. Siempre existe una
transformadin de coordenadas que ubica el origen con el puntoHljcompor-
tamiento de las trayectorias, en la aproximawilineal, en la vecindad de este
punto determina la estabilidad del sistenizte resultado acerca de la estabilidad

se aplica al sistema no-lineal, tarébien una cierta vecindad del punto fijo. Esta
regla tiene excepciones que las especificarenasadelante.

A continuacon se grafican las distintas soluciones de estas ecuaciones con sus
respectivos nombres. En la clasifigatilo se consideran valores reales e
perola misma clasifica@n es walida para autovalores complejosjle que en el
caso de los complejos nos referimos a su componente real que debe ser distinta
de cero Estos otros casos los estudiaremos a&sale ejemplos.

)\1 < 0
NODO ESTABLE Y
)\2 < 0
" x
Ao > 0 \ Y
NODO INESTABLE AN
)\2 > 0 X

A > 0 '\1/(*"

HIPERBOLICO INESTABLE
Ao < 0

En esta clasificabn basta

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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que uno de ellos sea positi-
Vo, para que el sistema sea in-
estable, es decir, apenas sea de-
splazado levemente de la posi-
cion de equilibrio, salejara de
ella.

En el caso de las coordenadas
polares tamléin se puede estu-
diar el sistema i@s simple para
recuperar los distintos compor-
tamientos posibles.

Ejemplo

Estudiar la trayectoria en el
espacio de fase de un sistemaatitico cuyas ecuaciones son:

Al S ]

La solucbn es:
r=rope*, O=wt+40,,

Como las ecuaciones ast
desacopladas, las soluciones se
pueden estudiar en forma inde-
pendiente. Despejando el tiem-
po de ambas ecuaciones, se ob-
tiene la trayectoria:

©

Figura V.2:

o L)

Figura V.1:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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r=roe®=be/w),

De acuerdo a la clasificam anterior, tenemos que:
si a > 0, el sistema se clasifica como inestable. Al
contrario, siv < 0, asinbticamente estable.

El signo dew no es relevante, equivale a hacer girar el sistema en un sentido u
otrow > 0ow < 0.

Procedimiento para determinar la estabilidad de un sistema

Un resumen de los pasos a seguir para determinar la estabilidad es el siguiente:

= Ubicar los puntos fijos del sistema de ecuaciones y hacer una transforma-
cion de coordenadas que haga coincidir el punto fijo con el origen de coor-
denadas.

= Hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto fijo (o del origen,
puesto que deben coincidir)

= Determinar los valores propios de la matriz rerioa A (ver definicbn a
continuacdn)

det A — A\I) = 0(= polinomio en)\).

= Inspeccionar la parte real de estos valores propios para determinar la esta-
bilidad del sistema

Si las ecuaciones del sistemadlinico son:; = v;(Z), la matrizA est definida
como:

(k) _ Ovi
K o0xJ

Al; = [al(.f)} a , ¥ = k — ésimo punto fijo.

—

T=T

Como ya mencionamos, el caso de dos dimensionexéslé tratar y representa
el comportamiento de sistemas coaswgrados de libertad.

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Ty = U1($17$2),

.’j)Q = U2(.CL’1, 272).

Debemos, como se estableainteriormente, ubicar los puntos fijos y hacer una
transformadin de coordenadas que ubique el punto fijo que se va a estudiar en el
origen. A continuadin se desarrollan las funcionegz,, z3) en serie de Taylor
en la vecindad del origen y se obtiene, conservaaduihos a primer orden:

(%1 81)1
Uy 8_m1 8_352 Uy
U= = A= = ,
/LL'Q % % U2
Ory 0z up=0

donde hemos definide, = (z — z¥), conz! es la componenteésima del
punto fijo k€simo.

Recordemos qué&(0) = 0, puesto que se traslacel origen de coordenadas
hasta el punto fijo.

La matrizA es una matriz dermeros. La expre8n final del sistema (ya ubi-
cado el sistema de coordenadas en el punto fijo) es:

1 = axp + bx
i‘Q = C$1+d$2

No es necesario diagonalizar esta matriz para obtener los valores propios, que
soninvariantesbajo transformaciones de similaridad como las que se indican a
continuacon.

Escribamos el sistema anterior come- A . SealM una matriz nurarica de
2 x 2,nosingular e independiente del tiempo.

R=Mu , R = Mu,

dondeR, es el vector que se obtiene despues de transformar el véctn la
matriz M.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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R=MAu=(MAMR
R=BR con B=MAM™
A continuacon estableceremos la forma normal de Jordan que se refiere a todas
las formas que puede adoptar una matriz. Por ahora examinemos el ejemplo de

dos dimensiones para entender mejor las dificultades que se pueden presentar en
este tipo de alisis.

TEOREMA: Dada cualquier matri, existe una transformamm A/ tal que la
matrizB = M A M~! puede tomar las siguientes formas:

Y
A

AL O 20 < b) B = AUy
0 A

@) B = 0 A

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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r2

x, Xy

X2

A1 0
C>B:[01 )\2] A< A <0

A —p
oA

y ocurren las siguientes posibilidades:
1) Sin

@B_[ ]A<O<u

@B:[AO]A<O

>0

w0

Yy A, son realesy distintos, entonces al diagonalizar se llega a los

casos a) y c¢) descritos. Si ambos autovalores son iguales, entonces se obtiene el

caso b).

La estabilidad de este sistema se desprende de la figura asociada a cada caso.
Mas adelante incluimos otros ejemplos para ilustrar estas situaciones.

2) Si ambos autovalores, y A, son iguales pero la matri2 no es diagonal,
entonces una posibilidad es la indicada en el punto d). Este ejemplceseelto
en detalle al final de esta segui Otros casos si&n los indicados en los punto e)

y f).

Universidad de Chile
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Ejemplo

Estudiemos el caso de un sistema que presenta un par de ecuaciones correspon-
dientes al caso d) indicado anteriormente.

Supongamos que ya encontramos un punto fijo, lo ubicamos en el origen y las
ecuaciones asociadas al sistemaadiito ya linealizado son:

At

y = ar+\y y (yo + dzot)ett

T = Az } T = xp€
. =

Para tiempos grandes comparado con el tiempo carstaterdel sistemay zot >>
Yo, €NtONCES

, (t>>1).
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Analicemos el caso\ <
0ba > 0,z — 0,y —
0. Recordemos quiém, .o( x Inz) —

—x — 0. /FY

Sizr—0—¢ = y—0—c¢ » \\\\ "X

Siz— -0 = y— 4+

Yli—r =0 si Yo + axot = 0. (a <0)
Si )\ es negativo el sistema es es-
table.
Ejemplo

Examinemos el caso del os-
cilador arnonico:

.. r = - 0 1 5
x—i—le’:O{;_ y_ng}l’:(_wg O>ZE

det(A—AI) = +w? =0, \= +iw.Yahemos trabajado el diagrama de fase
correspondiente a este sistemay, como adelantemos corresponde a una trayectoria
eliptica. Si redefinimos el tiempo como = ¢tw en la ecuadin del oscilador,
desaparece? de la matriz y losérminos fuera de la diagonal se reemplazan con
un=1.

Ejemplo

Se pide estudiar los puntos de equilibrio de la siguiente egnaliferencial
ordinaria, no-lineal.

P-4+ —x=0.
Como es usual, se define
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X =
y = -2+

Existen dos puntos fijas = y = 0,

ov, Ov,
or 0Oy

vy, vy

dxr 9y Jiptofijox=y=0

r=+1, y=0.
0 +1 0 +1
+1—-2x 2y lemy=0 10

T=Az=)7 = deflA-A])=0= N-1=0 = N==I

Este corresponde al caso hi-
perkdlico inestable.

La variable correspondiente a
A < 0 tiende a cero cuan-
do t — oo VY la otra coorde-
nada con A > 0 , se aleja in-
definidamente del punto fijo (el
origen en este caso) a medida
que transcurre el tiempo.

Punto fijo:y =0, z =1

0 1
=4

} |punto fijo7
det(A-\1) =
:dm[

)\2+1:O = )\1:i, )\2:—2

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD
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Los autovalores sonumeros complejos puros, el movimiento es estable del
tipo eliptico.

Ejemplo

Existen sistemas estables pero no @ichmente estables, como el caso del
oscilador armnico cuya®rbitas describen una cierta curva en el espacio de fase.
Pueden acercarse a ciertabitas ¢clicas imites. Uno de estos casos se analiza a
continuacdn. Encontraremos las conclusiones obtenidas con la aproXimiaci
eal y luego las compararemos con la sabmcéxacta —que es posible de encontrar
en este caso —. Esto nos pernaittomparar las conclusiones obtenidas con ambos
métodos.

La ecuaddn diferencial que lo genera es:
r=a(r—R)r, R >0,
0=w

Como la primera ecua@n no depende dé y no es trivial como la segunda,
nos concentraremos en su comportamiento. En el siguienitlcayeremos que

una ecuadin similar aésta aparece en el caso de la ecaaddgstica que es el

paradigma del caos.

Los puntos fijos son: = 0, » = R. La estabilidad de cada uno de estos casos
se estudia a continuai.

Fepira) Convugetie Foprn) Mierponle

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



188 N6‘|Son ZamOI’anO H . version de 24 de agosto de 2004

No se dice exptitamente pero definimos una variable- z + 0y » = & para
resolver las ecuaciones en la vecindad del punto-f§o0. Como las ecuaciones
son las mismas, mantenemos la let@mo variable.

r=0,=7r=—-aRr = («R) >0 = estable, espiral convergente,
a < 0 — inestable, espiral divergente.

Inestabde

Estudiemos la estabilidad alrededor del punte R,
definiendo una nueva variable= » — R, con el objeto
de ubicar a este punto fijo en el origen de coordenadas.

Entonces: e

$ = as(s+R)=aRs
= a > 0 inestable Estable.
a < 0 estable

En resumen:

e Si a < 0, el movimiento permanece en= R
cuandat — oo

e Si a >0, al sacarlo de = R, el movimiento salejader = R.

Siendoéste un aalisis a primer orden en la perturbacino sabemos cual es
el destino de estarbita puesto que al dejar de ser peguel valor des, nuestra
aproximacbn deja tamlén de tener sentido.

Solucion exacta

A continuacon resolvemos el problema en forma exacta y compararemos las
conclusiones acerca de la estabilidad con las ya obtenidas. Para obtenerd&amsoluci
exacta, realizamos los siguientes cambios de variable:
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Este cambio de variable permite factorizar la fiamot como un producto entre
la solucdbn de la ecuadin lineal y una nueva solum w«(t). La nueva ecuadn
diferencial, que es posible de resolver en formaiéinales:

1 1 1 A
—d - — —atht - _ —aRt i
(u) oae = " Re + R

Al volver a la ecuadn inicial, redefiniendo la constante A, la escribimos como:

In {(%) (;__};)] = aRt, cont,=0.

Despejando r de esta ecuatj obtenemos:

Verifiqguemos que no hemos cometido un error comprobando las condiciones ini-
ciales:

R R,
ro_R_ R

=T,.

Casoa <0, r,> R.

- o — R . .
Definimosa = , 0 <a< 1. Ladependencia deen el tiempo es:
To

R

T = —
1 — ae-lel Rt

=" =°R, 0O<a<l, a=—|a
Si la partcula parte del interior de:
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o— R R
ro =R—¢ :>aEr , —1<a<0,quadr = —————— = r — R.
To 1 4 qe~lal Rt
Casaa >0, r,>R, 0<a<l1.
r:L = Jt| [1—ae*®)=0 = r —
1 — aexRt’ '
o— R R
Caso: a > 0, r, < R, —1<a:T <0,=r=—— = 1r—
To 1+ |a|exft

0sit — oo.

Hemos demostrado que las conclusiones alcanzadas con el desarrollo lineal
coinciden, en este caso, con las obtenidas a partir de la&@olexacta.

En la pbxima secdn, mostraremos un teorema que establece la ézlaitre
la aproximaaddn lineal y el comportamiento del sistema no—lineal alrededor de los
puntos fijos.

Ejemplo

Estudie la estabilidad de un cuerpo que gira libremente, sin experimentar torque
externo alguno.

Las ecuaciones de movimiento de Euler para este cuerpo son:

Ap
Bq
Cr

(B—-C)qr,
(C—A)rp,
(A-=B)pg,

dondeA, By C representan los momentos de inercia del cuerpo con respecto a

los ejes principales.

Un caso particular ocurre cuando el sistema gira en torno aalaals sus ejes

principales.

El punto fijo de estas ecuacioneséedeterminado por los valores:

p=uw

V.3. PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD

q=r=0.
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Si perturbamos en torno a este punto, necesitamos definir nuevas variables:

n=p—w, Y=q—0, y3=r—0.

Las ecuaciones de movimiento se transforman a:

B-C . ‘
o= 1 Vs linealizando ¢, =0
Yo = (y1 +w)ys, linealizando ¢, = W Ys
B B
. A-B _ _ . A_B
s = —5— (i +w)p, linedizando g5 = ———wy,

La ecuaaddn trascendental de este sistema es:

C—-A A—-B
2N - 2l =0.
- (57) (555) 4]

Uno de los valores propios es nulo. Los otros dos dependen del valor relativo
de A, By C, los momentos de inercia a lo largo de los ejes principales. Vemos
que siC’ > A > B, el sistema es inestable, porque uno de los valores propios
tiene parte real positiva. Es decir, al perturbar la r@acie un cuerpaigido con

respecto al eje principal cuyo momento de inetdidoma un valor intermedio
(C > A > B), seproduce un cambio mucho mayor que la pertudveaplicada.

Por otra parte st > C'y A > B entonces ambos valores propios son imaginar-
ios puros y el otro tiene parte real nula (de hecho estidamente nulo) y en este
casono podemos decir nada acerca de la naturaleza de la estabilidad del sistema
no—lineal, de acuerdo a un teorema que indicaremos al final de estabsecti

La forma normal de Jordan

Como en esta aproximaxi a la estabilidad de un problema no—lineal debemos
trabajar necesariamente con los autovalores de un determinante, es conveniente
dedicar una secon para establecer algunos resultados generales quiikes)
especialmente para determinar el signo de la parte real de los autovalores.

En general las ecuaciones de un sistemardioo pueden ponerse de la forma
siguiente:

—

Z=AZ+h(F), con M unamatriz nurarica
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Para analizar esta ecuéani
no-lineal, estudiamos su com-
portamiento en torno a la vecin-

Dcx
dad de un punto fijo, linealizan- J _ D

do el problema y encontrando

sus autovalores. Para conocer la D \ l

naturaleza de estos autovalores, E[
diagonalizamos la matril a
partir de una cierta matri/:

gy=Mz, (detS+£0, S=0)
dondeM es una matriz delrmeros.

y=SAF=Jy, J=SAS "

Se puede demostrar, usaralgebra lineal, que la matriz siemprese puede es-
cribir en la forma normal de Jordan, que se indica en la Figura adjunta. Cada uno
de los blogues indicados tiene la forma siguiente:

Aio 10

0 AN 1

0 0 N\
1
Ai

A; esun autovalor repetido, es decir, aparece el mismo valok gara varias
raices de la ecua@n secular: d¢tv/ — A1) = 0.

El caso fundamental corresponde a una matriz ¢e22 que ya estudiamos en
el caso de un oscilador afmico y que repetimos, en parte aqu

Ejemplo
La ecuaaddn de un oscilador aromico es:

.. r = 5 0 1 S
x—l—w2x=O{:§: y_ng } I:(_wg O)I
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Como este es un problema lineal, no existe una componénjeLa matrizA es

0 1
(L)

Los autovalores sok? + w? =0, \ = +iw. Laforma normal de Jordan asoci-
ada es:

Cada uno de estos bloques es de 1.0

En general de la ecuasi detA — A\I) = 0 obtenemos un polinomio enA.
Para saber si la parte real de los autovalores @s 0 no negativa, debemos inves-
tigar las condiciones que deben cumplir los coeficientess, ... del polinomio
caracteistico para que la parte real d& sea negativa.

AN +a N+t ap A ta, =0, ag>0.

La condicbn necesaria y suficiente para que todas la€ea de un polinomio
tengan su parte real negativdke A < 0 es:

A >0, Ay >0,---A,_1 >0, a, > 0. Donde:

a; Qo 0
ay Ao
Al = aq, AQ = det , Ag =| a3 az ai |,
as az
as a4 as

aq Qo 0 0 0 0

as a aq agp 0 0

Aop—1 QA2p—2 QA2p—3 A2p—4
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Ejercicio

Compruebe la validez de esta conditpara el caso de una ecuaticuadatica
y una dibica.

Ejemplo

Dada la matriZl’(3), encuentre sus valores propios y diagocedh.

a)

Respuestai() = ++/ (% + 1.

b) Si = i, ambos valores propios se anulan. Para este caso se pide determinar
la matriz B tal que

T'=B'TB= , es decir,
0 0

encontrar la transformamn similar que ponel’ en la forma de Jordan con au-
tovalores degenerados e igual a cero.

Ejercicio

Demuestre quao existe una matrino-singularP de orden 2 tal que la matriz
D definida comaD = P! A P sea una matriz diagonal ditiene la forma que
se indica:

S
Il

Ejemplo
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Demuestre que el operadbr definido como

D)? D)?
T—14%p, BT @D
1 o 3]

donde D = 4 traslada cualquier funan infinitamente diferenciable en una
cantidad x: T f(t) = f(t + x).

V.4. Resumen de Estabilidad

Considere la ecuamn no—lineal escrita de la siguiente forma:
I=AZ+ h(),

dondeA, es una matriz nuérica yh () representa logtminos no—lineales del
sistema de ecuaciones. La estabilidad de este sistema estudiadesalrbpro-
cedimiento de linealizadn, se puede resumir en los tres siguientes teoremas que
son enunciados sin demosti@ci

e Sitodos los autovalores detienen parte real negativa, entonces la salci
der = A7 es asinbticamente estable (asoticamente indica que se aproxima a
un punto fijo cuande — oo).

¢ Si al menos uno de los autovaloresAléiene parte real positiva, entonces la
solucbn der = A 7 es inestable.

¢ Si A notiene autovalores con parte real positigayo al menos uno de los
autovalores tiene parte real nula@ntonces logrminos no lineales de la ecuani
¥ = AT+ h(Z) determinan la estabilidad del sistema estudiado.

Estedltimo teorema indica que en la familia de ecuaciones que al ser lineal-
izadas poseen un autovalor imaginario puro, la estabilidad del sistema linealizado
no da informadn suficiente para determinar la estabilidad del sistema no-lineal.
éste debe determinarse de otra forma o con la egnaccluyendo losérminos
no-lineales.
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V.5. Método de Liapunov

Hemos estudiado la estabilidad de un sistema mediante la apro&nmcial.
El Gltimo teorema enunciado nos indica que en ciertos casos debemos recurrir a
otros metodos. A continuabn introducimos el ratodo de Liapunov que estudia
directamente el comportamiento de la ecaaaho—lineali = f(Z,t) y puede
establecer su estabilidad mediante étodo que describiremos en esta saaci

llustraremos las ventajas de estéetodo resolviendo un ejemplo.
Ejemplo

Estudiemos la ecuaun:

o= —Y2 +ayi,
Yo = Y1+ ay;.

Primero intentaremos manipular esta ecoagara lograr obtener la informaai

que nos interesa: su estabilidad. No pretendemos resolverla en forma exacta pues
sabemos que en un grafimero de casos no existe una sohmcanaitica. Tam-

bién postergamos el&todo de la linealizadn hasta el final de este ejemplo.

Procediendo con la ecuaa, multiplicamos la primera de ellas pgr y la
segunda poy, Y enseguida, sumando ambas ecuaciones modificadas se obtiene:

1d
s Wit we) =a(vi+u),
d 1 dy?
donde hemos usado el resulta,do% =3 %

De esta expredn se deduce que siz > 0, la cantidad(y? + y3) crece sin
limites, de modo que la soldti i/ = 0, es inestable.

Sia <0, lasolucdon iy =0, es asimticamente estable.
Sia = 0 el puntoy = 0 es estable pero no asiticamente estable.

Sin resolver las ecuaciones hemos sido capaces de determinar la estabilidad del
sistema. Para ello hemos debido analizar la positividad de una&fuogadatica
deducida a partir de las ecuaciones del sistema. Vamos a enunciar un teorema el
cual, basado en la positividad de una fmcarbitraria y sin resolver antta-
mente las ecuaciones, es capaz de determinar su estabilidad. La debilidad de este
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método es que no ofrece uréhodo para construir esta fupoi maestra que per-
mite alcanzar esta conclasi.

Veamos este mismo caso, pero utilizando el procedimiento anterior: linealizan-
do el sistema.

o= —Y
Y2 = U

La solucbn general corresponde al caso f) y de acuerddtaeho Teorema, las

ecuaciones linealizadas no producen una infororaglida acerca de la estabili-
dad del sistema no-lineal. El sistema lineal es estable pero al sacarlo Gebésta
no podemos predecir alusea su comportamiento én— oo. [

V.5.1. Definicibn de una funcbn positivo definida

Como sea necesario trabajar con funciones positivas, estableceremos unas defini-
ciones antes de enunciar el teorema de Liapunov.

Definicion: La funcion V(Z), espositiva definidasii 3 un A > 0, tal que
V(Z) > 0 para0 < |Z] < h.

Definicion: La funcion V (%), es positivasemi-definidasii 3 un s > 0, tal que
V(Z) > 0 para0d < |Z] < h.

Definicion: La funcionV (Z) esindefinida sii no es ni definida ni semidefinida.

Ejemplo

Examinemos la cualidad de positiva definida ( semi—, o indefinida) de las sigu-
ientes funciones, para el caso de un espacio de tres dimensiones.
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V(Z) = 2+ 23+ positiva definida,§ arbitrario)

V(¥) = a2+ 2mze+ 325 +22  positiva definidaf arbitrario)

V(Z) = 2%+ 23+ 23— 23 positiva definidak pequéio)

V(T) = x?+4 a3 positiva semidefiniddz; > 0, z; = 25 = 0)
V(Z) = a}+ 25+ 220 + 23 positiva definida

V(Z) = = indefinida

V(Z) = a3+ 23— a3 indefinida]

No existe un criterio general para clasificar la positividad de las funciones, salvo
para el caso de las funciones horangasgstas cumplen la siguiente condici
V(AZ) = A™ V (Z), para un\ arbitrario, si esta funén es positiva definida en una
region, lo es en todo el espacio. Una fuiticon estas propiedades se denomina
forma de ordemn.

Criterio simple para formas cuadraticas

Para que una forma cuadica sea positiva, debe cumplirse que:

— 1 — — H 7 H
V(@) =5# Az AT = A= ay(simetricay reg)
@11 Q12 - Aip
a a
aj; >0, o >0,---] ¢ >0
21 Q22
Qan1 Ann

Esto constituye una condamn necesaria y suficiente para qi&z) sea definida
positiva.
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V.5.2. Teorema de Estabilidad de Liapunov

Teorema

Seaz un punto fijo de la ecuash # = A7y V: W—R, una fundn diferencia-
ble definida en alguna vecindad de@U de 7, tal que:

» V(Z) =0y V(Z) >0, Six£ T.

= V(z) <0, enW — {z}.
Entonces el punt@, es un punto estable.
Si adenas,

= V(z) <0, enW —{z},
entonces esasinbticamente estable

Comentarios

¢ En estos enunciados omitimos la dependencia de ladorde Liapunov en
el tiempo, pero esto fue solamente porque nos interesan |os sisterdasraas.
Ambos teoremas se pueden generalizar para cubrir esos casos.

V(Zt) = (VV)-f

indica la derivada temporal
de V(¥) a lo largo de las
Orbitas del sistema damico:
7 = f(Z). De acuerdo a es-
ta afirmaodn, el significado del
teorema de Liapunov es el sigu-
iente: el trazado de lagrbitas
en el potencialV(Z) es una
linea que se aproxima al ori-
gen a medida que transcurre
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el tiempo ( asirntticamente es-

table). En caso que exista un

cero de la fundn V(Z) en un

punto fuera del origen (negati-

va semi—definida), entonces la

orbita puede quedar atrapadd,allel punto es estable).

e SiV(z,t) es negativa definida, entonces la trayectoria de laqudatsiempre
llega al origen: es asiaticamente estable.

e Existe un teorema que ase-
gura la existencia de una fun-

cion que satisfaga alguno de ' v
los teoremas de Liapunov para

cualquier ecuabn diferencial <L
gue tenga solubn para el caso g’
; ) L7

linealizado.

X2
El problema es queéste es

un teorema de existencia, no in-

cluye un nétodo para construir

la funcion de Liapunov de for-

ma tal que sea posible extraer
informacibn relevante acerca del problema.

A

No existe indicadn para encontrar una furdci que se acomode a los teore-
mas de Liapunov. Las funcionesasisocorridas son las integrales de movimiento,
como la enem, el momentum angular o incluso la enfiap

e Hay un sin imero de teoremas para ajustar una fancie Liapunov a las ex-
igencias de un cierto tipo de problemas, pero todas se refieren a casos particulares
y son, en general, complejos. A nosotrofosos interesa conocer estétmdo y
dar un par de ilustraciones que muestren su utilidad.

Ejemplo

Estudiar la estabilidad del oscilador amico no-lineal, incluyendo urgtmino
adicional que representa la viscosidad del medio en el cual oscila.

V5. METODO DE LIAPUNOV Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 201

a) Primero resolveremos este
problema sin incluir elérminos
de viscosidad P

A
mi+ k(v +2%) =0, ‘y}‘yb\t})
La funcion de Liapunov que es- (‘}Y‘& |

COgemos para este caso es: ( \‘/ = O)

1 1 1
Viz,y) = 3™ U +k (§x2 + 1 x4)

G
v\l
) L\,Z" ’)(
Si calculamod/, obtenemos:

V=myy+k(z+a%i,

reemplazando las ecuaciones de
movimiento, ya que la derivada
de la funcon de Liapunov debe
hacerse alo largo de @Gbita de

la paricula, se obtiene:

V = —ky(z42®)+ky(z+2) =0

de modo que la funbn de Liapunov es nula. La interpretacigeongtrica de

este resultado es que labitas son tangentes a las superfidies-Constante. Al

menos en el caso del oscilador lineal, es lo esperado. Esto es lo que sucede en el
caso del oscilador arbmico: las curvas de nivel{= constante) son elipses y las
parficulas viajan a lo largo de estas elipses.
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b) Eligamos la misma funén de Liapunov pero ahora introduzcamos&nmti-
no disipativo en la ecua@n de movimiento del oscilador:

mi+ai+k(r+2*)=0 cona>0

La funcion de Liapunov que adoptaremos, inicialmente, para este sistema es:

1 1 1
Vz,y) = §my2 +k (§x2 + Zac4) ,

su derivada a lo largo de lasbitas es:
V=—am y2,

puesto que todo es igual que en el caso anterior, excepéwreino disipativo.

Esta funcbn esnegativa semi-definidgor lo tanto el sistema es estable pero

no asinbticamente estable como nosotros sabemos que debe ser. El teorema de
Liapunov garantiza la estabilidad, pero no podemos asegurar la estabilidad asin-
totica. Por otra parte nosotros sabemos que existe un atractor para este sistema: el
oscilador disipa toda su enéagy finalmente se detiene. En conchrsiel teorema

de Liapunov, con esta fur@m de prueba no permite obtener toda la inforroaci
contenida en este sistema.

Usemos los grados de libertad que nos otorga el Teorema de Liapunov: no es-
tablece una forma de inventar la fudgique buscamos, de modo que puede ser
cualquier fundbn que sea positiva definida alrededor del origen. Como queremos
gue la derivada de esta nueva funrtsea negativa definida, (para que resulte ser
asinbticamente estable) incluimos nuevésminos que incluyam?. Aqui no hay
una receta generalo® aproximaciones sucesivas...

Si intentamos la siguiente furdsi:
1 1,1 2
V(z,y) = om v+ k (§x21x4) + 0 <xy + %)
Derivando esta funbn a lo largo de las trayectorias del sistema, se obtiene de-
sples de simplifacar:
- k
Vi=—p (@ +at) ~ (am - B)y,

esta derivada es negativa definida si se cumplecque> (. De este modo el
teorema de Liapunov nos dice que este sistema etsarnente estable, como
espeabamos poder demostrar.
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Ejemplo

Estudiemos el caso de un oscilador con atertumnb—lineal, denominado de
van der Pol:

i+ e(x®* — 1)z +z =0, cone > 0.

Al igual que en el ejemplo anterior, usamos la ererdgl oscilador ar@gnico
sin disipacdbn, como la fundn de Liapunov.

%(532 +2?) = V(i)

Ve, i) = —e(a? — 1)i?

Sie < 0, entonces para® < 1, V(z,) es negativa definida. Comd” < 0y
no existe otro punto, excepto la solbwitrivial que hagaV = 0 —como se puede
ver si reemplazamas = 0 en la ecuadin inicial-, entonces el objeto cae hacia
=0z =0, £=0).

El puntox = 0, & = 0 es asinbticamente establé.
Resolvamos este mismo problema con étoado usual:
i+ e@*-1)r+z=0, =

T =y
y = —e(@®*-1Dy—=

o=y
Yy = ey—=

0 1
e

A(E—N+1=0, = A= [eimwz.

Sie < 0 entonces el origen es aditicamente estable, como demostramos ante-
riormente.
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Sie > 0 el origen es inestable.
Ejemplo

Estabilidad de un cuerpagido en rotadn alrededor de un punto fijo en ausen-
cia de torques externos.

Nota: este es un problema complicado erafgebra. Se incluye agsolamente
para ilustrar el ratodo de Liapunov. Adeéas, nos permite determinar —en forma
definitiva— la estabilidad en la rotéei de este cuerpo estudiada anteriormente.
Recordemos que por ser de tipgéko, no fue posible ir ras alh de los &érminos
lineales.

Ecuaciones de Euler

Ap = (B-0C)qr
Bg = (C—=A)rp
Cr = (A= DB)pq

Escribamos la conservéxi de la enerig y el momentum angular para posterior-
mente incluirlas —de acuerdo a la receta mencionada anteriormente—, enda funci
de Liapunov:

1
T = §(Ap2+Bq2+Cr2),
L = Api+Bqj+Crk,

L2 — A2p2 + B2q2 + 02,,42.
Estudiemos la estabilidad alrededornde w, ¢=1r=0.

B = p—-w
v = ¢
Yy = 1’

La energ@a es siempre un candidato seguro a participar en la congirudei la
funcion de Liapunov.

Fi(y1,y2.y3) = Ay + Bys + Cyi + 24wy, + A%W?
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debemos eliminan? w? = Constante dé", porque la fundn de Liapunov debe
cumplir con:V (i = 0) = 0. Otra funcbn que puede ser de utilidad es el cuadrado
del momentum angular:

By (¥) = A%yi + By + C?y3 + 2A%yw.

A partir de estas dos funciones creamos una tercera que conten@anhiisos
cruciales en la estabilidad del tromp& — A) y (C'— A). Despés de varias horas
pensando, esto se puede lograr si se reemplazérab termino que aparece en
F,, 2A%y,w por: por

ARAwy]=AF, — A ([Ay; + Bys + Cv3)
Haciendo eklgebra, se obtiene:
Fy(y) = A’yi+ By +C%y3
A?y? — ABy2 — ACy2 — ACy3 + A Fy

Si B>AyC > A, F; espositivasemidefinidgor lo tanto no podemos
aplicar ninguno de los teoremas conocidos.

Realicemos un nuevo intento: introduzcamog-gel terminoy? para que deje
de ser positivasemidefiniday podamos utilizar los teoremas de Liapunov. En-
sayemos

F=F+F = {Ay?+ B%2+ Cy? + 24wy, }?
+ {B(B—-A)y;+C(C— A)ys}.

Es claro que la expr&si encerrada en la primera llave gssitiva definidalLa
segunda expre@in es tamt#n positiva definidasi B > Ay C > A. Usando
Liapunov, descubrimos que F'(7) @ > 0, por lo tanto las perturbaciones de un
trompo (sin gravedad) correspondiente a este casestables

Analogamente, si utilizamos signo negativpla funcion F' es positiva definida
siA > By A > (C.Podemos aplicar Liapunov y demostrar que este tipo de
perturbaciones son tandri estables.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



206 N6‘|SOI‘] ZamOI’anO H . version de 24 de agosto de 2004

F=F!®F; : B> A, C> A= positiva definida = es estable

F=F!6F; : A> B, A>(C = positiva definida = es estable.

Concluson: En un cuerpoigido rotando libremente, sin torque externo, las per-
turbaciones alrededor del eje de inerciasgrande o @B pequiio son asirdtica-
mente establesl

V.6. Bifurcacionesy cambio de estabilidad

Estudiemos un sistema dimico que contiene un g@netro en sus ecuaciones
de movimiento.

&y = fi( @ )
El interés de este problema es la dependencia que aparece entre la estabilidad
del sistema y los valores que puede tomar estarpeatro. Esta relacn sea fun-

damental en el caso de sistemaétias. Los atractores, o puntos de equilibrio,
dependen del valor que toma el paretroy.

Definiremos el valor dtico de este pametro de la siguiente forma:

Supongamos que tenemos un punto fijo. Asociaébexisten varios autoval-
ores\ que dependen funcionalmente delgraetrop.

SiRe(\;) <0 Vi, conu < pu. = punto fijoestable

Si Re A\; > 0 para al menos upi cuandop > /., entonces tenemos una
bifurcacbn eny = p. dondeR A; = 0.

Ejemplo

Estudiemos el comportamiento de la siguiente ecumadi = ;1 x — 22, para
diferentes valores del pametrop.

Los puntos fijos ocurrenen=0y = = pu.

Si linealizamos la ecuatn en torno & = 0, tenemos:
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t=px, T=x.e",

que resulta seestableparay < 0, einestableparap > 0. Las oscilaciones en
torno az = p se estudian ubicando el punto fijo en el origen:

zZ = -, = Z2=T— U,
T = pr—12} = i=pz+pn) —(z+p)? deaqise obtiene:
z = —pz = z=2z(0)e

De modo quer = p esestablesi ¢ > 0, einestablesi u < 0.

Podemos visualizar el comportamiento de esta ebnat@finiendo un potencial
para este movimiento (ver diagrama izquierdo de la Figura):

ov 1 1
x':;m:—:c2:—a—, dondeV(x):—i,ust:z—iri:c3
T
/N0 Jod) 'f(/,\)
IMS‘I’&%?.L.

K X i =7

> ’Lf_STNZ,E J ) W
4 Esible Weotms | y : /

La Figura de la derecha ilustra el comportamiento de los puntos fijos al variar
el paémetrou. La linea horizontal continua indica la estabilidad del punto fijo
T = 0 parap < 0. Su continuadin con Inea de puntos indica que para> 0
este punto se torna inestable. En la misma Figura aparece el comportamiento del
puntoz = u, que esd representado por una recta inclinadai,Adl linea continua
representa la estabilidad frente a los valoreg.de 0 y la inestabilidad (hea
discontinua) para < 0.

Ejemplo

A continuacon estudiaremos la estabilidad de un sistemaamieo simplifica-
do. Consiste de un aro de radi@ue gira en torno a un eje vertical con velocidad
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angular constante. Un pequéo anillo puede moverse libremente, sin roce, a lo
largo del anillo.

Estudiar los puntos de equilibrio y la estabilidad de este anillo para distintos
valores de la velocidad angular.

Usaremos el ietodo del Lagrangiano para encontrar las ecuaciones de movimien-
to. La energp cirética y potencial es:

2 .
T = %(92 +w?sertd), V =mga(l—cosb).

UsandoL = T — V, obtenemos la ecuam de movimiento:

.o 2
j— (w_a Cose_l) 9 serp,
g a

y utilizando variables sin dimensiones —extendiendo de esta forma los resultados
a una familia de casos—, definidas de la siguiente forma:
2 2

t .
A=29 y transformanda® — "9 se obtiene:
g a

= senf (X cos 6 —1).

Escribéndolo como un sis-
tema de dos ecuaciones de
primer orden, para aplicar el
método ya estudiado:

0 = wu
@ = senf (X cosf—1)

Los puntos fijos son:) =

0, mm,u=0ysend [\ cos § —1] =
0,u = 0, de donde se ob-
tienen las siguientes posibili-
dadesros 6 = 1/)\ en caso que

A > 1y -sidefinimos)\. =

V.6. BIFURCACIONES Y CAMBIO DE ESTABILIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 209

- A <1 =0 =mnn =
0,1,2,.. ..

A continuacon debemos estudiar la estabilidad de estos puntos alrededor de
estos puntos. Recordemos qué/sE 2nm = senf ~ 6y cos ~ 1 para
n=0,1,2,---. Utilizando estas aproximaciones, tenemos:

m:[u—f)) éHi}
det(A—Mf):O:det{{()\_l()) é]‘“[é H}

= A—=1)=0, p==4ivV1—\ con) < 1.

De aguse deduce qué = 0 es un punto fijeestable Veamos que sucede para
6 = m. En este caso, para trabajaasn@modamente con el nuevo punto fijo
definimosy = 6 — 7, entonces las ecuaciones iniciales quedan:

gy = u, u=sen(m+y)[Acos(m+y)—1],
@ = —seny[—Acosy— 1]~ y[A+1].

el determinante se transforma en:

0] 01]1[6
| | 14+X0 u
= pu?>=(1+X) > 0. De modo que este punto fijo Eestable Este resultado
se extiende, por inspeéri, ad = 7, 3,7, 57, .. ..
Si A = 1, la matriz adopta la forma de Jordan con émiino fuera de la
01
00 ]
Existen otros puntos de estabilidad: Si> 1, § = 2n, 7 es inestable (tipo
silla).

diagonal que es inestable pdra- 0, 27, ...

0 = +cos '(1/))
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Dela Figura se deduce que:

1 _ A1
cos@zx, SerﬂzT. )\ -
N-A
Definiendo I_a nueva variable 6
comoy = 6 — 6, tenemos: /'
f(e) = ser(9_+ y)[A cos (Q_—i— y) — 1]
= [ser cos y + cosfseny][A(cosd cos y — serd sery) — 1]
A2 —1 A
= X Doy -1
A AT
1
= TV =14y [V A — 1.y
A -1
Las ecuaciones linealizadas
de movimiento son:
[ ] \—
& A B
\/X-_\’_#/\/ M~ — ~ . . —

-y |
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A2 —1 A=
3 ) =0, p==+i T

1w+ (

Este punto fijo corresponde a uno del tipggto, es decir, la estabilidad de la
ecuacbn no lineal depende del tipo de no linealidad que contengan las ecuaciones
originales[]

V.7. Mapeo de Poincae

Como estamos interesados en el comportamientoddisimtde los sistemas
dindmicos no es necesario seguir la trayectoria punto a punto, basta tomar una
muestra en ciertos intervalos de tiempo.

Supongamos que tenemos
tres variables en el espacio de
fase, en dicho espacio se elige
una sec@n ¥ con aldin criterio NKy
que depende de la geomniatio

del problema mismo. Suponien- // ///, /_/
; /

do que la trayectoria es recur- %
L/ —¥¥

E
\l

rente, en este plano comeraar
existir a poblarse con una nube .
de puntos que reflejan el in-

stante en que el sistema per-

foro dicha superficie.

La propiedad fundamental de ™
esta recurrencia es que el paso
siguiente est determinado por
el anterior, esto es equivalente a
integrar labrbita desde un paso hasta el siguiente.

La experiencia ha demostrado que las propiedades fundamentales de larecuaci
diferencial quedan reflejadas en las propiedades de este mapeo.

El nuevo planteamiento del problema es muctasrsimple. Las propiedades
irrelevantes de corto alcance son eliminadé$p permanecen las propiedades
esenciales del sistema.
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Ejemplo

Supongamos una p&tila cuyo diagrama de fase es un toro. Corresponde al
caso de un oscilador en dos dimensiones, cuya constasticales diferente en
cada una de las dos direcciones. El diagrama en el espacio de fase se puede dibujar
directamente sobre el toro o desplegarlo en urarepilo haciendo las identifica-
ciones correspondientes.

Si mapeamos este movimien-
to sobre una sea@n transver-
sal del toro, el imero de pun-
tos que aparecan el ¢rculo de-
pende de la radm entre las dos
frecuenciasf y f.

Si la radn entre ambas fre-
cuencias es uniimero racional:

o
f2

un namero finito de puntos.

# racional =

Por otra parte si:

f

— = # irracional =

f2

un mamero infinito de puntos.

Ejemplo }

A continuacon analizaremos
un sistema de dos grados de lib-
ertad y que eétdescrito por un
Hamiltoniano H(z, y, ps, py)-

El sistema tiene una sola in-
tegral de movimiento conoci-

da, la enerm, de modo que e N |
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ﬁ\’]

G0,

no se puede resolver en for-

ma andilica (se necesitan dos
cantidades conservadas). Estu-
diaremos lasbrbitas asociadas

a partculas ligadas. Usaremos

la energa como paametro y

en su descripbn usaremos el

mapeo de Poincar El proble-

ma pertenece a Henon y Heiles (1964).

1 1 2
H = §(p§ —|—p§) +V(z,y), Vi(x,y) = 5(:152 +y? 4227y — §y3)

Las ecuaciones de movimiento son:
T =
y = Dy \ké,
D —(x + 2zy) /\
by = —(y+a®—y?) x O

Los puntos fijos eéin dados por:

~

p.=0, p,=0.
X X

Las coordenadase y, tiene nas posibil-
(~085,~05) (035,-05)

idades: si z = 0, y puede tomar el valor O
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0 1. Pargy = —1/2, le corresponde un valor

x:j:\/?)_/ll.

En resumen existen cuatro puntos de
equilibrio cuyas coordenadas, y) son:(0,0), (0,1),
(+1/3/4, =1/2),y (—/3/4, 1/2).

Analicemos la estabilidad del punto ubi-
cado en el centro del potencial, (0, 0), en
este caso las ecuaciones de movimientq,; veower 1
para el sistema linealizado se pueden es-,;
cribir directamente:

s

r = -, y:_ya px:_pwa jjy:pyv

o2t

Estas ecuaciones corresponden, matea- -
mente, a dos osciladores independientes con| X
coordenadasr, y) y (p, py). De esta forma - 1
los autovalores son imaginarios puros y la —= s == s v
estabilidad del sistema es del tipapgico.

Analogamente se puede mostrar que el
punto (0,1) posee una estabilidad hig#ita. Esta afirmaéin se puede demostrar
analizando el movimiento en el eje= 0, p, = 0. El movimiento resultante en
dicha direcadn corresponde al de un sistema cuyo potencial @stio por

1 1

_ = 2__ 3
V(y)—Qy T

Este ejemplo ya fue estudiado al comienzo de esté@utapconcluyendo que
es inestable alrededor del punte- 1.

Como el Hamiltoniano no depende del tiempo, la etfzesg conserva. Resulta
atil dibujar las Ineas equipotenciales V = Constante, pues representanit |
que pueden alcanzar las padias con Enefig E=V(X,y).

1 9
V(z,y) =V, = 5(1’2 +y? + 2%y — gyg)

con el siguiente cambio de variable tenemos:
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1 1 .
x=pcos B, y=psemw, = V(p,@):§p2+§p38er89.

Expresado de esta forma, queda &ifd su simefia bajo la rotadn § —
0 + 27/3. Tiene una simeta triangular como se puede apreciar en la Figura.

Como el puntar = 0, y = 1, es inestable, debido a la siniatde rotadn
tambien lo son el resto de loevtices del tngulo. Alrededor de dichos puntos el
movimiento deja de ser recurrente y se aleja hacia infinito. El valor del potencial
en dicho punto e¥ (0,1) = 1/6.

Es decir pard/(z,y) < E = 1/6, el movimiento est confinado al tAngulo.
Cualquier trayectoria que comience dentro ddriad equipotencidl’ = +1/6,
esh restringida a moverse en el interior dehtrgulo.

Mapeo de Poincare

Cada vez que larbita atraviese

el planox = 0 conp, > 0,
marcamos un punto en el plano ; : . : —
(y,py). Esto corresponde al °-=L : l
mapeo de Poincarque hemos g - {'
I
J
{
|

decidido emplear en este prob- '

lema. Debemos elegir uno de o z;{ &
los dos signos posibles paya, oy o
debido a la ecuadn de conser- -0t - pl
vacion de la energ hace posi- W L o
ble la existencia de ambas posi- )
bilidades. I L R e
E= 4/41_= 0.08%%

2 .
Pe =+ Q2E—p;—y*+3y")""
Esta elecdin define el ciclo, ca-
da punto marcado en el plano corresponde a que el sistema tiene los valores
z =0, p; > 0.

Estudiemos @mo evoluciona este sistema pdra= 1/12. Dados los valores
iniciales hacemos evolucionar (néncamente) el sistema. l@bita que se ob-
tiene despés del mapeo de Poincaparece indicar la existencia de unarbita
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cerrada, como se indica en la Figura. Si esto es efectivaménteassestdn in-
dicadando que existe un integral de movimiento adicional y que no hemos podido
expresar endrmino de funciones conocidas.

Los resultadosugieremjue existe una curva invariante. La curva se ajusta a los
puntos y de esta forma es un invento de quien la traza.

Podemos deducir la frecuencia con que unai@ag recorre |drbita; en la
primera vuelta ha cruzado diez veces el plan®: > v > 1(vuelta)/10(cruces).
Haciendo este tipo deatculo podemos estimar el tiempo (pmEto) que demora
en promedio en recorrer un circuito como el de la Figura.

La regbn acce-
sible esh dada por
p. € R, es decir:

9 €+ 00033

2
ity —< vy’ <2E.

; " ==k

Ochitas con Aishidls
Valoies inicinles

Parall = 1/8 > o
1/12, el diagrama .
se vuelve catico, -
aumque persistenal- -
gunasoérbitas, otras -
se transforman en -
puntos que llenanel  ‘“—swrmrw—t—s—sresi B ey
plano de fase ac-
cesible. Todos los
puntos saalados en
los dos diagramas que se acoifi@a corresponden @na mismatrayectoria. Si
uno observa@mo aparecen los puntos, se natgue lo hacen en formaatica,
sin orden, y tienden a llenar el plano o espacio de fase disponible.

El sistema es @s complejo que lo esperado. La sit@ecempeora cuando la
energa aumenta.

. 1 . -
Por ejemplo, si& = 6 : los cruces casi llenan la superficie.

Es interesante tener un panetro que indique cuantitativamente la presencia de
caos. Una forma de hacerlo es evaluarel accesible +& mapeo de Poincare—,
del espacio de fase que es posible cubrir tapectoriasdel sistema estudiado.
Aproximadamente para enég F < 0,12, el espacio accesible es totalmente
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a g <

s s

Figura V.3: Para este valor de la enelg, las curvas son integrales. Se cruzan

en tres puntos en el espacio de fase accesible, sin embargo estos no son puntos
fijos, puesto que el momentymasociado a estos puntos puede tomar distintos
valores positivos all

cubierto por trayectorias continuas. Es decir, dado un punto, siempre partiendo de
alli se puede generar una trayectoria. A medida que la ensofprepasa el valor
indicado, aparecen regiones que, tomadas como condiciones iniciales, no generan
una trayectoria sino &s bien una serie de puntotiaos. Al seguir aumentando

la enerda la situaddn empeora. La figura a continuaniacomp este resultado.

V.8. Ejercicios

1.— Una masa puntuat desliza sin fricadn dentro de una superficie de revolu-
cionz = «a sen(r/R) (coordenadas ¢itdricas) cuyo eje de siméresé en
la direccbn de un campo gravitacional uniforgeconsidered < r/R <
/2.

(a) Contruya el Lagrangiani(r, ¢, 7, é) y calcule las ecuaciones de movimien-
to para las coordenadasy ¢. b) ¢Existerorbitas circulares horizontales
estacionarias?

c)¢,Cual de estagrbitas es estable bajo pedias impulsos a lo largo de la
superficie transversal a la direénidel movimiento?

2.— Problemas de Estabilidad utilizando Liapunov.

Para los puntos singulares = z, = 0 estudiar la estabilidad de los sigu-
ientes sistemas:
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10 - - -
al
... L ]
K4
<« |
w o
< s}
-
g
_1 i g .
¢
of
af
2
A
0 02 o4 06 o8 ] iz m 6 e
ENERGY
(a) Ty = —(.1'1 — 35172)(1 — 2%% — 41’%) ;
Ty = —(x1 4 29)(1 — 223 — 4a3);
(b) T = —l‘? — 31y ;
o = 3wy — HId;
(C) I'l = LU% + X9,
Ty = x1+ ZE% ;
d) i = af—a3
.Z"Q = —2]71[132
T = @
Ty = —axy — asxs — (b1zg + boxy) o

conay,as, by, by constantes
ay, ay > 0

3.— Investigar la estabiliad de las posiciones de equilibrio y estimar el dominio
de atracdn de la posidn de equilibrio asiritticamente estable para +

V.8. EJERCICIOS
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at + 2bx + 3% = 0 a, bctes. positivas

4.— Analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio del siguiente sistema us-
ando el netodo de Lyapunov.

Do (t) = —221(t) — 3xo((t) — 223 (1)
Bosquejar las trayectorias en el plano de fase alrededor de los puntos de
equilibrio. Compare los resultados entregados por catad.
Hint: considere la siguiente furam de Lyapunov

1
v(xy, 29) = i(x‘l1 + Qxf + x%)!!

5.— Analizar, empleando el@odo de Liapunov, bajo @uxcondiciones el sigu-
iente sistema resulta ser agititamente estable.

.fl = .Z‘2<t)
l’g(t) = a (t)ﬂ?l(t) + a2<t)$2<t)

6.— La pobladdn de una especie animal(¢) y la de uno de sus pasitos,P(t)
queésta tiene, puede escribirse aproximadamente mediante las ecs.:

dH

- = —bP)H H

7 (a ) >0

dpP dP iy
= = (c— ?)p a,b, c,d, ctes. positivas

(i) Encontrar los puntos fijos

(i) Estudiar Estabilidad.
7.— ElI modelo de Volterra describe la dmica de un medio que consiste de
tres agentes: presa- depredador - pescador. Su origen se remonta al estudio

de un modelo para la pobl@ci de peces y los permisos de pesca en el mar
Adriatico.
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Las ecuaciones de \olterra son:

d
1) d—f = ax(—1+by) — H x,

d
2) d—i = cy(l —dzr)— Hyx cona,b,c, d, H, Hy > 0.
Suponemos que la pobléci de pescadores no es relevante para este prob-
lema. Ellos 6lo intervienen mediante sus permisos de pesca.

a) ldentifique a las variablese y con la pobladn de los depredadores
y las presas. Explique en forma clara y contundentedrta!) su de-
cision ¢ Cal es el érmino que indica —de acuerdo a la forma en que se
plante la ecuadn—, la tasa de pesca (0 extranti permitida?

b) Encuentre los puntos fijos y describa su estabilidad. En({disteo
paso, utilicea = b =c =d = 1,H, = Hy, = H para acortar los
calculos.

c) Encuentre una funan de Liapunov para este problema en el caso en
gueno se permite la pesca de ninguna de las dos especies. A partir de
esta funadn determine la estabilidad de la pobtti
Nota: Establezca una fun@n de Liapunov sencilla y extraiga las con-
clusiones correctas que ella permita. Estas ecuaciones se pueden inte-
grar, pero contienen singularidades que no permiten dar cuenta de la

estabilidad —al menos hasta donde ge,sen forma global, es decir
paratodop = z —z, Y g = vy — y, en la vecindad del punto fijo.

Sin embargo Ud. (y nosotros taréb)) podemos sacar conclusiones en
ciertas regiones del plano (p,q). Esto es lo que se le pide.

N -Magnets

N
s S _rigid frame

Figure 2.2.1. The maeneto-elastic beam.
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8.— La ecuadn de Duffing representa el comportamiento de un oscilador con
un termino dibico que modela la desvi&ei no lineal que experimenta la
rigidez del resorte al ser deformado. En la ecoacue se propone a con-
tinuacbn el €rmino lineal de la rigidezaguel que acomgia aj3), ha sido
introducido con un signo negativo:

i+6i—Bx+a®=rcoswt.

Esta ecuadin es el modelo faico mas simple de una viga sometida a una
oscilacbn forzada, empotrada en uno de sus extremos y sometida ada acci
de un par de imanes en el otro.

(a) +4 Bt 1441+ - N
Time

(b)

(a) Vibrations of the beam, and (b) a solution of equation

En el diagrama que se aconfiigase incluyen dos gficos que corresponden
a la osciladdbn de una viga real y a la respuesta de este modeticteen el
regimen catico.

a) Haciendoy = 0, encuentre los puntos fijos de esta ecoaais > 0.
Considere los dos casgs> 0y (§ < 0.

b) Determine la estabilidad de estos puntos fijos, y haga un diagraatia
tativode las trayectorias en el espacio de fase en cada uno de los casos.

¢) En la ecuadin de este oscilador, haga= 0y v = 0. A partir de la nueva
ecuacbn obtenida, encuentre el Hamiltoniano y el Lagrangiano correspon-
diente.

Para cerrar este caplo incluimos la continuadin del problema resuelto al final
del captulo anterior. Aqii sdlo repetimos el enunciado del problema.

Problema Resuelto
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Para el gndulo de la figura, compuesto por un resorte de constaritego
natural/, y una masa eéficam, se pide encontrar las ecuacxiones de movimiento
en una vecindad a las posiciones de equilibrio y dibujar el diagrama de fase.

nota: - Considerag
El movimiento esi contenido en el plano vertical.

74270 4 gsen§ = 0|Ec. mov. pard(t)

Ecuacdn de movimiento para(t)

m(r6? — i) — k(r — £,) + mg cos = 0
Claramente, las ecuaciones obtenidas para el movimiento son no lineales.

Para obtener los puntos de equilibrio, calculamos lbsos de la Eneng total
del sistema tanto para la variableomo para

_ o
b 00

oFE
00

= mgrsend, =0
0o

consideremos la variabtecomo fija y no nula para obtenéy

- [5,=1]

0E 0H s, —2
vt = o Po (T2 4 k(- 0,) — 0, —
Sl = G ARG ke = ) - moeost, =0
2402 _
%(732 + k(r —¢,) — mgcosf, =0

—mr6? + k(r — €,) — mgcosf, = 0

Ademas en el equilibrio 6 =7=0

mg
=|r,=—=+4,
k

Ahora para linealizar tenemos 2 posibilidades
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1. Linealizar las ecuaciones de movimiento obtenidas anteriormente.

2. Dejar en el Hamiltonianoado los £rminos que generan una ecuacde
movimiento lineal y luego obtener las ecuaciones de movimiento. (Esta se-
gunda opdn tiene la ventaja de dejar la expsien funcbn de las vari-
ables que necesitamos para graficar el plano de fase).

Opcion 2.-
92
cosf =1— 5 + o (6?)
1P2 1P 1 ) 10>
=5 T ame TRl —melr =)

. o0H Py . —0H

@ 0=535| = mz ® H=F| = —mrd
o0H P. . —0H

"= - T P = - _J(r—

(C) r aPT m (d) r ar ]i](?" 60) + mg

con @y (D) = — fng fob) =mr?f

EcMw@)é+§9:0

con(c)y (d)

= | Mi =mg — k(r —{,) |EC. Mov.(2)

Si definimos la variable
p=r—r,
= p=7
Luego, la segunda ecuéai de movimiento toma la siguiente forma:

. mg
mp=mg—k(p+—=)
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mp = —kp
k
p+—p=0
m
Finalmente )
i + Lo=0
To
k
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