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Capitulo IV

Sistemas Hamiltonianos

Hamilton fue un hombre con una capacidad intelectual impresionante. A la edad
de trece &os dominaba trece idiomas.Lfeg ser profesor a los 22as. A los 28,
en 1834,ya hdh establecido una forma diferente de considerar laamiea, que
hasta hoy se estudia en los textosidech ([1]) .

Introdujo rimeros que no conmutaban, antes que Cayley desplegara sus matri-
ces, . Hamilton rehizo la méaica al introducir el momentum y ¢,la posicin,
como sus variables fundamentales. Efgo que tiene como ordenada y co-
mo abcisa se denomina el espacio de fase. La trayectoria de urtalpagueda
representada por una curva en este espacio, como veremos en ésle oafs
adelante. Hamilton lo@rimitar la trayectoria de un rayo de luz introduciendo una
cierta inhomogeneidad en este espacio de fase. De esta forroadpgesentar la
trayectoria de un rayo de luz, estableciendo, de paso, un formalismo qué iaific
trayectoria de los rayos de luz con ladinica de una pacdula.

Este formalismo resutser de gran utilidad en las investigaciones isic&
atbmica. Simulhneamente, introdujo una expresin para la daergnocida hasta
hoy como el hamiltoniano y que es una pieza central para modelardaidia de
las partculas tanto @sicas como @nticas.

La ventaja de los mtodos hamiltonianos es su riqgueza de posibilidades. A partir
de las transformaciones de coordenadas (g-p(R, P), que preservan la estruc-
tura de las ecuaciones de hamilton -denominadas transformaciortesoean
, €s posible, como ilustraremos con un ejemplo, simplificar las ecuaciones de
movimiento.
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Dadas dos paitulas, cuya diamica obedece las ecuaciones de Hamilton, con
condiciones iniciales, y p, distintas para cada una, sus trayectorias no se cruzan
en el espacio de fase ,salvo en un punto fijo, donde permanecen en reposo .

IV.1. Transformada de Legendre

Examinemos el valor de la derivada total del Lagrangiano con respecto al
tiempo:
dL - 9L . 0L . 0L
o Ha.at) = 20T it o
Siq Yy ¢ son soluaddbn de las ecuaén de Euler-Lagrange, entonces la exprasi
anterior se simplifica:

dL_[d aL]. L d(@L.)7

T E(a_(ﬂ Q+a—qq:% 94 1
reuniendo ambas expresiones en un mismo miembro, tenemos:
d oL
—|lg—=——L|=0. V.1
dt (q B ) (V1)

El' hecho que la derivada total con respecto al tiempo de la eiopré?ﬁ% — L)

sea nula, nos indica que es wamtidad conservada lo largo de la trayectoria de

una paricula. En las siguientes secciones mostraremos que esta cantidad se iden-
tifica con la ener@g asociada a un sistema rae@o. A continuad@n mostraremos

gue a partir de esta exprésies posible introducir una furézi que se conoce co-

mo el Hamiltoniano y que es una fubai que depende dey p, H = H(q,p)

dondep es el momentum y estdefinido como:

_ OL

oL
H(q,p)=¢— — L, V.2
(¢,p) ey (IV.2)

la cual dependetdo de las variableg y p, consideradasdependientesntre

Sl.
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A partir de la dependencia d€(q,p) enp, ¢ y L [IV.2], podemos encontrar
las ecuaciones de movimiento gl p. Esto es, encontrar el valor de la deriva-
da total deg (0 p) con respecto al tiempo para cada pap. Pra encontrar esta
dependencia debemos diferenciar el Hamiltoniano:

OH(q, p) OH (q,p)

dH = ———=d dp.
(¢:p) g dat—p, W
Por otra parte utilizando su definbei IV.2:
L . . L .
H(p,q) = q%—L = qgp—L, Yy diferenciando estaltima expresin, obtenemos:
q
oL oL .. . .
dH(q,p) = ——=dq — —=d ¢+ ¢dp +pdq,
dq dq

introduciendo la definiéin del momentum, tenemos:

dH(q,p) = —pdq + qdp.

Como para obtener este resultado se utilizaron las ecuaciones de movimiento, la
restriccbn que establece la ecuanianterior entre el diferencial del Hamiltoniano

y la diferencial de mano derecha, constituyen las ecuaciones de movimiento en
esta nueva representani

Jq
dp

Estas son lascuaciones de Hamilton

Las definiciones y transformaciones de coordenada utilizadas en esta deduc-
cibn corresponden a unétodo conocido como lasansformaciones de Legen-
dre. Este tipo de transfornmaciones se utiliza en carass de lai§ica como: en
Termodiramica para obtener la furizi de Gibbs, la energ libre..etc...

IV.1.1. Interpretacion geonetrica

Para ilustar este @todo, analicemos el caso de una transfororade Legendre
en una dimensin.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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La idea lasica es simple: una
curva definida como un par or-
denado de merogzx, y|, 0 ex-
presada como una furigi y = !
y(x), tamben puede ser defini-
da indicando el valor de la tan-
gente en cada punto y el punto
donde esta tangente corta al eje
y. En otras palabras, una curva
se puede especificar mediante la
ecuacbn de la familia de rectas
tangentes a ellas, lo que se de-
nomina swenvolvente

PX

Debemos incluir el punto de
intersecabn con el ejey puesto
que existen familias de curvas |
diferentes que tienen la misma
tangente (ver Figura).

Definamos comay, el punto X
de intersecdn entre la tangente
y el eje de la ordenada. El pun- 1
to de la figura puede estar deter- v
minado por(z, y) o, en larepre-
sentaddn alternativa pofp, v), X.Y)
dondep representa lpendiente

de la curva en el punto P. La L
.. ... ©,¥)
curva definida inicialmente co-
moy = y(x), puede ahora iden-
tificarse como X —

v =1(p)  (envolventg.

Veamos como relacionar ambalglgura IV.1: Referencia: Callefhermodynam-

representaciones. De acuerdo'> Pagd: 90 - 95.
la definicbn dep, tenemos:

y—
z—0

p= = Y=y—xp

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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La segunda ecuamn representa la definin dew. Diferenciando:

dp = dy—dep—dpzx

d
reemplazando p= d—y
X

= pdr—dxp—dpux,

dyp = —dpu.

Estaultima ecuadin asegura que sblo depende de la variabtey = ¢ (p). Es

posible demostrar quedﬂ = —x. Tambien es &cil apreciar que la transformaaci
P
de variables) = y — x p es -salvo un signo-, la equivalente a:
OL
j— —L=q4p—L
q EX, ap )

que genera el Hamiltoniano a partir del Lagrangiano.

] TABLA DE TRANSFORMACIONES: DIRECTA e INVERSN

Dadoy = y(z) Dado ¢ = v(p)
Defino ¢ =—px+y Defino y=axp+ ¢
_dy _ U _
p=— — z = z(p). x_dp:>p—p(x).

Introduciendaz(p) e y(z(p)) Introduciendop(x) y ¥ (x)

se obtieney) = ¥ (p). se obtieney = y(z).

Ejemplo

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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A partir de la expregéin para la eneig U = U(S, V'), encuentre otra funan
F, que dependa de dey V', F' = F(T,V). Utilice la transformada de Legendre
para realizar este cambio de variables.

Este es un ejemplo exido de la termodiamica: S es la entré@, U la energa
interna, V el volumen y T la temperatura.

U=U(S,V), dU=TdS —pdV (Primera ley de la termodamica)

dondeT’ noaparece exjptitamente al derivar la fungn U, sino que es una funan

deSyV, T = a—g La idea de este cambio de variables es eliminar la dependen-

cia de la entrofa que es una variable que no se puede medir. La temperatura en
cambio es accesible.

De acuerdo a lo establecido con la transforrbade Legendre, consideremos
la siguiente fundin:

F=TS-U(S,V) poranaloggacony =y —pzx

y entonces dF = —dU(S,V)+TdS + SdT = SdT + pdV = F =
F(T,V), que era lo buscado.

En estalltimo ejemplo hemos trabajado con un furtgue depende dean de
una variableS y V. El volumen no es afectado por este cambio de variable.

Otra aproximacion a la Transformada de Legendre

A continuacon repetimos el argumento anterior para introducir la Transforma-
da de Legendre. Como vimos la idea es hacer un cambio de variable, transforma
una funcon f(x) en unag(p).

Consideremos el caso unidimensional donde las funciones son convexas, con
segunda derivada positiyd:(x) > 0. Introduzcamos una nueva fuboiy =
px. Para un valor dado de x, tomemos la recta que se aleje (en un sentido que
definiremos luego) de la curya= f(x), para ello definamos la furam distancia
F(z,p) = px — f(z), como queremos que la fudei sea un imimo, debemos
tomar la derivadaZ: = 0, de donde se obtiene= f’(z). La solucbn eslnica
como se ilustra en la Figura.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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\ /
p \3=P* A1
s /S 7
6/ g \:LPX}-‘-U‘))
S 2
// ' >>(

v

Figura IV.2: La recta que pasa por el origen es paralela a la recta tangente a la
curva. La distancia entre las dos curvas toma el mismo valor que la distancia entre
el origen y el punto donde la tangente a la curva corta el eje y.

De estalltima ecuadn podemos despejar (formalmente) la variabén fun-
cion dep: z = z(p). Reemplazando este valor en la frcF (z(p), p) == g(p)
y esta es la nueva fur@m buscada, la transformada de Legendr¢ (de.

Ejemplo
Encontrar la transformada de Legendre de la fomef* / «v.

La funcion F'(x, p) est definida como:

«

x
F(x,p):—g#—px, Fl'= 214+ p=0,

despejando x en fun@n de p, tenemos = p*/ @V,
pee=1)

Caf(a—1)

Sia = 2 vemos que la funéin original esf(z) = 2%/2, y su transformada de
Legendrey(p) = p?/2. Este resultado es interesante porque se aplica directamente
al caso que nos interesa ésita, donde la funbn que deseamos transformar es

la enerda cinética y que tiene una estructura similér Este resultado nos indica
que la transformada de Legendre ténth misma estructura cuaadica en los
momenta. Por otro lado, la en@girética es tami@n una fund@n convexa. Todo

Finalmente, la transformada de Legendre/@s = F'(x(p), p)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



148 N6‘|SOI‘] ZamOI’anO H . version de 24 de mayo de 2005

esto indica que puede ser una buena idea realizar esta transformada de Legendre
en meanica.

Para el caso &s general de muchas variables, las exigenciasfgonconvexa,
02 . L. .
es decwﬁ > ( paratodo i,j=1,2...N. La condiah sobre la funén g(p) =
T; 0T
F(p,Z(p)) = Max deF'(p, Z).

En resumen, el Hamiltoniano es una forma de tratar un sistemanicec(o
cualquier otro, d@ctrico, meanica céntica ...) en el cual, en lugar de tragay g
como variables diamicas, se define el momentuyny ¢ como variables indepen-
dientes. Simuineamente se disminuye el orden de las ecuaciones diferenciales
en un grado y se duplica elimero de ecuaciones diferenciales que es necesario
resolver.

Este neétodo no es necesariamenté@srpoderoso que el Lagrangiano para en-
contrar la trayectoria de una padla. En lugar de restringirse a la solutide una
de lasbrbitas posibles del sistema, estétodo apunta a conocer las propiedades
globales de laérbitas.

IV.1.2. Sistemas Hamiltonianos

En un sistema dimmico asociado con un Lagrangiahj,, ¢, t) definimos el
Hamiltoniano como la transformada de Legendre del Lagrangiano, donde la nueva
variable introducida es el momentym, definido como:

0L
~dq,

Po (IV.5)

las variableg), y ¢, se denominamariables conjugadagor otra parte el Hamil-
toniano se define como:

H(qs,Ps) = Gops — L. (IV.6)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento son:

oH
dps’

QU:
(IV.7)

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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. 0H
pO' - aqa7

dH oOH

T (IV-8)

La Gltima ecuadn no ha sido demostrada pero la dejamos como ejercicio prop-
uesto.

A continuacon se da una forma elemental para obtener el Hamiltoniano en un
problema de memica en una dimertsi. Obviamente los pasos que se siguen en
este ejemplo eah ordenados para llegar al resultado esperado de las ecuaciones
IV.7.

Veamos el caso de una ecuatide segundo orden en una sola variable. Defi-
namos & = ¢ en la ecuadin: m i = F(x).

. P .
Q= P (q)

Las variables; y p se denominartonjugadas La trayectoria de una péctla
seguida en un @fico que contieng y p como ejes coordenados se denomina
espacio de fasden este formalismp y ¢ son variablesndependientes

Aquinos interesan sistemas conservativos, aguellos en los cuales existe una fun-
cion:

_0V(q)
dq
Si escribimog/m como la derivada de una cierta fuboi

p_d (1
m  dp \2m )’

F(q) = , dondeV(q) = Potencial V(q) = — /q dq'F(q).

do

p2

entonces podemos definir una nueva fondi (¢, p) = o + V' (q). Esta funobn
satisface las siguientes ecuaciones:

OH . 0H :

o " 7

Estas ecuaciones reciben el nombrd&=daaciones de Hamilton

Existen diversos sistemassicos, biobgicos, meteredhicos...etc. cuya evolu-
cion puede ser descrita por ecuaciones de este tipo.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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IV.1.3. Sistemas Conservativos

Estudiemos la evoluén de un Hamiltoniano que no depende &ifamente
del tiempo:
dH OHdq  OHdp
T Bgdt " op dt
Usando las ecuaciones de Hamilton:
dH OHOH 0H,6 O0H
@ =g o T oy
Este es un resultado general, en todo sistemangico cuyo Hamiltoniano no de-
pende exptitamente del tiempo, se conserva la efeegjo largo de su trayectoria
en el espacio de fase. El espacio de fase es la espacio cuyas coordenadas son los
momentoy y coordenadag del sistema.

)=0 = H, = Constante

Si la energa se conserva, laérbitas de las parficulas se deslizan a lo largo de
la superficie E= constante.
2 2

Estudiemos el comportamiento @& = 2p— + V(q). 2’; representa la trans-

m
formada de Legendre de la energirética de la partula.

1 1 1 2 2
T:—mv25—mq2:_mp_:p_
2 m2 2m

V' (q) es la enera potencial, de adla asociadn deH con la enerta del sistema.

H(q,p) = Constante= Enerda=- Sistema Conservativo.

Supongamos que un sistema
tiene 2N grados de libertad, es
decir tiene N coordenadagsy
N coordenadag. Que la en-
erga se conserve indica que el
movimiento en el diagrama de
fase ocurre en una hipersuper-
ficie de 2N-1 dimensiones. Ex-
aminemos las propiedades ge-
ométricas de la conservaxi de

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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la enerda en estos diagramas.

Al final de este élculo con-

cluiremos que las pddulas se

mueven a lo largo de lagneasH (p, q) = Constante, como lo demostraremos a
continuacon.

Definimos un operador gradiente (o divergenciajseg] caso) en forma similar
al operador que aigh en un sistema de muchas variables:

of of . of of
==, =—].Enel f ==, =].
En 2N dimensiones, las coordenadas del espacio de fas@sap; gs, - - -, p1, P2, - - *)-

Estudiemos el gradiente del Hamiltoniano en el espacio de fase:
OH OH
I _ (94 oHN ..
VH(q,p) (aq , ap) (=p, ),
donde hemos introducido las ecuaciones de Hamilton éititaa igualdad, es

decir, el resultado indica el valor del gradiente del Hamiltoniano a lo largo de la
trayectoria de una pacula.

Por otra parte, en el diagrama de fase, el vector gwside la paitula es:
7= (g, p) y su cambio en el tiempo:

7= (¢,p);

de modo que el producto con el gradiente del Hamiltoniano es AuloH = 0,

la interpretaddn geonétrica de este resultado nos dice que el gradiente de una
funcion que representa una curva en el espacio de dos dimensiones, es un vector
perpendicular a la trayectoria de la pawuta en cada uno de sus puntos. Deiaqu
el resultado obtenido en (dtima ecuaddn indica que el vectar es perpendicular
a VH en cada punto de la trayectoria de la mara. de este modo, el vector
7= (q,p) es tangente a la trayectoria.

La velocidad 7 definida en el espacio de fase tasgentea la curva:
H(q,p) = E, = Constante

Deducimos de aqujue las paitulas se deslizan a lo largo de lasdasH (¢, p) =
Constante.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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IV.1.4. Definicion de punto fijo

En el espacio de fase los sistemas Hamiltonianos describen curvas que no se
interceptan. Si existe un punto en el cual ddsitas se cruzan, el sistemaamico
tiene nés de una alternativa por la cual seguir evolucionando. Este hecho atenta
contra la unicidad de las soluciones de los problemas déamec Una manera
de resolver este problema es suponer que lagcps que llegan a este punto, se
detienen all Se denominapuntos fijosy, por razones que estudiaremos efsm
detalle posteriormente, nos interesa determinar su existencia y su estabilidad para
cada sistema damico.

0OH
o —_— == 0
q dp
g = Constante p = Constante
. 0H 0

Incompresibilidad de un sistema Hamiltoniano

Los fluidos incompresibles se caracterizan por tener una divergencia nula de
su campo d velocidadds(z,t). En el espacio de fase, dluido Hamiltoniano
despliega esta misma caratstica, como demostraremos a contindaci

- o . o - 0q Op
r=V =14 La divergencia d& es: v.v=% + P,
dq  Op
Usando las ecuaciones de movimiento de Hamilton, es decir: derivando a lo largo
de las trayectorias de las partlas, tenemos:
0*H O0*H

—— At (=)=—— =0 uesto que H es una fun@n continua.
8q8p+( )apaq , P q (p.q)

Ejemplos del uso del espacio de fase

A continuacon, resolveremos algunos ejemplos para mostrar el funcionamiento
del formalismo Hamiltoniano.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Oscilador Armo6nico

) , 1 I
La energa potencial esV’(q) = 3 k x*. El hamiltoniano e§7 =T + V.

2

1
H(q,p) = 2p—m+ équ, como

dH OH 21
Y ) s Hp )= stk =E
dt ot = Hp.q) =5 +5kq

Escribiendo las variables en

forma conveniente, tenemos:

con un escalamiento adecuado

ta uno de ellos con la conser-

descrita.

VR
(2 /K)"

= [z

Esta ecuaén indica que la
orbita en el espacio de fase,

)‘§/

de los ejesp y ¢, es una cir-

cunferencia. Esto es lo espera-
do, el sistema tiene inicialmente
2 grados de libertad, se le qui-

vacion de la energ, resta uno
solo que corresponde adabita

Comow? = k/m, entonces:

ot) = (%)/ cos(wt +6), p(t)

1/2
= —wm (E) ser(wt + 6).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Las ecuaciones de Hamilton son

. OH . P
=5 = q¢g=—
D m

P k
§=—=—-—q
__oH = p=—k "
p= 9 p q
G+w’q=0, q(t) = A cos(wt + 0)

Se obtiene tambn:
_2E kA

o —=1
k 2F
Usando la definiéin dew? obtenemos

A2

1 1
E = §]€A2 = émwQAQ
La fased, est determinado por las condiciones iniciales del oscilador.

Ejemplo

Repitamos un caso como el de un oscilador con una salvedad: cambiamos el
signo del potencial. Estudiaremos el movimiento de unaqdaten un potencial
repulsivo.

1
V(Q)=—§aq2
2 2 V(4
pTomyT 2 a %
H = — = —
pa) =g ——-a, (=_)
. OH p
e el U S
i=+7"q E,
p = myq — ‘i%

qit) = A e+ A_e

Como es un sistema conser-
vativo la energa es una con-
stante de movimiento:H = F,

2mE =p® — (mvq)

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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2mE = (p—myq)(p+myq).

Analicemos el diagrama de fase. Las solucion@s simples de esta ecuagj
corresponden al momentum proporcional a la posicp = +m~q. Estos
guedan representados pamndas rectas en el espacio de fase que cruzan el ori-
gen formando u@ngulo det5° con la abcisa. Los casos restantes satisfacen una
ecuacbn algebraica del tipe? — 3> = Constante: la ecuamn de una hiprbola.

Nuevamente el punto fijo se
ubica en el origelg = p = 0.

Para determinar los sentidos
de las higrbolas utilizamos el
diagrama de la conservaci
de la ener;q (ver Figura).
Esto parece un contrasentido,
puesto que estamos describien-
do el sistema mediante el es-
pacio de fase y para determi-
nar su sentido volvemos al sis-
tema original. Sin embargo no
es as& Mas tarde determinare-
mos las trayectorias resolvien-
do lasorbitas alrededor de los puntos fijos, con ello determinaremos el flujo en
su vecindad y, por continuidad, en todo el espacio de fase. Sinaalinente po-
dremos determinar la estabilidad del sistema alrededor de estos puntos.

Las lineas rectas separan los casos con éaqygsitiva y enen@ negativa
(aquellas partulas que rebotan al llegar al potencial). Lasehs rectas corres-
ponden al caso de partilas con eneiig cero.

Reemplazando la exprési dep y ¢ en funcbn del tiempo en el Hamiltoniano,
se obtiene:

E=-2m~y*AL A_

Como se indid anteriormente, dos trayectorias distintas —es decir, con condi-
ciones iniciales diferentes—, no pueden converger en el espacio de fase, puesto que
de suceder &sl sistema no pod decidir q@ camino seguir. &o si el sistema

se detiene dl] desaparece esta amidglad. Esta es la propiedad que caracteriza

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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a un punto fijo.

Nuestra labor en el siguiente ¢apgo sea determinar la estabilidad de estos
puntos: como evoluciona el sistema al ser sacado de estagpodeequilibrio.

Ejemplo

Analicemos una vez &s el
oscilador armnico. Esta vez le
anadimos uné&rmino extra, no—

lineal, al potencial: £ \[09)

L
Vig) = %quQ—%Aq?’, con A > 0. e

44 X

Expliguemos brevemente el
origen de este modelo para un
oscilador armnico. Cuando un cristal ésen equilibrio, sus oscilacionesrini-
cas (por ejemplo) encuentran una resistencia como la generada por el potencial de
un oscilador arranico. Esto es aporque se trata de en una osciatpequéa
alrededor de un punto de equilibrio estable, por lo tanto en el desarrollo de Taylor
sblo aparecen lo€tminos cuaditicos en las coordenadas. Sin embargo al com-
primir mas el cristal, aparecen desviaciones del oscilador, la fuerza de resistencia
del cristal se acrecientéste es el efecto que modela &trhino cibico sumado
al potencial original. Al contrario, cuando al cristal se le trata de elongar, dsspu
de un cierto valor su resistencia se debilita comparada con la de un oscilador
armbnico.

La elongaddn mas alk del maximo es 6lo, en este contexto, un problema for-
mal.

. . 1 1 1 . .
El Hamiltoniano esH = o p*+ 3 w? ¢* — 3 A ¢*,ylas ecuaciones de Hamil-
m
ton son:

. _ P
q_7
m

p = _W2Q+Aq27

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE
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Los puntos fijos son:
Dp=q=0,
w

2)p:O7q1:Z

El valor del potencial en el
segundo punto fijo es:

1 w\? 1 w?\? 1 WS
Vig)=-w?{=) —2A(=) ===.
(@) f”(A) 3 (A) 6 A2
Para tener una informam parcial del movimiento no necesitamos resolver las

ecuaciones de movimiento, basta analizar el diagrama deianerg

(,d2 eer e .
p=0,q = 0 representa un equilibrio inestable.

2

Ejemplo

Escribir el Hamiltoniano y
las ecuaciones de movimiento
para un cuerpo rotando en un

plano en torno a uno de sus ejes ol
principales. )=
N\
L : v R ey
La Gnica diferencia con los - T

casos anteriores es que una de

sus coordenadas es pmtica. Si

identificamosel puntoy = 0 @
con vy = 2m, el rango de coor- I‘f'
denadas queda establecido co-

mo: 27 > ¢ > 0. Por otra

parte, comaH (¢,p) = T + V,
tenemos:

1 .
H= 3 Iw*, I = Momento de Inercia

Universidad de Chile la de Ingenieria y Ciencias
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1 oL :
L=gI{? ——=p=1I1,
a4y

; p?
deaqu: H = 5T
dondep = momento angular del
cuerpo.
OH OH

Do
pzm,¢=7¢+%.

El diagrama de fase aparece en la Figura.

Aqui se han identificado los dos puntos extremos de la trayectoria. Esta trayec-
toria es unaihea horizontal que se extiende desdehastat.

Resulta natural proyectarla sobre el manto de un cilindro de radio arbitrario.
Ejemplo

Analicemos el caso de urepdulo vertical. Escribamos el Hamiltoniano corre-
spondiente:

2

P
H = 27 — F,/2/ cos 1,

F,=mg ¢ = largo del ggndulo

En este caso las ecuaciones de Hamilton son:

_ b
0
4
p = —F,lsenp. . ~  ——~_
; FE ! =
b 1
w:f_ E*<2

- w 21r 3n X
E*=2 A
IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Fa Nﬂ- y Meatematicas
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. F, 0

)+ ( 7 ) sen) =0.
La ecuaddn que describe la
trayectoria de las pddulas en

el diagrama de fase es la sigu-
iente:

d 2
—¢——L:> cos Y + b

= = Constante
dp F 01 senv 2F, 01

La solucbn exacta de las variables en funtidel tiempo e dada por una
integral elptica.

Los puntos fijos sonp = 0,1 = 0, £x. Dibujando cualitativamente las
orbitas en el diagrama de fase, se puede analizar las caractersticas que contiene
este sistema.

Ejemplo

Encontrar la expreén del perodo de un sistema sin resolver las ecuaciones de
movimiento en forma explita.

Despejando el momentum del Hamiltoniano, tenemos:
2
P = +[2m(E — V(q))]"/?, Por otra partej = % ==/ —[E—V(g)]"%

m
Integrando esta ecud@ci obtenemos

[a=] dq\@[E—V(q)]”?.

Si integramos en un pedo

_2/ dq,/ [E-V(q)] Y2,

A~ \/(q,)
donde V(q1) = Vi(g) =
E (¢ < q),
e . / R
vV I , T

Universidad de Chile de Ingenieria y Ciencias




160 N6‘|Son ZamOI’anO H version de 24 de mayo de 2005

Ejemplo

Se tiene una pddula, que
podemos representar por una
pequéa argolla, que se mueve
por un alambre y rebota asti-
camente en los extremos del alambre.

a) Dibujar la trayectoria de este aro en el diagrama de fase.

b) Dibuje el diagrama de fase para el caso de tres aros gqtie-ghse ubican
en un extremo del trozo de alambre-€ —a), y que no interaétan entre ellos, es
decir, uno puede pasar sobre el otro sin modificar su movimiento.

n rP . ® \
- ~4p z ’ > 47 z > >
7 o 4 7 (€a) V /
& - " /  me 7
® /o O 7 O
" \‘ — . P
\ / ) -
; 4 7l 9 7 4
& - q ~ =
7 ’ . 7 2
) S ?® )

Figura IV.3: Los intervalos de tiempo dibujados corresponden-=a:0, t =
(2a)/po, t=(4a)/po.

Podemos extender este ejercicio al caso de un continuo deybast todas
ellas ubicadas e(n= —a en el instante inicial y con distintos valores asignados al

momentum comprendidos entig,in. = 0 Y Pmax. = Po-

Como el umero de partulasno cambia, puesto que no hay absércen las
paredes, tampoco las partlas interadian entre ellas, cada una sigue su propia
trayectoria en este espacio de fase.

Al seguir la trayectoria de diversas gatlas despés que han sufrido varios
rebotes en los extremos, podemos apreciar que al transcurrir mucho tiempo el
diagrama de fase se transforma en un cuadrado cubierto de franjas cadasvez m
angostas. Uno espera que cuande> +oo, éstas terminan por llenar todo el
espacio de fase.

IV.1. TRANSFORMADA DE LEGENDRE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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;LP AP .
o
o —=
2 7 > &i/ﬁf'fﬁ/ N
N +C ﬁ- ? ﬂff;gj; C+
" it
L L =
Vo 4o o o -

£:0 FQ

Figura IV.4: Este es un problema unidimensional, donde hemos ubicado un con-
junto de paiiculas en el origen con distintos valores para el momentum. Las
parfculas no tienen volumen, tampoco chocan entre ellas. La eGoleaiel tiem-

po esh dibujada en la Figura.

El area achurada debe tener el mismo valor que al comienzo, puesto que no hay
pérdida de materia en este sistema.

IV.2. Paréntesis de Poisson

Dadaf(q,p,t), una funcon deq y el momentunyp, su derivada total con re-
specto al tiempo es:

G _0f , 0fdy  0fdp

dt — 0t ' Odgdt  Opdt’

Ahora sif es una fundn de variables deamicas, es decir eh= f(q, p), la evolu-
cibn deq y p no son arbitrarias sino ést dadas por las ecuaciones de Hamilton:

o 0f OfOH OfoH _of
i ot Tagap apog o TS
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donde hemos definidfH, f}, como elparéntesis de Poisson

OHOf OHOf
H = " — — = V.
El corchete{ , }, representa un operador quelecsobre un par ordenado

de funciones. Por ejemplo, para dos funciones cualesquiésap) y g(q,p) se
tiene:

IV.2.1. Propiedades del paéntesis de Poisson

a) SealM una cantidad conservada (momento angular, por ejemplo), entonces
debe ocurrir quéd% = 0. Suponiendo que la variabl¢, depende de las variables
carbnicasq y p,se tiene que:

dM(q,p) . oM
T_0_{H,M}+ o

. . . . oM .
SiadendsM no es una funéin expicita det, T 0, entonces concluimos que:

una funcon que es constante de movimiento y que no dependeitxplente del
tiempo, conmuta con el Hamiltoniano

Se dice que una fun@h conmuta con el Hamiltoniano §f, H} = 0.

Por otra parte, si nos dan una fuicide las variables y p asociadas a un
sistema diamico, y esta funéin conmuta con el Hamiltoniano, sabemos que es
una cantidad conservada.

b) El paéntesis de Poisson entre las coordenadag es:

Aqui identificamos f(¢,p) =q Y 9(q,p) = p.
En general, en el caso de una fuarcde muchas variables

fla, g quspr-pn) Y 9(@, @i P1y - Dn),

IV.2. PARENTESIS DE POISSON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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el paéntesis de Poisson se define mediante una sumatoria:

=3 (L2 2100y Z{ .

—1 Opr Oqx  Oqx Opi

en particular, el p@&ntesis de Poisson entre una coordenada y un momentum ar-
bitrario en un sistema de muchos grados de libertad, es:

dqc Opr Oqr Opr i
{QZ7 pT} - E < de 9P - a p‘) = — E 5£ 6k = —5f,
k k

Opr Oqr. Oqr Opy,
donde 6, =0 sSil#k y d,=1sil=kF.

c) Las ecuaciones de movimiento de un sistemandioo que obedece las ecua-
ciones de Hamilton, se pueden escribir como:

. OH

q= 8_]9 = {H>Q},
oH

p 9 {H,p}

En palabras, el pantesis de Poisson decon el Hamiltoniano determina la
evolucbn deq (es decirg). La diramica de los sistemas adbtalmente determi-
nada por el Hamiltoniano.

Ejemplo

Demuestre que las cantidades conservadas asociadas a indgarbvendose
libremente, es decir sin una fuerza externa, en una diiessin:

t
hi=p y hy=p——u
m

El Hamiltoniano no tiene en este caso @mtino proveniente del potencial porque
la paricula se desliza libremente:

H = p—, comoH = H(p), {H(p),f(p)} =0, paracualquierfunén dep,

2m
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en particular, una cantidad conservada que tiene una intergretisica directa
esf(p) = po, = hy.

Investiguemos el casgz, p,, t). EI conmutador de esta cantidad con el Hamil-
toniano es:

Ohs B OH Ohy  Ohs o d hy
Po Oho Ohs
m Oz + ot
redefiniendar comou = (n;$>
B Ohy  Ohs
- Ou + ot

La solucbn general de estatima ecuadn es:

ho(u, t) = g(u —t), dondeg(u — t) es una fundn arbitraria.

d hy . -
Comoﬁ = 0 alo largo de la trayectoria, es una constante de movimiento, de
modo que, el caso as simple corresponde a:

g(t — u) = constante= K(t —u), conk = constante

Multiplicando esta ecua@n por la constante:/p,, y adecuando el valor de las
constantes obtenemos:

Estalltima cantidad conservada corresponde a la pasiciicial de la paitula.
En cambioh; corresponde al momentum inicial.

Cualquier combinadin de estas cantidades es otra cantidad conservada. Al ele-
gir la forma de las cantidades conservadas indicadg egtamos facilitando su
interpretaadn fisica a partir de las condiciones iniciales del movimiento.

Ejemplo

A partir de las expresiones para las componeffey )/, del momento angu-
lar, calcule el valor dé\.,, M.

IV.2. PARENTESIS DE POISSON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Dada la definiddn deM, = y P, — z P,y M, = z P, — x P,, el operador

diferencial ;
o 0 o 0
, b= ——— — —— 2%, con
b Z{apk Oq,  0Oq, 8pk}

k
P’ = pe, P2 = Dy, D3 = P, Y aralogamente parg;, entonces, el conmutador
pedido es:

{ypz - Zpyv ZPx — l‘p;;} =

0 0 0

3
0
N ; {8—m(ypz 2P 8_qk(pr —Tps) - 8_%(3/202 — zpy) a—pk(sz - :sz)} .

Desarrollando cada uno de I@&minos de la sumatoria, tenemos:
k=1 k=2 k=3
{M,, M,} = (0 — O) + ((—z) -0 — O) + (y “Pe — (—py) - (—x)) ,

= yYp:—xpy=—(Tpy —yps) = —M,
De modo que: {M,, M,} = —M,.

En forma a@loga se puede demostrar qu#&/,, M.} = —M, y ad sucesiva-
mente.

Ejercicio

Demuestre que: d)M,, M.} = —M,, b){P,, 2} =1, c){M,, P,} =?.

IV.3. Ecuacion de Liouville

Si tenemos un sistema @imico cuyo mero de partulas N se conserva du-
rante la evolu@n, entonces:

ﬂ =0, con N = N,,
dt

pero, simodelamos este sistema como un continuo y le asociamos una densidad en
el espacio de fase@qs, ..., dq,, dps, ..., dp,), que denominamos como(dq, , ..., dg,,, dps, ..., dp,, t),
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y que depende de las coordenadas del espacio de fase y el tiempo. Ahora podemos
definir el mimero de partulas/N, como:

N = [ D(q,p,t)dqdp,
T'o

dondel’, representa eVolu-
menen el espacio de fase en el

instantet. En un instante poste- k >
rior: (t + dt), se cumple la sigu- $E)
iente relacdn: (bo*
r

N(t+dt) = /D(q’,p',to+5t)dq'dp/ ty EAN Tm»]eJcm'a

r de ‘e W'Wouft‘\
donde I' # T, ya que w Wd;ﬁ Lpadio
elvolumen en el espacio de Ruge

fase cambia con el transcurso .
del tiempo, a medida que las (4-

parficulas recorren el espacio de

fase, como apreciamos en la Figura. Si hacemos un desarrollo de Taylor alrededor
delvolumenocupado en el instante inicial, tenemos:

D(q,p,t+dt) = D(q,p,t)+ 88_1; ot + %—l;qat + %—?pét,
con dq¢' = dq(t+ dt) = d{q(t) + ¢ot},
= dq+ dqdt + O[(6t)?],
andlogamentelp’ = d(p(t + At)) = dp + dp At) + O[(6t)?].

Introduciendo esta exprési en la integral:

oD
ot

6t+8—DQ6t+
dq

oD

N(t+6t) = / {D(q, pt) + o pdt} (dg + dq 6t)(dp + dp t) .

IV.3. ECUACION DE LIOUVILLE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Note qued{¢dt} = O[(6t)?], como demostramos a continuaci

OH 0*H 0*H
d{q} = d(@p) 90 apq&tJr a2

Como estedrmino es proporcional &, y en la ecuadn original aparece multi-
plicado por un factod, hemos demostrado qu¢qdt } es proporcional &[(dt)?].
El nuevo volumen en el espacio de fase se puede expresar como:

ot

I'=T,+ 4T, y recordando la notagh {H, D} = %—?%—S - %—Z%ﬁ
podemos desarrollay (¢ + 6¢) en serie hasta orden(5?):

N(t+6t) = N (t)+d];[t( 5t) / D dqdp+ / (%—fHH,D}) dp dq 5t+0(5¢2)

ComoN = fF D dqdp, reemplazando en la ecuanianterior se tiene, a primer

orden enyt: oD
0= (/ { BT +{H, D}}dqdp) t.

Como no hemos impuesto ninguna propiedad especial soloduehenl”, del
espacio de fase, esta integral debe anularse para cualquier instante. Para que esto
ocurra en cualquier instante y con cualquretumense debe cumplir necesari-
mente que el integrando debe seriticamente nulo:

oD
ot

Ecuacon de Liouville
Esta es la ecuawn de continuidad en el espacio de fase. Sireemplazarnpy, t)

+{H,D} =0

por p(q,t), la ecuaddn de Liouville se transforma en:

gtp +(@-V)p=0, debidoaque nodepende de.

Agqui hemos definidal = 0 H/0p. la ecuaddn de continuidad usada en fluidos
incompresibles.
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Operadores

A continuacon ilustraremos la idea de un operador con el siguiente ejemplo.
Ejemplo:

Seaf(p, q,t) una cantidad conservada en un sistemamico. Demuestre que,
dado el Hamiltoniano del sistemay el valorflen el instante inicial,: f(p, ¢, t,),
usando la notadn de los pantesis de Poisson podemos determjfiar ¢,¢) en
cualquier instante posterior expaesiola como un desarrollo en serie de Taylor.

Como f es una cantidad conservada, se cumple la siguientedelaci

Z—J; — 0 & una cantidad conservada % ={f, H}.

Definiendof, comof(q, p,t,) y ardlogamentd H, f,}, como el conmutador eval-
uado ent = ¢,, tenemos:

2
P, .t +0t) = fo+ {fo, HYot +{{fo, H}. H}% L

donde hemos definido

9

7 _
=l HY H

Ejemplo

Demuestre que el desarrollo de Taylor de una fomae puede escribir de la
siguiente forma:

F(@+07) = (em) £(&), donde, por definiéin

A% A3
A __
A es un operador que puede ser una matriz o, como en nuestro ejemplo, un oper-

ador diferenciaV. En este caso

—

A=0Z-V, A*=(6Z-V)(6Z-V),...

IV.3. ECUACION DE LIOUVILLE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 169

SiéZ = a7 donde; es un vector unitario apuntando en el eje x,85 una cantidad
constante, este operador toma una fornas simple:

e 0 - g, 0 02
e =e(a 8$) y (0Z-V)Y’=a—(a=—)=a 5

y el resultado es similar para el resto de krsritinos, cambiand@to las potencias
dea y de la derivada. Note que si

0
a<<1l = 002l 4. —
or
y —a primer orden en = §z—, este operador se puede interpretar como un oper-
ador de traslaéin: {**19/971} f(z) ~ f(z 4 6z).

IV.4. Transformaciones caronicas

En la meénica de Newton es necesario elegir las coordenadas de acuerdo a la
simetiia del problema, siempre podemos realizar las transformaciones de coorde-
nadas que nos parezcamsrconvenientes: de coordenadagiss a cilndricas
o cartesianas. Por otra parte, laalimca de un sistema tan@n se puede repre-
sentar mediante las ecuaciones de Hamilton, y la pregunta es si esta@pédeaci
expresar las ecuaciones en diferentes sistemas de coordenaddidaeev este
otro esquema. La respuesta es clara: es posible cambiar de un conjunto de coor-
denadas a otro:

QZ:QZ(Qk7t>E Qi(%,(b,"'%at), Coni:]-)"'Nv
PZ:PZ(pkvt)E Pi(plap%"'pn?t)a Conizla"'N'

De hecho, en el caso de una transforraaade coordenadas cartesianas amisf
as:

G1=x,42=Y, q3 =z,

setiene), =r =/ 22+ y2+2%---.

Tambén se puede incluir exjgitamente al tiempo como una variablé@sn si
uno se ubica en un sistema no inercial.

Existe un problema en el caso de las ecuaciones de Hamilton, a pesar que es
posible hacer una transformanide coordenadas arbitraria en {gsy los p,, no
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se puede asegurar que la simplicidad de las ecuaciones de Hamilton se mantenga
en el nuevo sistema de coordenadas la nuevas coordenadas se pierde la forma
carbnica de las ecuaciones de Hamilton. Al perder esta siangérlas ecuaciones

se pierde parte importante de sus propiedades. En resumen es deseable poder cam-
biar el sistema de coordenadas de(lps) a los(Q, P), sin perder la simplicidad

de las ecuaciones de Hamilton. La tarea es lograr:

: H H
comenzando de este sistefja = 8—, Pk = _of k=1,---,N,
Opy, Iqr,
: oOH' : OH'
llegar a = —, P.=-— E=1,---,N.
g Qk 8Pk7 k an ) )

Existe un conjunto de transformaciones que conservan la forntanican(la for-
ma usual) de las ecuaciones de movimiento, estas transformaciones se denominan
lastransformaciones camicas

¢, @mo se sabe cuando una transforraaaie coordenadas es éanica?

Existen varias formas (ver cualquier libro de raeica chsica como Landau y
Lifshitz o H. Goldstein . .). La comprobadn mas simple, que ilustraremos aqu
consiste en verificar si la transforméanide coordenadas conservaaeta en el
diagrama de fase.

Para que se conservewalumenen el espacio de fase al pasar de las coorde-
nadadqi, ..., p1, P2.--pn) &(Q1, Q2..., P1, P»...P,), se debe cumplir que:

T

o

conQr = Qk(g,m) Y P = Px(gj, p1), en general. Usando la ley de transfor-
macbn de coordenadas, esto se puede escribir como:

I(Qx, Pr)
R e dP, = X R o das - dps.
/r @ , T, 8(%’,]?;') 4 &

Para que eVolumerse conserve en el espacio de fase, el Jacobiano de la transfor-
macbn de coordenadas debe ser la unidad:

O(Qr, Pr) _

Transformadn Carmnica<
A(¢j, ;)
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Como vimos en el ejemplo
anterior, la evolud@n del sis- P
tema cambia (en general) la for- 4
ma inicial I', que encerraba al
sistema de puntos en= 0. Al
transcurrir el tiempo dé — ¢
cada una de las pactlas va a
evolucionar desde la coordena-
da ¢, a otra cercana; + Jqy.
Podemos hacer una transforma-
cion de coordenadas tal que la
nueva coordenad®,;, sea pre-
cisamente la que asocia la nue-
va posicon de la paitula con
esta nueva coordenada, es decir:

Qr = qr + 0 Q.

>

Ejemplo

La transformad@n de coordenadasan interesante es aquella que usa las ecua-
ciones de movimiento para generar una una nueva coordenada asociaddeua part
la. Esta transforma6h es tamt#n una transformagn cardnica. Lo demostraremos
a continuadn. La nueva coordenada €5 = ¢, + dg, como la variadn de
posicbn esh dada por las ecuaciones de movimiento, entonges= .0t =
O0H /0py. dt. Lo mismo es @lido para el momentum, de este modo la réaen-
tre las nuevas coordenadas y las antiguas es:

oH
Qr = Qk+a—5t

Pk
P, = pk—a—H&

o

En el caso particular de una dimemsi(¢, p), el Jacobiano de la transforméani
de coordenadas es:

0’H 0’H
L oon 8t
9(qj,p;s) 32]{6 , O 5
— t — t
0q? 0qOp
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A primer orden entonces esta es una transforamacarbnica de acuerdo a lo
establecido —sin demostraoi- anteriormente.

Tambien, la ecuadin de Liouville es el punto de partida para derivar la edraci
de Boltzmann, usada en TéaCirética, en ecuaciones de difaeide reactores y
muchos otros sistemas.

Ejemplo

La transformadn trivial. Aquella que ocurre si el sistemaa&sn un punto fijo
y no sufre nin@n tipo de evolu@n:

0Q 0Q
Qv = dq Op L0
— = =1
P, = p dp or 01
dq  Op

Ejemplo

Si el sistema se contrae en una diréocy se alarga en otra:

1 1
Q = —q -0

a — | @ =1.
P = ap 0 a

Ejemplo

Estudiemos la evoluén en el espacio de fase de un conjunto de osciladores
armonicos, todos ellos independientes entre s

La ecuaddn que obedece cada uno de ellos es:

¥+ —x;=0, todoi=1,2, 3.
%
Cada una de las pactilas sigue una trayectoria circular en el espacio de fase como
demostraremos a continuani Tambén cada una de ellas sigue una trayectoria
gue esh determinada por las condiciones iniciales y no intercepta a ninguna otra
de sus vecinas.
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El Hamiltoniano de este sis-
tema es

N .2 2
Di k; q;
H= N

=1

Como las pafttulas son inde-
pendientes entrd,sel Hamilto-
niano es la suma del Hamiltoni- m
ano de cada una de las paud-

las. Redefiniendo las variables

q; Y pi:

g = p ' (2P)"? senq;,

o= n@P)? cosQi

Conp; = (kym;)'/%. Si definimosw; = [k;/m;]'/?, el Hamiltoniano queda

(Ejercicio: Demuestre que esta transforn@atde coordenadas es éeaica.)

Las ecuaciones de Hamilton
para este sistema son:

o = _ ?
D= gp = B Q

po— OH _o
00 -— S
Ve
De aqu se obtien&); = w; t +
D,, dondeD, es una constante ﬁ-

y @; indica elangulo del vector

que sd@ala a la partula. A su

vez P;, corresponde al radio de este vectori Afiferentes partulas describen
una circunferencia de radiB, = p? ¢? + p?/p7. Si queremos que las pantlas
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viajen como un bloque, se debe cumplir la siguiente coadici; = Constante
paratodoi=1, 2, 3...

Este es el caso que se indica en la Figura.

IV.5. Constantes de Movimiento y la Integrabilidad
del Hamiltoniano

En esta secon podremos apreciar -aunquaa superficialmente- la fuerza y
la profundidad que puede desarrollar el punto de vista variacional en Eninac
Las matenraticas asociadas a los resultados que queremos mostrar (no demostrar)
son mas amplias y ras sofisticadas, pero nuesémfasis estércentrado en ilustrar
los resultados matesticos con ejemplosigicos que nos permitan verificar los
teoremas y que concreten la idea.

Nos interesan los sistemas dmicos que, al menos formalmente, sean inte-
grables. Tami@n exigiremos que la trayectoria del sistema en el espacio de fase
sea acotada, que ocupe un volumen finito. Ya hemos visto que estasituaci
aparece en un conjunto reducido pero muy importante de problemas.

Comencemos por la defina@m de un sistema damico integrable[7] . Este es
un sistema que tiene 2N grados de libertad y N cantidades conservadas, indepen-
dientes, andticas y cuyas integrales sean monovaluadas. Funciones del tipo:

F.(¢,p) 1<m<N,

constantes a lo largo de la trayectoria del sistema.

Si designamos el valor de la constante cofno

IV.5.1. Variables de Accbn

La razdn para generar estas nuevas coordenadas, las denominadas variables de
accbn, es que el espacio de fase en estas nuevas variables sea el de un toro. Para
lograrlo necesitamos que existan N cantidades conservagagon(0 < m <

1Esta secdin esh basada en los apuntes de M. Berry, referidos al final déuap

IV5. CONSTANTES DE MOVIMIENTO Y LA INTEGRABILIDAD DEL Haleon@dl de Ciencias Fisicas y Matematicas
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(N + 1). Buscamos una transformaai cardnica de coordenadas que nos a un
momentum que sean una combir@acde las cantidades conservadgs Por es-

ta radn, los nuevos momentos son constantes de movimiento y los ngevos
no aparecen en el nuevo Hamiltonigmuesto que los huevos momentos P son
constantes de movimiento.

En el ejemplo del oscilador admico de la secéin anterior se hizo precisa-
mente este cambio de variables para dejar el nuevo Hamiltoniano (que representa
la conservadin de la eneng) como una funéin de P que es una constante. Esta es
la estrategia que se puede generalizar a todos los sistemas integrables que ocupan
un volumen finito en el espacio de fase.

Estas nuevas coordenadas, que usualmente se denoranmvies de acdin.
Asociada a esta variable, existe otra denominadble angulary que se iden-
tifica comod,,,. Las ecuaciones de Hamilton en estas nuevas coordenadas son:

. 0H(J,0)
I = W7 (IV.10)
(IV.11)

- 0H(J,0)
O = o5 (IV.12)

Como mencionamos anteriormente, la estrategia es que las nuevas coordenadas
de acobn J,,, sean precisamente combinaciones de las constantes de movimiento
F..(q,p) = fm, del sistema. De esta formh, = 0, de manera que la derivada
parcial en la segunda ecuanies nula y en consecuencia el Hamiltoniano no
depende de la variable angutgy.

Integrando la otra familia de ecuaciones, encontramos que:

- {agfjj)} £+ 6,0 (0).

La variabled,, depende linealmente en el tiempo y el facigj% es constante,
ya que est formado por las constantes de movimiento de este sistema.

Esta variable se comporta comoamgulo, de all su denominadcin. En conse-

: f o OH(J :
cuencia, elérmino 8J(m)’ se denominay,,, = wy,(J).

En este punto conviene destacar que el hecho que existan N cantidades conser-
vadas es el que le otorga el nombre de integrable a estos sistemas, independiente
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si somos capaces de encontrar la transforamacarbnica de coordenadas que
permite describir el sistema de esta forma tan favorable.

La existencia de toroides asociados a los sistema integrables

A continuacon pretendemos hacer plausible la idea que la evatude un
sistema integrable no cubre la totalidad del espacio de fase (de 2N dimensiones)
sino un subespacio deste y ader@s que la topold@ de este subespacio es la de
un toroide.

Recordemos que el espacio de fase asociado a los sistemas que nos interesan es
compacto (ocupa un volumen finito), conectado (siempre podemos volver al punto
de partida) y adeas existen N funciones,, (¢, p) definidas en esta espacio que
representan las N cantidades conservadas. Estas cantidades conservadas deben
estar en involudn, es decir su pantesis de Poisson debe anularse:

[Fy, F1] = 0.

Geonetricamente esto significa que al desplazarme a lo largo de una de ellas,
digamosfF) = f, = constante y des@s desplazarme a lo largo d¢ = f;
constante, llego al mismo punto que si hago el recorrido intercambiando el orden,
es decir viajando a lo largo dé primero y Fj, desp@s.

Por otra parte el sistema (o la gattla) en su evoluéin recorre este espacio de
N dimensiones. La evoluan ocurre mediante el Hamiltoniano que lo designamos,
por convenienciall = Fi(q,p) = fi. Las ecuaciones de Hamilton determinan la
evolucbn del sistema:

ge = [H,qx), pr = [H, pil,

pero aderas, por la condiéin impuesta anteriormente, ocurre qué Fy| =

[F}, F] = 0, de modo que larbita del sistema se mantiene en el subespacio
generado por las N cantidades conservadasComo este es un sistema Hamil-
toniano, salvo un conjunto de medida cero, toda®tagas evolucionan en for-

ma suave sin presentar singularidades, para cualquiera de sus valores iniciales.
Aquidebemos recurrir a un teorema tapgico que establece que un espacio com-
pacto, conectado, paralelizable con N campos vectoriales linealmente independi-
entes, es un N-toroide. Los N vectores corresponden a las tangentes a cada una de
las curvas generadas por las respectivas funcidpes
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Figura IV.5: Las superficies no pueden tener la top@lalg una esfera porque en
ellas no es posibleeinarlassin crear un remolino (o topdgicamente hablan-
do, una singularidad de coordenadas) en un punto. la situasi diferente si la
trayectoria se desliza sobre un toroide.

Nos corresponde esclarecer el significado de los nuevos momgniosn-
cionados en la sedm anterior. En el siguientegprafo nos referiremos abmo
obtener las nuevas coordenadas que describen en forma natural el toroide men-
cionado.

Supongamos que utilizando las constantes de movimiento
F.(¢.7) = fn = Constantes, com = 1,2,--- N,

puedo definir un nuevo momenig tal que sea igual a una combin@eilineal de

las cantidades conservaddg q,, p, ). En las ecuaciones que escribimos a contin-
uacbn suponemos que es igual a cada una de las constantes. Esto es, sin embargo,
un caso particular.

N 9H
Q, = B = Constante
B, = -§L=0

Esto es dsporque losP, son constantes de movimiento y de este modo las vari-
able conjugadag), no pueden aparecer en el nuevo Hamiltoniano. De la mis-
ma forma como el hamiltoniano depend#asde losP, que son constantes de
movimiento, se pueden integrar:
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() = constante + Q,
P = (e

Hemos supuesto que las nuevas variables satisfacen las ecuaciones de Hamilton.
Esto supone que los cambios de coordenadas son trasformaciobagaanA
continuacbn indicamos(no es una justificabn matenatica) la receta para hacer
estas transformaciones de coordenadas y lograr esta de@cerigaifavorable del
sistema.

IV.6. La accion como funcbn de las coordenadas y
el tiempo

Antes de indicar la forma cénica de obtener las variables angulares y de ac-
cion en un problema espéico, debemos revisar algunas propiedades de l&@acci
S'y su dependencia en las coordenadas cuando en su garimitimos que la
coordenada en el punto final pueda ser variada y no permanezca fija como hemos
supuesto anteriormente.

Hemos definido la acon como:

to
5= / Lt.
t1

una pequia variacbn de la ac@n esh dada por:

to
to
t1 + /
t1

A lo largo de unarbita (es decir una trayectoria a lo largo de la cual se cumplen
las ecuaciones de Euler-Lagrange), el segugdniho es nulo, de modo que la
variacbn se reduce aS = ¢, p, |}

5S = 6q, %L

it'0q,) ~ oa,

d , 0L 8L] i

La accbn depende de la co-
ordenada en el punto extremo Si
dejamos quéste no quede fijo,

1 (t2,)
IV.6. LA ACCION COMO FUNCION DE LAS COORDENADAS Ya,TIE cultad de Ciencias Fisicas y Mgteinaticas
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es decir que g # 0 ent = t,.
El tiempo final¢; lo manten-
emos constante, de modo que:

S as

= P, — = L.
04, b dt

Por otra parte, la acon depende da las constantes de movimiento y de la
variacbn de las coordenadas

as oS . 08
= qo +

dt  9q, ot
oS
& L pege=—H
at paQa
dS
- O"O'_H
di Psq

S = /pgdq,,—/Hdt

Recordemos que la repefici deindices indica una sumatoria.
Ejemplo
Se demostr que la acdn S es una fun@n de las coordenadas y del tiempo.

S:/pdq—Et:/Ldt

de manera que

05 _ 05 _

P _ _E
g D o
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A continuacon se proponeveri-
ficar esta expreséin para el caso de ™
una paricula en un campo gravita- L ©
cional constante (éda libre en una 3
dimenson).

Suponga que las coordenadas del
punto inicial sont = 0,y = h, y las
correspondientes al punto de llegada I
t=Tey=0.

Las variaciones permitidas de las A
trayectorias se reducen a cambiar la (3
velocidad inicial, y de esta forma
obtenersy(T') # 0. h -

[@)] En el caso mencionado, eual

la integral:
T
/ Py dy-
0

Exprese el resultado en fudci dem, g y T'. La velocidad inicial es nula.

[b)] Calcule S = [ Ldt directamente. Exprese su resultado de forma tal que,
haciendo las identificaciones pertinentes, adquiera la forma:

Sz—ET+/pdy

Recuerde que la velocidad inicial es nula.

[c)] Si se introduce una velocidad inicia) en el punto de partida, el valor de
la accbn S’ para este caso. Compare con el anterior (parte b) y verifique que se
cumple

§S =5 —-S=0ET —p(T)oy(T),

haciendo las identificaciones correspondientes. Recuerde que el intervalo T, no se
altera.

Las formulas necesarias:
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2 _ 2 gt?
vi=v,—2gh, v(t)=v,—gt y()—h—l—vot—T

[2)]

/pdyz/mydy /\/ (h—y)dy
w3 [ V= 4T !

—

u = h—y

/pdy = 2\/2gh3/2:§\/29hh

pero h=1gT?

2 2
ZV/2gh-h = Z4/29=gT2=gT?
3 g 3 929 29
1 2 3
= —g°T
39
[b)]
El Lagrangiano es
1,
inmy —mgy, demodo que

!
Sz/ (—myf—mgy) dt.
0 2

Como las trayectorias permitidas, obedecen las ecuaciones de movimiento, se
cumple que

1 .
yzh—ggﬁ y* =2g(h—y).
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Reemplazando estas ecuaciones§ @nintegrando en el tiempo, obtenemos:

S = / %m@g(h—y)]—mgy]dt

T T
= / mghdt—Z/ mgy dt
T

S = mghT—ng/ ydt

o

T
1
S = mghT—ng/ (h—ﬁgt2)dt

T3
= mghT—nghT—i—mgQE

TS
S:—mghT+mg2?, E,=mgh

De este modo se identifican cada uno de éostnos.

[©)]

Como en este caso la velocidad inicial no es nula,dasfilas de cine@tica
necesarias son:

vt = vy +29(h—y)
1

y = h+vot—§gt2

v=+4v,—gt

<.
Il

El nuevo valor de la acén debido a la presencia de la velocidad inicjalcon
v, > 0, para ser ras concreto) y manteniendo el intervdlo

T
! m .
S = o / [yz —2gyldt
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m T
= 3 / [v2 — 2gy — 2g vt + g*t*]dt

2 T 1
~ S = / [v2 — 2g(h + vt — 3 gt?) — 2g vt + g*t*dt
2
= 02T —29hT —2gv,T* + gg?T3
2 2T3
R m;" T —mghT — mgv,T? + %

usando g7 = —v(T') + v, obtenemos

2 23
S = %T—mghT—mvo(vo—v)T+mg3

2
mg*T?

1
= —[gmvg + mg h|T + mv,vT +

1
y(T) = h+voT—§gT2:voT

2T3
S = —ET+muy(T)+ %

tomando la diferencia entre ambas acciones, tenemos
S'—S = 6S=-TOFE+p(T)dy(T)

A paritr de este resultado pareciera que
S =-To0E+pT)éy(T) yno 68 =p(T)oy(T)

como era de esperar. La tazes simple, si consideramos peiiag variaciones

de las trayectorias, entonces debemos poner el cambio de velocidad inicial como
v, — €1,, CONe << 1. Con este antecedente, tenemos que la &nquge aparece

en el primer érmino de la variaéin de la acdn es cuaditica ene y debe ser
desechada puesto que los resultados sdidas a primer orden. Una vez usada
esta informa@n vemos que labrmula obtenida al comienzo se cumple.

Si consideramosido el primer €rmino de esta exprési de la ac@n:

S, = / Podds, (IV.13)
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Esta expregin paraS, se denomina la funon generadora de transformaciones
carbnicas y corresponde a la fubai que necesitamos en este caso como se de-
scribe a continuaon.

Aceptando el resultado acerca de la top@amroidal asociada a este tipo de
problemas, podemos imaginar que integramos la expresia lo largo de una
de las secciones transversales del torgigde este modo

AS, = f Podqs
g

7

Definimos el nuevo momento
P, = I, como

2wl = AS; = % Podqs

Vi

La letral; en lugar deP; indi-
caque es un invariante asociado
a la curvay;. La funcibn gen-
eradoraS? no es una funéin
univaluada, al dar una vuelta
alrededor de la curvg; cambia su valor erAS".

Podemos ver que esta exp@siS, es una fundn de las cantidades conser-
vadas del problema, a partir de la ecaaciV.13:

So = / Po(fm: @) dgo

donde losf,, representan las constantes de movimiento de esta trayectoria, y lo
gue se ha hecho es despejarjg®n funcbn de de las coordenadasy las f,,.

Una vez conocidos log, tenemos el problema resuelto.
Ejemplo

Por ejemplo el oscilador armnico en 2-dimensiones, tiene dos cantidades con-
servadas, las enégg de cada uno de los osciladores. Cake= 2, el sistema
resulta totalmente integrable.
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2 2 2 9 2 92
p1 |, Py | Wiqy | Wr(q5
H = —+=
2+2+2+2
2 2 9
_ b1 wiqy
F, = =
! 5 T g
2
p
FQEEQ_{_WSQS

Sabemos qué; y F; son can-
tidades conservadas e indepen-
dientes porque hemos resuelto
el oscilador arrinico con ante-
rioridad.

Usemos este formalismo para
obtener las nuevas variablgse
I,. De acuerdo a la definion:

1
L = — d
1 o pbagq

1
= % \/ 2(F1 - W%Q%)d%

Esta cantidad representagekba
de la elipse de la Figura

1 2 F
= - V2F _2:_1
2 wi  wp

oSS s 22!

|
k\%
[ Al

|

Analogamente se puede obten-
er I,. Escribiendo el Hamiltoni-
ano en fundn de estos nuevos
nimeros, tenemos:

H = F1+F2 = ]1w1 +12w2
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Ejemplo I

Estudiemos el caso de wuna pana
moviéndose dentro de una caja y rebota
do ebsticamente en sus paredes.

Este es un problema que cumple las condicior
de moverse en un volumen acotado del espa
de fase y tener dos cantidades conservadas

un sistema integrable. Las nuevas variables -

accbn y angulares eah dadas por:

L = 5 ¢ pade=5-mlv,|-2a
L, = £mlyl-2b HJL
H = sl + vyl

Wy = —]2

RY

a

La expresbn para las series de Fourier no es un accidente de este problema.
Es una regla general, las frecuencias asociadas a la variable angular constituyen
la frecuencia fundamental encontrada en la variable angular y las coordenadas
iniciales son descritas como una superposide frecuencias aftiplos de la fun-

damental.

x(t) = Z A,, etk ttom

con k=1,2. Lo mismo se repite para los momentos.

IV6. LA ACCION COMO FUNCION DE LAS COORDENADAS Y EL TIENF@CUltad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Nuew Uyacin

|

P

or

Py

N

‘VA or m!v_,l
|

Figura IV.6: La coordenada inicial(t) (o y(¢)) puede ser expresada a teawde
una serie de Fourier correspondiente a un diente de sieredogamente, el mo-
mento en fun@n del tiempo es una serie de Fourier de una fumeiscabn.

IV.7. Ejercicios

1.— El Lagrangiano asociado a una parta de masan que se ha lanzado ver-

ticalmente hacia arriba, lejos de la superficie de la Tierra, es:

I 1 _2+G’Mm
=—-mZ
2 (R+z)’
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dondeG = es la constante de gravitéai, M y R, representan la masay el
radio de la Tierra y altura de la partula sobre la superficie de la Tierra.

Encuentre el Hamiltoniano asociado y dibuje, en forma cualitativa, las trayec-
torias en el diagrama de fase, indicando eapgbdn el movimiento estcon-
finado a una re@in finita y que trayectorias pueden escapar hasta infinito.

2.— Encontrar el Hamiltoniano asociado a unaipala que oscila bajo el efecto
de la gravedad hahdose unida por medio de una cuerda de largo variable
¢(t). Suponga que el movimiento se encuentra confinado a un plano vertical
y que/ = Constante.

277/ 7 /1 ‘
L) L% m l'%
n
Problowma & 2

3.— Una paiitula esh restringida a deslizarse siguiendo la trayectoria de un
anillo de radioR que rota con velocidad angular constanteSi todo el
sistema se encuentra en un medio con gravedad congtamiestre que el

Hamiltoniano es

2

1

=5 pR2 — m(§ R*w? sen? 1) + gRcos))
m

dondey es el desplazamiento angular de la fwata con respecto al eje de
la rotacbn. Determine tamn los puntos fijos del sistema.

4.— Un @ndulo de masau, y largo L se puede mover en un plano.
El punto de soporte estunido a una mase, la cual puede moverse en
una inea horizontal en el mismo plano. Encuentre el Hamiltoniano del sis-
tema en fundn de las coordenadas de la figura. Obtenga las ecuaciones de
movimiento.

V7. EJERCICIOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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E
N

s 22 2207

NN

5.— Se construye urgmdulo atando una masaal extremo de una cuerda inex-
tensible de largd. El otro extremo de la cuerda édijo al punto nas alto
de un cilindro horizontal de radi® con R < 2¢/w, como se muestra en
la Figura. Asumiendo que el movimiento @sbnfinado a un plano vertical
que pasa pod y es perpendicular al eje del cilindro y que la cuerda forma
unangulog con la vertical, muestre que el Hamiltoniano del sistema es:

2

H(¢,p) = m —mg[R(1 — cos ¢) + ({ — R¢)sen ¢]

1 . .
dondep+1 = o y p = mo(Re—{). Demuestre que la frecuencia angular
para pequi@as oscilaciones en torno al punto de equilibrio es:

w=lg/(~ 5 Rm)2.

6.— La figura IV.7 muestra un marco con momento de inefcia I dentro de
este marco hay ungmdulo que 8lo puede oscilar en el plano del marco. El
marco puede girar libremente en torno al &jé&l pendulo tiene largd y
una masan. Encontrar:

I) EI Hamiltoniano del sistema.
i) Las ecuaciones de Hamilton de movimiento.
iii) Encontrar los puntos fijos del sistema.
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Indicacbn: la energa cirética de un alido rotando alrededor de un eje fijo
con velocidad angulas es:

T = - [w?

Figura IV.7: Problema 6

7.— El Lagrangiano de una parila en un campo electromagito esa dado
por:
m .2 ] 2 € . . .
L= 5[:5 +9°+z ]+E[Axx—|—Ayy+Azz] —ed
dondeffy ® dependendo de las coordenadasy, z.

El campo magéticoﬁ y el campo éctricoE estn dados por:
E=-Vo, H=VxA

Escriba exgkitamente el momentum de este sistema. Encontrar el Hamil-
toniano de esta pacula.

IV.7. EJERCICIOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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8.— El Hamiltoniano de un sistema de una diménss:H = p?/2 — 1/(2¢?).
Demuestre qu® = pq/2 — H t es una constante de movimiento.

9.— El Hamiltoniano de un sistema tiene la forma:

1[1
H=-|=4+p"q¢".
2[q2+pq}

a) Encuentre la ecuam de movimiento para q.

b) Encuentre una transformaai carbnica que reducél a la forma de aso-
ciada a un oscilador armnico. Muestre que la transforméaoide variables
satisface la ecuamn de movimiento encontrada en a) para la variable g.

10.— Dibuje cualitativamente la evolaci en el tiempo del sistema de pau-
las que se indica en la figura 1V.8. Las pamlasno interactian entre el-
las —pasan una sobre la otra sin afectarse—y se mueven en una dimensi
espacial. Suponga que las pewtas rebotan con una velocidadb, |, con
0 < e < 1, siinciden con una velociddd,| sobre la pared.

~
\

v

Probloe ¥ 11

Figura IV.8: Problemas 10y 11

11.— Utilizando el formalismo de las variables angulares y déacencuentre el
hamiltonianoH = H (I, I,) asociado al movimiento de un cuerpo puntual
bajo el efecto de una fuerza central descrita por el poteh@ial = —k /.

El movimiento ocurre en un plano.
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Problema Adicional Resuelto

Para el gndulo de la figura, compuesto por un resorte de constaritago
natural/, y una eséra de masau, se pide encontrar las ecuaciones de movimiento
en una vecindad a las posiciones de equilibrio y dibujar el diagrama de fase.

Nota:
- Considerar la aceleram de gravedad.

- El movimiento esi contenido en
el plano verticalSolucion:

Las coordenadas generalizadas son
=0 ¢=r
1 2

T =—-mv

I TRV : (
5 = 2m(x +y°), por lo tanto: ocy‘L _
{

1 . 1
T = 5m(7*2+r292), U= §k(r—60)2—mgr cos 6

donde
x = rsenf \
y = —rcosf
= & = 7 senf+rf cos b
y = —7r cos O+ rfsend

luego @2+ =72 + (rf)?

. 1 . 1
Lagrangiano = L=T -V =g m(r? + r26?) — ék’(r — 0,)? + mgrcost

Hamiltoniano = H=T+V

Si deseamos resolver este problema usando el formalismo hamiltoniano, debemos
definir las cantidades de momento generalizados tantpamano parar:

oL
Pr = a—:mr 9 5
r 1P 1 P 1
H=-—"T+- 92+—k(r—€o)2—mgrcosﬁ
oL . 2m  2mr 2
Py = — =mr?d
00
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luego:
- -t
sz—%—lg = —mgrsenf (3)
P, = aH—lP—g-i—k:(Eo—r) + mgcosf (4)

or 3 m

Utilizando (1) y (3)

. d . .
= Py =mgrsenf = E(mﬁe) =mr[27r0 + r0)

Té+2f9+gsen0 =0

(mr20)?

L. @Qy@ = FH="00

Ecuacdn de movimiento para(t)

Universidad de Chile

Ecuacdn de movimiento paré(t)

— k(r —4,) +mg cos 0 = mi

m(rf? — i) — k(r — £y) + mg cos § =0

Escuela de Ingenieria y Ciencias
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