Filtro de Kalman 86

4. DEMOSTRACION DEL
FILTRO DE KALMAN

Problema basico

Sea

y(t)=Cx+v

(FK51)

yeSR" ., xeR,veR
son vectores de: medidas, estado y ruido de medida.

v es un proceso estocdstico vectorial de RBD (para cada ¢ sus
componentes son V.A. ) Las componentes de v s6lo pueden estar
correlacionadas entre si para un mismo t, pero no para instantes
diferentes. La matriz de covarianza es

E[(p()=v)v()=v) = V() sy

E[vi (f]) vV, (tg) — 0]

para t; #t, y paratodo i, j € {1, 2, ... , m.
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Ejemplo: Sea

V=cixitcxtcsx;tV

Entonces, deseamos estimar X en forma Optima (segun algun criterio de
optimizacion) por medio de un estimador X si medimos V.

En el caso general, sea el criterio de optimizacion:

Encontrar x tal que X minimice la funcion de costo

J:E{(x—x') P! (x—x')+[y—Cx] V‘I[y—Cx]}
(FK53)
donde:
° )6 . estimacion a priori de x , es decir, antes de conocer la

Ay
medicion  y. La estimaciéon X  se supone conocida (mas
adelante sera determinada por procedimientos recursivos).

. P=E [(X - &) (x - ’e')T] (FK54)

A\
es la matriz de covarianza del error de estimacion a priori X =,
antes de medir y, dado por
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€e=X—X (FK55)

error de estimacion de x antes de tomar en cuenta la
medicion de y

Ejemplo:
Sea xemz y
Ay 2
P 0 E{(xj—xl)} 0

o p7 0 Ef(x,- %)’}

El primer término de J es

A Al 2 A Al 2
(x]_xl) +(x2_x2)

i B

(x=%')' P (2=-%)=

Mientras mas incierta sea la estimacion X ;  mayor sera el error medio

cuadratico P;’ con lo cual se pesara menos el término correspondiente en la

optimizacion c/ra X; . (Este es un procedimiento standard en estimaciones
estadisticas).
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Si J solo consistiera en este término es obvio que X Optimo es tal que

A

xX=x" =0

o

o sea que la mejor estimacion es la que ya teniamos: X ;  porque no hay la
nueva informacion dada por el conocimiento de y.

El 2° término de J es:

ey-cs fv=Yy-cz)

Como V 0,

Ely]|=C E(x)+0,
y=Cx

seria el estimador 6ptimo de y si no se conocieran las medidas M; hasta k.

Pero, dado M,, la estimacion Optima de y es (ver caso de estimacion general
en capitulo de Procesos estocasticos):

p=E|yIM,|=C E|x|M,|+E[v|M,]
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y si v es independiente de M,

<>
[

)

=>

con lo cual

es el error de estimacion de la medida y.

Si J solo tuviera el 2° término, el X Optimo estaria dado por

y=Cx

J =0, y si C no es invertible, no hay solucion Unica.
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_

Estimacion usando solo el segundo término de J si se conoce p.

Hay un subespacio de soluciones X que satisfacen

Cx=y,
para cada medida Y =),.

y—Cx=v
E[VVT]:E[(y—Cx)(y—Cx)T]:V

es la matriz de covarianza del ruido de medida. Si el ruido es grande los

2 , . .y . .
(O seran grandes y la correspondiente ponderacion en J serd mas

Vi

pequena.
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Por ejemplo: Sea

V Gv]
o 2
0 o) v2
-2
GV] 0
v =
0 o/

A A T -2 A A
_ 1 |:y1 G X6 X, O, 0 V=€ X =€ X,
- A A A -2 A A
2 Vo =6 Xy =6y X, 0 Cw | [Vo=6C X, =Cp X
B i | (yz [Cu X, ¢ xz]) (J’2 [021 X;+Cy xz]) |
= 2
2 L GU] CY12)2 J
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Determinacion del estimador optimo.

Para minimizar J con respecto a X usamos la condicion necesaria dJ = 0.

d]:d)ET[P"I(JE—)%’)—CTV"(y—CJE)] =() (FK56)
Como dJ debe ser 0 ¥ dx alrededor del X Optimo,
P (z-2)=C"v"(y-C3) (FK57)

Problema FK10A: Demostrar que la condicidon necesaria es la indicada y que

ello implica la ecuacion precedente (Sugerencia: vector en R ortogonal a
una base).

Expandiendo, sumando y restando un término y luego despejando X,
(Ejercico: Demostrar)

[P+ VI Cli=pP R +CT VT y+
+CyICR-CyICH
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f-g Py C e pmch)

Matriz de
Ganacia de
la
correccion

|

estimacion antes
de considerar la
medida y

estimacion
considerando la
medida y

error de
prediccion
(a priori)
dela
medida

(FK58)

Se ve que el estimador adquiere una forma que esta de acuerdo

con nuestra intuicion.

Sea
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P= [P’_] +C'v C]_I (FK59)

Entonces:

)22)2’+!’CTV"J()/—C)?’)

I

y el estimador de x es

(FK59)

(FK60)

Esta es la ecuacion basica de la estimacion. Queda so6lo un paso para
obtener de aqui el Filtro de Kalman.

El Filtro de Kalman’
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Sea en la ecuacidn basica de estimacion,

X =X, =X, (FK61)

x'= XAkk_I = estimacion de x desde k - 1

antes de tener la medicion " Vi " (FK62)

Y=Y, = medidaen"k" (FK63)

Entonces:
X = Xpues T F(yk — Ci xk|k—]> (FK64)

De esta forma,

.
P':Et(xk—xk
W

X

resulta ser la matriz de covarianza del error de estimacion a priori (FK10).

A T |_
k_I)(xk_xkk—I) J—Pkk_, (FK65)

X

De (FK59),
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Pl=pP7+C"V'C,
y postmultiplicando por P’ y luego premultiplicando por P,

P'=P+PC'V'CP,
P=[I-PC'V'C|P

y por (FK60),

P=[I-TC|P (FK66)
y, de (FK65),

pP=[I-T C|P,, (FK67)

Ahora vamos a demostrar que P corresponde a (FK4):

k

P=F =F, = E{(ﬁk/k —xk) (ik/k _x")T} (FK6S)
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P:szE{ek ekT}

donde
e = )Ek — X, = error de estimacion
Demostracion:
er =X, —xi+Xx, — X
/\, _ Va\
Xy xk|k—1
X, =x’k+Fk(yk—Ck X’k)
X _xk_rk[Ckxk_l'Vk_Ckxk]
X, —X, =1rvitlu Ck( xk_xk)

o o

ek:xk_.Xk-I_xk_xk
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er = fC'k—xk + v + Fka(xk - fclk)

€r — [1_ [« Ck](jc\’k_Xk)_l' ' vi

(FK69)

Problema FK11A

Demostrar que si, por hipdtesis, V; es independiente de W, _, , entonces
(i)  X; esindependiente de V; y

o _ A , ) )
i) X klk-1 — X't es independiente de V;

Por (FK69)

ek=[1—Fk Ck](-)lc\,k_Xk)_l_ I'x vi (FK 69)

Ele o} =E |[I-T,G| (%% )&, [I-T,G] |+ E{Tv v T

De aqui,
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E{ek ekT} :[]—Fk ClP
P

k
por (FK67)

J[I—Fk G| +L V. I/

k-1

Ele e/l=P[I-T,C] +T, V, I} =

=P -P C/ T/ +I, V. I/

Pero de (FK60),
FC=PC'V! (FK60)

Fk — Pk CkT Vk_l )

y, ademas,

por lo que

E{ekekT}:Pk_PkaT k CkPk"'PkaTVk_I Vk_ICk})k

T
L {ek €k } =h = Pk\ i (OED) (FK70)

Es decir
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1
PE[P"1+CTV’C]

es la misma P definida en (FK4):

P = :E{eke,f}

K k

Entonces, de (FK67), con I'=I';, resulta que por la tercera (FKI2c). del
F. K.,

(FK12¢)

Queda por demostrar las ecuaciones (FK12a) y (FK12b)

Demostracion de (FKI12a). laecuacion de estado del sistema es
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X = Ak—]’xk—] + Bk—]uk—] T W (FKla)
y la prediccion de un paso es
X =A% +Buy +0 (FKS)
Restando,
Xe ™ k/k]_Akl(x k]/k1)+w
y COMo

Pk|k—1 = E{(fckvc—l — xk) (fckvc—l — X )T }, (FK10)

Pk|k—l = Ak—IE{()ek—l N xk—]) (‘)ek—] o xk—z)T}AkT_z + Qk—l

+ Dobles Productos

Pero los dobles productos resultan nulos porque wj; es ruido blanco
(jDemostrar!).

Entonces, resulta lo que se queria demostrar:
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Pk|k—1 = Ak—ch—lAkT—l +0,, (FK12a)

De (FK60), por (FK35) y (FK38) se obtiene (FK12b):

-1

T T
I, =F,.C |:C £, G + ij| (FK12b)

klk—1I kL k-1

Pero el estimador de estado optimo X determinado por la matriz 'y de las
ecuaciones (FK 12), no s6lo minimiza la funcional (FK53)

=2 E=%) P-4 [y-C 3] v [y-cl)

como se ha demostrado, sino que también minimiza la funcional (FK2) que
da el error medio cuadratico:

7 E{an(fﬁ;/k _x;)Z} _ E{()?k/k —x) (R - %) } = Ele,¢f|

i=1

J = E[ekT ek] =tr {E [ek e,f]} =1r {Pk} (FK2)
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Realicemos la demostracion para el caso mas simple:

X, = A X,
V=G x +V,
(Bk—l =0, Qk—] =0)

El estimador 6ptimo encontrado estd dado por

X, =4, x5 ,+0 (v, —C xk|k—1)

Pero
Xe—1 = A X,

con lo que

Xy =A, X, + 1 [Ck x, Vi —Cp A4, xk—]]
con ek :X-k —Xk, se ha demostrado que

P=E[ek ekT]

Entonces,
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e,=A_,x_,+1,|C x, +V, -C  A4_, x,_,

(OAZ S

e,=4,,¢e.,-1, C A_,e_,+, T,
€r = [1_ L Ck] A e+ TV,
el =el, Al [1-CI U] |+v] 1]

P =E [ek ekT] =F {[I - I, Ck] A e e, A [I -C; rkT]}

+E {Fk v.v! F,f} +E {dobles productos} =0

P =[1-T,C] A, P_, Al 1-¢/ o+, v ]

Pik—1 por (FK12a) ya que Oy _;=0

Expandiendo, se llega a:

B = Pk|k—1 - I Ck Pk|k—1 - Pk|k—1 CkT rkT +

L (C By, C+7,)TY

donde
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T _ T
Sk Sk = Ck Pk|k—] Ck T Vk
es Simétrica y NND
_ T T
Pk - Pk\k—] B Fk Ck Pk|k—1 o Pk|k—1 Ck rk
+I, 8 S/ T/
Sea Dy una matriz tal que
T T
Pk = Pk|k—1 + (rk Sk Dk) (Fk Sk Dk) - Dk Dk
y veamos cuanto vale Dy

Pk:Pk\k—J"'rkSkSkTrk"'D kT_rkSkaT_DkSkTrkT
- D 1?

[gualando términos:

D, SkT = Pk|k—1 CkT

D, = Pk|k—] CkT (Sk_])T

(B} =tr { By | +1r {(Fk S, - D,)(T, S, - Dk)T}
—tr D, D/}
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tr|P.|=E|e e
k| k “k

El minimo de la [Pk] c/r a Iy (la ganancia de correccion se obtiene
minimizando la traza del 2° término, ya que los demds no dependen de 'y .

Por lo tanto,
I'k Sk =Dy

y la traza del segundo término es 0 que es el minimo valor de este término
porque es NND.

x' MMTx:(MTx)T (MTx):HMTtz
Si M es no singular HMT xH=0:> M x=0=>x=0
Si M es singular o de rango incompleto, por ejemplo M = C € R’ "
chH=0 = cx=0 # x=0
por ejemplo, por ser x octogonal a c.
Iy S, =D,
produce el minimo de # {P; }:

Fk Sk - Pk|k—1 CkT (Sk_])T
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Fk - Pk|k—] CkT (Sk_I)T Sk_]
L, = Pk|k—] CkT [SkT Sk]_I

-1
I, = Pk|k—1 ClcT[Ck Pk|k—1 CkT + Vk]

En el mismo I'y ya determinado (FK 12b). Por lo tanto, es este caso simple

(y también resulta en el caso mas completo) I', es tal que minimiza J en
(FK2):

_ _ T]_ T
J=tr {Pk} =trE [ e.e; ] =E [ek ek]
y minimiza el error cuatratico medio total de la estimacion del estado x; .

Ejercicio : Demostrar esto para el caso general de las ecuaciones de estado -
estado/salida (FK 1).

Con esto se completa la demostracion del Filtro de Kalman.

Resumen de la Demostracion del
Filtro de Kalman (F.K.)

1.- La funcional de costo a minimizar es:
Ir . . oA A Ay N
J = 5[(x—x')P' LE-R) (- CRV T (v - CH)]
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A

Matriz de covarianza del error de estimacion a priori
A A T
P'= E{(x'—x) (x’—x) }

Problema:

J

S

A

X

2.- La minimizacion de J con respecto a X da:
A Ay r—1 Ty -1 Ty r—1 Ay
x=x+LP +CVC|CV (y-C&')
=P

. J/

I'= PYC "y

f=#4T(y-C3)

X': estimacion a priori (antes de usar el conocimiento de y(?)).

109

(FK53)

(FK54)

(FK38)

(FK58a)

3.- Aplicando al sistema lineal con ecuaciones de estado y estado-salida

(FK1),

ka\k = X:k|k—1 +1.(y, — ijek\k—l)

(FK64)
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Fk — Pk CkTVk_l

4.- De
P, = [1 - I, Ck ]Pk/k—l (FK12c)

se deduce que
P =P =Elee
k|k k k™~ k
€ =Xk — X =X T X
5.- Por otra parte, de (FKla) se dedujo que

B,,=0.,+A_F_A, (FK12a)

6.- Después se demostrd que

~1
r=|\P" +cv’'c'\ cv'=prP C'V"

k/k—1 klk =k
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7.- Se demostrd también que el estimador optimo (FK 64) también minimiza

la funcional

J=E[e,§r ek]ztr {E[ek ekT]}:tr {Pk}

8.- El Filtro de Kalman se construye con la prediccion de un paso

Xhet = Akxk—1|k—] + Bkuk—] (FKS)

corregida por el error de prediccion de la medida yy.

Notar que:

tr P, = error medio cuadratico total de estimacion del estado.

tr P’ = error medio cuadratico total de estimacion “a priori” (antes
de medir y;) del estado.

Ejercicio: Demostrar que

(a) B, = Pk/k—1 - Pk/k—1 CkT—l (Ck Pk/k—1CkT +V, )_1 Ck Pk/k—l

®) B =[I-T,G|B, [I-T,C] +T, VI
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. Que ventajas tiene (b) sobre (a) para el calculo de P;?”
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