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1 TEORIA DE TENSORES CARTESIANOS

1.1 Introduccién:

Los conceptos fundamentales de la mecanica de medios continuos seran
establecidos utilizando la notacién indicial, propia del calculo de tensores cartesianos.

Las leyes fisicas, los conceptos matematicos y los teoremas seran “re-formulados”
utilizando las definiciones y convenciones del calculo tensorial.

1.2 Definiciones Béasicas

1.2.1 Notacidn Tensorial

Un vector en un espacio euclideo de tres dimensiones puede representarse por R;,
donde el subindice | toma los valores 1, 2y 3:

R; :(Rl’RZ’R3)’
y los R, corresponden a los componentes del vector en un sistema cualquiera de
coordenadas.
1.2.2 Producto Escalar

El producto escalar de dos vectores a; y bi viene dado por:
. 3
a-b=ab +a,h, +ab, => ab;
i=1

Utilizando la convencion de que dos subindices repetidos indican siempre una
suma, para todos los valores de los subindices, queda:

1.2.3 Tensor Delta de Kronecker

Un tensor de gran utilidad en el calculo es el llamado “Delta de Kronecker” y esta
definido por:

1 para i=j
5i' = ; ..
10 para i# ]
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Utilizando este tensor podemos escribir el producto escalar de dos vectores en la
forma:

d-b=ab =5ab

L B

1.2.4 Tensor Permutacion

El Tensor de permutacion es un tensor de tercer orden definido por:

1 cuando ijk forman permutacion par
ex =1—1 cuando ijk forman permutacion impar
0 si no forman permutacion

Utilizando este tensor podemos escribir el producto vectorial de dos vectores en la
forma:

dxb=¢a;b,,

y el triple producto escalar en la forma:

1.2.5 Orden o Rango de un Tensor

Es posible definir el “orden de un tensor” como el numero de subindices que
aparece asociado a la letra que identifica al tensor:

a = Tensor de Orden Cero = Escalar

a, = Tensor de Primer Orden = Vector

a; = Tensor de Segundo Orden = Matriz
a; = Tensor de Tercer Orden = "Cubo"
a;q = Tensor de Cuarto Orden = "Hipercubo"

En un espacio tridimensional, un tensor de orden N posee 3" componentes.
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Ejemplo: Matriz de 3x3

a‘ll a‘lZ a'13
& = |Qu 8p Ay n=2 = 3"=9 componentes
a31 a32 a33

Ejemplo: Ley Generalizada de Hooke

o, =C. -e n=4 = 3% =81 componentes

ij ijrs ~rs

1.2.6 Gradiente
El gradiente de una funcién escalar viene dado por:

Opr 095 0fp
gradg=V¢= I+8yj+azk'

El operador “V "recibe el nombre “Nabla”, “Delta Invertida” o “Del” y se puede
operar con él como un vector. Esta definido por:

V=i—+]—+k—.
oXx "oy oz

En notacion tensorial el gradiente se representa por:
o¢
grad¢ = = ¢,i .
oX,

La “coma” delante del subindice significa diferenciacion con respecto a las

coordenadas espaciales X;.

1.2.7 Divergencia
La divergencia de un campo vectorial viene dada por:

oF, OF, OF,
+ + _
ox oy oz

VF =

En notacion tensorial el gradiente se representa por:

oF
8X i ijhoig.
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1.2.8 Laplaciano

Si tomamos la divergencia del gradiente de una funciéon obtenemos el Laplaciano de
dicha funcion:

V-Vvf =V = f,.

1.2.9 Rotacional
La rotacién de un campo vectorial viene dada por:

_ - oF, )~ ~ (OF ~
ot E=vxE=| 5 &y i+(ﬁ—55jj+ aa BN Iy
oy oz 0z  OX ox oy

En notacion tensorial la podemos expresar con ayuda del tensor de permutacién
como:

. OF
rot F =gy, a_xk =€y Fj.

j
1.2.10 Identidad “€—0"

En la manipulacion de ciertas expresiones indiciales, es de gran utilidad hacer uso de la
siguiente identidad:

Ciik Cirs = 5jr5ks _5js5kr .

Irs

Esta identidad podria verificarse considerando que, en general se tiene:

5ip 5iq O
€ Cpar = Op Ojg O
5kp 5kq 5kr
Sir=Kk-:
o. O, o, O. o. 0.
G Ck = Opr o =0 S N P
5kq Ok 5kp O 5kp 5kq’

= 5ip (5jq5kk - 5kq5jk) - 5iq (5jp5kk - 5kp5jk) + 5ik (5jp5kq - 5kp5jq) )
= 0,(0j=014) =64 (0}, =6,) + 6, (5,044 = Fp0)) ,
= 5ik5jp5kq _5ik5kp5jq ,

= 0,0, 0,0,

iq™ jp ip™jq -
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1.3 Transformacién de Coordenadas

Un punto medular del analisis tensorial es el estudio de la transformacién de un
sistema de coordenadas a otro.

Si el conjunto de variables independientes Xj son las coordenadas de un punto en

un sistema de referencia, y Xi son las coordenadas del mismo punto en otro
sistema, la transformacién de un sistema a otro, esta especificada por las relaciones:

X, = F.(X, %5, %X3) y

X, = 0; (X, X5, X;).

Para asegurar que esta transformacién es reversible y que existe una
correspondencia biunivoca entre las variables de una Region R, es necesario que:

1 Las funciones que relacionan los dos sistemas sean Unicas, continuas y que
posean primeras derivadas parciales continuas en R.

X,
2 El determinante del Jacobiano, J = 87 , debe ser distinto de cero para
j

todos los puntos de la Region R, es decir:

ox, 0%, OX
0%, OX, OX,
_|0X,  OX, OX,
OX, 0%, OX, OX,
X, OX, 0%,
X, OX, OX,

Si J es positivo la transformacion es “propia”, es decir, transforma un sistema
dextrégiro en otro dextrogiro, y si es negativo, se llama “impropia” y transforma un
sistema dextrogiro en levégiro.

1.3.1 El Tensor Métrico

Lo primero que nos interesa conocer acerca de un sistema de coordenadas es como se
mide la longitud o distancia entre dos puntos. Esta informacién nos la da el tensor
métrico del sistema.
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Sea una transformacion admisible & =06,(X;,X,,X;), y sea su inversa

Xi =X (61,0,,0;) .

Si las coordenadas X;, X, y X; se asumen coordenadas cartesianas
rectangulares, la longitud del elemento dS viene dada por:

ds® = dx; +dx; +dx; = dx;dx; = &, dx;dx; .

Las diferenciales dXi pueden expresarse en referencia al sistema &, por:

dx, = do,
26,

Si reemplazamos esta ecuacion en la anterior, se obtiene:

3
ds? =Y % i gg dg,
< 56, 06,

Si definimos la funcioén:

3 OX. OX.
g (49,49,6?):2 : -
kt \Y1: Y2, U3 ~ 50, 06,

entonces, el cuadrado del elemento de linea en el sistema general de coordenadas

‘9i se obtiene:

ds® =g,d6,dé, .
El desarrollo de la expresion anterior establece que:
ds® =g,,(d6,)* +9,,d0,d6, + 9,,d6,d 6,
+0,00,d0, +9,,(d6,)* +g,,d0,do,
+0,,d60,d0, +9,,d0,d0, + g, (d6,)*

Este tensor es siempre simétrico ya que J,; = Oy .

Las funciones J; son llamadas las Componentes del Tensor Métrico Euclidiano en

el sistema de coordenadas 0, .
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Sea 49i otro sistema general de coordenadas tal que la transformacién de coordenadas

desde 67, hacia (9i viene dada por:
0, =0, (51’52153) -

Ahora las diferenciales pueden expresarse como:

dg, =% qg
29,

y utilizando la expresién para ds 2 , €l elemento de distancia viene dado por:

06, - |06 = 06, 00 |\, - =
ds® = gktd‘gkd‘gt = gkt(ﬁdemJEa_g:]dgnj:(gktﬁﬁ]demdgn,

ds® = gmndgmdgn .

Coherentemente, llamaremos a las funciones 0., las Componentes del Tensor
Métrico Euclidiano en el sistema de coordenadas 6, .

Esta ultima forma diferencial cuadrica es de importancia fundamental ya que define la
longitud de cualquier elemento de linea en sistemas de coordenadas generales.

Se concluye que, si 6, y 6, son dos conjuntos de coordenadas generales, entonces

los Tensores Métricos Euclidianos J,,, v 0., se relacionan por medio de Leyes
Especificas de Transformacién.

1.3.2 Tensor Métrico en Coordenadas Polares

Determinacion del Tensor Métrico Euclidiano en coordenadas polares planas

(6,=r;6,=0) y su correspondiente expresion para la longitud de un elemento de
linea.

Considerando las siguientes relaciones con un sistema de coordenadas cartesianas
rectangulares (ver figura):
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X, =% (6,,6,) = 6,c0s0, X,
X2 = X2(91192) = 91 Sin 9 ,

61 = gl(xl’xz) :\/XIZ "'Xz2

6,
. X
0, = 0,(xy, %) =sin"| ——2— |,
A X+ X5 0,
se pueden establecer las componentes del tensor métrico como: 2]

5 2 2
Z ; OX  OX; O 6x2 X, _| 0% N 0X, — 0520, +sin’ 6, =1,
= 849 06, 86, 06, 649 06, |06 06,

i . OX . OX N OX, OX,

=(cos8,)(-6,sinb,) +(sind,)(6,cosb,) =0,
~ 06, 00, aeae 26, 00, (c0s6,)(=6;sin6,) + (sin 6, )(6; cos ;)

)

2 2
50X OX;  OX OX, ax2 X, [ 0% OX, _ , .
=2 = + =(-6,sin0,)? + (6, cosh,)* = O
2= 200,00, 06,06, 06, 06, (592 26, (—6,5In6,)" +(6,€0s6,)" = 6,

y la longitud de un elemento de linea como:
ds® = g,,d0,d6, +9,,d0,d0, + 9,,d6,d0, +g,,d0,d0, = (d6,)* +(6,d,)*.
Esta ultima expresion, no es sino, la familiar expresion de coordenadas polares:

ds? =dr? +(rdo)’.

1.3.3 Tensor Métrico en Coordenadas Esféricas

Analogamente al ejemplo anterior, es posible establecer el Tensor Métrico Euclidiano
en coordenadas esféricas y su correspondiente expresidén para la longitud de un
elemento de linea.

Para esto, se debe considerar la siguiente transformacién directa:

2 2 2
O, =X +%X; +X; ,
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Il
X3

2 2 2 |’
A X+ X, + Xy

1
af X 6
0, =tan | =% |
Xl

0, =cos™

. S 2
Yy Su correspondiente transformacion inversa: 4

X, =6,sin 6, cosb,,

X, =6,sin6,sino;, X

Y
7]
I

s

s
et e e e ———————

7

X, =6, 0s6, .
La aplicacion de la misma metodologia de calculo utilizada en el caso de las
coordenadas polares, permite obtener las componentes del tensor métrico

Euclidiano en el caso de las coordenadas esféricas, las que en este caso
corresponden a:

011 =1,
9 = (‘91)2,
O35 = (91)2(3”192)2,

con todos los otros componentes nulos (Jj =0; Viij). El cuadrado del
elemento de linea por lo tanto es:

ds® = (d6)* +(6,)°(d6,)* +(8,)*(sin6,)* (d6,)"
1.4 Leyde Transformacién de un Vector

141 Sistemas de Referencia “sin prima” y “con prima”

Consideremos un vector A dibujado a partir de un punto arbitrario P en el espacio.

El vector A puede ser descrito en funcion del sistema de ejes cartesianos “sin
primas”, con origen en O y también en funcion del sistema de ejes cartesianos “con
primas”, con origen en O’.

Ambos conjuntos de ejes pueden ser trasladados sin rotacion al origen comun en P,
sin perdida de generalidad.
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—

La proyeccion de A sobre los ejes “sin prima”’ da los componentes A, y la

e . 13 H ” !
proyeccion sobre los ejes “con prima” da las componentes A. :

Se desea entender como se relacionan los componentes “con prima” con los
componentes “sin prima” y viceversa.

1.4.2 Cosenos Directores

Introduciendo la nocién de cosenos directores entre los dos conjuntos de ejes como:

(a,,,a,,,8,;) = cosenos directores del eje Y, respecto de los ejes (Vy, Y, Ys)
(8,1,8,,,8,,) = cosenos directores del eje y; respecto de los ejes (Y;,Y,,Ys)

(85,,84,,84;) = cosenos directores del eje yg respecto de los ejes (Y;,Y,, Ys)

Resumiendo esto en forma tabular, donde el primer subindice indica los ejes con
primay el segundo subindice indica los ejes sin prima:

Yol Yo | Y3
yl all a12 al3
Yo| Q| Gy | Qg

Y | Qx| 83 Ags

Ejemplo: Az es el coseno del angulo entre el eje y; yelejeY;.

1.4.3 Leyes de Transformacion para Componentes Cartesianos

—

. . . 4 .
Recordando que la proyeccion del vector A sobre el eje Y, es igual a la suma de las

proyecciones de los componentes A sobre el mismo eje:

Al, = a11A1 + a12A2 + a13A3-
Similarmente:

Aé = a21A1 + azzAz + azsAs ,

Aé = a31A1 + aszAz + assAs .
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Intercambiando ahora los roles de los ejes con prima por los ejes sin prima, y repitiendo
el mismo procedimiento:

A1 = a11A1,+a12A£ +al3Ai;,
Az = 3-21A1' +322A; +3.23Aé,

A3 = a31A1’ "‘aszAé +333A3’-

Estos dos conjuntos de ecuaciones son las leyes de transformacién para los
componentes cartesianos de un tensor, y pueden pensarse como la definicion de un
vector.

Ejemplo:

Las componentes de un vector A en un sistema de ejes cartesianos “sin prima” son
A =(1,0). Considere un conjunto de ejes cartesianos “con prima”, obtenido a

partir de la rotacion en un angulo de 30° alrededor del eje Y,. ¢Cuales son los

—

H ” ,
componentes “con prima A, de este vector?

Los cosenos directores aij, entre los ejes con prima y sin prima, estan dados como
sigue:

1 0 0 ”

a. = |0 cos30° sin30° A
0 -sin30° cos30° 200

Por lo tanto, a partir de la ley de transformacion: /
}"2

A = A, 00’

!

se obtiene:

r

v, %
A =a A +a,A +a,A,=A =1,

A, =a, A +a,A, +a,A, =cos30°A, =/3/2,

A =a, A +a,A +a, A =—sin30°A, =-1/2.
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144 Leyes de Transformacion en Notacion Indicial

Consideremos ahora, el expresar estas leyes de transformacién de tensores, en
notacion indicial:

Al, =a; A +a,A +ahA,
A =ayA+a, A +3A & | A =auA +ayA, +agh; |
A:; =ayA +a,A, +a;A

Asi, en su forma mas compacta:
, —
Ai = aij Aj .
De manera similar:

Ar :arsAs’-

145 Matriz de Rotacion

Estas relaciones entre vectores correspondientes a dos sistemas de coordenadas,
puede también pensarse como la “rotacion” o “transformacion” de un sistema a
otro.

Esta transformacion puede ser entendida como una “matriz de rotacion” que “aplica”
sobre un sistema y lo transforma en otro.

Lo anterior se entiende comunmente, como que el vector original es premultiplicado
por la matriz de rotacion para obtener el vector “rotado”:

!
t1 d; Qp dg t1
14
tz = dy Ay Ay tz
!
3 Ay 3y Ag t3
1.4.6 Propiedades de la matriz de rotacién

Las matrices de rotacidon poseen las siguientes propiedades de ortogonalidad:

;8 =0,  (Ortogonalidad de filas)

ajiajk = 5ik ) (Ortogonalidad de columnas)
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Esto significa en palabras, que el producto punto de cada fila (o columna) consigo
misma es unitario, ya que obviamente son paralelas, y que el producto punto de una
fila (o columna) con otra fila (o columna), es cero, ya que son perpendiculares.

Otra propiedad de las matrices de rotacion, que se desprende de la manera en que se
definen los angulos de los cosenos directores, es que la inversa de la matriz de
rotacion es su traspuesta.

1.4.7 Invarianza del Producto Escalar

Utilizando la ley de transformacion de un vector, se puede demostrar la invarianza del
producto escalar W= U,V; como:

W' = (a u )@, v,) = (a,a; )(UV,) =0yuV, =u,V, =W,

1.4.8 Invarianza de la Forma Bilineal

Dado un tensor tij y dos vectores X; e Y|, se defina la forma bilineal 2F como:
2F =t XY;.

Esta expresion es lineal en X e Yj, y es invariante para una transformacion de
coordenadas:

2F,:ti,jxi,y} :(aikajltkl)(a' X )(ajnyn) =t Xn Yo =2F

m“'m

1.4.9 Tensores Simétricos y Antimétricos

Un tensor t; es simétrico si t; =1;. Es decir, los elementos “sobre” la diagonal

principal son iguales a los elementos “bajo” la diagonal principal. En el caso de
tensores de segundo orden, los componentes del tensor se reducen a 6 elementos.

Este tensor cumple con la ley de transformacién de coordenadas:

! !
tij = aikajltkl = aikajltlk :tji .

Por otra parte, un tensor tij es antimétrico si tij = —tji . Este tipo de tensores tiene

sblo 3 componentes diferentes, ya que los términos de la diagonal principal deben ser
nulos para que se cumpla la condicién de antimetria.

Es posible definir el siguiente vector equivalente al tensor antimétrico:
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1 tsz
t, __eijktjk: ts
t21
La relacion inversa es:
0 -,
tij e”ktk— t, 0 -t
t, 0

1.4.10 Representacion grafica de un Tensor Simétrico

Si en la forma bilineal de un tensor tij , los vectores X; e Y; se consideran dos veces

el mismo vector X;, y se toma en cuenta la simetria de éste, se obtiene la forma
cuadratica:

2 2 2
2F :tij XY =0 X F 1% +X + 2(t12X1X2 +13% %, +t31X3X1)

Esta expresion corresponde a una cuadrica centrada en el origen en un espacio
cartesiano tri-ortogonal, donde si se tienen las componentes del tensor y el valor de F,
la superficie queda univocamente definida.

Sobre esta superficie es posible definir un vector que siempre es normal a ésta. Este
vector se denomina gradiente de F y puede ser expresado en términos del tensor y del
vector posicion del punto como:

1.4.11 Direcciones y Valores Principales

Estamos interesados en encontrar las direcciones en las cuales la cuadrica quedaria
orientada “justo” en las direcciones de los nuevos ejes coordenados.

Esto podria lograrse utilizando las propiedades de invarianza de la forma bilineal, de
modo que las componentes del tensor original, se transformen de acuerdo a la ley de
cambio de sistemas coordenados de un tensor.

Las direcciones buscadas podrian determinarse tomando en cuenta que, el vector que
une el origen del sistema de coordenadas con un punto de la superficie, debe
apuntar en la misma direccién, que el vector normal a la superficie en ese punto.
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Lo anterior significa que el vector posicién de un punto sobre la superficie, debe ser
colineal con el vector normal a la superficie en ese punto, lo que matematicamente se
expresa como:

Reordenando la ecuacion anterior se obtiene:

La solucidn de este sistema de ecuaciones homogéneas corresponde a las 3

direcciones principales buscadas. Los correspondientes valores de 4 se denominan
los valores principales.

Los valores principales se obtienen de la condicion para la existencia de soluciones
no nulas, lo que nos conduce a establecer la ecuacion caracteristica del tensor.

1.4.12 Ecuacion Caracteristica

La resolucion de la ecuacién anterior nos permite definir la ecuacidn caracteristica de
un tensor como:

[ty = A8 = =2+ 1.2 = 1,2+ 1y,

donde los parametros |1, |2, |3 son los invariantes principales del tensor, definidos a
continuacion.

1.4.13 Invariantes Principales
Los invariantes principales de un tensor se definen como:
I, =t, =t, +t,, +1,; =traza

1 1
I, = 5 (tat; —t;t;) = > (titin —ta) = (tatss —t5) + (tatsy —t5) + (tty, — 1)

l; = H L H = Elyly g
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1.4.14 Direcciones Principales Entendidas como Problema de Valores
Extremos

Otra forma para encontrar las direcciones principales de un tensor, consiste en
considerar la situacién como un problema de valores extremos.

En este caso, consideraremos la magnitud de los valores de los elementos de la
diagonal principal, como un funcional, al que debe determinarsele sus valores
extremos.

Esto puede realizarse mediante herramientas estandares del calculo en varias
variables, como el Método de los Multiplicadores de Lagrange. En este método se
plantea el maximizar o minimizar una funcion objetivo, sujeta a ciertas restricciones.

Esta metodologia puede resumirse como sigue:

La componente de la diagonal principal del tensor (funcional) para una nueva
direccién coordenada esta dada por:

!
ty = Xixjtij

donde el vector unitario X; corresponde a los términos de la matriz de rotacién del
nuevo eje k. La norma de este vector unitario (restriccién) puede escribirse como:

X X; :5ijxixj =1.

Los valores de X; para los que 1, es maximo o minimo, sujeto a la condicién

5”- XX, = 1, se puede establecer utilizando los Multiplicadores de Lagrange:

Resolviendo:

oF
5 Gl —A0x; =0,

%z&ijxixj -1=0,

queda:

oF
&:O = (t; —46;) x; =0

Por lo tanto, los valores extremos de la diagonal principal ocurren en las
direcciones principales.
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1.5 Ley de Transformacién de un Tensor de 2%° Orden

Andlogamente al caso de un vector o tensor de 1% orden, es posible establecer una
ley de transformacion para tensores de 2%° orden.

Esta ley puede ser enunciada como:

’ —

tij - aikajltkl )
donde, de acuerdo a la convencién de Einstein, se debe realizar una doble
sumatoria sobre los subindices K vy | .

La transformacion inversa puede ser establecida como:

tij = akialjtkl .

1.6 Leyes de Transformacién de Tensores cartesianos de orden N

Considerando las leyes de transformacion de un tensor de 1° orden (vector), y de
transformacién de un tensor de 2% orden (matriz), es posible generalizar estos
resultados para establecer la ley de transformacion de un tensor de orden
cualquiera N.

En resumen, las leyes de transformacion de un tensor de orden n son:

A= A (N = 0: Escalar)

A = a;A (N = 1: Vector)

Ar,s = a,dy Aij (N = 2: Matriz)

Ay, = a;84a,..Ay  (N=N:Tensor de orden N)

1.7 Notacion Indicial e Implementacion en Ordenadores

Una de las principales fortalezas de la teoria de tensores es su aplicacién a la
resolucién de problemas practicos de ingenieria.

En particular, esta teoria puede ser enfocada a materias como el analisis de
estructuras, resistencia de materiales o a cualquier medio continuo que pueda ser
modelado mediante elementos finitos.

La implementacion de esta teoria se puede realizar mediante el analisis matricial con
calculadoras portatiles o mediante la programacion de subrutinas en lenguajes de
programacion de ordenadores.



Cl 42F MECANICA DE SOLIDOS 11 Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. ValenzuelaB . 18

Algunos lenguajes clasicos de programacion, en los cuales se podrian implementar la
teoria de tensores y su notacién indicial asociada, son: FORTRAN, PASCAL, C++, etc.

Algunos softwares mas “amigables” donde estas subrutinas se pueden desarrollar con
facilidad son: VISUAL BASIC, MATHCAD, MATLAB, etc.

En estos lenguajes de programacién, debido a la manera en que la compilacion del
cbdigo fuente establece las instrucciones en lenguaje de maquina, es que la notacion
indicial adquiere gran potencia por ser el lenguaje “natural” de comunicacion entre el

programador en notacion indicial y el modo en como esto se implementa a nivel de
hardware.
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2 TENSOR DE TENSIONES

2.1 Introduccién:

Ahora consideraremos el estudio mas detallado de un caso particular de tensor de
segundo orden: el Tensor de Tensiones. Se subentendera que lo desarrollado para
este tensor en particular, seré aplicable a cualquier otro tensor de segundo orden.

El tensor de tensiones es uno de los mas importantes tensores en el analisis de
tensiones en un medio continuo, y corresponde al concepto que le dio originalmente
el nombre a esta rama de la matematica.

La caracteristica principal de este tensor, es que permite definir el “campo de
tensiones” en un punto al interior de un saolido.

En este capitulo estableceremos primero la definicién y las caracteristicas especificas
de este tensor, y luego veremos la forma que adquieren algunas de las propiedades de
los tensores de segundo orden, en este caso en particular.

2.2 Definicion de Tensiones, Hipotesis Euler-Cauchy

Consideremos un cuerpo ocupando un volumen V en un tiempo t dentro de una
superficie cerrada S . Nos interesa conocer la interaccion entre el material interior y el

exterior a esta superficie S. A partir de esta consideracion, surge la definicién del
concepto basico de mecanica del continuo: el Principio de Tensiones de Euler-
Cauchy.

Consideremos un elemento diferencial de superficie AS | sobre la superficie S, y su
normal positiva V; hacia fuera de S . La parte de fuera de S ejerce sobre la de

adentro una fuerza AF,, que estara en funcién del area y orientacién de la superficie
considerada.
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Si al tender AS — 0, el cociente AF;/AS tiende a un limite definido dF;/dS |y si el
momento de las fuerzas actuando sobre la superficie AS desaparece en el limite
(AM,/AS —0), entonces el limite al que tiende este cuociente se define como:

'Il:i = LimA—Fi :E_
AS—0 AS ds

Este limite recibe el nombre de “vector de tensiones” o “traccién”, y posee
dimensiones de fuerza por unidad de superficie.

El vector de tensiones que representa la accion del material exterior al elemento de
superficie sobre el interior, es igual en magnitud pero en direccion contraria, al que
representa la accién del interior sobre el exterior.

2.3 Componentes Cartesianas de Tensiones. Férmula de Cauchy
Consideremos ahora un caso particular, en el que las superficies planas AS, son

normales a los ejes cartesianos X, o lo que es lo mismo, que sus normales V; son

paralelas a los ejes dados.
/—h—‘r32
el T23
i3 |
T22

T2l

X3

Xy
1 2 3
En cada superficie tenemos un tensor de tensiones Ti, T i, Ti, donde el indice
superior representa la superficie sobre la cual actua. Si descomponemos este vector
en sus componentes tendremos:

101 1
T1,T2,Ts 2(2'11,2'12,2'13)

2 2 2
T1,T2,T3j 2(721,2'22,2'23)

3 3 3
T1,T2,T3j =(T31,2'32,T33)
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El conjunto de las nueve componentes de los tres vectores puede considerarse, como

ya sabemos, un tensor de segundo orden, Tij , denominado tensor de tensiones.

a b
Si conocemos los esfuerzos a través de tres planos perpendiculares entre si, Ti, Ti,

C
Ti, podemos escribir el esfuerzo a través de un plano cualquiera cuya normal es V;
en funcion de estos esfuerzos.

Si escogemos los tres planos normales a los tres ejes coordenados, ellos definen las

14
nueve componentes del tensor 7jj y el esfuerzo T i a través del plano cuya normal
viene dado por:
14

Si utilizamos la letra O para referirnos especificamente al tensor de tensiones, y
utilizamos las convenciones de notacion indicial, la ecuacion anterior puede ser escrita
como:

O, =V Oy .
2.4  Ecuaciones de Equilibrio
Consideremos un paralelepipedo infinitesimal de lados dX,. El volumen es

dV = dx, dx, dx, y las areas de las caras son dS, = dx, dx,, dS, =dx dx, , etc.
Si los componentes del esfuerzo a través de la cara dS, son Ty, Ty y 733,y a

\ T T2 T3
través de la cara opuesta son: 7, + dx, , 7, + dx, , Tog +—=dXx,
OX, OX, OX,

! ~ &7
2t 5, 9%
X2
A
aTe
Tt B dxq
T+ ;'1' dx,
N, 973
Tiz+ ox d!a

X3
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La ecuacion de equilibrio del paralelepipedo, considerando que actuan fuerzas de

volumen fi , puede establecerse para una de las componentes como:

or or or
11+ 21+ 31+

f,=0
OX,  OX,  OXq
y para las tres componentes como:
0T;;
OX

]

Por tanto, la ecuacion de equilibrio de fuerzas queda:

Analogamente, puede establecerse la ecuaciéon de equilibrio de momentos
considerando el momento de las fuerzas externas en torno al centro de gravedad del
cuerpo, lo que queda:

Esta relacion significa que en ausencia de momentos externos resultantes, el tensor
de tensiones es simétrico.

2.5 Transformacién de Coordenadas

Al igual que en secciones anteriores consideremos que las componentes del tensor de
tensiones estan definidas con respecto a un sistema de coordenadas Cartesianas

rectangulares X;,X,,X; .

Consideremos ahora, un segundo sistema de coordenadas Cartesianas rectangulares
7(1' 7(£ Y(é con el mismo origen pero orientado en diferente direccién (ver figura).

.1

1
" Esfuerzos originales Esfuerzos deseados
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Consideremos las componentes del tensor de tensiones en este nuevo sistema de
referencia. Como sabemos, la relacién entre los ejes de coordenadas de ambos
sistemas esta dada por:

' —
X = Bk,
- 0 _’, . v
donde los ﬂij son los cosenos directores del eje X con respecto al eje X .

Dado que 7; es un tensor, podriamos escribir inmediatamente la ley de

transformacion, sin embargo, para enfatizar la importancia de este resultado, vamos a
derivar esta ley basandonos en la formula de Cauchy derivada con anterioridad.

Esta formula establece que si dS es un elemento de superficie cuyo vector unitario
normal V tiene componentes V;, entonces la fuerza por unidad de area actuando

|4

sobre la superficie dS esunvector T con componentes:

14

A vl
Sila normal v se elige paralela a los ejes Xy , entonces:

Vi =Ba, vy = Bia, Ve = Bis,
entonces:
k
!
T'= z'jiﬂkj :

k
Las componentes del vector Ti' en la direccién del eje x/, esta dado por el producto de

k
! , s
Ti y ,Bmi . De aqui, las componentes pueden escribirse como:

k
T, = Z proy. de T, sobre x,

K K K
= Tl’ﬂml +T2, ﬂmz +T3,ﬂm3
=T BB + T2 BB + -,
es decir:
Ty = Tjiﬂkjﬂmi :

Como se puede apreciar, las componentes del tensor de tensiones se transforman
como un tensor cartesiano de segundo orden. Asi, el concepto fisico de tension

descrito por z; coincide con la definicion matematica de un tensor de segundo orden
en un espacio Euclidiano.
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2.6 Estado Plano de Tensiones. Diagrama de Mohr en 2D

Consideremos un estado de tensiones en que: ¥
r g; .1!.
Ty =Ty =73 =0, d Ty r p
X
Este estado se denomina “estado plano de 7\ x
tensiones” en el plano X; — X, .
Consideremos la expresion que toman los g
esfuerzos al girar el sistema de coordenadas -
un angulo 6.

Si T11, Ty y 733 son los valores de los esfuerzos en el sistema Xl X2, en el
4 ! 4 [ /
sistema X{ X5 seran Tyq, Ty y Ta3.

Veamos la forma que toman los esfuerzos al girar los ejes. Las coordenadas de un
punto referidas al nuevo sistema vienen dadas por:

,  OX|
axj

y en nuestro caso:

Xi, ::Bijxj,

. . 4 .
donde los ,Bij son los cosenos directores de los ejes X; referidos a X;j .

Para un giro de coordenadas la relacién entre las coordenadas es:
X; =X, C0S0+X,SIn4,
X; ==X, Sin@+ X, C0sH .

La férmula de transformacion para un tensor de segundo orden es en general:

Ox! OX|

Th (X, X5, X)) = 7 (X, X, Xy ) —-—
Ij( 1172 3) Ik( 1172 3) aXI axk ’

y en el caso de una rotacion de ejes cartesianos:

Ti,j = leﬁilﬂjk .
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Desarrollando y poniendo los valores de ,Bij en funcién del angulo € obtenemos las
siguientes expresiones para las componentes de los esfuerzos:

), =1,,008° 0 +1,,8in* @+ 27,,sin @ cosd
7, = 1,,8in° @ +,, c0s* 6 — 27, Sin @ cos &
75, = (~1,, +17,,)8iN O c0s @ + 7, (Cos* O —sin® )

Considerando las relaciones trigonométricas para el angulo doble,
sin?@=1/2(1—cos26), cos* @ =1/2(1+cos28), las ecuaciones anteriores pueden

escribirse en funcion del angulo 6 en la forma:

T, +7T T, —T .
=2 200520+ 7,,5in20,

= 5 5
T, +7T T, —T .
Ty = “2 2 _ “2 22 05260 —1,,5in 26

Ti1— T .
Ty = ——1—*2sin26 +7,, 0526 .
2

axis

——
I mae

Notar que, sumando las dos primeras expresiones anteriores se obtiene:
! + ! _ +
110 T Ty =Ty T T,

lo que demuestra, una vez mas, la invarianza de la traza del tensor ante una
transformacion de coordenadas.
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e e ! 4
Buscamos ahora para qué valor del angulo 6 los esfuerzos normales T11 Y Ty toman
valores maximos o0 minimos.

Ve 0 , ’
Para ésto derivamos 711 y 75, con respecto a 0.

a(;-(;l = (7, —7,,)SIN 20 + 27,, C0S 20 = 275, ,
a(;;z = (71 = 75,)8IN 20 — 275, C0s 20 = 27 .

La condiciéon para un maximo o un minimo es que la derivada sea cero, lo que implica
que para este caso los esfuerzos de cizalle deben ser nulos.
El angulo para el que se cumple ésto, lo podemos deducir de la primera expresion
anterior igualandola a cero. El valor de 0 que corresponde es:

tan 20" = 2Ty

T~ T2
Estas relaciones nos dicen que:

a) la suma de los esfuerzos normales es invariante bajo la rotacion del
sistema de coordenadas.

k
b) existe una orientacion de los ejes definida por 0 para la que
los esfuerzos de cizalle se anulan.

Los ejes definidos por esta orientacion reciben el nombre de “ejes principales de
esfuerzos” y los esfuerzos normales correspondientes son los *“esfuerzos
principales”.

Los valores que toman los esfuerzos en la direccion de los ejes principales son
maximos, 0 minimos.

2.7 Componentes Normal y Tangencial de la Tension

Consideremos ahora el problema de determinar la tensién en un punto P en una
direccion determinada. Para esto, haremos pasar un plano imaginario por el punto, de

modo que la normal a este plano (v ), sea la direccion de interés.

Para establecer el vector tension en el plano elegido, deberemos “proyectar” el tensor
que define el estado tensional en el punto, “sobre” el plano. Esto se logra
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“multiplicando” el tensor de tensiones Oj;, por el vector unitario direccional del plano

V . obteniéndose el vector tension O, como:

011 O Op3 1 Vi O,
0,=0,;"V=0, 0Oy Oyp|* H VH Vo1 =1410,2
O3 Oz O3 Vi 0,3

Este vector a su vez, puede ser “descompuesto” en sus componentes normal y

tangencial al plano V', escribiéndose como:

c,=o,v+o,t

vv vt

La magnitud de la componente normal O,, , puede obtenerse proyectando el vector

O, sobre la direccidon perpendicular al plano, como:

:61/.&:(01/1 0,5 Gv3).(§1 92 &3)’

14

e
y la magnitud de la componente tangencial puede obtenerse a partir de:

2

2
+ H O-vt

2
- H va

lo.

2.8 Esfuerzos Principales

En el caso general, el estado tensional en un punto depende de la direccidn
considerada en el analisis. Esta direccion determina el vector de tensiones actuando
sobre este plano.

Ahora estamos interesados en encontrar la direccién de un plano, de tal modo, que
la proyeccion tangencial del vector de tensiones sea nula, es decir, no exista esfuerzo
de corte. Esta situacion se produce exactamente cuando el vector de tensiones es
perpendicular al plano buscado.

Los planos asi determinados se denominan planos principales, y las direcciones que
los definen, se denominan direcciones principales.

Los valores de las tensiones actuando sobre los planos principales se denominan
tensiones o esfuerzos principales.

Como ya vimos en secciones anteriores, la expresion matematica que permite
encontrar las direcciones de los planos principales buscados, se puede escribir en este
caso como:
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(o —06;)v; =0.

Las soluciones no triviales de este sistema de ecuaciones homogéneas corresponden

a las tres direcciones principales buscadas, y sus correspondientes valores de O , a
los valores principales.

Se debe recordar de la teoria de matrices que, dado que la matriz Oj; es real y

simétrica, la solucién de este problema de valores propios posee tres valores reales
de esfuerzos principales y un conjunto ortonormal de ejes principales.

A continuacion se describen algunos conceptos necesarios para resolver el sistema de
de ecuaciones descrito como solucién al problema de determinar los esfuerzos
principales.

2.8.1 Invariantes del Tensor de Tensiones

Existe un numero de combinaciones escalares algebraicas de los componentes del
tensor de tensiones, que no son alteradas por la rotacién de los ejes coordenados.
Estas combinaciones se denominan “invariantes de tensiones”.

Las invariantes principales del tensor de tensiones corresponden a:
|, =0, =0, +0, +0, =Traza

1

| = 2y 2 2 2
2 _E(Giia(iﬂ)(iﬂ) ~ Oi(in) ) =(02033 =0 )+ (01104 — 033" ) + (01,0, —03,)
|3 =€ 04,0,;0% :Haij H

2.8.2 Ecuacion Caracteristica

Considerando los valores de los invariantes principales del tensor, es posible
establecer la ecuacion caracteristica de éste como:

~c’+1,6°-l,o+1,=0.

Esta ecuacion surge de considerar las soluciones no triviales del sistema, dado por la
condicion del determinante nulo: ‘Jij —05”‘ =0,
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2.8.3 Valores de las Tensiones Principales
La resolucion de la ecuacion anterior, mediante métodos numéricos, permite establecer
los valores propios o principales de este tensor.

Las “raices” o soluciones de esta ecuacion, corresponden siempre a 3 valores reales.
El ordenamiento de estos valores de mayor a menor, permite identificar las tensiones
principales como:

(01,0,,05).

2.8.4 Determinacion de las Direcciones Principales:

Cada valor principal del tensor tiene asociado una direccidn principal. Estas
direcciones principales pueden ser determinadas a partir de considerar las condiciones
de ortogonalidad y de magnitud unitaria de los vectores considerados:

(Uij _Gké‘ij)'njk =0,

2.9 Tensor Desviatoérico

Un tensor que merece especial atencion debido a sus propiedades singulares, es el
tensor desviatorico. Este tensor es muy importante en teoria de plasticidad. En esta
seccion, realizaremos una breve presentacion de él.

Siempre es posible descomponer un tensor arbitrario en un término de tension (6
compresion) uniforme (parte “esférica”) y un término de corte puro (parte
“desviatoria”), como sigue:

Tensor = Esférico + Desviatorico

_ d
o _§§ijakk + 0

El tensor desviatorico es definido por tanto como:

oy Ojj _%é‘ijo-kk

I]:

1 : . :
donde el término §5ij<7kk se denomina a veces “estado de tensiones hidrostatico

puro”.
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También se acostumbra utilizar la siguiente convencidn para establecer el tensor
desviatorio:

ocl=0.-0 6.

donde el término O se denomina “tensién media” y puede expresarse como:

L 1( +0,+05) I
0o =50k = 5\011 TOy TO05)=_1;.
° 3 3 3
El tensor desviatérico posee la importante propiedad de que su primera invariante es
siempre nula (1, = 0), y que sus otras invariantes estan relacionadas de la siguiente
forma con las invariantes del tensor original:

2

_ 3
3 — I3_I20-O+20-O'

2.10 Tensor Esférico

Considerando la definicion de la tension media, el tensor esférico puede establecerse
como el tensor que esta conformado por “tensiones medias” en los elementos de su
diagonal principal y por valores nulos en las otras posiciones:

o, 0 O
o=0 o, O
0 0 o,
Ejemplo

Se considerara el siguiente tensor en coordenadas cartesianas ortogonales para
establecer lo que se indica:

65 -20 15
t,=|-20 81 -10
15 -10 75

Invariantes Principales:
I, =t,=65+81+7.54=221
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I, =(ty t _t223) +(t, by, _t123) +(t, -ty _t122)
=(8.1-7.5-1.0-1.0)+ (6.5-7.5-1.5-1.5) + (6.5-8.1— 2.0- 2.0) = 59.75 + 46.50 + 48.65 = 154.90
Iy =|t;[| =65(.1-75-1.0-1.0) - (-2.0)(-2.0-7.5+1.0-1.5) + 1.5(2.0-1.0 - 8.1-1.5)

=388.375-27.000-15.225 = 346.150

Ecuaciéon Caracteristica:

1t =1, t+1,=0

~1-t®+22.1-t* -154.90 -t +346.150 = 0

Valores Principales:
— (t t, t,)=(104331 6.7560 4.9109)

Direcciones Principales:

Las direcciones principales se establecen resolviendo el sistema: (tij —tk5ij)-njk =0

para cada uno de los valores propios t, (ver ejemplo resuelto a continuacion). En este

caso se obtiene, para las direcciones principales expresadas como vectores
columnas lo siguiente:

~0.7932  1.0000 0.0037
[A]" = | 1.0000 05069 0.7495|.
~0.7466 —0.3836 1.0000

Comprobar, usando la ley de transformacion de coordenadas, que al hacer una
rotacion de manera que los nuevos ejes coincidan con las direcciones
principales, el tensor toma su forma candnica:

En general, la ley de transformacion de coordenadas de un tensor puede escribirse en
términos matriciales como:

] = [A}I][A]".

En este caso de estudio, estamos interesados en que los nuevos ejes coincidan con las

direcciones principales. Para hacer esto, la matriz [A] debe estar confeccionada a
partir de las direcciones principales como los vectores filas de la matriz
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transformacién, estando estos previamente normalizados, tal como se sehala a
continuacion:

[~0.5364 0.6763 —05049|[ 65 -20 157[-05364 0.8440 0.0030
[t] = | 0.8440 04278 -0.3237||-20 81 -1.0|-| 06763 0.4278 0.5997
| 0.0030 05997 0.8002 || 1.5 -1.0 7.5 ||-05049 -0.3237 0.8002

[-5.5966 4.1449 0.0204] [-0.5364 0.8440 0.0030
[t] = | 7.0557 21009 4.0514|-| 0.6763  0.4278 0.5997
|-5.2677 -15896 5.4063| |-0.5049 -0.3237 0.8002

[10.4334 0.0001 —0.0006
[t'] = | 0.0001 4.9115 0.0004
|—0.0006 0.0004 6.7558

A partir de este resultado, salvo errores de redondeo debido a haber trabajado con 4
cifras decimales, se aprecia que se obtiene la forma candnica del tensor, donde en la
diagonal principal se encuentran los valores principales o propios, y los elementos fuera
de la diagonal son nulos. g

NOTA:

Algunas calculadoras tienen implementados algoritmos que permiten realizar en forma
rapida los calculos realizados en este ejemplo. Por ejemplo, las calculadoras Hewlett
Packard 48GX poseen las siguientes subrutinas:

Para hallar las raices de la ecuacion caracteristica puede utilizarse el “solucionador”
de raices de un polinomio:

SOLVE POLY COEFFICIENTS [AN ... Al A0
En nuestro caso: [-1 22.1 -154.9 346.15] = [4.9109 6.7560 10.4331]

Para hallar los valores y vectores propios de una matriz cuadrada:

MATH MATR NXT EGV, devuelve en el nivel 2 una matriz de N XN vectores propios
y en el nivel 1 un vector de N elementos de valores propios. Las columnas de la
matriz del nivel 2 representan los vectores propios correspondientes a los valores
propios del nivel 1.
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Ejemplo:

Considerando que en un punto dado de un continuo las componentes del tensor de
esfuerzo son las que se indican, se puede calcular lo siguiente:

Y4 -6 —+3/4
oy = -6 2 -2
—V3/a -2 34

Invariantes Principales:
l,=0,=Y4+2+3/4=3

1
I, =E(Giio-ii _o-ijaij) = (0,043 _0'223)+(O'11633 _(7123) +(0,0,, _0122)
=(3/2-2)+(3/16-3/16)+(1/2—6) =—6

:i(3/2-2)+%(—3%/4—%/4)+f(zﬁ—ﬁm =-1/8-6-15/8=-8

I, = o
Ecuacién Caracteristica:

3 2
—o +lo" =10+, =0 &  -0°+3.6°+6-0-8=0

Tensiones Principales:

—6%43.6246.0-8=0 = (00 o, oy)=(4 1 -2

Direcciones Principales:

Direcciones del esfuerzo principal para o, =4: (o, —,6;)-n;, =0

~15/4 -6 —+3/4[n,] -15/4-n, —-+6-n, —+3/4-n, [0
_\/g -2 _\/E Ny | = _\/g'nll —2:Ny _\/E'nsl =|0
~3/a -2 -13/4||n,| —B/4-n, —2-n, -13/4-n,| |0

_15/4'n11 _\/E'nzl _\/5/4'n31

Resolviendo el subsistema
—4/6-n, —2:Ny, —\/§-n31

0
:{O} con n_ =1 tenemos:
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~15/4 —/6-n,, —\/5/4-n31_m o Ve, —\/5/4-n31_{15/4}
_\/6 —2:Ny _\/E'nsl ) 0 —2:Ny _\/E'nsl ) \/6
_na] [-2V6/3 . Ctr

LJ{ ﬁ/s} ~onb=[1 -2v6/3 /3/3]

= ni=[Y2 -6/3 3/6]

Analogamente, para o, =1y o, =-2:
n,=[Y2 0 -43/2]1 y  [v2/2 J3/3 VB/6l.

NOTA:

Una forma de comprobar que sus calculos estan correctos, es realizar el producto
cruz entre dos cualquiera de estos vectores y verificar que se obtiene el tercero
(eventualmente este podria resultar con un cambio de signo).

Esfuerzos Maximos de Cizalle:

1 1 3
T = E|61 B 62| = §|1_ (_2)| =5

1 1
T3 :E|03 _01|:E|_2_4|:3
1 1 3
Ta3 §|O'2 O'3|:E|1_(_2)|:E

Tensor Desviatorio o de Desviacién:

Descontando del tensor dado, el tensor de esfuerzo esférico, se obtiene el tensor
desviatorio como:

Y4 —J6 —-/3/4] [1 0 0] [ -34 -6 —-3/4
aij=aij—é5uakk= -6 2 -2 ]-|0 1 0= -6 1 -2
~-3/4 -2 34 00 1] |-/3/4 -2 -v4
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2.11 Elipsoide de Lamé

Estudiaremos ahora una forma de representar graficamente el tensor de tensiones.
Esta representacion fue desarrollada por Cauchy y Lamé en los inicios del desarrollo
de la Teoria de la Elasticidad (1820-1830).

Consideraremos que se elige un sistema de coordenadas que coincide con las
direcciones de las tensiones principales del tensor de tensiones en un punto.

En este caso, el tensor adquiere su forma candnica, es decir, con los valores de las
tensiones principales en la diagonal y con elementos nulos fuera de ésta.

Las componentes del vector tensidn para un plano de direccion cualquiera de normal
V , se pueden escribir como:

14

T, =v,0 =Vv;0; (sin suma sobre i)

0, término a término como:

\4 \4 \4

T, =vio;, T,=v,0,, T,=v;0;.

Considerando ademas, que vV es un vector unitario:

e e ==

2 2 2
ViV, =V, +Vv, +vy =1,

las componentes del vector tension deben satisfacer
la relacion:

2 2 2
14 14 14

AN
o, 0, O3 .

Esta ecuacion corresponde al lugar geométrico de un elipsoide con respecto al

14
sistema de coordenadas Cartesianas rectangulares T;, donde los semi-ejes poseen
los valores o, 0,, 0;.

En este caso, las invariantes del tensor de tensiones adquieren los siguientes
significados geométricos:
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e |, =0,+0,+0; eslasuma de los 3 principales radios del elipsoide.

1
e l,=00,+0,0,+0;0, = ;(Al + A, + A,) es proporcional a la suma de las 3

areas de las elipses principales.

e l;=00,0; =—4 V es proporcional al volumen del elipsoide.
T

2.12 Diagrama de Mohr en 3D

Consideraremos ahora la representacion grafica del tensor de tensiones en 3
dimensiones. Esta representacion es analoga a la desarrollada anteriormente para el
caso de 2 dimensiones.

Esta manera de representar el estado tensional en un punto, fue desarrollada por Otto
Mohr en una serie de trabajos publicados entre 1882 y 1900.

-

El diagrama o circulo de Mohr en 3D, \ Esfuerzo

considera la representacion de los
esfuerzos que actuan en una seccidn
cualquiera, representados en un espacio
de ejes O0—7 (esfuerzo normal vrs.
esfuerzo tangencial).

En este diagrama se considera que la
representacion de los 3 esfuerzos
principales existentes en un punto,
permiten definir 3 circulos, mediante el
célculo de los centros y radios de éstos.

El analisis de las soluciones del sistema de ecuaciones no lineales, que resuelven el
problema de encontrar los esfuerzos maximos, permite establecer la factibilidad fisica
del estado tensional dado.

El lugar geométrico donde estas soluciones son posibles, corresponde a la zona
achurada en la figura. Esta zona comprende a los puntos que estan directamente
sobre los circulos, y a los puntos que estan simultdneamente al exterior de los

circulos o, -0, 6 0,—0,,Yy al interior del circulo o, —0o;.

Las direcciones V;, sobre las cuales ocurren los esfuerzos maximos normales y los
maximos tangenciales, pueden determinarse a partir de:

2
2 — O-vt + (O-vv _Gi+1)(o-vv _O-i+2)

(0,—0,1)(0; —0,,)

Vi
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3 ANALISIS DE DEFORMACION

3.1 Introduccion:
En este capitulo consideraremos la deformacién de un cuerpo como el “mapeo” de un
cuerpo desde un estado original (Sistema l) a un estado deformado (Sistema II).

Se utilizaran los Tensores Métricos Euclidianos para definir la longitud del
elemento de linea en cada sistema y se utilizara esto para medir deformaciones.

La manera de “medir” deformaciones, nos permitira establecer dos definiciones del
tensor de deformacion: un tensor en Coordenadas Lagrangianas, denominado
Tensor de Deformacion de Green, y un tensor en Coordenadas Eulerianas,
denominado Tensor de Deformacién de Almansi.

3.2 Deformacioén

Consideremos un sistema de coordenadas a; (Sistema |) en el que se describe la

posicion de un punto P de un cuerpo. En un instante posterior de tiempo, el cuerpo
se mueve (deforma) a una nueva configuracion, en la cual el punto P se mueve al

punto Q de coordenadas X; en el Sistema .

(01,02‘03}

Sistema | Sistema Il

az

a4 Deformacion de un sélido X,

Las ecuaciones de transformacion entre ambos sistemas pueden ser escritas como:
X; =X (al’azias) ;
a; = ai(xl’XZ’X?,) :

Nos interesa conocer la descripcién de la deformacién del sélido, es decir, su
“alargamiento” y su “distorsién”. Para analizar esto, consideraremos tres puntos
vecinos formando un tridngulo en la configuracion original del sélido, puntos P, P’ v,

’ " . ‘g
P" que se transformaron en los puntos Q, Q" vy Q" enla configuracion deformada.
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La descripcion del cambio de distancia entre dos puntos cualesquiera del cuerpo es
la clave para el analisis de la deformacion.

Consideremos un elemento de linea infinitesimal conectando el punto P(a;,a,,a,)
con el punto vecino P'(a, +da,,a, +da,,a, +da,).

El cuadrado de la longitud dSO de PP’ en la configuracién original puede
escribirse como:

ds; =a,;da;da;

donde aij , evaluado en el punto P, es el tensor métrico Euclidiano para el sistema

de coordinadas 4; .

Cuando los puntos P y P’ se deforman a los puntos Q(X11X2;X3) y
Q'(x, +dxy, X, +dX,, X; + dX,) , respectivamente, el cuadrado de la longitud dS del

nuevo elemento QQ’ es:
2
ds® = g;dxdx;

donde Jj es el tensor métrico Euclidiano para el sistema de coordinadas X; .

Utilizando las ecuaciones de transformacién, los cuadrados de las longitudes pueden
establecerse como:

04,
ds; =a %—’dx, dx,, .
X, OX,
. OX,
ds® =g, %—’da,dam_
0a, oa

m

La diferencia entre los cuadrados de los elementos de longitud puede ser escrita,
luego de algunos cambios en los subindices mudos, ya sea como:

3)
ds?—ds’ =| g Xy Xy

— —a. [da.da.
“ﬂaai aaj ! o
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O como:

ca, %2

7 ox, ox,

ds® —ds; =| g; —a dxdx; .

Se pueden definir entonces los Tensores de Deformacion de Green y de Almansi
como:

1 OX,, OXg
i — | Yap —
2 0a; 0a;

e —1 g — aaa%
o2l T ox o,

de modo que:

ds® —ds; = 2E;da;da; ,
ds® —ds; = 2e; dx;dx; .

Los tensores Eij y eij son tensores en los sistemas de coordenadas a; y X;,

respectivamente, y satisfacen las ecuaciones de trasformacion descritas en cada uno
de los sistemas coordenados.

3.3 Tensores de Deformacion en Coordenadas Cartesianas

Si se utiliza el mismo sistema de coordenadas rectangulares Cartesianas
(rectilineo y ortogonal), para describir tanto el sistema original como la configuracién
deformada del cuerpo, entonces:

g; =a; =9;. e
Ademas, si se introduce el vector de
desplazamiento U con componentes: u

U =X —q,
entonces:

Gz';;

8xa:au0ur ; aaazéi_éua e
o0a, 0Oa, ' OX ox o Vector de despiazamiento
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y los tensores de deformacidn se reducen a las formas simples siguientes:

I OX
E _1 50[/;%_5_5”
2 0a; 0a; ’

17 2| ca da, Oa, 0a,
y:
| oa
e :i 5” §aﬂ a&_ﬂ
2 OX; OX; |’

Si consideramos el siguiente cambio de notacion:
(% x) > (xy z),
U v, u) > UV ow),

los tensores de deformacion pueden escribirse como:

1au LOv (oudu ov v awaw'
®~ 2120 2a \dach dadb dadb)|

o 18u 8V aou ou 8V8V OW oW
v 2| oy ax X oy 8x6'y axay_

Notar que cuando el tensor de deformacién Lagrangiano se evalua, se considera
que U,V, W son funciones de @,b, C, que son la posicién de los puntos en el cuerpo

en la configuracién no deformada, mientras que cuando se evalua el tensor de
deformacion Euleriano, son funciones de X, Y, Z, que son la posicién de los puntos en

la configuracién deformada.
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Si se considera que las componentes del desplazamiento U; son tales que, sus

primeras derivadas son pequefas y que los cuadrados y los productos de las
derivadas parciales son despreciables, el Tensor de Green se reduce al Tensor de
Deformacion Infinitesimal de Cauchy:

&;: —
2] ox o ox,

]

1 8Uj ou.
+_

En notacion sin subindices:

ou 1( éu avj
= + =€,,

e, =— ey =—=| —+—
*ox Y 2loy  ox
ov 1(ou 8Wj
€y = Ce =7l =+t |7 &
Yooy 2\ 0z ox ’
oW 1({ou ow
e. =— eZ:_ _t :ex )
2= v olar ay) Y

NOTA: En el caso de desplazamientos infinitesimales, la distincion entre tensores
de deformacion Lagrangianos y Eulerianos, desaparece.

3.4 Interpretacion Geométrica de los Componentes de Deformacion
Infinitesimales

Sea X,Y¥,Z un conjunto de coordenadas rectangulares Cartesianas.

Consideremos un elemento de linea de longitud dx paralelo al eje —x

(dy=dz=0).

El cambio en el cuadrado de la longitud de este elemento debido a la deformacion es:
ds® —ds? = 2e  (dx)?,

de aqui:

2e,  (dx)?
ds +ds,

ds—ds_ =

0

pero ds=dx en este caso, y US, difiere de S solo en una pequefia cantidad de
segundo orden, entonces:
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ds —ds,
oo
S i e Y 5 o A u+ 2% dx
e aprecia que XX h/u ut g, dx A /u a,\
representa una extension o 5 3
cambio de longitud por - — — e
unidad de longitud del 2 r—-l__: E—
vector paralelo al €je—X = — by
(casos 1). & i —= o
] == 4
= o 8,
Cnse1:~§-‘f>0,v=0 Cose1:%~=0,v=0
N Slope to vertical = o
El significado de exy puede entenderse como el y > dy
cambio de angulo XOY, el que originalmente
estaba en angulo recto (casos 2, 3y 4):
1(ou ov) 1 . , = Ov
&y =—=| — +— | == (cambio en angulo xQy) Ox
2\oy ox) 2
En usos de ingenieria, el doble de las componentes
de deformacion, es decir, 26"- (i * J) se denominan
deformaciones por corte. Este titulo es
especialmente sugestivo en el caso 3, de corte puro.
= X
v o _
' ox T ox
, 1(ov ou :
La cantidad: w,=—| —+—|, se denomina Ila
2\ ox oy

rotacién infinitesimal del elemento OXdy. Esta
terminologia se sugiere en el caso 4.

Si @:_a_u entonces exy = 0, y W, es en realidad
OX oy

el angulo al cual el elemento es rotado como un
cuerpo rigido.

.Gy ov
Case 4: 3y <0, o;’o
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3.5 Tensor de Rotaciéon: Teorema de Helmholz

Considerando un campo de desplazamiento infinitesimal Ui(X17X2,X3), se puede
definir el tensor de rotacién como:

2 ox; X
Dado que este tensor es antimétrico (W;; = —W;; ), siempre es posible escribirlo en

forma equivalente como:

1 -1 _
W, = =€y W, W=—rotu
2 ] 2 ]
o bien:
W3
W = W,
Wi,

Dado que W;; es antimétrico, posee una inversa Unica:

Para entender el significado fisico de estas cantidades, realizaremos el ejercicio
siguiente.

Consideremos un punto P(Xi) al interior de un cuerpo en equilibrio, en el cual el
. P - .
corrimiento es U; . En un punto Q(X, +dx,) cercano a P, el corrimiento sera

P . . .
UiQ =U; +du.. como U; = ui(Xj) , el cambio de la funcién corrimiento se puede

du. :%dx

expresar como P j, con lo cual se tiene:
i
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ul =u/’ + W dx;

=u’ +%(ui,j +uj‘i)dxj —%(uj,i +ui‘j)dxj

= u.P

= traslacion + giro + deformacion

Teorema de Helmholz: “Para pequefias deformaciones y rotaciones, el campo de
corrimientos en el entorno del punto P, se puede descomponer en una

- P - - . y
traslacion U; , unarotacion W; y una deformacién propiamente tal €.

3.6 Componentes de Compatibilidad de Deformaciones

Si conocemos las 6 componentes del tensor de deformacién, que son funcion de las
derivadas de las 3 componentes de corrimientos, tenemos un sistema de 6 ecuaciones
para resolver 3 funciones desconocidas.

Este sistema de ecuaciones, en el caso general, no posee solucion Unica si es que
las deformaciones no satisfacen ciertas condiciones.

Las condiciones que deben poseer las deformaciones, para poder resolver este
sistema de ecuaciones, se denominan relaciones de compatibilidad.

Estas relaciones de compatibilidad reflejan la integridad fisica del solido, es decir,
que el cuerpo no se “rompa”.

Para ilustrar este concepto, consideremos el analisis de la figura.

No deformado Deformado Deformado
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En esta figura, se observa un triangulo continuo en un cuerpo no deformado. Si
deformamos el cuerpo a través de un campo de deformacion, partiendo desde el
punto A, podriamos finalizar en el punto C y en el D, ya sea con un “gap” entre estos
puntos, o con un “traslape” del material (posiciones deformadas en la figura).

Para que el sistema de ecuaciones planteado, posea una solucion unica, los puntos
finales C y D deben coincidir perfectamente en la configuracion deformada del
cuerpo.

Lo anterior no puede ser garantizado a menos que el campo de deformaciones, a lo
largo de las aristas de los triangulos, obedezcan las condiciones de compatibilidad.

Para resolver este sistema de ecuaciones (ecuaciones diferenciales no lineales),
debemos considerar primero el caso de deformacién lineal infinitesimal:

_1jou o , 1
eij_E 8_)(J+8_X , o) Eij :E(ui,j—i_uj,i)-

Diferenciando la expresion anterior, e intercambiando subindices, se puede obtener:

1

€ij :E(ui,jkl +Uj ),
1

i :E(uk,lij +U i)
1

€k ZE(uj,lik +u|,jik),

1
Ci.ji = E(ui,kjl +Uy ).

El analisis de las expresiones anteriores, nos permite establecer la ecuacién de
compatibilidad de Saint Venant (establecida por él, en 1860) como:

i T Cuaij — St —Cjiik = 0,

En esta ecuacion, los 4 subindices representan 81 ecuaciones, pero de éstas, solo hay
6 independientes, las demas ecuaciones corresponden a identidades, o toman en

cuenta la simetria de los tensores €; y €.
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Las 6 ecuaciones, escritas en notacioén sin subindices, son:

azexx _i _aeyz +aezx +8exz
oyoz ox ox oy oz )

d’e, 0 (_ oe, Oe, Oe,

=— + +
0LoX oy oy oz OX

azezz _ﬁ _ aexy + aeyz + aezx
oxoy 0z 0z ox oy )’
o’e,, %, N %,

oxoy oy:  ox%

, o%e,, - %, N %,
oyoz o0z°  oy*

0%, 0%, 0%

ZZ XX

ozox  ox: ozl
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3.7 Componentes de Deformaciones Finitas

Cuando los componentes de deformacién no son pequefios, ya no es posible dar
interpretaciones geométricas simples de los componentes del tensor de deformaciones.

3.7.1 Deformacion Extensional
Consideremos un conjunto de coordenadas Cartesianas ortogonales, tal como lo
hicimos al inicio de este capitulo. Sea da, =ds,, da, =0, da; =0 un elemento de

linea antes de la deformacion. La deformacién extensional de este elemento esta
definida por:

_ ds—ds,
ds,

0

E, 0 ds=(1+E,)ds,.

Considerando la definicién del tensor de deformacién de Almansi, se puede
establecer que:

ds® —ds’ = (1+ E,)°ds’ —ds’ = 2E,,da,da, = 2E,,ds ds, ,
lo que se transforma en:

(1+E)2-1=2E,, o FE,=1+2E, 1.

Si se consideran pequefias deformaciones, el término 2E;; es pequefio comparado

con 1, y podemos hacer un desarrollo de Taylor de la funcién raiz, conservando solo
el primer término de la expansion, obteniendo:

E1 = E11-

Si generalizamos este resultado considerando direcciones paralelas a los otros ejes
coordenados, podemos decir que, para pequefias deformaciones, las componentes
del tensor de deformaciones representan las deformaciones extensionales en las
direcciones de coordenadas.

3.7.2 Deformacion Angular
Consideremos ahora el caso de determinar la deformacién angular en un punto de un
cuerpo, cuyas direcciones originales se encontraban perpendiculares entre si.

Para esto, consideraremos dos elementos de linea dS, y dS, que se encontraban en
angulo recto en el estado original, dados por:

ds, : da, =ds,, da,=0, da,=0

o-

ds, : da,=0, da,=ds,, da,=0

0
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Después de la deformacion, estos elementos de linea se transforman en dS y d5 . Si
se realiza el producto escalar de los elementos deformados, se obtiene:

ds ds cos 6 = dx,d%, = 2% da, Kb g = X Ko gg g5
09, 0a; oa, 0a,

Considerando la expresion de la definicion del tensor de deformacién de Almansi, se
obtiene:

dsds cosé = 2E,,ds,ds,,

lo que, en conjunto con la forma que adquieren los elementos de linea en este caso:
ds=.1+2E,ds, , ds =,1+2E,,ds,,

finalmente resulta:

2E,,

0=
w8 J1+2E, 1+ 2E,,

Este angulo @ corresponde al angulo entre los elementos de linea dS y dS después
de la deformacién. El cambio del angulo entre los elementos de linea, los que en el

estado original eran dS, y dS, ortogonales, corresponde a &y, =7r/2—6’:

2E,,
J1+2E, |1+ 2E,,

sing,, =

La expresion anterior, en el caso de deformaciones infinitesimales, puede reducirse a:
o, =2E,.

NOTA: Todas la derivaciones anteriores, de las formulas de deformacion extensional y
angular, se desarrollaron considerando el tensor de deformacion de Almansi
(interpretaciéon Lagrangeana). Una interpretacion completamente analoga, puede
derivarse para el caso del tensor de deformacion de Green (interpretacion
Euleriana):

La extensién € por unidad de longitud “deformada” puede definirse como:

ds —ds,
s
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encontrandose que:
e, =1-+1-2¢, .

Aun mas, si la desviacidén a partir de un angulo recto de dos elementos de linea en el
estado original, los cuales después de la deformacién son ortogonales, se denota por

,312 , se tiene:

2e,,
J1-2e,.1-2e,,

Esto nuevamente se puede reducir, en el caso de deformaciones infinitesimales, a los
resultados conocidos de:

€ =€, y 1312 = 2912 .

sin g, =

3.7.3 Deformacién Volumétrica o Dilatacion

Consideremos un elemento infinitesimal de volumen como un paralelepipedo
rectangular con sus lados paralelos a las direcciones principales de deformacion.

Sean la longitud de sus lados antes de la deformacion dX;, dX,, dX,, y después de la
deformacion (1+e,)dx,, (1+e,)dx,, (1+e,)dX;, el cambio de volumen sera entonces:

dV =[(1+e)(1+e,)L+e,)]dx,dx,dx,
y el cambio unitario de volumen:

dv

—————=0=¢ +6,+6,+ee,+6,e;,+e,e,+ee,e; =1 +1,+1,
dx, dx,dx,

Considerando que las deformaciones son pequefas, cuando 0X,, dX,, dX, tienden a

cero se obtiene:

0=¢e +e,+e,=Uu,; =divu, =1,

Como |, es invariante, para un sistema que no esté en las direcciones principales se
tiene:

0=¢,+e,, +e;; =trazae;.



