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7 TORSION DE ELEMENTOS PRISMATICOS

7.1 Introducciéon

En este capitulo analizaremos los esfuerzos y deformaciones para miembros
sometidos a pares de torsion respecto a sus ejes longitudinales.

Primero se realizard una presentacion del problema, desarrollandose las soluciones
clasicas conocidas como el método semi inverso de Saint Venant y el método de la
funcion de tensiones de Prandtl.

El método de la funcién de Prandtl se extendera de secciones simplemente conexas a
secciones multiconexas. Se describira una posible interpretacion geométrica y se
establecera una analogia con una membrana sometida a una tensién interna constante
y a una presion normal uniforme.

Luego se estudiara la torsion de una barra de seccion rectangular, resultado que se
utilizara para establecer una aproximacion para la evaluacion de la constantes
torsionales de las secciones de paredes delgadas abiertas.

Finalmente, se estudiara la torsién de perfiles cerrados de pared delgada, ya sean
unicelulares o multicelulares. En este caso, se presentara una analogia con circuitos
eléctricos de corriente continua.

7.2 Presentacion del problema

Consideraremos un cuerpo cilindrico de material homogéneo e isotrépico limitado por
dos caras perpendiculares a las generatrices rectas.

Este cuerpo estd sometido a la accion de un sistema de fuerzas en equilibrio en sus
caras planas, estaticamente equivalente a un momento de torsién sobre el cuerpo.

La superficie cilindrica se encuentra libre de tensiones externas y sus puntos pueden
moverse libremente. Las fuerzas de volumen son nulas en todos los puntos del
cuerpo.

Condiciones de borde:
¢ No existen tensiones en el manto cilindrico: 0,, =0, = 0,3 = 0.
¢ No existen tensiones normales en las caras planas: 033 = 0.

7.3 Meétodo Semi-Inverso de Saint Venant

Este método consiste en “suponer” parcialmente una solucion al problema de torsion, y
luego “completarla” de modo que satisfaga las condiciones de éste.
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7.3.1 Funciones de corrimientos:

Supongamos una solucion al problema recién planteado dada por las siguientes
funciones de corrimientos:

donde @ es el &ngulo de rotacién de la seccién y U, = U;(X;,X,) se denomina funcién
de alabeo.

El giro relativo de las secciones &, puede determinarse a través de la constante ¥ , que
representa el giro por unidad de longitud, del siguiente modo:

0=yX,.

7.3.2 Deformaciones unitarias

Considerando las funciones de corrimientos supuestas (U;), las deformaciones
unitarias resultan:

€1 =€y =653 =€, =0

1

€13 :§<u3,1_?(x2),
1

€23 :E(ua,z +7(X1)-

7.3.3 Tensiones
Las tensiones correspondientes son:

Oy =0y =043=0,=0
O3 = G(US,l _sz)

Oy = G(u&2 +ZX1),

~

Si se definen los vectores T =X, K, + X, K, y &5 =0k, + 0K, , las relaciones para
las tensiones pueden resumirse vectorialmente como:

O, = G(Vu3 +;(I23 X f)_
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7.3.4 Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio Tjj + fi =0 , toman en este caso la forma:
O34+ 03, =0.
Las correspondientes derivadas de las tensiones valen:
O131 = 0311 = G(US,l — X% ),1 =GUsy,
032 =032 = G(us,z + ;(Xl),z =GUs,,,
las que reemplazadas en la ecuacién de equilibrio resultan:
Og1+ 03, =CUgy; +GU3,, =0,
Si simplificamos por la constante G la parte derecha de la igualdad, se reconoce el
Laplaciano de Uj:
Viu, =0,

es decir, la funcién de alabeo Ug es una funcién arménica.

7.3.5 Condiciones de borde

Dado que la superficie cilindrica esta libre de tensiones, se tiene que:
v-o,=0,

Esta condicidn establece que la tension de corte por flexién es tangente a la curva
de borde de la seccion.

Si en la ecuacion anterior se reemplaza la expresion vectorial para O 3, se obtiene:
7.6, =7-G(Vu, + ykyxT)=0,
donde se pueden identificar los siguientes términos:

v-VU, = Us,, (derivada de U5 en la direccion normal a la curva)

Al o oA~ ~ I R
VK xF=vxKk, T —t-r:—ﬁs-r:E(r-r),s:—r(S,

Con esto, la condicion de borde queda:

l'I3,n = Z rr,s .
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La determinacién de la funcion de alabeo Uz con la condiciones VU, =0 vy

Uy, =—IT; se conoce como el Problema de Neumann en la teoria de potenciales.

—

7.3.6 Relaciones entre M | ¥ vy l]’3

En las caras perpendiculares al manto cilindrico, las condiciones de borde establecen el
equilibrio con las tensiones internas:

P, = G(us,l —X%,),
P, :G(u3,2 + %),y
p; =0.

Las tensiones sobre estas caras solo tienen por resultante un momento de torsion
puro, no poseyendo resultantes de corte.

La verificacion de las tensiones de corte nulas se puede realizar mediante la
evaluacion de la siguiente integral:

Q, :Glj.j pldA:O.
A

la que, luego de algunos calculos y sustituciones puede transformarse en:

u u
Q = G;(” xl(ﬁ -~ xzj + xl(ﬁ + xlj dA ¢
A X 1 X 2

Ys
V4

En esta Ultima ecuacion, el paréntesis cuadrado corresponde a la expresion para la
condicion de borde en el contorno, y vale cero, por lo tanto:

leo-

Analogamente, se puede demostrar también que QZ =0.

Q =Gxfx, v-v( )+17-I23><F ds
C

Considerando que el momento torsional esta dado por:

M =”r><6‘3dA=G)( rxV(%J+rx(|23xr) dA
4
A



CI 42F MECANICA DE SOLIDOS II Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. Valenzuela B . 85

se puede obtener una expresion para el momento en funcion de la inercia polar de la
seccion y la integral de linea de la funcion de alabeo, como:

u
M =Gyl 1, —f| = |r-dr
c\ A
Tomando solo la magnitud de la relacion anterior, se puede establecer que el momento

esta dado por ¥ veces la “rigidez torsional” GJ , donde J es la “inercia
torsional”, tal como:

M =Gy J= |p—§{ﬁjr-dr
x

Us

Si consideramos la funcion ( j como variable independiente, se tiene que:

o U
o V (;3) =0 , al interior de la seccion, y

U,
e |— | =TIy enelcontorno.
X )

Algunos autores expresan la inercia torsional como una fracciéon del momento de
inercia polar de la seccion, pudiendo expresarse ¥ como:

M M M
GJ G(l,/pB) Gl,

M=GyJ = Y=

Ejemplo: Seccion circular

Consideremos una barra cilindrica circular sometida a un momento de torsién M.

i 5 ion U i Vzu =0
La solucion esta dada por una funcion Y3 tal que dentro del circulo 3~ VYyen

el contorno Uz, = ¥ Ir, =0,

La solucion esta dada en este caso por Us; = cte=0 , por lo que la inercia torsional

vale:
B u). o~ , ra
J—Ip—§(;Jr-dr_lp_—2 _
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La torsion ¥ de la barra vale:

M 2M
GJ Gra®"

Z:

La tension de corte O3 vale:

16 =|G(Vuy+ zkyxr)|=Gyr = 2M

r
rat -

7.4  Funcidon de Tensiones de Prandtl

7.4.1 Funciones de tensiones

Suponga una funcién ¢(X1, Xz) tal que las tensiones estén dadas por las derivadas
parciales de ésta, del siguiente modo:

045 =Gyp, =G (—xX, +Us,),
O3 =—Gyd, =G (xX +U;,).
Estas expresiones pueden escribirse en forma vectorial como:

G, =-Gyk,xV¢.

7.4.2 Ecuaciones de equilibrio
En este caso, las ecuaciones de equilibrio se satisfacen idénticamente:

0311 TO03, = GZ(¢,21 +¢,12) =0,

7.4.3 Compatibilidad de desplazamiento

La definicién de la funcion ¢(X1, Xz) permite establecer las siguientes relaciones para
las segundas derivadas:

GZ¢,2:G(_ZX2+U3,1) = Uy = Y9, + 0% = U, = YPn+ 1,
—Gyd, =G(xx +U;,) = U, =—xd -4 = U, =—30,— 1,

las que, en conjunto con las condiciones de compatibilidad de desplazamiento

U; 1, = Uz 51, conducen a una ecuacion para ¢(X1, X2) :

Uy =Usy = Z¢,22 +x= _Z¢,11_Z,
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o lo que es lo mismo que:
2@ +d,)+xA+)=0 = V?¢+2=0.

7.4.4 Condiciones de borde

Al igual que en el caso anterior, la condicién de tensiones tangenciales y normales
nulas sobre la superficie cilindrica, se expresa como:

v-6,=0,
Reemplazando en esta ecuacion la expresion vectorial para 53 se obtiene:
V-0, ==Gy(v-KyxVeg)=-Gy(vxk,- V@) =-Gy(-t-Vg) =Gyp, =0

donde ¢,s corresponde a la derivada espacial respecto de la trayectoria o camino

recorrido sobre la curva, por lo tanto, se concluye que @ debe ser constante sobre
esta curva.

Lo anterior se resume en:

o V?$+2=0, alinterior de la seccion, y

e ¢ =cte, en el contorno.

7.4.5 Secciones multiconexas

Las condiciones que acabamos de establecer en el punto anterior, podrian corresponder
al caso de secciones simplemente conexas o al caso de secciones multiconexas.

En el caso de secciones multiconexas la funcién @ puede tomar diferentes valores en
cada contorno, pero en cada uno de ellos su valor debe ser constante.

0=0

Vip+2=0

(@) (b)
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—_

7.4.6 Relaciones entre el momento M y latorsion ¥

Al igual que en el método semi inverso, las tensiones tangenciales en las caras
normales al manto cilindrico deben ser equivalentes a un momento de torsion

segun la direccién k3. Esta condicibn conduce a una relacién entre el momento
aplicado y el angulo de torsion por unidad de longitud % .

El momento torsor en este caso es:

M = [[rxo; dA=K;[[ (x5 —x,04) dA.
A A

Si en esta ecuacién reemplazamos las tensiones por la definicion de la funcién @, se
tiene:

M = _”(Xl(_GZ¢,1) — X, (GZ¢,2) dA= _GZ”(X1¢,1 + X2¢,2) dA,

lo que se puede transformar en:

M = _GZ:_. :(X1¢),1 + (X2¢),2 - 2¢] dA,
M =Gz [[[(x9), + (x.9) ] dA+2Gy [[gdA.
M =Gy [[[(x#), — (-x.¢),] dA+2G [[pdA

y utilizando el teorema de Green:

M =Gz fl(—x,B)dx, + (x,p)dx, ]+ 2Gx [[ pdA,
M =Gz g[x,dx, —x,dx, ]+ 2Gx [ #dA.

M =-Gyfg T xdr -k, +2Gy [[#dA.
C A

Si ahora se discretiza esta integral de linea para considerar los N posibles contornos
diferentes, en cada uno de los cuales ¢ =@, , se tiene:

M = —G;(Zn:¢ilz3§drxf-+26;(”¢dA,
i=1 C A
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y teniendo presente que el area asociada a esta integral de linea es el doble de las
areas encerradas por los contornos A se puede escribir:

M =—G;(2|ZSZ”:¢A +2Gx[[gdA.

Con esto, finalmente se puede establecer la relacion entre momento aplicado M y el
angulo de torsion por unidad de longitud % , como:

M=GyJ con  J=2[[gdA+2(4A +4A, ++4A).

7.4.7 Distribucion de las tensiones de corte

La tension de corte expresada en forma
vectorial es:

G, =-Gyk,xV¢.

Utilizaremos ahora coordenadas curvilineas
para establecer esta misma ecuacion.
Consideremos un punto P recorriendo una

trayectoria curvilinea C, sobre una seccion
cualquiera del cuerpo cilindrico.

En cada posicién instantanea del punto P, es posible definir un vector unitario
tangente t y otro normal v, a la curva C. Sea S la distancia recorrida en la

direccion t y N la distancia en la direccion v, entonces es posible re-escribir la
ecuacion anterior en coordenadas curvilineas como:

G,=Gxlp.0-¢,1)

Esta expresion indica que la componente de O3 seguln la tangente a la curva es
proporcional a la derivada de ¢ respecto a la direcciéon normal a ella, y que la

componente segln la normal es proporcional a la derivada de @ respecto a la
direccion tangente.

Un caso particular es cuando la curva corresponde a una funcién @ =Cte. En este

caso, la derivada respecto de la tangente vale cero y la tension de corte tiene la
direccion de la curva. Ademas, el valor de la tension de corte es proporcional a la

derivada de @ respecto de la longitud en la direccién normal.
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7.4.8 Interpretacion geométrica

Considérese la superficie X3 = @(X;, X,)
representada en la figura. O(X1,%2)

En ésta se aprecia que la derivada —¢n en el

punto P esigual a la tangente del angulo &
que forma la curva de méxima pendiente que

pasa por P con la direccion de v .

Esto significa que la magnitud de la tensién de
corte en un punto cualquiera de la seccion es
proporcional a la pendiente de superficie X1

¢ = ¢(X;, X,) en el punto correspondiente.

Si se consideran ahora las proyecciones de lineas @ = Cte , para incrementos iguales de

la constante, la magnitud de la tension de corte es inversamente proporcional a la
distancia entre ellas es decir, mientras mas juntas se encuentren mayor es el valor de
la tension de corte.

Esta descripcion es andloga a lo que sucede en el caso del analisis de planos
topograficos. En este caso, la distancia entre las curvas de nivel indica cuan empinado
es el terreno en una zona. Asi mismo, la direccion perpendicular a estas curvas, indican
la direccion de maxima pendiente del terreno.

El caso presentado en la figura corresponde a una seccion simplemente conexa. Para
secciones multiconexas se producen zonas donde la funcién ¢@ tiene un valor
constante, las que corresponden a mesetas horizontales en la superficie

¢ = ¢(X,,X,), tal como se aprecia en la figura a continuacion.

d(X1,%2)

X2
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La constante torsional, en el caso de secciones multiconexas puede expresarse
como:

I =2[[gdA+24A +A +-+4A).

Si se considera que la funcién @ se extiende también sobre las zonas de los huecos,

donde toma en cada uno de ellos el valor constante correspondiente, el valor de la
constante torsional se puede entender como equivalente a dos veces el volumen

comprendido entre el plano ¢ =0 vy la superficie ¢ = @(X, X,).

7.4.9 Condicion de univalencia de U; en secciones multiconexas

Una seccién con huecos en su interior es multiconexa pues se le pueden hacer cortes
tales como a-a 6 b-b sin que la seccién pierda su unicidad.

Es evidente que al tener dichos cortes, el cuerpo cilindrico sometido a torsion se va a
comportar en forma diferente a si no los tuviera, debido en el primer caso a la
posibilidad de desplazamiento relativo entre las caras de los cortes.

Las condiciones de no existencia de desplazamientos relativos entre las caras de
cada corte equivaldrdn a sendas relaciones que permitirdn determinar los valores

constantes de la funcién ¢ en los huecos.

En forma matematica la condicion anterior se puede poner como:

fuasds:o ; 1=12,...,N°huecos
G

donde C, son curvas alrededor de los huecos.

Considerando un punto P de la curva C., la deformacién unitaria de corte entre las
direcciones 3y s vale:

1
€3 = E(u3’3+us,3) .
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Como la seccion gira en su plano como cuerpo rigido, U = 6h, donde O es el angulo

de giro de la seccién y h es la distancia del centro de giro a la tangente a la curva
C en P:

do
U..,=—~"h=yh
5,3 dXS Z .

Reemplazando esta expresion en la anterior se obtiene:

u3,s = 2e33 —X h :
Por lo tanto;
§u3‘sds = §(2e3s ~x h)ds=0
G G
pero:
5Eh ds =2Q. Q. =area encerrada por la curva C,
C.

Luego, la condicién de univalencia de U; se puede expresar como:

§e35ds:;( Q, 1=12,...,N°de huecos

Ci

Esta condicion se puede transformar en una relacion para la funcion de Prandtl:

O3 :_ZG¢’n 1

e, = = ——/’{ ¢’ ’
* 26 2G 27 7
reemplazando esta ecuacion en la anterior, resulta finalmente:
§¢.nds = _ZQi .
Ci

Como se vio anteriormente, la funcién ¢ tiene valores constantes, diferentes entre si, en

el contorno de los huecos. Habra que determinar, por lo tanto, tantas constantes como
huecos haya en la seccion. Esto se consigue utilizando esta ultima relacion para cada
uno de los huecos, y resolviendo luego el sistema de ecuaciones resultantes para las
constantes.



CI 42F MECANICA DE SOLIDOS II Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. Valenzuela B . 93

7.4.10 Analogia de la membrana

El problema matematico que surge de la determinacién de la funcion de Prandtl en la
torsion pura de un cuerpo cilindrico, es el mismo que surge de la determinacién de la
deformacion transversal de una membrana sometida a una tension interna constante
y a una presion normal uniforme.

Esta similitud ha sido utilizada en el pasado para visualizar experimentalmente los
esfuerzos y determinar las capacidades de torsion de cuerpos cilindricos.

En las siguientes figuras se grafica esta analogia para el caso de una seccion
simplemente conexa (a) y una regiéon multiconexa (b).

Fendiente_
A e T

Membrana Membrana
estirada

(a) {b)

En el caso (a) se presenta el caso de un cilindro macizo de seccidn eliptica y en el
caso (b) un tubo hueco de seccién circular.

Como ya se ha mencionado, el esfuerzo de corte en cualquier punto de la seccién (por
ejemplo el punto A de la figura (a)), es proporcional a la pendiente de la membrana en
ese punto.

En este caso, se observa que la mayor pendiente se produce justo en los bordes de la
membrana, por lo tanto, sera en la superficie del cilindro donde se desarrollaran los
mayores esfuerzos de corte.
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Ejemplo: A continuacion se estudiara el problema de Torsion de Saint Venant para el
caso de cilindros con secciones elipticas.

En el caso general, la funcion de Prandtl se puede establecer como el lugar geométrico
del borde de la seccion multiplicado por una constante.

Este lugar geométrico debera expresarse como una funcién idénticamente nula, es
decir, una funcion igualada a cero.

En la practica, esta funcién puede corresponder a una sola ecuacién que describe el
contorno de la seccion, o a una “pitatoria” de ellas, tal que cada una describa una parte
del contorno.

La constante que multiplica a esta funcion, o a este producto de funciones, debera
determinarse a continuacion, de modo que satisfaga la ecuacién de equilibrio.

Para el caso de una seccion eliptica, la funcién de Prandtl puede establecerse como:

2 2
X
p=m| +L -1,
a~ b
la que, reemplazada en la ecuacion de equilibrio da:
a’b?
a’+b®"
La constante torsional queda en este caso:

a’ (1 1 ma’h’
J :ZJ‘J‘A¢dA:2 _—(_Z'IY +F'IX_AEIipsej 2 n2

Vig=0 = m=-

a’h?\ a Ca’+b?
y por tanto puede establecerse que:
2 2
a“+b
M =GyJ = Gy=—7-M.
zahb

Considerando la definicion de la funcién de tensiones, los esfuerzos de corte pueden
expresarse como:

(731=GZ¢,2 —~ & _ZMt(—y:\ i])
05 =—Gyo, ?
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A partir de la definicion de la funcion de alabeo y su relacién con las tensiones, se
pueden obtener las siguientes expresiones para los corrimientos:

0-31:G(u3,1_ZX2) g GZ¢,2:G(U3,1_ZX2) = u3,1:Z(¢,2+X2),

032:G(U3,2_ZX1) g _GZ¢,1:G(U3,2_ZX1) = u3,2:_Z(¢,1+X1),

—2a°x 2a’
u371 = l(?bzz—i_ XZ] = u3 = Z Xzﬁl—mjxl + f(Xz) (1) ,

—2b?x 2h?
Us, = —)((agszer le = U;=—% Xl(l—msz +9(x) (2,

Estas relaciones permiten realizar el siguiente desarrollo para establecer finalmente la
funcién de alabeo de Saint Venant como:

2

Wy = zx{l—afa

2b°
+b2JX1+f(X2) = _ZX1£1_a2+szX2+g(Xl),

X X,| 1— 28" +1- 2b°
X 1% a’® +b? a’® +b?

j = g(Xl)—f(Xz)’

g(Xl)zf(Xz) VX, = - g(Xl):f(Xz)ZO,

a? —b?
U; (X, %) = — 2 XX m .

Como se aprecia en la figura, esta ecuacion
corresponde al lugar geométrico de un paraboloide
hiperbdlico.
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Ejemplo: Se plantea el estudio de la torsion de una
barra de seccion triangular equilatera.

Si se considera el sistema de referencia indicado en ~—
la figura, la funcién ¢ se puede establecer como el
producto de los lugares geométricos de cada una de

val

las rectas que forman el contorno del triangulo, tal 2a

como: 3 «
2 2 1

g=m||x—-/3y—-Za| x+-/3y--a x+aj q
3 3 3 3

La determinacién de la constante M 'y de las v /y

expresiones para los esfuerzos se deja como
ejercicio para el lector.

7.5 Torsion de una Barra de Seccion Rectangular
A continuacion se resumird el desarrollo de la determinacion de la constante torsional de
una barra de seccion rectangular.

Se realizara una presentacion del problema y luego se describird en forma resumida una
metodologia clasica para la resolucion de éste.

Esta solucion, se utilizara en la seccidn siguiente para determinar la constante torsional
de perfiles abiertos de pared delgada.

7.5.1 Presentacion del problema

En secciones pasadas estudiamos el caso
de una barra cilindrica circular.

En ese caso vimos que las secciones no
se alabeaban, siendo el esfuerzo de corte
en la seccién una funcién lineal con
respecto a su distancia al centro de
torsién y que poseia su valor maximo en
el borde de la seccidn.

En el caso de una seccion rectangular si
existe alabeo, tal como se muestra en la
figura.

En este caso, los elementos de las esquinas no se distorsionan en absoluto, siendo
los esfuerzos cortantes en este sitio nulos.
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Para entender porqué los esfuerzos cortantes son nulos en las esquinas
consideremos el andlisis de un elemento de esquina como el indicado en la figura.

Si existiese un momento cortante 7 en la esquina, este podria
descomponerse en dos componentes paralelas a los bordes
de la barra.

Sin embargo, como los esfuerzos de corte siempre ocurren en
pares actuando sobre planos mutuamente perpendiculares,
esos componentes tendrian que ser equilibrados por
esfuerzos de corte actuando en los planos de las superficies
exteriores.

Esta ultima situacion es imposible ya que las superficies exteriores estan libres de
todo esfuerzo, por lo tanto T debe ser cero.

Obsérvese que, como se aprecia en la figura siguiente, los esfuerzos de corte
maximos se producen en los puntos medios de los lados largos.

7.5.2 Solucion de Levy mediante series de funciones trigonométricas

Este método de solucion consiste en desarrollar la funcién incognita en una serie de
senos en una direccién, transformando el problema original bidimensional en uno
unidireccional.

En el presente desarrollo se considerard el
sistema de referencia y las dimensiones *—a/z—**—a/z—*

geométricas de la figura adjunta. ] Tméx

La ecuacion diferencial a resolver en es caso es:

I--t———« S —

2
Vig=-2, 4 WY
. e
cuya solucion puede establecerse como la suma
de una soluciéon particular mas la solucion >
homogénea: 0 X

¢:¢P+¢H-

La solucidn particular se puede elegir suponiendo que P es independiente de X, los
que es aproximadamente correcto cuando d es mayor que b . Entonces:

VZ¢P = ¢P,yy =-2,
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Integrando e imponiendo las condiciones de borde ¢ =0 para Y = 0,b, resulta:
P = -y(y-b).

Como solucién homogénea se elige un desarrollo en serie de senos tal como:
o0
. [ Nmy
g = 20, 09sin( "7 |
n=1

Sustituyendo esta solucion en la ecuacion homogénea, se obtiene una ecuacion cuya
solucion general es:

Y, =A sinh(nzxj + B, cosh (nbﬂx)

Como la funcién SINN es antimétrica, por simetria se tiene que An =0 , Y por tanto la
funciéon de Prandtl completa vale:

#(x.y) =-y(y—b)+ > B, cosh (”b’”‘jsm(r?’j

Las condiciones de borde ¢ =0 para X = ia/Z, permiten determinar las constantes

B .

- nza) . (Nry
—b) = B cosh| —— |sin| —=
yy-b)= 2, B (ij (b j

Esta ecuacion puede interpretarse como el desarrollo en serie de senos de la funcion
y(y—b) en el intervalo (O,b) , tal como:

nra) 2°% . (nxy
B_cosh| — |=— —b)sin| —= |d

de donde se obtiene:

B =- con n=impar
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Luego la expresién completa para la funcién @ es:

nzx). (nry
g8p? = cosh(bjsm(bj
P, y)=-y(y-b)-— >
4 3 nra
n=1mpar n COSh(J
2b

La constante torsional J se obtiene por integracién de la funcién @

J =2H¢ dA =2T aﬁﬁdx dy
A 0 \ -a/2 ’

resultando:

Nrza
tgh [ N7@
Cap®|, 192b & g(Zb]

J 1-=50 2 )
5 5
3 T an:impar n
ab’
Cuando b<<a, J _>_3 . En otros casos basta con unos pocos términos de la

serie, pues ésta converge rapidamente.

Por ejemplo, si consideramos la torsion de una lamina de acero, cuando el espesor de

la plancha b, es mucho menor gue su ancho a, la constante torsional de la plancha
puede estimarse como un tercio del ancho por el cubo del espesor.

La constante torsional J puede también expresarse con bastante aproximacion
considerando el valor de la sumatoria de la expresién anterior igual a 1, con lo cual
resulta:

3 3
J :ﬂkl :£(1—0639j
3 3 a’

La tensidon maxima de corte se produce en los puntos X=0e Yy = 0,b:

n<impar 2 cogh | 1778

8 & 1
O3max = (G;{¢,2)X=)’=O = Glb 1_? Z
§3
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Cuando a/b—)oo, O3 max —>Gyb,

Al igual que la constante torsional, la tension maxima puede expresarse como
Osmax = GPK, , donde K, es funcion a/b.

M
Considerando que X = GJ" la tension maxima de corte en funcion del momento
vale:
oo gk M
max kl ab2 .

7.6 Secciones de Pared Delgada
Primero en esta seccion utilizaremos los resultados de la seccién anterior para obtener
la constante torsional de perfiles abiertos de pared delgada.

Luego estudiaremos la torsién de perfiles cerrados de paredes delgada. Para esto,
presentaremos una analogia con circuitos eléctricos de corriente continua,
distinguiendo los casos de perfiles unicelulares y perfiles multicelulares.

7.6.1 Perfiles abiertos de pared delgada

Como se vio anteriormente, cuando una seccién rectangular es esbelta, se pueden
hacer las siguientes aproximaciones:

J =1ab3,
3
G3max = GZb

Estas aproximaciones son equivalentes a suponer que la funcién de Prandtl es una
superficie cilindrica, donde se desprecia el efecto de los extremos.

En la figura siguiente se representa la correspondiente analogia con una membrana.

En la parte (a) se muestra la forma que toma la membrana, la cual es similar a un
cilindro parabdlico, a excepcion de los extremos.

En la parte (b) de la figura se muestra una seccidn trasversal (seccion a-a), donde
aprecia que la maxima pendiente ocurre en los bordes de la membrana.

En la parte (c) se muestra la correspondiente distribucion de esfuerzos de corte.
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v Pendiente
Membrana gnsixima

. e
= ‘ Cajaa -
L presion

g . !

~¥|"b | |-.|— b_....i
Seccidn a-a
T
(a) (b} (c)

En el caso de secciones abiertas formadas por varios elementos rectangulares

esbeltos, se puede suponer que en cada elemento ¢ es cilindrico, despreciando el
efecto de sus extremos. En la siguiente figura se muestrean algunos ejemplos.

— —

N . -

La constante torsional, que es igual a dos veces volumen bajo la superficie @,

resulta asi igual a la suma de las constantes torsionales de los elementos rectangulares
que forman el perfil:

1 N°Ele 2
i=1
Ademas, la tensién de corte maxima en cada elemento vale:

_Mpb,

[0} .=
3maxi
J

Esto es valido para secciones abiertas de pared delgada en general, no
necesariamente constituidas por elementos rectangulares, sino éstos pueden ser
también curvos de espesor constante.

En este caso, la magnitud “a” es la longitud de la linea central del elemento curvoy
“b” es el espesor.
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7.6.2 Perfiles cerrados de pared delgada

Perfiles unicelulares: Un perfil unicelular es de seccion doblemente conexa, pues un
corte longitudinal no lo separa en dos cuerpos (figura siguiente, parte (a)). Debe,
entonces, satisfacerse la condicion de univalencia del corrimiento en la direccion
longitudinal:

§u315ds =0
C

Como se vio anteriormente cuando se estudiaron las secciones multiconexas, la
condicion de univalencia se puede utilizar para establecer una relacion entre la funcién

¢ y el area de una seccion.

Esta relacion indica que la integral de linea sobre el contorno de la seccion, de la

variacion de la funcién ¢ en la direccién normal, ¢,n, es igual a menos dos veces

el area de la seccion, €2, tal como lo indica la siguiente expresion:

f#.ds =—20
C

(a) (b)

Analizando el diagrama que muestra la funcion ¢ de Prandtl para la torsion de un tubo

unicelular (parte (b) de la figura), se aprecia que la variacién de esta funcion en la
direccion normal al borde es practicamente lineal, y por lo tanto, se puede
aproximar como la pendiente de ésta, tal como:

_~%h
¢,n_ h .
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Si reemplazamos esta expresion en la ecuacion anterior, se puede establecer el valor
constante que adquiere la funcién @ en el borde, ¢0 como:

_ZQC
¢o_ %

h

C

La inercia torsional en este caso puede establecerse como:

2
Ch Ch

y la tension de corte, uniforme a través de la pared, queda:

0y =7 =Gy, =-Gz| % |- 2%
] h h .
Si se define el flujo de corte J como  =7" h , Se puede escribir:
__n_Sxd _2Q0.Gy
g=7-h= H h=Gyg, = %
= h

El andlisis de la forma de las relaciones anteriores permite establecer una analogia con
las ecuaciones que describen el comportamiento de un circuito eléctrico de corriente
continua.

En esta “analogia eléctrica”, se pueden identificar las siguientes asociaciones:
e el flujo de corte (, se asocia con la intensidad de corriente | .

e dos veces el area de la seccion ZQC , Se asocia con el voltaje o caida de tensién

de la fuente V .

ds

e laintegral de linea del inverso del espesorff?, divido por la constante Gy, se
C

asocia con la resistencia R del circuito.

e El momento torsional M = G}(J = Zch , Se asocia con la potencia W =V-i
desarrollada por el circuito.
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En ecuaciones:

qei
2Q. &V

1 gds

— <R
Gyl h

M=GyJ=2Q.9 <V -i= potencia

Para determinar la tension en el tubo, suponiendo que estd sometido a un momento
conocido, no es necesario calcular la constante ¢0, basta con determinar la inercia

torsional J , luego el término G}( y con éste el flup J. La tensiéon se obtiene
finalmente como el flujo {, dividido por el espesor de la seccién h.

Perfiles multicelulares: En tubos unicelulares el flujo de corte es constante a lo largo
de la seccién y proporcional al valor constante de @ en el contorno del hueco ¢0 :

En tubos multicelulares, los flujos son constantes en cada rama pero difieren de una
rama a otra.

Analogamente al caso de los tubos unicelulares, el andlisis del diagrama siguiente, que

muestra la funcion ¢ de Prandtl para la torsion de un tubo multicelular, permite observar
que en este caso los flujos en cada rama son proporcionales a la diferencia de los

valores de @ en los huecos separados por la rama, es decir:

q, =Gxé,
d, =Gx¢,,
0 =Gy(d—%)=0-0,.
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Considerando nuevamente la similitud con un circuito eléctrico, la ultima relacién anterior
corresponde a la Ley de los Nudos de Kirchhoff, la cual establece que la suma
algebraica de los flujos que llegan a un nudo, debe ser cero.

La Ley de las Mallas de Kirchhoff en cambio, establece que las caidas de potencial,

en un recorrido cerrado cualquiera del circuito, debe sumar cero.

Esta ley es

equivalente a la ley de univalencia de Us, segun la cual en un recorrido cerrado C debe

tenerse:

§rds =2GyQ;

C

es decir:

> an o f |-20c =0
—~ " Gyzh, !

donde la sumatoria se extiende sobre las ramas del recorrido C . La ecuacién eléctrica

equivalente es:

YR, -V =0

Se concluye por tanto, que el problema de torsién de tubos multicelulares es

equivalente al de un circuito de corriente continua.
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El circuito equivalente a la seccién con dos celdas, descrito en el diagrama anterior, es el
gue se presenta a continuacion.

R1 R2

B C D

Estos resultados son generalizables a tubos multicelulares de varios huecos. En
este caso, es necesario asignar flujos incégnitos a cada una de las células (no de las
ramas), uno a cada una.

De este modo las ecuaciones de los nudos se satisfacen idénticamente y el problema se
reduce entonces a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales de tantas
incégnitas como huecos tenga la seccion.

Estos conceptos se aclararan con los ejemplos desarrollados a continuacion.
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Ejemplo: Resolver el problema de torsion del tubo multicelular de la figura mediante
analogia con un circuito de corriente continua equivalente. Dado un momento torsor

M =12 [tonf -m], determine las tensiones en cada una de las ramas:

¢080m
060m
20
\4
< 0 >
Solucién:
Rama ABCDA:
1 ds
— ¢ — )— —_2 (10)
57§ 05745, J 05
Oﬂ 107
+(q, - qz)——27r(10) -Gy,
ZQ1_q2:12'GZ (1)
Rama ADCGFDEA:
1 ds 1 ds 1 ds
(9, q)— B q =2(40-20- 7(10)?)
! Aic Gy 5&0 b~ G ijEoe Zezio.s
10 40 10 40
(0@ ~0) ¢+ g+ (@ —0) g+, o =2(40-20-7(10)°) G

—2g, +3.9099q, =18.5577-Gy (2),

=10.5015-G
My @ {ql ~

q, =11.2507 -Gy
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Constante torsional (2 veces el volumen encerrado bajo la funcion ¢):

J :ZZQi¢i :G_ZZZQiQi :

J= Gi[z;z(lo)2 111.2507 - Gy + (40 - 20 — 7(10)?) -10.5051- G | = 24.342 [ cm* ],
b3

Dado el momento torsional aplicado, se obtiene:

GZ:M:LZOO.OOO _ 4930 kg3 |
J 24.342 cm

Por lo tanto los flujos de corte valen:

q, =11.2507-49.30 = 554.63[‘(—9} |

g, =10.5015-49.30 =517.69 [k_g} :

Por lo tanto las tensiones valen:

Rama ABC y GHE:

ro= & 68 924.38[kg]

2

h, 0.6 cm
Rama CGy EA:
ro= %o 2T 647.16['(92}
h, 0.8 cm® |’

Rama ADC y GFE:

o 4% _ 554.63-517.67 _ 61.56{1@2]
h, 0.6 cm
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Ejemplo: Considere la seccion de
la figura.

Se pide determinar la tensién de
corte en una barra de esa seccion
sometida a un momento torsor

M =7 [tonf -m] vy el valor de la
constante torsional.

Solucién: Considerando  una
analogia con las leyes de Kirchhoff
se tiene:

ds
Zn:(q” Gy : t B €,  donde los (, son los flujos de corte a determinar en
cada una de las células.

Rama EABCDE:

1 20-10
%, jo e 2)f§ ( +20 10)

EABCD

1.41429,-q,=18-Gy (1.

Malla EDGFE:
1 ¢ds 1 ds 1 ¢ds 1 pds
_ _ ~2(20-10
©-%)g, io.s gy i 08" %%, G£0-8 "Gy iO-S (20:10)
-0, +30,-0;=16-Gy (2).
Malla FGHF:
1 ¢ds 1 ds 7 -10?
_ + =2
(G qZ)G;(iO.S %3, G£F06 ( ) J

—q,+3.0944q, =12.566-Gy (3).

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
g, =24.499-Gy
D, 2)y@ = 40,=16.6465-Gy;
0, =9.4404-Gy
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Constante torsional (2 veces el volumen encerrado bajo la funcion ¢ ):

J :229i¢i zézgiqi .

7 -10?

J 2 {(202'10+20-10]-24.499G;(+20-10-16.64656;(+(

“5, J 19,4404 G 4 = 24324 [cm*].

Dado el momento torsional aplicado se obtiene:

M _700.000 _ g { k93 }
cm

J 243248

Por lo tanto los flujos de corte valen:

0, = 24.449 - 28.78 = 703.60 [kg} ,
cm

q, =16.6465-28.78 =479.06 Ll:r?]} ,

0, =9.4404-28.78 = 271.68 [kg} :
cm

Por lo tanto las tensiones valen:

703.60 k
RamaEABCD: 7 = 1 = PO 1172-67{ gz:|.
t, 0.6 cm
RamaDE: 7 = J=% _ 70360-479.06 280.68{kgz]
t, 0.8 cm
a 479.06 kg |
. T = —= = = 598.82
Rama DG y FE: tz 08 cm? |
o en p o= GmG _ 4790627168 _ ..o, kgz}
t, 0.8 .cm
0 271.68 [kg}
T o= = = = 452.80
Rama GHF: t, 06 em? |
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8 METODOS DE ENERGIA

8.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se ha planteado la teoria de elasticidad a través de
ecuaciones tensionales, que relacionan las componentes de las diferentes
cantidades que definen el comportamiento mecanico de un cuerpo sélido.

En este capitulo se hard un planteamiento alternativo en que las leyes de
comportamiento se expresan a través de condiciones sobre cantidades escalares.

Asi, las ecuaciones de equilibrio por ejemplo, qguedan dadas en términos de la
condicion de estacionariedad de la energia potencial total, esto es, la energia de
deformacion del cuerpo mas la energia potencial de las fuerzas externas.

Los principios basicos de este planteamiento son, como se vera a continuacion el
Principio de los Trabajos Virtuales y el Principio de los Trabajos Virtuales
Complementarios.

8.2  Principio de los Trabajos Virtuales para un Cuerpo Indeformable

Se denomina Trabajo Virtual (TV) al que realiza un sistema de fuerzas actuando sobre
un cuerpo para un desplazamiento arbitrario de éste, que no guarde relacion con las
deformaciones provocadas por dichas fuerzas.

Asi, si una fuerza F se desplaza dU,
el trabajo virtual desarrollado sera

F-ou.

Para distinguir las cantidades virtuales
de las reales se les antepondra la letra

griega O .

Consideremos un cuerpo indeformable

—

sometido a un sistema de fuerzas T en

(V)y P en(S), como se muestra en
la figura.

Al ser indeformable, los corrimientos de todos los puntos del cuerpo quedan definidos,
para pequefios desplazamientos, en términos del corrimiento y giro de un punto de

referencia O(X;) del cuerpo, dU, y 6 W,, de la siguiente forma:

olu=0oU,+0W, xT .
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EI TV total de las fuerzas externas sobre el cuerpo vale:

W, :_[V”f’-(5uo+5woxr) dv +[Jp-(5uo+5woxr) ds

expresion que puede transformarse en:
MW, = §5a, - mFdw”pds +OW, - H rx f’dV+jjrxpds
v S v S

El primer paréntesis de esta relacion es igual a la resultante de todas las fuerzas
externas aplicadas al cuerpo, mientras el segundo paréntesis es el momento resultante

de las fuerzas externas con respecto al punto O(Xj) .

Si el sistema de fuerzas esta en equilibrio, ambos paréntesis son nulos y el TV1ota, OW;
es nulo. A la inversa, si el TVrua realizado por las fuerzas externas para
desplazamientos arbitrarios oU, y oW, , es cero, cada paréntesis debe anularse y, en
consecuencia, el cuerpo esté en equilibrio.

Se puede decir entonces que:

“La condicion necesaria y suficiente para que un cuerpo indeformable,

—

sometido a un sistema de fuerzas f en (V) y P en (S), esté en
equilibrio, es que el trabajo de dichas fuerzas, para un desplazamiento
virtual arbitrario 0 U, y O W, sea igual a cero”.

8.3  Principio de los TV para un Mecanismo

Mecanismo es un sistema de cuerpos rigidos interconectados a través de puntos
comunes a dos 0 mas cuerpos.

Considerando las fuerzas de interaccion entre los cuerpos, se puede aplicar el
principio de los TV a cada uno de los cuerpos en forma separada, con las fuerzas
externas y las de interaccion actuando sobre él.

En cada cuerpo el trabajo virtual total de las fuerzas externas debe ser nulo,
incluyendo las de interaccion.

Si se suma ahora el trabajo virtual sobre todos los cuerpos del mecanismo, ocurre
que el trabajo de las fuerzas de interaccion es nulo pues la accion de un cuerpo,
digamos A, sobre otro cuerpo B es igual y contraria a la del cuerpo B sobre el A, siendo
el desplazamiento virtual de ambas fuerzas el mismo, pues debe haber compatibilidad
de desplazamiento en los vinculos.

Se tiene entonces que el trabajo total de las fuerzas externas debe ser nulo. Por lo
tanto:
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“La condicion necesaria y suficiente para que un mecanismo sometido a
un sistema de fuerzas externas esté en equilibrio, es que el trabajo total
de las fuerzas externas debido a un desplazamiento virtual compatible
con los vinculos sea igual a cero”.

8.4 Principio de los Trabajos Virtuales para Cuerpos Deformables

p
Sea un cuerpo de volumen (V )y
superficie (S) sometido a la X3 © D
accion de fuerzas externas f en f

(V)y P en (S), y tensiones
internas Ojj =0 j;.
X2
X1

Consideremos un elemento 7 dxiydx,
infinitesimal  de lados /

dx,,dx,,dX, del interior del
cuerpo, como se muestra en ~ ozt \ |/5"/ 6u+2‘i"dxz
la figura. ! < i
| <
Supongamos que el cuerpo | \(
o, +

B dxa oo,
es sometido a un X3 == o dszdxldXS
desplazamiento virtual /// dx1
o U arbitrario pero que vale
] dxz
0 en Sd, es decir, donde o
hay condiciones de borde Xu

de desplazamiento.

El trabajo virtual neto de todas las fuerzas que actian sobre el elemento, dividido por
el volumen del elemento, es:

oW :aa)(i(di -u)+f-5u,

en consecuencia, el trabajo virtual total en el cuerpo vale:
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5WT=jvjj;xi(ai-5u)dV+jvjjf-5udv_ “

La primera integral de volumen de esta expresion puede transformarse en una integral
de superficie mediante el teorema de la divergencia, con la cual se obtiene:

MW, = [[vie,-Suds +[[[ f-Sudv

donde V; es el vector unitario normal a la superficiey ou =0 en Sy

Si las fuerzas estan en equilibrio, en la superficie se tiene V;0; = p, con lo cual:
MW, = [[ p-5udS + [[[ f Sudv = WS
S, Vv

Es decir, el trabajo virtual total en el cuerpo es igual al trabajo de las fuerzas
externas.

Por otra parte, desarrollando la expresion (*) se tiene:

o= Jffo,- 20 av m[@" jéudv

oo

. , s - i _ ., .
Si el cuerpo esta en equilibrio, —Gx +f=01a expresion anterior se reduce a:
i

. = [fe aﬁ”av [l av = mam TN A

es decir:

W, ”ja e, dV = trabajo virtual interno = SW,™"

ij ~ij

En resumen, se ha demostrado que cuando se somete un cuerpo en equilibrio a un
desplazamiento virtual arbitrario, el TV de las fuerzas externas es igual al TV de las
tensiones internas.

A la inversa, suponiendo que si se cumple que para ou arbitrario los trabajos totales
externo e interno son iguales, entonces el cuerpo esta en equilibrio.

En efecto, en este caso se tiene que:
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jvﬂf-audv +jsjp-5uds =jo[jaij5eijdv,

y transformando el segundo miembro en sentido inverso a (**), se obtiene:

i1 ouav + [[p-ouds = [fo, @dv

es decir:

Ivﬂf.audv +jsjp.5uds :jvﬂaii(ai Su)dv _U 2;;: |

Si se aplica el teorema de la divergencia para transformar la primera integral del
segundo miembro, se obtiene finalmente:

jvjj[gfxf_i j.(sudV+g(,,_Viai).5,,ds:0_

Para que esta ecuacion sea valida para Ou arbitrario, necesariamente los paréntesis
deben anularse, de donde se concluye que:

%+f=0 en (V)
OX,;

p =vo; en (S)
Es decir, hay equilibrio entre fuerzas externas de volumen y tensiones internas, y
entre fuerzas externas de superficie y tensiones internas en la superficie.

En resumen, se puede anunciar el siguiente principio o teorema:

“Dado un cuerpo sometido a fuerzas f en (V) y p en (Sy), y seis funciones

de tensiones Gj = G;ji en (V), la condicion necesaria y suficiente para que
esté en equilibrio es que, para desplazamientos virtuales arbitrarios ou, el

. . . . EXT
trabajo virtual total externo e interno sean iguales (5WT'NT =oW; )
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8.5 Aplicacién del PTV: Método del Desplazamiento Unitario Ficticio (MDUF)

Sea un cuerpo cuyas tensiones internas Oj; son conocidas. Se desea saber que fuerza

externa puntual P debe existir en un punto dado y direccién dada del cuerpo para que
éste esté en equilibrio.

— . 1
Para ello se puede emplear el PTV con un corrimiento virtual oU", tal que la fuerza P
sea la Unica que trabaje y que en su punto de aplicacion y direccion, se tenga que

1 . 1 . .
ou =1. Con ello, considerando que OU  produce deformaciones internas

6e% = 2(5uﬁj + §u}i ) se tiene, igualando el TV externo con el TV interno:

P=|[[[oy0e; dv .
\

8.6 Teorema de la Energia Potencial Estacionaria (T.E.P.E.)

Suponiendo un cuerpo es elastico, es decir, que un proceso de carga y descarga en él
es reversible, aunque no necesariamente lineal, la energia de deformacion
almacenada en el cuerpo por unidad de volumen, que es igual al trabajo interno
entre el inicio de la deformacion y el estado final, puede ser expresado en funcién de la
deformacion final.

Esta energia es igual al area encerrada

bajo la curva de la figura. ij
Es decir:
€ij
W :_[Gijdeij =W (g;), we
° W
lo cual significa:
_ oW
o = e, i

Considerando el Principio de los TV, con un desplazamiento virtual infinitesimal
compatible con (Sy) y el resultado anterior, se tiene:

oW
RIS TP
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lo cual es equivalente a la primera variacion del funcional:

n:jJIW(eij) olv—jvﬂfiui dV—ISJ:Ipiui ds

Definiendo:

W, (g;) = '[_UW (e;) dV =energia de deformacion del cuerpo
\

P (u,)= —” f.u, dv —” p,u; dS = energia potencial de las cargas
v S,
se tiene:

7 =W, + P, =energia potencial total |
y para la situaciéon de equilibrio debe tenerse:

or =0,
De aqui el Teorema de la Energia Potencial Estacionaria, TEPE, que dice:

“La primera variacion de la energia potencial total de un cuerpo elastico
en equilibrio, para un desplazamiento virtual arbitrario compatible con (Sy),
es cero”.

8.7 Método de Ritz o Método Variacional Directo

El método de Ritz es una aplicacion directa del TEPE en la cual se reemplazan los
corrimientos por funciones conocidas multiplicadas por pardmetros a determinar

mediante la aplicacion de la condiciéon O = 0.

Como los corrimientos s6lo deben cumplir la condicion de borde en Sd , Se establece la
solucion como:

n
U; = ¢oi + Zaik¢k :
k=1

donde ¢oi son funciones conocidas que deben satisfacer las condiciones de borde en
Sd , €s decir, ¢0i = U, en Sd , con Uy conocidos, y ¢k son funciones que satisfacen

la condicion homogénea en Sd , es decir, ¢k =0 en Sd .
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La variacion de los corrimientos esta asi dada por:

N
5Ui = z¢k53ik .
k=1

En el caso de un material linealmente elastico la energia de deformaciones por

1
unidad de volumen vale W = Eaijeij (formula de Clapeyron), con lo cual:

= [Ifves av =[] fu av = [ o os.

Pero las tensiones para un material isétropo, estan relacionadas con las deformaciones
a traves de:

Oy = Zﬂeij + é‘ij/Iuk,k,

la que, reemplazando en la ecuacion anterior, conduce a:

7= [[[uey + 8,208, v - [T fu, av - [[ pu, ds

Una vez reemplazados la aproximaciéon de los corrimientos en esta ecuacion y
desarrolladas las integrales correspondientes, se obtiene una expresidén cuadratica en

los coeficientes @; para la energia de deformaciéon y lineal en los &, para la
energia potencial de las cargas externas.

or
La condicion de estacionariedad de 7 esta dada por EZO' para 1=123 vy
ik

k=12,.,n.

La aplicacion de esta condicion conduce a un sistema de 3Nx3N ecuaciones

algebraicas para los parametros @, cuya resoluciébn permite obtener los
corrimientos en forma aproximada.
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Ejemplo: Consideremos una viga
en voladizo, como se muestra en la
figura, sometida a una carga
uniformemente repartida p.

\ U(x)

N

E,l / P

B

En este caso Sd corresponde al

punto de empotramiento, donde
tanto la elastica de la viga como su
primera derivada deben ser cero.

il

ele

L7 L LS
=

Las funciones a usar deben, entonces, satisfacer las siguientes condiciones de borde

en Xx=0:u(x=0)=0y U'(x=0)=0.

. . ., . 2 3
Usando una expansién polinémica, se tiene entonces: U(X) =a,X" +a;X

1
La energia potencial total vale: 7 = 2J-J.J.O-XX w AV — _[ pudx
v

Usando la hipotesis de Bernoulli, que las secciones planas de la viga permanecen
planas y perpendiculares a la elastica (despreciando las deformaciones de corte), se

tiene: €, =YyU y o, =EyU" con lo cual:

W, = %Ujaxxexxdx - —ﬂjAIE(u”)Z ysz} dx = %i El(u")2dx .

Reemplazando en la expresién para 77 se obtiene:

7= EZI (2a, + 6a,x) dx — pj a,x* +a,x° Jdx = EZI (4221 +12a,3,0% +12a21°)- p(%l%%l“j_
or onr
Las condiciones —— = ~— =0 conducen al sistema de ecuaciones:
da, 0a,
2 2
sa, +6al = P a =2 Pl
3EI2 — 24 EII
pl 1 pl
6a, +12a.l = a, =———
2 S 4R *  12El

valores que, reemplazados en la funcion aproximada original dan:

5 pl 2 23
uex) = 24EI(I 5" )

El valor del desplazamiento en el extremo libre es:

4 4 4
u(|):iﬂ(|3_3|3j 5 pI” (1_3) 5 pI” ( j_lﬂ_
24 El 5 24 El 5) 24 EI\5) 8 El
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Ejemplo: Consideremos una viga en voladizo con “cama”’” de resortes y carga
puntual en el extremo libre, como indica la figura. Se determinara la elastica de la
figura empleando un polinomio de dos términos, compatible con las condiciones de
borde. Se supondra propiedades constantes de la viga EIl, y un apoyo elastico de
constante k y solo deformaciones por flexion.

Sea U(X)=aXx* —a,x%, las condiciones
de borde del problema son: u(x) P

u(0) =0 y u'(0)=0.

u@=0 " ok

u'(x) = 2a,x +3a,x”

w0=0 ok
u'(x) =2a, +6a,Xx

La energia de deformacidn esta dada en este caso por:

T = ?iu"z(x)dx + I;j;uz(x)dx — P-u(l)

| |
o= IEZII(2a1+6a2x)2dx + ;j(a1x2+a2x3)2dx - P-(al’+a,®)
0 0

2 2

r = Eluali12aa)? +12221%) + K[ Bps 4 BB ye L B 7 | _pag? 1 a)?)
2 2( 5 3 4
En la situacion de equilibrio 07 = 0:

or 2(8all+12azl )+2(5a1| +52) j—m -0

720
oa,

or El k(1 2

T =0 = —(12al?+24al*)+—~| “al®+Zal’ |-PI*=0
da, 2(ai 2)2(3611 72j

1 A-C
_ aiz—(PI—PI(—))
a,A+a,B PI} - A AD - BC U(x) = +

a,C+a,D="PI a, =Pl A-C
AD-BC
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8.8  Principio de los Trabajos Virtuales Complementarios

Se denomina Trabajo Virtual Complementario (TVC) aquél realizado por fuerzas
virtuales, es decir, fuerzas de naturaleza arbitraria que no guardan relacién alguna
con las fuerzas reales sobre el cuerpo o con las deformaciones.

Supongamos que en un cuerpo, en lugar de tener desplazamientos virtuales y
fuerzas reales, se tenga un sistema de corrimientos reales U; (con las

correspondientes deformaciones unitarias € = E(ui,j +uj,i) y fuerzas virtuales en

equilibrio 5fi , OP;, con tensiones virtuales internas 50'ij , vale decir, que cumplan
las relaciones:

oo, ;+of; =0 en (V)
ooy =00 en (V)
vido; = 0P en (V)

Mediante un desarrollo analogo al realizado en el caso de los trabajos virtuales TV, se
puede ver que ElI TVC por unidad de volumen vale:

SW ¢ :aax(50i'u)+5f-u_ *)

El TVC total en el cuerpo es entonces:
WE = [[[ L (50,-u)av + [[[5£ -u av
v OX v

Usando el teorema de la divergencia y las relaciones recién enunciadas, la expresion (*)
se puede transformar en:

5WTC = ”I Sf-udv +”5P'Ud5 =TVC de las fuerzas externas = éWTC'EXT .
\ S

Por otra parte, desarrollando la expresion (*), se obtiene:

WE = [[[ (6o, +5f)-udv +[[[0; -u; v .

La primera integral de esta relacion vale 0, por las condiciones de equilibrio. La segunda
integral, considerando que 50”- = 50ji, se puede desarrollar de manera que aparezcan
las deformaciones unitarias, obteniéndose:

oW =[] 5,2, +uy oV
\
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El trabajo complementario interno del cuerpo vale:

SW,SNT = j [[ooye;av

1
Por lo tanto, si €; esigual a E(Ui,j +uj,i), se tiene que:

C,EXT _ C,INT
SWEET = SWENT

A la inversa, suponiendo que se cumple (**) para fuerzas virtuales arbitrarias, es decir:

[ 5r-uav]fopuas=[[fomeav. e

y considerando que O f = —50'” , Se tiene que la primera integral de la ecuacion anterior

vale:
jjj5f’” av :”:50” -Su dV
__ J‘J‘ (u.50'i)‘i dv +”I u; - 5o, dV

:—J..uSpdSJrv”J. U, +U; 50 dv

Finalmente, substituyendo en (***) se obtiene:

m[ U +u,)- eij}aaijde_

Por lo tanto debe tenerse:

= fu+uy,)
El principio de los trabajos virtuales complementarios puede enunciarse entonces
como:

“Dadas 6 funciones €;; (eij = € ), una condicion necesaria y suficiente para
gue ellas sean componentes lineales de deformacion compatibles con
los corrimientos Uj, es que para un sistema arbitrario de fuerzas virtuales
en equilibrio, el trabajo virtual complementario externo sea igual al

o . C.EXT C.INT ,,
trabajo virtual complementario interno, OW; =oW; :
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8.9 Aplicacién: método de la carga unitaria ficticia.

El principio de los trabajos virtuales complementarios se suele utilizar para la
determinacion del corrimiento de un punto de un cuerpo elastico sometido a un estado
tensional.

Para ello, aplicamos un estado de

fuerzas virtuales consistente en SP
una fuerza puntual unitaria en el

punto y en la direccién de interés, X,

y las correspondientes tensiones

virtuales internas, en equilibrio

con dicha fuerza.

I
-

Igualando el trabajo  virtual
complementario externo con el X,
interno, se obtiene:

1.8 [[[ & b0, 0V
\

Ejemplo: Deformacién de una viga en
flexion. P=1

A
Consideremos una viga que soOlo se YA
deforma por flexion sometida a fuerzas
transversales que le inducen un esfuerzo M
de flexion M (X). “ 5
Se supone valida la hipétesis de Bernoulli B Xo X
de que las secciones planas N L
permanecen planas, indeformables vy

perpendiculares a la elastica, con lo cual
las deformaciones estan dadas por:

. M,
X EI ™

Supongamos que se desea saber la deformacién de la viga en el punto X=X, .

Para ello consideremos un sistema de fuerzas virtuales consistente en una fuerza
unitaria aplicada en el punto de interés, la cual estara en equilibrio con los momentos

internos OM*.
oM?

. . . 1
Las correspondientes tensiones internas son: 00, =— I
_ _ L . (LM 'M
Aplicando el PTVC se tiene: A = L _[J 00 € OA X = _[0 El dx .
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Ejemplo: Considere un enrejado plano
isostatico como el de la figura, sometido 2P
a las cargas que se indican (P y 2P en el

nodo A). delta P
Se utilizara el PTVC para evaluar el P A\ B

desplazamiento horizontal del nodo B
y el desplazamiento relativo AD. delta P

A partir del enunciado general del
Principio de Trabajos Virtuales L AE
Complementarios, que establece que:

” ooy -g; dV = delta P
\

lc D
e

v

:Ujafi.ui dV+ij5pi-u ds,

y considerando que en este caso, las Unicas fuerzas que “trabajan” corresponden a los
esfuerzos internos en las barras, este principio puede reformularse como:

1 _1. 1 _
\Y Barras
En esta formulacion, las fuerzas virtuales unitarias, induciran estados tensionales
M 1 M 113 ”
en las barras, los que denominaremos 05, correspondientes al “Estado 1" (denotado
por el supraindice 1 en las ecuaciones).

El desplazamiento total en la direccion de andlisis, quedard determinado por la
sumatoria del producto de los esfuerzos virtuales de las barras (inducidos solo por
el estado de carga virtual, “Estado 1”) con las deformaciones de las barras (inducidas
solo por el estado de cargas original).

Reemplazando en la ultima ecuacién, las expresiones para las tensiones y las
deformaciones en las barras, se obtiene:

Til Ti _ TilT iLi _
D I R

En particular, para determinar el desplazamiento horizontal del nodo B, se debera

considerar una fuerza ficticia unitaria OP =1 actuando sobre el nodo B, en esa
direccion (direccion de deformacién compatible con las ligazones del sistema).
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Andlogamente, en el caso del desplazamiento relativo AD, se debera considerar una
fuerza ficticia unitaria OP =1 actuando sobre la diagonal AD, tal como muestra la

figura.

Una forma rapida de realizar los calculos, consiste en confeccionar la siguiente tabla,
donde se resumen las caracteristicas geométricas del enrejado, las propiedades
mecanicas de los elementos y las tensiones inducidas en los elementos, ya sean
“reales”, debidas al sistema de cargas o “virtuales”, debidas a la fuerza ficticia
supuesta.

Desplazamiento horizontal nudo B:

Movimiento relativo diagonal AD:

Barra| L, T, T! TTL E | A T! TT'L
AB | L P 0 0 E | A| —y)2 _pL/2
AC L 2P 0 0 E A ~1/-/2 —2PL/-/2
BD | L P -1 -PL E |A]| _yp _PL//2
CD | L 0 0 0 E | A| _y)2 0
CB | 2L |--/2pP 2 —22pL | E | A 1 2PL

DTTL = —3.828PL DTTL = —4.828PL

En cada caso, los desplazamientos finales se obtienen sumando los trabajos
internos realizados por las barras, para cada una de las combinaciones de carga.

Finalmente se obtiene:

Observaciones:

D

D

Horizontal B

Diagonal AD

_3828 "L
EA

—4.828 &
EA

e Se debe tener cuidado de considerar las propiedades especificas de cada barra en
la sumatoria (en este caso en particular las constantes E y A eran las mismas para

todas las barras).

e El signo final del desplazamiento (en estos dos casos negativos), indica que el
desplazamiento tiene sentido contrario a la direccién en que se supuso la fuerza
unitaria ficticia (ver figura).
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8.10 Teorema de la Energia Potencial Complementaria Estacionaria.

Supongamos que un cuerpo es sometido a un estado de carga lentamente de manera
gue no haya un efecto dinamico y que el proceso es reversible, es decir, al retirar la
carga el cuerpo vuelve a la posicion inicial.

La curva tension deformacién en un punto se O
puede representar como en la figura.

Como se vio anteriormente, el trabajo realizado por

las tensiones 0Oj;, a medida que se va produciendo

la deformacién, es el area gris de la figura, W.
Complementariamente, se puede considerar el area W
blanca de la figura.

Se define un trabajo complementario por unidad
de volumen como: €

posicion final
C
W= = _[ eij(Gij) 5O'ij .

0

P . . C C
el cual puede ser expresado en términos de las tensiones W~ =W (O‘ij) , con lo cual:

por lo tanto:

oW ©
17 o,
Considerando un sistema de fuerzas y tensiones virtuales tales que cumplan las

condiciones de equilibrio y sean nulas en S, el Principio de los Trabajos Virtuales
Complementarios se puede expresar como:

J‘” aw(;taij)éo-” dv _” uyv, 60; dS=0
v . L

j

Definiendo el funcional “Energia Potencial Complementaria Total” como:

75 =[[[We(oy) dv - [[ ulvioy dS |
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. . . c
la relacion anterior es equivalente a: o7y =0.

En palabras:

“La primera variacion de la Energia Potencial Complementaria Total de
un cuerpo elastico en equilibro, debida a tensiones virtuales arbitrarias pero
estaticamente admisibles, es cero”.

8.11 Teoremas de Energia para Cuerpos Sometidos a Cargas Puntuales

Supongamos un cuerpo elastico sometido F
a una serie de fuerzas puntuales P,

k=12,..N
figura.

, como se muestra en la

8.11.1 Primer Teorema de Castigliano
Si en el punto de aplicacion de una carga
genérica B, el desplazamiento en la

direccién de ella es U,, la energia

potencial total puede expresarse en
funcion de dichos corrimientos:

N
=W, (U) - > Rou, .
k=1

La Energia Potencial Total es, entonces, funciéon de los corrimientos.

Una primera variacién de éstos conduce a la siguiente variacion de la energia:

omr =, (‘ZWT -P)du, =0  k=1,2,..N
k=1 OUy

de donde se concluye que:

— aWT
ou,

P

Luego:

“La derivada de la energia de deformacién de un cuerpo elastico con
respecto al corrimiento del punto de aplicacién de una fuerza, es igual a
la fuerza” (1* Teorema de Castigliano).
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8.11.2 Teorema de Engesser

La Energia Potencial Complementaria Total de un cuerpo elastico sometido a fuerzas
puntuales puede ser expresada en funcion de dichas fuerzas:

N
”TC :WTC (F) _Z Pu, .
k=1

Haciendo ahora una variacion de las fuerzas, la primera variacion de la energia
potencial complementaria es:

N C
ons :Z(GWT ~u,)oP =0 k=12, ..N

o OP, ’
de donde se desprende que:
OW®
U, =
oP,

Luego:

“La derivada de la energia potencial complementaria total respecto a
una de las fuerzas es igual al corrimiento de dicha fuerza en su direccion”
(Teorema de Engesser).

8.11.3 Segundo Teorema de Castigliano

En caso de un cuerpo linealmente eléstico, la energia de deformacion
complementaria es igual a la energia de deformacidn, de manera que si se expresa
dicha energia en funcioén de las fuerzas, puede ponerse:

oW,

u, =
“ P,

Luego:

“En un cuerpo linealmente elastico la derivada de la energia de
deformacion con respecto a una fuerza es igual al corrimiento de dicha
fuerza en su direccion” (2%° Teorema de Castigliano).



CI 42F MECANICA DE SOLIDOS I Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. Valenzuela B . 129

8.11.4 Principio de Reciprocidad de Betti

Consideremos un cuerpo linealmente elastico sometido a dos sistemas de cargas
diferentes, P k=1,2,...,N , F’,2 1=12,....M .

. . . 1 .
Suponiendo que los correspondientes desplazamientos son U, (desplazamiento del

L, . L, 2 2
estado de carga 1 en el punto de aplicacion y direccion de la carga P. )y U
(desplazamiento del estado de carga 2 en el punto de aplicaciéon y direccion de la carga

Pkl), podemos aplicar el principio de los trabajos virtuales al cuerpo con su estado 1

de cargas usando como desplazamiento virtual los desplazamientos del estado 2,
obteniéndose:

N
1,2 1.2 1.2
Z Pou, = ” O € dVv = ”J. Cijran €mn €ij
k=1 \Yj \Y

En la misma forma podemos aplicar el PTV al cuerpo con su segundo estado de carga
usando como desplazamientos virtuales los desplazamientos del primer estado de
carga.

Se obtiene:

M
|Z:1: P*u’ :jJ o e dV :_UI Cijmn €20 €5 AV

Como las constantes constitutivas Cjjmn son simétricas, entonces los valores de las
dos ecuaciones anteriores son iguales, con lo cual:

Y Rw=Y R

N
k=1 =1
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8.11.5 Coeficientes de Rigidez y Flexibilidad
Consideremos un cuerpo con n fuerzas puntuales.

Se denomina coeficiente de rigidez entre dos puntos de aplicacién de fuerzas al
cambio en la fuerza i cuando hay un desplazamiento unitario del punto de
aplicacion de la carga j, permaneciendo el resto de los desplazamientos invariable.

. _OR o W
Es decir, Kjj Guj , pero como, I = ou , Se tiene:
2
=Wy
ou; ou;

Los coeficientes de rigidez forman entonces una matriz simétrica, conocida también
como matriz de rigidez del cuerpo para el estado de cargas correspondiente.

En forma similar puede definirse una matriz de flexibilidad como:

fo_ou _ oW
' "op, oRoP,

Suponiendo que los desplazamientos se miden a partir del estado en que las
fuerzas son nulas, se tiene que:

Pi :Zkijuj.
j=1

Si medimos las fuerzas a partir del momento en que los desplazamientos son
nulos, se tiene:

u :IZ:l: f, P :Z f Zm:k,mumzzzm: iy Kip Up

Para que de la doble sumatoria de la relacion anterior se obtenga U;, debe

necesariamente tenerse que Z fj. k|m = 5J-m (5J-m: delta de Dirac), lo cual significa
que la matriz de flexibilidad es la inversa de la matriz de rigidez.



