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4 RELACIONES CONSTITUTIVAS. LEY DE HOOKE
GENERALIZADA

4.1 Introduccion:

En este capitulo se estableceran las relaciones constitutivas que describen el
comportamiento de los materiales.

Se consideraran procesos isotérmicos y se utilizara tensores cartesianos en su
descripcion.

Se describira la concepcion moderna de la ley de Hooke y se analizara como su version
mas generalizada puede ser “reducida’” al caso de cuerpos homogéneos e
isotropicos, estableciéndose las ecuaciones basicas de la elasticidad.

4.2 Ley de Hooke Generalizada

Un medio se dice que es elastico si posee un estado natural, en el cual esfuerzos y
deformaciones son cero, y al cual se puede “volver” luego de que las fuerzas aplicadas
son removidas.

Bajo cargas aplicadas, los esfuerzos y las deformaciones “cambian” juntos, y las
relaciones entre estos, denominadas relaciones constitutivas, son una importante
caracteristica de los medios.

Estas relaciones constitutivas iniciaron su desarrollo hace mas de 300 afos atras, con
las determinaciones experimentales desarrolladas por Robert Hooke sobre “cuerpos
elasticos”.

Hooke concluy6 que el esfuerzo es proporcional a la deformacion.

Ejemplo: Ensayo barra a traccion:

Un caso ilustrativo de este concepto, corresponde ) F
al andlisis unidimensional de un ensayo de —
traccion de una barra de acero. A

!
Q

En este caso, la tension por unidad de area
transversal de la barra, es proporcional al
alargamiento unitario de ésta, tal como se
esquematiza en la figura adjunta. E

c =Es¢

Se aprecia que, en cierta zona la relacion entre el
alargamiento unitario y la tensién, se puede
considerar “lineal”, pudiendo identificarse el valor

de la pendiente de esta recta, como la constante
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gue relaciona estas variables.

4.3 Forma Tensorial de la Ley de Hooke Generalizada

La forma “moderna” de la Ley de Hooke Generalizada establece que cada
componente del tensor de tensiones es una combinacion lineal de todos los
componentes del tensor de deformacion:

4.3.1 Caso general de un cuerpo linealmente eléstico

Se dice que un cuerpo es linealmente elastico si obedece a la relacion constitutiva
recién enunciada.

Como se sabe, las cantidades Cijkl corresponden, a un tensor de cuarto orden, con

3* =81 componentes.

4.3.2 Simetria del Tensor de Tensiones

Si se considera la simetria del tensor de tensiones O = 0j;, se puede establecer la

siguiente simetria del tensor Cijkl ;

Ciii = Gijua .

4.3.3 Simetria del Tensor de Deformaciones
Analogamente al caso anterior, si se considera la simetria del tensor de deformaciones

€;i =€, se puede establecer la siguiente simetria del tensor Cijia -
Giik = Cijia .

Considerando ambos casos, la simetria del tensor de tensiones y la simetria del tensor

de deformaciones, el nimero de constantes elasticas independientes del tensor Cijkl se
reduce a 36.
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4.3.4 Existencia de una Funcién Energia de Deformacion
Adicionalmente a lo anterior, consideraremos el argumento termodinamico de la
existencia de una funcion de energia interna por unidad de volumen.

La existencia de esta funcion podria establecerse a partir de la primera ley de la
termodinamica, que relaciona el cambio de la energia interna de un cuerpo (ya sea
cinética o de deformacion), con el trabajo hecho sobre él (mecanico o de calentamiento).

Para el caso de procesos adiabéticos o isotérmicos, la funcidén energia de deformacion
puede establecerse como:

1 1
W = = Cij€ij€u =5 0

2 2 %i®

ij -

oW
Esta funcion posee la propiedad de 6. =0 =Cijpq€pq, lo cual implica la siguiente
ij

simetria del tensor Cijkl :
Cuiij = Cijua .

Con esta ultima consideracion, el namero de constantes elasticas independientes del

tensor Cijkl se reduce a 21, pudiendo representarse como:

r511 Ciing C1120 Cizs  Cuiz Cuoz Cpan €1
O3 Co222 Cooaz  Coo12 Cozoz Coom €2
) O33 _ Cisaz  Cazrz Cazs  Casa J €33
01, Ciai2 Cizpz Cposs €
(o simetria (O €3
O3 i Caia1 | (€a1)
4.3.5 Simetria con respecto a planos: Ortotropia

Si el material posee alguna otra simetria, es posible reducir ain mas el nimero de
constantes independientes que describen su comportamiento.

Por ejemplo, si el material exhibe simetria respecto a un plano (plano 1-2 por ejemplo),
no habra relacion entre las deformaciones que son simétricas respecto a ese plano y las
tensiones que son antimétricas respecto al mismo plano.
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Por tanto, la matriz de coeficientes se reduce a 13 elementos, de la forma siguiente:

C1111 C1122 C1133 C1112 0 0
C2222 C2233 C2212 O O
Cijk| 03333 C3312 0 0
C1212 0 0
simetria Crsps  Coaay
C3131 a

Si existe simetria respecto a tres planos mutuamente ortogonales, se habla de
material ortotropico. En el caso que estos planos sean paralelos a los ejes
coordenados, la matriz de coeficientes poseeréa solo 9 elementos, de la siguiente forma:

Ciin Ci12 Chysz 0 0 0
Co22 Cpss O 0 0
Cigz O 0 0

C.
kI

Co, 0 0

simetria Chps O

C3131_

4.3.6 Material Cubico

Si ademés de las simetrias anteriores, consideramos un material homogéneo, es decir,
de propiedades iguales en las tres direcciones ortogonales, el material se denomina
“cubico”, y el nimero de constantes requeridas para describir el material se reduce a 3,
de la siguiente forma:

- 5 F, _
a B

a
Cijia

XN O O O

simetria

X O O O o

XN O O O o o
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En lugar de los coeficientes &, B, se acostumbra usar los denominados parametros

de Lamé: A, H , los que se definen como:
a=A+2u, =41

Con esto, la ley de Hooke toma la forma:

Oy A+2u A A 0 0 0] [e,]
O A+2u A 0 0O €,,
J Tn| _ A+2u 0 0 Of |eg >
01 y 00 €
Oy simetria y 0] |ey
(O31) L 7] 8
4.3.7 Material Is6tropo

Cuando en un material sus propiedades son las mismas en cualquier direccion que
se considere, este material se denomina is6tropo.

En este caso, existe una relacion entre sus moédulos elasticos, la que permite reducir
finalmente el nimero de parametros independientes a solo 2. La relacion que se
obtiene, luego de una rotacion de ejes coordenados y de considerar que las
deformaciones “giradas” deben ser las mismas originales, es:

:—:2
4 1+v M

En el caso de que se acostumbre utilizar los médulos elésticos en vez de las constantes
de Lamé, la constante 4 se denomina G, o modulo elastico para la deformacion
angular.

4.4 Relaciones Esfuerzo Deformacién para Materiales Elasticos Isotropicos

Para un material elastico isotrépico, en el cual no existe cambio de temperatura, la ley
de Hooke, referida a un sistema de coordenadas rectangulares, puede ser establecida
en la forma:

o, =3Ke,, ,
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d d

d d .
donde K y G son constantes vy, 0 y € son los esfuerzos y las deformaciones
desviatéricas, respectivamente, es decir:

Estas relaciones establecen que:

e El cambio de volumen por unidad de volumen, es proporcional a la tension
media (o, = 3Ke_, , Ecuacion (¥)),

e EI| esfuerzo desviatérico es simplemente proporcional a la deformacion

desviatdrica (O'i?I = ZGei? , Ecuacion (*¥)).

Una explicacién mas detallada del significado de las constantes involucradas en estas
ecuaciones, se desarrolla a continuacion.

4.4.1 Constantes Eléasticas
Consideremos el caso en que los esfuerzos de cizalle son nulos y los esfuerzos
normales son iguales: Oy, =0, =054 =0y 0o, ,=0,=0,=-p.
En este caso, correspondiente al de un cuerpo bajo presion hidrostatica, se obtiene de la
ecuacion (*) que:

AV

Vv

kP L |

de donde el coeficiente == AV/V , representa la presion dividida por el cambio de
volumen por unidad de volumen que produce. Por lo tanto, este coeficiente recibe el

nombre de “maodulo volumétrico” o de “compresibilidad” (o médulo de “bulk™).

Considerando la ecuacion (**), haciendo todos los componentes del tensor deformacion
cero, menos €;,, ésta se reduce a:
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o, =2G&,.
En esta ecuacion, el coeficiente 2 se introduce debido a que antes de que el concepto
de tensor se hubiera definido, era costumbre definir la deformacién por corte como
Vxy =2€Xy_ El coeficiente G se denomina “moédulo de corte” o “médulo de
rigidez”.
A partir de las constantes anteriores, es posible definir una nueva constante:

2
A=K —g/vl . Las constantes A y M reciben el nombre de constantes de Lamé.

Si tomamos un cilindro orientado a lo largo del eje 1 y de muy pequefia seccion, y
aplicamos esfuerzos Oy, y —Oq; a los dos extremos, la proporcion entre el esfuerzo y

la deformacion en su misma direccién €4, define le llamado “médulo de Young”:
Op
€

Si en el mismo caso anterior, ademéas de considerar el cambio de longitud del cilindro

E:

ol , consideramos también el cambio de diametro od , el cuociente de los cambios por
unidad de longitud en ambas dimensiones define el “coeficiente de Poisson”:

. od/d e,
o/l ey’
El cuociente de Poisson en funcion de los parametros de Lamé es:
A
V=—"-—-
2(A+ u)

Adicionalmente a las relaciones aqui presentadas, existen un gran namero de otras
relaciones que pueden establecerse entre los parametros mencionados. El
descubrimiento de éstas, se deja al lector.

4.4.72 Deduccidén de las relaciones esfuerzo deformacion

Consideremos ahora el establecer en una sola ecuacion, la relacién entre esfuerzos y
deformaciones, para el caso de un sélido elastico isotropo.

A partir de la ecuacion (**) es posible establecer:

1 1
(O-ij - ggaaé‘ij) = ZG (eij _geaaé‘ij)
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1 1
(O'ij _§3Keaa5ij) = 2Geij - ZG(g eaaé‘ij)

o; = 2Ge; —ZG(:lgeméij)+ Ke,, o

aa”ij
B 2
Oj = (K _gﬂ) €., 0 + 21E;
o =00, +2ue;,

2
donde /1=K—§ﬂ,9=eaayu=(3.

La ecuacion anterior, puede también establecerse como:

e = 1 (o — A65;)
2p

I

1+v 1+v|(3Kv ) o
€ = —(Gij) - v é‘ij
E E 1+v )\ 3K

1+v
E

1%
(Uij) _Eaaaéij :
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4.5 Ecuacion de Movimiento en un Soélido Elastico, Isétropo e Infinito

La ecuacidén general de movimiento puede establecerse a partir de la segunda ley de
Newton, considerando la relacién de tensiones de Cauchy y utilizando el teorema de

Green, tal como se muestra a continuacion:

([T.ds + [[[ f.av =< [v.p dv
] ot

[v.0,ds +jvﬂ fdv = %jvip dv

00 ; 2
jvjj ale dv +jvjjfidV+_atjvipdv
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0
+f——(pv.)|dV =0
i at(/0 )

i 5

00 0 oV,

v f = (pv,)= '

ox, T at (pvi)=p—
¢ o°u.
Ojij*t i_patg.

Si en esta Ultima ecuacion, se reemplaza la relacion esfuerzo deformacion anterior,
podemos escribir:

) d%u.
—\100, +2ue. )+ f. = !
aX ( 1 /Ll Ij) 1 p 5t2 .

Luego de un poco de algebra y algunas sustituciones, se obtiene:

o (ou o°u, o°u.,
A+ pu)—| —% |+ L+ f = '
( ”)axi[axJ Hoxox, P

En notacion vectorial esta ecuacion puede tiene la forma:

o

ot

Si consideramos ahora, que no existen fuerzas de volumen actuando sobre el sélido,
( f. =0), obtenemos la conocida Ecuacién de Navier:

(A+)V(V-0)+puVii+f =p

R
ot? -

(A+ w)V(V-0)+uVii=p

4.6 Ecuaciones de Ondas

A partir de la ecuacion de Navier es posible establecer las denominadas ecuaciones de
onda. Estas ondas se denominan ondas de cuerpo, porque viajan al interior del
sdélido. En el caso de medios infinitos (sin condiciones de borde o de fronteras), se
distinguen dos tipos principales de ondas:

e Las Ondas P, que corresponden una onda que produce dilataciones y
compresiones en la direccion longitudinal de propagacion de la onda.
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Direccién de propagacion de onda

P AR {507 AR A S A Y 4

. e e

—

Onda P

e La Onda S, que se propaga produciendo deformaciones por corte
transversales a la direccion de propagacion de la onda.

VALY S A SR AT (O (A O O R Y
7 £ LS A L R A AR JRF AR Ay AT AR i 2R, (

11

Direccion de propagacion de onda

ondas ]

Las denominaciones de ondas P y S provienen del orden de llegada de éstas. La
Onda P u onda Primaria, es mas rapida que la onda S y por tanto “llega” primero que
la Onda S o Secundaria.

En caso de medios con condiciones de borde o fronteras, como es el caso de la
superficie terrestre, las ecuaciones de ondas se transforman en ondas de superficie,
dando origen a las denominadas Ondas de Rayleigh y Ondas Love.

A continuacion estableceremos las ecuaciones de las ondas de cuerpo, en los casos de
las Ondas P y S. Para esto, aplicaremos la divergencia sobre la ecuacion de Navier
para obtener la ecuacion de la Onda P, y aplicaremos el rotor sobre la misma ecuacion
de Navier para obtener la ecuacion de la Onda S.

4.6.1 Ecuacion de Onda P

En la ecuacion de Navier, podemos sustituir el Laplaciano de U; por su valor a partir de
la relacion:

VZA=V(V-A) -V x(VxA),

obtenemos:
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2 —
o°u
ot? -
Si sobre esta ecuacion se toma la divergencia se obtiene:

2
(“Zﬂjvz@:af
yo, ot ’

(A+2u)V(V-U)-Vx(VxU)=p

lo que representa la ecuacion de propagacion de una onda, en términos de un escalar,

denominado dilatacién ctbica &, y cuya velocidad caracteristica de propagacion
esta dada por:

v, = [A+2u
Yo,

4.6.2 Ecuacion de Onda S
Analogamente a lo anterior, si aplicamos el rotor a la ecuacion de Navier, se obtiene:

2
ﬁ VZWi = a V;/i
Yo, ot

lo que representa la ecuacion de propagacion de una onda, en términos de un vector

denominado vector rotacion W, y cuya velocidad caracteristica de propagacion esta
dada por:

-
yo,

4.7 Método de Potenciales: Teorema de Helmholtz

Otra manera de reducir la ecuacion de Navier a dos ecuaciones de onda, en que la
deformacion elastica queda dividida en dos partes, una que lleva consigo cambio de
volumen sin distorsion y otra distorsion con volumen constante, es utilizando el
Teorema de Helmholtz.

Este teorema establece que para un campo vectorial el vector en un punto se puede
expresar en funciéon de un potencial escalar ¢ (leido “fi”) y otro vectorial ¥ (leido
“psi”), de acuerdo a la relacion:

Ui =@; + € ¥y ;
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0 en notacion vectorial:
U=Vep+Vxy.
La condicién para que ¥; quede univocamente definido es que su divergencia sea cero.

Si tomamos la divergencia en los dos lados de la ecuacién de definicién del Teorema
de Helmholtz obtenemos:

Ui = 0= Dii .

Que nos dice que el potencial escalar ¥ esta asociado con la dilatacién cubica 0.

Si tomamos ahora el rotor de la misma ecuacion obtenemos una relacion semejante
entre el potencial vectorial ¥; y la rotacion de U;:

€Uk = 2w, = Wik -

Ahora, si reemplazamos la ecuacion de definicion del Teorema de Helmholtz, en la
ecuacion de Navier en notacion indicial, obtenemos:

2 2

(4 + ﬂ)&&(?k + Wi )"‘ ,UW(% + €W ): Pat_g(% + €Wk, )

I |
agrupando los términos en @ y en ¥; podemos escribir la ecuacion en la forma:
0 0’ 0y,
ox. P ot - (2 _zﬂ)¢,kk = G| P ot2 — MYk mm

i v

Una solucién a esta ecuacion la podemos obtener haciendo igual a cero las cantidades
dentro de cada corchete. De esta manera obtenemos las ecuaciones:

2
(£22u):, . 00
yo, ot ’

2
[ﬂjvzwi _ 0wy
yo, ot

Estas son también ecuaciones con la forma de la ecuacion del movimiento ondulatorio,
pero ahora no para las deformaciones elasticas sino para los potenciales. Las
soluciones de estas ecuaciones tienen también la forma y poseen las mismas
velocidades caracteristicas que las correspondientes ecuaciones de Ondas Py S.
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4.8 Ondas Elasticas Planas

Para una sola dimension podemos escribir la ecuacion del movimiento ondulatorio
en la forma:

0°y _ 20y
ot? ox? -
La forma general de la solucidén de esta ecuacion es:
y=f,(x-ct)+ f,(x+ct),

donde cada una de las funciones representa una configuracion determinada que se
mueve en una direccion: la funcion fl se mueve en la direccién positiva del eje X,y

la funcién f2 se mueve en la direccion negativa de este gje.

En ambos casos la constante C representa la velocidad de propagacién de la
configuracion.

Un caso de mucha utilidad en el analisis de las ondas elasticas es el de las ondas
planas. En este caso, el supuesto de considerar el foco emisor en el infinito permite
que las ondas esféricas y las ondas cilindricas “degeneren” en ondas planas.
La ecuacion de onda plana que viaja en la direccion positiva de la direccion definida por
el vector V;, se puede escribir en la forma:
ik (vix;—ct)
u =Ae "

donde V; son los cosenos directores de la normal al frente de onda, o sea, la direccién

de propagaciéon. Si en esta ecuacion se toma solo la parte real y se simplifica para una
sola dimension, se puede escribir:

u=Acos(k(x—ct)+¢),
donde K es el nimero de onda y € es angulo de fase.

4.9 Relaciones Esfuerzo Deformacion Temperatura

Consideraremos ahora, como las relaciones esfuerzo deformacién deben modificarse
para considerar los esfuerzos inducidos por la variacion de la temperatura de los
materiales.
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Suponiendo que la deformacién de los solidos es directamente proporcional a la
variacion de temperatura (mientras que estas variaciones sean pequefas), se puede
utilizar el coeficiente de dilatacién térmica del material & , para establecer la siguiente
relacion:

T
ej =aAT 5,
Estas deformaciones “extras”, deben sumarse a las deformaciones “existentes”, antes
del “calentamiento”, para obtener las deformaciones totales.
Para seguir cumpliendo con las relaciones de compatibilidad, es necesario “descontar”
H “ H n H 2 H “ n T
de las deformaciones “existentes” €;, las deformaciones térmicas “extras” €;,

. . . T
reemplazando en las relaciones constitutivas €; por €; =€; —€; , quedando:

1+v
e;

] —aAT5ij =

|4
(Glj) - Eo-aa 5” )

0 hien:

ij

l+v v
Expresando esta Ultima relacion en términos inversos:

o = (10 —3KaAT)s5; + 2uey.
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5 ELASTICIDAD LINEAL

5.1 Ecuaciones Bésicas Cuerpos Isotropicos Homogéneos

Considerando las ecuaciones de continuidad y equilibrio, y basados en la ley de Hooke
generalizada, se ha obtenido para el caso de materiales isotrépicos homogéneos lo
siguiente:

oy = A600 it 2,ueij _

Si ahora, consideramos la “linealizacién” de algunos términos, como pequefios
desplazamientos y pequefas velocidades, se puede obtener la denominada ecuacién
de Lamé - Navier:

pVia+(A+w)o, + f,+ 7 =0,

5.2 Ecuaciones de Compatibilidad: Beltrami - Michell

Si en las ecuaciones de compatibilidad reemplazamos las relaciones constitutivas en
términos de los médulos elasticos, se obtiene:

| 4

Hij =—
1+v 1-v

V2Uij‘" 5ij fk,k_(fi,j+fj,i)zo.

Si no existen fuerzas de volumen ( f, =0), las ecuaciones anteriores se reducen a:

Vzaij +i6’ij =0
1+v

. . 2 .. 2 .
Si aplicamos el operador V () sobre esta ecuacion, y dado que V°@ =0, se obtiene
4 . ., . ;.
que \Y% o =0, es decir, Oj; es unafuncion biarmonica.
Se concluye que, cuando las fuerzas de cuerpo son cero, cada uno de los
componentes de deformaciones y cada uno de los componentes de tensiones,

debido a que son combinaciones lineales de las primeras derivadas de los corrimientos,
son todos funciones biarmadnicas:
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5.3 Condiciones de Contorno

La ecuaciéon de Navier, que combina la Ley de Hooke con la ecuacion de
movimiento, puede ser resuelta estableciendo adecuadas condiciones de contorno y
precisando sus condiciones iniciales.

Las condiciones de contorno que usualmente se dan, corresponden a dos tipos:

e Condiciones de Desplazamiento (Sd): Se especifica el campo de

. 0
desplazamiento U; = U; sobre el contorno.

e Condiciones de Tensiones (St ): Se especifican los componentes de tensiones
14
Ti =0;V; como funciones conocidas sobre el contorno.

En la mayoria de los problemas de elasticidad, en algunas partes del contorno se
especifican condiciones de desplazamiento y sobre otras partes se especifican
condiciones de tensiones.

Adicionalmente, se puede dar el caso de tener que cumplir otras condiciones de
contorno, como por ejemplo:

e Condiciones Elasticas (Se): Se especifican relaciones entre los
desplazamientos de los apoyos y las fuerzas de reaccidén ejercidas
OV = KUy .

En el caso mas general, pueden darse la combinacion de una o mas de estas
condiciones de apoyo:

e Condiciones Mixtas (Sm): Se especifican combinaciones de las condiciones

anteriores debiendo siempre cumplirse que Sy +S; + S, + S, =S¢ .
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6 ELASTICIDAD PLANA

6.1 Introduccién

En este capitulo estableceremos la forma que adquieren las relaciones esfuerzo
deformacion cuando es posible “reducir” el andlisis de problemas tridimensionales
(3D) a problemas bidimensionales (2D).

Los casos a considerar corresponden a dos tipos principales de problemas:

e Deformaciones Planas: Cuando una dimensién geométrica del cuerpo a analizar
es mucho mayor que las otras dos y las condiciones no cambian a lo largo de
la direccion longitudinal.

e Tensiones Planas: Cuando una dimension es mucho menor que las otras dos y
las cargas solo se aplican en el plano definido por las dos dimensiones
mayores.

Se describe como, una funcién auxiliar denominada Funcion de Tensiones de Airy,
permite plantear y resolver estos problemas de elasticidad plana. Esta metodologia,
puede ser aplicada, tanto a problemas de deformaciones planas, como a problemas de
tensiones planas.

A continuacién se describe como una solucién a problemas de elasticidad plana puede
resolverse mediante la utilizacion de funciones polinOmicas cuyos valores
paramétricos se determinaran a posteriori.

Luego, a modo de ejemplo de utilizacién de coordenadas cartesianas en la resolucion
de problemas de deformaciones planas, se presenta el caso de una viga en voladizo
sujeta a cargas puntuales y distribuidas.

A continuacion, para extender la aplicacién a ciertos problemas planos, en los que
parece ser mas adecuado la utilizacion de sistemas de referencias “curvos”, es que se
plantea la utilizacion de las coordenadas polares.

Para la adecuada utilizacion de las coordenadas polares en la resolucion de problemas
planos, es necesario establecer previamente ciertos conceptos: primero es necesario
definir las componentes de tensiones y las ecuaciones de equilibrio en estas
coordenadas. Luego, establecer la forma que adquieren algunos operadores
matematicos y la forma que adquiere la funcién de tensiones de Airy en este caso.
Finalmente, establecer la forma que adquiere la funcion de Airy y las expresiones para
las tensiones, en el caso de la existencia de simetria axial.

Finalmente, a modo de ejemplo de utilizacion de coordenadas polares en la resolucion
de problemas de deformaciones planas, se presenta el caso de una barra curva con
seccion transversal constante.
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6.2 Deformaciones Planas

Esta situacion fisica se da cuando una dimensién geométrica del cuerpo a analizar
es mucho mayor que las otras dos, y sobre ella actian Unicamente cargas
uniformemente distribuidas a lo largo de toda su longitud y contenidas en planos

ortogonales al eje que une los centros de gravedad de sus distintas secciones
transversales.

Presa de materiales sueltos

L

v 1D

Tunel t=1 xu Tuberia

Ejemplos de problemas de deformacién plana

En este caso, suponiendo que la direccion longitudinal corresponde a X3, no existen
deformaciones perpendiculares a un plano transversal cualquiera del cuerpo, es decir,

€3 = 0. con esto, para un material isétropo se tiene:

1
€33 = E(Gss —v(oy + 0'22)) = 0y =v(oy +0y,) ,

ademas, la traza se transforma en:

2 =0y + 0, + 0y =0y, + 0, +V(0, +0,)=[1+V)(o, +0y).
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Por tanto, las relaciones constitutivas pueden expresarse como:

1+v 1%
% =g Ci — 9, EZ,
_1+v 14

11 = ?0'11 _E(1+ v)(oy, +0y,) ,

1
€1 = E(O-ll +V0y,, —VOo, + Vzall)_ E(V(1+ V)Gzz),

€1 = é(l%— v)A-v)oy, - é(v(l+ V)O'zz).

Anélogamente:

1 1
€ = E(l"' V)L-v)o, - E(V(:H‘ V)Gll),

1+v
€, = Oy, .

E

Resumiendo en forma matricial lo anterior:

e, . 1-v) -V 0l|oy,
e, r = EV —v 1-v) 0o,
€, 0 0 1||\oy,
Invirtiendo esta relacion, se tiene:
oy, 1-v) 1% 0 ey,
= 1% 1-v 0 e
21 @+v)a-2v) d-v) #
o 0 0  (1-2v)|le,
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6.3 Tensiones Planas

Esta situacion fisica se da cuando una dimension geométrica del cuerpo es mucho
menor que las otras dos, por ejemplo una placa “delgada”, y las cargas solo se
aplican en el plano definido por las dos dimensiones mayores, no existiendo tensiones
en las caras de la placa.

SR TV

Viga de gran canto

.y Placa Seccién A-A

Presa de contrafuertes

Ejemplos de problemas de tension plana

En este caso, la no existencia de tensiones en las caras de la placa puede expresarse

como O33 = 0, y las relaciones constitutivas quedan por tanto como:

1 1
€1 = E 11 _EV(Gzz) ,
1 1

€ ="—"0 _EV(O-ll) ,

E



Cl 42F MECANICA DE SOLIDOS 11 Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. ValenzuelaB . 70

1+v
€, = E Oy, .

Resumiendo en forma matricial lo anterior:

1
e, 0 0 @+v)||loy

Invirtiendo esta relacion, se tiene:

o c 1 v 0 e,

Opr=7—>|v 1 0 €2
1-v?)

Oy 0 0 (A-v)||e,

6.4  Solucion Mediante la Funcion de Tensiones de Airy
Las ecuaciones de equilibrio para el caso con fuerzas de volumen toman la forma:

O T 055, =— fl,

O1p1 10, =~ fz -

Estas ecuaciones pueden resolverse determinando la solucion para el caso homogéneo
y agregandole una solucion particular.

La solucion homogénea se puede obtener definiendo una funcidén auxiliar, denominada
Funcién de Tensiones de Airy ¢(X1, Xz) , de modo que:

Oy = ¢,22 ,
Oy = ¢,11,
O = _¢,12 :

Con esta definicién de la Funcién de Airy, las ecuaciones de equilibrio homogéneas
se satisfacen idénticamente.

Ademas, al considerar la ecuacion de compatibilidad de deformaciones en el plano
. ., . L, . . 4
X, — X, , se obtiene que la funcién @(X;,X,) debe ser biarménica, es decir: V' ¢ =0



Cl 42F MECANICA DE SOLIDOS 11 Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. ValenzuelaB . 71

La funcion de tensiones ¢(X1,X2) de Airy, se puede aplicar tanto a problemas de

deformaciones planas como a los de tensiones planas, resultando en ambos casos que
esta funcidén debe ser biarmonica.

Debe notarse sin embargo que, en el caso de tensiones planas se utilizd
implicitamente una aproximacion: se supuso una relacion de compatibilidad solo en el
plano y no tridimensional, obteniéndose por tanto, una solucién solo aproximada.

La calidad de esta aproximacion depende del espesor de la placa considerada, a medida
gue el espesor “tienda” a cero, la solucién “tenderd” a ser mas exacta.

En el caso de deformaciones planas, las ecuaciones de compatibilidad en funcion de
tensiones para fuerzas externas nulas, permite obtener directamente una solucién
biarmonica, por lo tanto, la solucidon obtenida en este caso es exacta.

6.5 Solucién de V*¢ =0 Mediante Polinomios

Una manera de resolver ciertos problemas de deformaciones o tensiones planas
consiste en darse una funcién “genérica” que dependa de parametros o constantes
indeterminadas.

Los valores de estos parametros se pueden determinar a “posteriori”, luego de
establecer las condiciones de tensiones y las condiciones de contorno. Esto se conoce
con el nombre de problema inverso, es decir, se supone una solucién de cierto tipo, la
cual se reemplaza en las ecuaciones constitutivas y de compatibilidad obteniéndose
relaciones entre estos parametros. Estas relaciones, en conjunto con las condiciones de
contorno, permiten resolver finalmente el problema.

Las condiciones de tensiones se establecen a partir de relaciones entre las derivadas

de la funcién incognita #(X;,X,), y de las condiciones de contorno especificas del
problema.

Un caso bastante general del establecimiento de una funcién ¢(X1,X2), consiste en
considerar una suma de polinomios de diferentes grados como:

P=@+P+..+9,+...+ 9,

donde cada uno de los @, puede definirse como:
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Esto permite obtener polinomios de distintos grados que satisfacen la ecuacién
biarmoénica si es que los parametros @, (constantes) se eligen adecuadamente.

Dado que las tensiones se obtienen de las segundas derivadas de la funcién @, los

polinomios ¢0 y @ son triviales. Los polinomios @, y ¢3 satisfacen idénticamente la
ecuacion biarmdnica y por tanto, no es necesario imponer condiciones. Para los
polinomios @, y superiores, es necesario imponer condiciones adicionales.

Ejemplo: El polinomio @, es:
4 3 2,2 3 4
Py =8,Y +8yuY X+8,Y X" +8,X 7Y +8,,X,
que, reemplazado en la ecuacion diferencial da:

24a,, +8a,, +24a,, =0,

Ay

Despejando el valor de 8,, como 84 =—(3, + 3 ) y reemplazandolo en @,, se

obtiene:
4

X
d, =a,(y' —x)+a,y’x+a,(y*x° —?) +a,Xy

funcién que satisface idénticamente la ecuacion diferencial.

6.6 Ejemplo de coordenadas cartesianas: viga en voladizo con carga puntual
transversal en el extremo y carga distribuida en la seccion transversal

Se investiga qué problema de tensiones planas se puede resolver mediante la
siguiente funcion de tensiones, haciéndose analogias con expresiones conocidas de
resistencia de materiales.

Se considera la siguiente funcion de tensiones:

3F xy P
? ac | Y T 3¢ 2 )
Las derivadas parciales correspondientes son:

_3F y?® B B
¢,x_ 4C( 302] ¢,xx_0 = ny_o
¢, = s x — 2 2 + Py

Y 4c c?
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3Fxy 3Fxy
Py == 2c3+P = O, =— 2C3+P
_3F y2) B B _3F(y?
¢,xy_ Ac l_C_2 _¢,yx — ny_ayx__¢,xy_ Ac C_z_

Considerando la expresion para las tensiones O ,, , se puede establecer una analogia
con la formula de Navier, donde se identifica una viga con momento de inercia

| =(2/3)c’, tal que:
Fx
S SV
T =T 3y

Considerando la expresion para las tensiones O,,, se puede establecer una analogia
con la formula de Jouravsky, donde se identifica una viga de semi-altura C, tal que:

e )

Esta situacion se representa en la figura a continuacién. En ésta, los colores rojos
representan a las cargas y los verdes a los campos de esfuerzos internos, tanto en el
caso de esfuerzos de traccién-compresion, como de corte. Los colores azules indican
el sistema de referencia utilizado y la geometria del problema.

F= Fuerza
Puntual

Y Oy =0

JhJ”
] C’

0 Plx
Oxx =P P | Oyxy = 7
v ¢ :

. i
, |
P =Presion Oyy =0

Oxy Oxy
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6.7 Coordenadas Polares

Para facilitar la resolucion de algunos problemas planos, donde la geometria del
modelo o la geometria de las cargas, posee estructura “circular”, se sugiere la
utilizacion de un sistema mas “natural” de referencia, como las coordenadas polares.

En este caso, debe determinarse las formas particulares que adquieren las
componentes de tensiones y las ecuaciones de equilibrio en estas coordenadas.

También debe determinarse, cuales son las formas que adquieren algunos operadores
matematicos, como el Laplaciano, y la forma que adquiere la funcién de tensiones de
Airy, en este caso.

6.7.1 Componentes de Tensiones y Ecuaciones de Equilibrio

A partir de un diagrama de equilibrio de un elemento infinitesimal en coordenadas
polares, es posible establecer las siguientes ecuaciones vectoriales de equilibrio:

(o,r),+o,,+1f =0

Definiendo las componentes de tensiones como la suma de sus componentes
radiales y tangenciales como:

Gr = Grrtr + GrHtH’

Ty =0yl + 0yl

y considerando que las “derivadas” de los vectores unitarios correspondientes es:
tLo=1,,
lyo =1

se obtienen las siguientes ecuaciones escalares de equilibrio:

1 o, +0
rr 06 _
Grr,r +?69r,9 _f%— fr - O,

20
re _
Fgea,e +0,, t+ ; +f,=0,

Ademas, por equilibrio de momentos se tiene que: O,y = O, .
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6.7.2 Laplaciano en Coordenadas Polares
Considerando la siguiente transformacion de coordenadas:

r’=x’+y?,

0 = arctg (lj ,
X

realizando las derivadas parciales correspondientes se tiene:

r, = =cos(6) g —_Y __sin®)
X == :
ry =X=sin(9) 0y :iz: cos(6)

y T )= :

entonces, la primera derivada parcial total es:

_oQ)ar  a() a0 _ _ 1
O =5t 50 2= 0+ 0,0, = (), €08(0) = (), 8in(6),

y la segunda derivada parcial es:

0= 0, 0050)-20,5i00) || 0, c050) - 20,500 |

=), cos?(0)]+ K—%( ), sin(H)j cos(e)} + [—%(( ), cos(6)), sin(e)} ...

r

ot [—%(( ), cos(@), sin(e)} .

...J{—l(—l()esin(e)j sin(H)]
r r ™ 0

= [( ) COS® (49)]+ Kriz( ) o SIN(O) cos(&)) + (—%( ) or SIN(O) cos(@)ﬂ +...

et K—%( ) ro cos(e)sin(H)j + G( ), sinz(e)ﬂ .
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ot Kriz( ) sin(e)sin(e)j ; (riz( ), cos(@)sin(e)ﬂ |

_ 20 sin(@) cos(6) sin®(0) sin(@) cos(6) sin®(0)
() =) cOs°(0)—2() 1 +(), . +2()p—5—+w 2

Analogamente:

B ., sin(6) cos(6) cos’(6) sin(@) cos(6) cos’(6)
)y =0 sin®(0) +2() ,, +(), . 20— +00w—03m .

Sumando ambas expresiones, finalmente se obtiene el Laplaciano en coordenadas
polares como:

Ve = Ot O = O+ 10, 45O

6.7.3 Funcién de Tensiones de Airy en Coordenadas Polares

Dado que las expresiones para la tensiones en funcion de ¢(X, y), son también
validas para las coordenadas polares, podemos establecer, mediante una adecuada
transformacion, expresiones para ¢(r, 6’) .

Si en las expresiones que acabamos de obtener para las segundas derivadas en

coordenadas cartesianas hacemos & =0, se obtienen las siguientes expresiones para
las tensiones en funcién de las coordenadas polares:

1 1
Oy = F¢r + r_2¢,99 )

000 = ¢,rr '

Orp = iz¢,e _£¢,r9 = _(l¢,¢9j .
r r T

r

Estas expresiones satisfacen adecuadamente las ecuaciones de equilibrio en
coordenadas polares.

Analogamente al caso de coordenadas cartesianas, para resolver un problema sera
necesario que la funcion de Airy cumpla con las relaciones de compatibilidad, siendo
una funcion solucién de:

V4 (p(r.60))=0.
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6.7.4 Caso Axisimétrico
Para el caso axisimétrico, es decir, cuando exista simetria axial, las funciones no
dependeran de &, dandose que (),9 =0, conlo cual el Laplaciano toma la forma:

1 1
VIO =0p+=0),==(rd,),.
r r
Consecuentemente, la ecuacion de compatibilidad en funcién de ¢(r,9) gqueda:

0

Vi=V°Vg= % r(%(r@ ))

,r

y las tensiones valen:

1
O :F¢,r,
060 = ¢,rr '
., =0,

La ecuacion para V4¢ puede integrarse dos veces, multiplicando primero por I,

integrando el resultado y luego dividiendo por I' e integrando nuevamente, con lo que se
obtiene:

%("%)r = Alog(r)+B=V?¢

1

Esta ecuacion puede volver a integrarse dos veces, obteniéndose:

2
¢:%(r2 Iog(r)—r2)+B%+C log(r)+ D

Utilizando las expresiones de definicidn de las tensiones en funcion de @, se obtiene:

o _A Iog(r)—l +E+g
rr 2 2 2 rz,
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Ejemplo en coordenadas polares: barra curva con seccion transversal
constante

Considere el caso de una barra curva con seccion transversal constante. Esta barra
esta solicitada por un momento de flexion M en el plano de curvatura, en los bordes
de la barra, tal como se muestra en la figura.

MQ M

-1k

Se pide:

a)

Suponiendo una funcién de tensiones de Airy de
la siguiente forma:

¢ = A-log(r)+B-r®log(r)+C-r’+D (1)

Las tensiones en este caso de simetria axial se
pueden establecer como:

o, =A2‘+ B(1+2log(r))+2C @)
r

Ty :—rAZ‘+ B(1+2log(r))+2C 3)

Establecer todas las condiciones de borde del problema en forma analitica y dar
una breve explicacién en palabras.

b) Determinar el valor de las constantes A, B y C que resuelven el problema y
utilizarlas para establecer relaciones para las tensiones o, y O, .
Solucion:
a) Condiciones de borde:
i) Los bordes concavos y convexos de la barra estan libres de fuerzas
normales: 0, =0 en F=a yenr=>0.
1)) Los esfuerzos normales en los bordes de la barra deben ser iguales solo
b b
al momento M: J.Uee'drzo y Iaggr-dr:—M :
a a
i) No existen fuerzas tangenciales aplicadas en las barras: o,, = 0.
b) Determinacion de constantes:

Utilizando las condiciones i) en las ecuaciones (2) y (3) resulta:



Cl 42F MECANICA DE SOLIDOS 11 Apuntes de Clases Autor: Juan Gmo. ValenzuelaB . 79

;+ B-(1+2log(a))+2C =0 Alg -(L+2log(b))+2C=0. (g

b2

De la condicion ii) y de la relacion entre la funcidn de Airy y las tensiones se obtiene:

T% .dr :T% dr=g,/ =0

donde substituyendo la definicion de la funcién ¢ (ecuacion (1)), se obtiene:

H+ B(b + 2blog(b))+ 2Cb} - {:+ B(a + 2alog(a))+ 2Ca} =0

Analogamente, se debe cumplir la segunda parte de la condicién ii):
b

_To-g(,r-dr=J‘¢’rrr-dr=—M , (5)

a

donde, integrando por partes, se obtiene:

b

j¢,rrr-dr =@.r : —T¢,rdr :¢’rr:

a a

b

_¢‘a,

b b
.= 0 y considerando (5), se encuentra que ¢‘a =M,

Notando de (4) que @ ,T
reemplazando en (1), se obtiene:

Alog(2)+ B(b? log(b) — a2 log(a) )+ C(b> —a2)=M . 6)

Esta ecuacidon (6), en conjunto con las ecuaciones (4), determinan completamente los
valores de las constantes A, B y C, los que son:

A= — M azp2iogP)
N a

B = —ZII\\I/I(b2 ~a’)
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C= '\,\/:[bz ~a’ +2(b* log(b) - a* log(a) ],

b 2
donde por simplicidad se utilizé N = (b2 -a’ )2 - 4a2b2£Iog(a)j .

Finalmente, las expresiones para las tensiones quedan:

2k 2
o, =—4M(a D 10g(2) + b2 log( ") + a2 Iog(a)j
N r a b r

O =

2l 2
_A4M (— 3D 10g(2) + b7 1og( ") + a2 log( 2) + b —aZ]
N r a b r

o, =0,



