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Problema: Dados dos vectores U;, V;, se define el producto tensorial (T ®V); ; =u;v;.

a) Demostrar que (0 ®V), ; es un tensor de orden 2.
b) Demostrar que (0®V)' =(VRU).

c) Demostrar que (O ® V)W =(V-W)U .
d) Considerando que k; ®k; =5,6.,

(t;k ®k,v =t,v,k . Asi, T =t;k; ®K; es otra forma de definir un tensor.

se tiene (k; ®k;)V =v k;. Demostrar entonces que

Solucion:

a) (uxv) =a (UxV),, =a,a.,u,v, =a,,u,a;V.

imajm im~ jm~m"n im“m~jn"j

(UxVv) =u;-V; m

UV UV U5y,
b) @xV)" =luv, UV, UV,
UVy  UVs U5V,

ViU, VU, VU,
(VxT)=|V,u, V,u, V,U, m
V3u1 V3u2 V3u3

c) UXV=U -V,
(UXV)'W:UiVjWJ—

(V-w)-u =VWU; =u,v;,w;

d) 6,8, v=vk

1 0 0y(1L O O
t.0,0,) Vv=tvk 01 00 1 Of=I
ij ik jl ijrgmi

0 0 1)l0 0 1

= (I-t)v=tyvk

o

= t;v=tvk m
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Problema: Dados el simbolo de permutacion &y y la funcion delta de Kronecker 5” , se pide
demostrar la identidad £ -0 :

Cfijk ‘é:qu = é‘iqé‘jlo _§i951q :

Solucién: En general se tiene que:

6|p 6iq 5|r
Sik Spr = Op O O
§kp 5kq 5kr
sir=Kk:
& = 0 .51(1 O _5 _5110 Oy LS .519 gt
e ? 5kq §kk ; §kp §kk « 5kp 6kq

= §ip(5jq5kk _§kq5jk)_5iq(5jp§kk _5kp§jk)+5ik(§jp§kq —6,0iy)

ko™ jq

= 5ip (5iq o 5Jq) - 5iq (5J'p o 5ip) + §ik (§jp5kq —0,0},)

k™ jq

= 548,00~ 0iBd

ik~kp™ jq

0 —0,0,

iq™ jp ip”jo M
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€
Problema: Demostrar que 5 ij es un tensor de orden 2, con:

1
e
S = E(ui,j +U; i — Uy 'uk,j>~

Solucion: Por propiedad de linealidad hay que demostrar que la derivada de un tensor es un
tensor, y que el producto de un tensor es un tensor:

!

a) P.D.Q. u;; esun tensor.
Considerando que X, y U; son tensores, se tiene que:
' aXI
X =a;X; PYERAS
i
y también que:
, ou; ou,
Ui =aul, = = Ay
OX, OX,
Por tanto, U; ; se puede escribir como:
ouj _ou] ox

Uij == ,
OX; 0% OX;

r_ uk _
Ui ; = Qi ox, a; =y a Uy, m
b) P.D.Q. Uy -Uy ; esun tensor.
!
Analogamente, se tiene que: Ui = sy Ug,
' —
y uk,j _akra‘jmur,m-
! !/ .
Por tanto, Uk’i : Uk’ j sepuede escribir como:
! !
Ui U = (8ayUg (@, a;nU, )
! !
Uei-Ug; = (akzakr)ailajmus,lur,m
! !
Ui U = (§sr)ailajmus,lur,m
! !
Ui U = &35, (5srus,| )ur,m

!
Ue; = dau U,
|
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Problema: Dado el siguiente tensor en coordenadas cartesianas ortogonales:

6.5 =20 15
t.=|-2.0 &1 -1.0/.
1.5 -1.0 75

Se pide:

a) Determinar sus Invariantes Principales.

b) Establecer su Ecuacion Caracteristica.

c) A partir de la ecuacion anterior, obtener sus Valores Principales.

d) Establecer las Direcciones Principales.

e) Comprobar, usando la ley de transformacion de coordenadas, que al hacer una rotacion de

manera que los nuevos ejes coincidan con las direcciones principales, el tensor toma su
forma canodnica. HINT: utilice como matriz de transformacion de coordenadas, la matriz
que contiene en sus filas, los vectores direcciones principales previamente normalizados.

Solucion:
a) I
I, =(1,t; _t223)+(t11 o _t123)+(t11 ‘1, _tlzz)

=(8.1:7.5-1.0-1.0)+(6.5-7.5-1.5-1.5) +(6.5-8.1-2.0-2.0) = 59.75 + 46.50 + 48.65 = 154.90
t,[=6.5(8.1-7.5-1.0-1.0) = (-2.0)(-2.0-7.5+1.0-1.5) +1.5(2.0- 1.0~ 8.1-1.5)

t, =6.5+8.1+7.54=22.1

I, =

=388.375-27.000-15.225 =346.150

b) P+t =1, t+ 1, =0

—1-t*+22.1-t* =154.90-t +346.150 =0

c) = (t, t, t,)=(104331 6.7560 4.9109)

d) Las direcciones principales se establecen resolviendo el sistema: (t; —t;5;)-n; =0 para
cada uno de los valores propios t; (ver ejercicio resuelto en este mismo apunte). En este
caso se obtiene, para las direcciones principales expresados como vectores columnas lo
siguiente:

—-0.7932 1.0000 0.0037
[A = | 1.0000  0.5069 0.7495 .
—-0.7466 —-0.3836 1.0000
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e)

[t]

En general, la ley de transformacion de coordenadas de un tensor puede escribirse en
términos matriciales como:

1 T
] = [A][t}{A]"
En este caso de estudio, estamos interesados en que los nuevos ejes coincidan con las

direcciones principales. Para hacer esto, la matriz [A] debe estar confeccionada a partir de

las direcciones principales como los vectores filas de la matriz transformacion,
estando estos previamente normalizados, tal como se sefala a continuacion:

-0.5364 0.6763 —-0.5049|| 6.5 —=2.0 1.5 ||-0.5364 0.8440 0.0030
= | 0.8440 04278 -03237|-|-2.0 81 ~-1.0f-] 0.6763  0.4278 0.5997
0.0030 0.5997 0.8002 1.5 -1.0 7.5 |[-0.5049 -0.3237 0.8002

~5.5966 4.1449  0.0204] [-0.5364 0.8440  0.0030
[t'] = | 7.0557 2.1009 4.0514|-| 0.6763  0.4278 0.5997
~5.2677 —1.5896 5.4063 | |-0.5049 —0.3237 0.8002

104334 0.0001 —0.0006
[t] = | 0.0001 49115 0.0004
—0.0006 0.0004  6.7558

A partir de este resultado, salvo errores de redondeo debido a haber trabajado con 4 cifras
decimales, se aprecia que se obtiene la forma candnica del tensor, donde en la diagonal
principal se encuentran los valores principales o propios, y los elementos fuera de la
diagonal son nulos. g

NOTA: Algunas calculadores tiene implementados algoritmos que permiten realizar en
forma rapida los célculos realizados en este ejercicio. Por ejemplo, las calculadoras
Hewlett Packard 48GX poseen las siguientes subrutinas:

e Para hallar las raices de la ecuacion caracteristica puede utilizarse el “solucionador”
de raices de un polinomio:

SOLVE POLY COEFFICIENTS [AN ... Al A0]
En nuestro caso: [-1 22.1 —154.9 346.15] = [4.9109 6.7560 10.4331]

e Para hallar los valores y vectores propios de una matriz cuadrada:

MATH MATR NXT EGV, devuelve en el nivel 2 una matriz de nxn vectores
propios y al nivel 1 un vector de n elementos de valores propios. Las columnas de la
matriz del nivel 2 representan los vectores propios correspondientes a los valores
propios del nivel 1.
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Problema: En un punto dado de un continuo las componentes del tensor de esfuerzo son:

/4 -6 --/3/4
05 = -6 2 -2
—J3/4 -2 3/4

Encuentre:

a) Invariantes Principales.

b) Ecuacion Caracteristica.

c) De la ecuacion anterior, obtener las Tensiones Principales.
d) Direcciones Principales.

e) Esfuerzo Maximo de Cizalle.

f) Tensor Esférico.

g) Tensor Desviatorio.

Solucion:
a) I, =0, =1/4+2+3/4=3

I, :E(O-iio-ii _O-ijo-ij):(o-220-33_0-223)+(O-110-33_0-123)+(O-110-22_0-122)

=(3/2-2)+(3/16-3/16)+(1/2—-6)=—6
1 -3

l, =lo; =2(3/2—2)+%(—3%/4—%/4)+T(2ﬁ—ﬁ/2)=—1/8—6—15/8=—8
b) ~c’+1,-0’ =1, 0+1,=0 < -0'+3-0°+6.0-8=0
c) ~-0’+3.0°+6-0-8=0 = (6, 0, o,)=(4 1 -2)
d) Direcciones del esfuerzo principal o, =4: (o, —0,6;)-n; =0

_15/4'n11 _\/g'nzl _\5/4'n31 0

—/6-n;, —2-n,, _ﬁ'nal =0

_\5/4“11 _ﬁ'nzl _13/4'n31 0

_15/4'n11 _\/g'nzl _\5/4“31
_\/E'nn _2'n21 _\/E'nsl

~15/4 —-/6-n, —+3/4-n, [0} —/6-n, —-/3/4-n,
- o
—-J6 -2.n, —2.n,| |O -2-n,, —/2-n,

Resolviendo el subsistema

0
:{ } con n =1 tenemos:

z
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[F[] ks o

- nhu=l2 - V63 36|
Anélogamente, para 0, =1y o, =-2:

=2 0 —3/2 y nTigz[ﬁ/z J3/3 %/6],

NOTA: Una forma de comprobar que sus calculos estan correctos, es realizar el producto cruz entre dos cualesquiera
de estos vectores y verificar que se obtiene el tercero (eventualmente este podria resultar con un cambio de signo).

e) Los esfuerzos maximos de cizalle se obtienen de:
1 1 3
T = 5‘01 _0_2‘ = 5‘1 _(_2)‘ = E
1 1
T, = 5‘03 —01‘ :5‘—2—4‘ =3
1 1 3
Ty =—|0,—0;=—|1-(-2) ==
w=tlon=o= 212
f) Cualquier tensor de 2% orden se puede descomponer en funcion de un tensor desviatorio y

un tensor de esfuerzo esférico. El tensor de esfuerzo esférico es:

. 1 0
gé‘ij Ow = 0 1
0 0 1
g) El tensor desviatorio por lo tanto es:

/4 -6 —3/4] [1 0 0] | -3/4 -6 —-3/4
Gy=0,——-004=| -6 2 =2 (-0 1 0|= -6 1 -2
~3/4 -2 34 0 0 —3/4 -2 -1/4

—_
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Problema: Dado el siguiente estado de tensiones en un punto de un solido, se pide:

T
Tmax
A —
oy=2.0
y TVX — -1 5
TXV
Txy— 1.5
—
Ox= 4.0
/ o
GZ - '2.0
a) Determinar graficamente utilizando el circulo de Mohr en 3D la tensiéon méaxima y el
esfuerzo de corte maximo del estado tensional sefialado.
b) Determinar analiticamente estos mismos valores.
Solucion:
a) Se grafica primero el circulo de Mohr asociado al plano XY. Este circulo debe pasar por
o, +

el punto (o

), con centro ubicado en ( ,0). Luego se grafica el circulo

x’z-xy

asociado al plano YZ, pasando por (o,,0) y tangente al circulo anterior. Por Gltimo, se

grafica el circulo asociado al plano XY en volviendo los dos circulos anteriores.
Graficamente se determinan los valores de la tension maxima y del esfuerzo de corte

maximo.
27 .
b tge)=—— v 2153 20=-563° = 0=-28.15°
o,—0, 4-2 2
o, +0 o, —0O -
R ycos(2«9)+axysen(29)=4;2+4 2 005(56.3%) +1.55en(56.3°)

=3.0+0.555+1.248 =4.803

_ 4.803—(-2)
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Problema: Obtenga las direcciones para las cuales los elementos de la diagonal principal de un
tensor toman valores extremos.

Solucion:
La componente de la diagonal principal del tensor para una nueva direccion coordenada esta dada
por:
, —
t, = XX J.tij

donde el vector unitario X; corresponde a los términos de la matriz de rotacién del nuevo eje k.

La norma de este vector unitario puede escribirse como:

XX = 5ijxixj = 1.
Los valores de X; para los que fj, es méximo o minimo, sujeto a la condicion oiX%X; = 1,
se puede establecer utilizando los Multiplicadores de Lagrange:

F(x,A) = XXt — A6;xX;—-1).

Resolviendo:
2_2 = Xt — A%x; = 0
% = oxx; — 1 = 0,
Queda:
Z_)l(:i =0 - (ty —A5;) X; =0,

Por lo tanto, los valores extremos de la diagonal principal ocurren en las direcciones principales.
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Problema: En un punto P de un sdlido elastico se colocan 6 estampillas extensométricas en las
direcciones indicadas (una en cada eje mas una a 45° en cada plano coordenado). Una vez
sometido el cuerpo a un estado tensional, se registran las siguientes medidas:

£,=0.002 £ =00025 & =00 £,=0003 £ =0001 & =0.0015

Se pide calcular el tensor de deformacion de Cauchy en el punto P referido al sistema

coordenado.

Solucién: Las estampillas extensométricas miden el alargamiento longitudinal unitario en la
direccion en que estan situadas ( €y ). La expresion general de &€, en funcidon de los pardmetros
que definen la direccion dada por U sera:

Ex € x|l

XX Xy
AT
gu = U gij a = [(l ﬂ 7/] gyx gyy gyz ﬂ

Ex gzy n 4

2 2 2
g, = ae,+p Ey TV €y +2a,6’gxy + Zﬂ)/gyz +2ays,, .

Aplicando esta ecuacion a cada una de las estampillas:
i, = 1 0 0] = a%,=¢, = &,=0.002

6, = [0 1 0] = pe,=¢ = &,=00025

G, = [0 0 1] = ys,=¢, = ¢,=00
6, = [1\2 112 0] = a’e,+pe, 420, = &, =0.00075
6, = [0 12 112] = pe,+re 428, = &,=-0.00025

d, = [l/ﬁ 0 l/ﬁ] = a’e,+y’e,+2are, = &, =0.0005

0.002  0.00075 0.0005
& = 10.00075  0.0025  —0.00025 |
0.0005 —0.00025 0.0
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Problema: Considere el caso de una estructura prismatica con una dimension geométrica
(longitud), mucho mayor que las otras dos, y que sobre ella actan Unicamente cargas
uniformemente distribuidas a lo largo de toda su longitud, contenidas en planos ortogonales al eje
que une los centros de gravedad de sus distintas secciones transversales (Ejemplos: muros de
contencion, presas de gravedad, tuberias bajo presion, tuneles, etc).

Establezca la forma que adquieren las relaciones constitutivas en este caso (caso de
deformaciones planas).

Solucion: Suponiendo el eje 3 orientado en la direccion de la longitud mayor (L, >> L,,L,):

1
€y = E(033 -v(o, + 022))

X2
Ls
X1
;=0 = oy =v(0,+0y)
/ Zz 0, +0, +0,, =0, +0,, +v(o,,+0,)=1+Vv)(0,, +0,)

1+v 14 1+v 14
eij :?Jij_é‘ijgz ellz?gll_E(1+V)(Jll+o-22)
1 ) 1
€ :E(Gll +Vvo, —vo, —V Gn)‘E(V(l‘H/)O'zz)
1 1
e =2 (V=)o = (v +1)o,).
) 1 1
Analogamente: €, = E(1+ v)(1-v)o,, _EV(“' V)0,
I+v
€ :?012-
Por lo tanto:
o | d-v) -v 0}|lo,
+v
0pr = —| —v (A=-v) 0o,

O 0 0 1oy
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Problema: Para el caso de una cufa plana de semi-angulo «, solicitada por una carga de
compresion P seglin el eje de simetria, considerando la funcién de tensiones de Airy dada,
determinar el valor de la constante K y las tensiones en el plano definido por nn:

P gp(r,0) = P2<r6’ sen®
. =|§«9sen9 ¢.,=0

P, =gsen¢9+g6’cos9
’ 2 2

—> 5
3]
@
R
—

X ? o0 :ﬁcos6’+ﬁcosﬁ—ﬁﬁsen9
’ 2 2 2
¢, 1 Kf@send 1 Kré
=y - =— "+ (Krcos@d ———senb
O-rr r rz ¢,49€ 2r rz( 2 )
o - KHsen¢9+Kcos0_Kt9$en6’_ Kcos®
" 2r r 2r r
Opp =P =0
1 1 1 Krsen& Kr00039 1 Ksen0 K& cost
Gr9:F¢,€_F¢,r6:r2( 9 )_*( 2 ) 0

Determinacion de la constante K:

K cosd 1+cos26

Ordf=|Kcos’0df=|K(————)déo
)cos _J; cos _J; ( 5 )

_P:K(6’+sen26’j _K [a+sen2aj_(—a+sen(—2a)j :K[a+sen2a}
2 4 . 2 4 2 4 2

-P= IG cosd (r-do@) = I(

Expresiones para las tensiones:

-P cosd
O = r Tgp =0; T =0.
[=+=5)

sen 2«
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Problema: Considere el caso de una barra curva con seccion transversal constante. Esta barra
esta solicitada por un momento de flexion M en el plano de curvatura, en los bordes de la barra,
tal como se muestra en la figura.

Suponiendo una funcion de tensiones de Airy de la

ﬂ siguiente forma:
MC ' M Lk ¢ = A-log(r)+B-r*log(r)+C-r*+D (1)

A\

Las tensiones en este caso de simetria axial se pueden
establecer como:

o =r/§+ B(1+2log(r))+2C (2)

r

O = —rAZ + B(l + 210g(r))+ 2C (3)

Se pide:
a) Establecer todas las condiciones de borde del problema en forma analitica y dar una breve
explicacion en palabras.

b) Determinar el valor de las constantes A, B y C que resuelven el problema y utilizarlas
para establecer relaciones para las tensiones O, y Oy .

Solucion:
a) Condiciones de borde:
1) Los bordes concavos y convexos de la barra estdn libres de fuerzas normales:
O, =0 en F =a y en r=>b.
i1) Los esfuerzos normales en los bordes de la barra deben ser iguales solo al

b b
momento M: Iaea'drzo y J.O-ggr'dr:_M‘
a a

iii)  No existen fuerzas tangenciales aplicadas en las barras: o, =0.

b) Determinacion de constantes:

Utilizando las condiciones 1) en las ecuaciones (2) y (3) resulta:

A
:;+ B-(1+210g(a))+2C =0 b—2+ B-(1+210g(b))+2C =0. @

De la condiciodn ii) y de la relacion entre la funcion de Airy y las tensiones se obtiene

=0

b

b
a

b b
[op-dr=[¢, -dr=¢,
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donde substituyendo la definicion de la funcién @ (ecuacién (1)), se obtiene:
A A
b B(b+2blog(b))+2Cb |-|  + B(a+2alog(a))+2Ca |=0.
a

Andlogamente, se debe cumplir la segunda parte de la condicion ii):

jlaegl’-dl’zviilﬁrrr-dr:—l\/l (5)

donde, integrando por partes, se obtiene:

b
a?’

T¢,rrr -dr = ¢,rr‘: _T¢,rdr :¢,rr‘: _¢

b b
A 0 y considerando (5), se encuentra que ¢‘ 2 M, reemplazando en

notando de (4) que ¢,r r

(1), se obtiene:
Alog(Z) +B(b log(b)—a>log(a))+ Clb* —a*)=M.  (6)

Esta ecuacion (6), en conjunto con las ecuaciones (4), determinan completamente los valores de
las constantes A, By C, los que son:

A=———a’b”log(— B=——"—(b"-a
N Og(a) N ( )

2
donde por simplicidad se utiliz6 N = (b2 —a’ )2 — 4a2b2(log(b)) )
a

Finalmente, las expresiones para las tensiones quedan:

2|2
o == M2 10 b7 logF) 2 log®)
NL{r a b r
4M( a’»’, b r a
Ogo = _N(_ 2 log(g) +b? log(B)"‘ a’ log(?) +b’ _azj
o, =0.
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Problema: Resolver mediante la Funcion de Prandlt el problema de Torsion de Saint Venant
para una seccion de forma eliptica (ver figura).

Demostrar que la funcion de alabeo es un Paraboloide Hiperbolico.

Considere en primer término el caso de una elipse hueca (S6lido A) determinando las tensiones y
la funcion de alabeo.

Luego “llene” el hueco con un material (Sélido B) de moédulo G, (G #G,) y vuelva a calcular.

Finalmente determine la relacion entre el momento “interior” y el momento “exterior”, y la
relacion entre el momento “interior” y el momento “total”. Analice algunos casos limites.

X
3 |
Funcién de Prandlt:
X2 y2
¢:m(az+bz_]
a’b’
Vig=0 = m=-
¢ a’+b?
a> (1 1 ma’h’
J:2.UA¢dA:2{—a2b2(az.lY+b2.IX—AEHPSEHZM
2 2
M,=GwW = Gl,y:a+bMt

rab’
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O3 :GW¢,2 2M, —y X .
— 5'3 = 72 721
oy, =-Gyg, rab\ b a

Funcidén de Alabeo de Saint VVenant ;

0, =G(U;, —¥X,) < Gyd,=6U,,-¥X,) = U,=y(d,+X,)

O3 :G(u3,2 —yX) < _Gl//¢,1 :G(U3,2 —yX) = Us » :_l//(¢,1 +X)

a’+b? +b?

ha2 2
u3,1:§”£ 223X2+X2j = U3=l//X2(1 28 )X"‘f(x) @)

a’+b? +b

—2b*x 2b?
u3,2=—l//( 2 3 +X1J = Uy=-y Xl(l_azzsz"'g(xo (2)

2

2a 2b?
Hy2 = V/Xz(l—aerszXﬁf(Xz) = —‘//Xl(l—aerbz)Xﬁg(Xl)

2a’ 2b?
lexz(l—MJrl—aersz = 9(x)—f(x)

g(xl):f(xz) VXi = g(xl):f(xz):()

2 b2

a
U (X, %) = - Xlxz(az_'_bz]. ( Paraboloide Hiperbdlico )
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3 rab’
Elipse “llena’: llena —
p ena az n bz

_z(ka)'(kby’  rk'ad’ rk'ab’

Elipse “interior”: B — (ka)2 +(kb)2 - kz(az +b2) - a2 +b?
rab
Elipse “exterior”: ‘JA = ‘Jllena - ‘J B — a n b2 (1 k )

- Mg GB‘// J GB k*
Relacion entre momentos: M A GAl// J G (1 k* )

Relacion entre momento “interior” y momento “total”:

Mg Ggk*
M,+M; G,(1-k*)+Ggk*

1
MB:WGA(l k4)+k4M con (M =M, +Me)

B

Casos limites:

k—>1 = M;->M
k>0 = M;—>0
Gy >G, = M;—->M
G,=G, = M;->k'™M

Ejemplo:

17/25
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Problema: Supongamos un cuerpo sometido a una dilatacion térmica uniforme AT =cte. Si se
permite la expansion térmica libre en las direcciones 2 'y 3 (es decir, 0,, = o5, =0), mientras que
en la direccion 1 la expansion esta totalmente restringida, expresar o,, en términos de los
modulos elasticos y el coeficiente de dilatacion térmica. Evaluar numéricamente este término,
como también el alargamiento del cuerpo en las direcciones transversales (i.e., &,, y &53).

N a=125-10" [1/°C]
E=2-10° [kg/cm?]
G |
AT =30 [°C]
3 v=0.73
Solucion:
1
Sn = E(Gll_v(022+a33))+a'AT
&n=0 Yy o0,=0;=0
= o, = —E-a-AT = -2-10°-125-10°-30 = -750 [kg/cm?]
Anélogamente:
£, = é(a22—v(all+a33))+a-AT = —éall+a-AT = (1+v)-a-AT
&, = é(633—v(0'11+0'22))+a-AT = —%aum-m = (1+v)-a-AT

v =03 = & = & = (1+03)-125-10°.30 = 4.88-10
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Torsion de tubos multicelulares: analogia de la membrana

Problema: Considere la seccion de la
figura. Se pide determinar la tension
de corte en una barra de esa seccion
sometida a un momento torsor M =7
[tonf m] y el valor de la constante
torsional.

Solucién: Considerando una analogia
con las leyes de Kirchhoff se tiene:

z[qn .Glxﬁ'SJ:zQC

n c n

20

D t=08

donde los @, son los flujos de corte a 10
determinar en cada una de las células.
Célula EABCDE:
1 1 ds 20-10
d 35 +(0,~0,) —2[ 20-10]
GZEABCDO6 Gy 308
1.4142q,-q,=18-Gy (1)
Célula EDGFE:
1 ds 1 ds B ds 1 ¢ds
(qZ_ql)i o 7§7 —+0, :2(20'10)
Gry e G X 56 0-8 0.8 Gy 0.8
-0,+30,-9;=16-Gy (2)
Célula FGHF:

(q _q )L E q L ﬁ-l— 2 72.'102
PGy 08 UGy 0.6 2

—q, +3.0944q, =12.566-Gy (3)

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
q, =24.499-Gy
M, 2)y3) = :q,=16.6465-Gy ;.
g, =9.4404-Gy
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Constante torsional (2 veces el volumen encerrado bajo la funcion ¢ ):
2
JzZE Q. .:—E Q.q.
I¢I GZ 1 ql

7-10°

3 2{[202'10+2o-1oj-24.499Gz+20-10-16.64656;(+[

=< ]-9.44046 4 =24324.8 [cm*]
Gy

Dado el momento torsional aplicado se obtiene:

M _700.000 _ 28.78{ k93 }
cm

J 243248

Por lo tanto los flujos de corte valen:

g, =24.449-28.78 = 703.60[kg}
cm

g, =16.6465-28.78 = 479.06[(:?]}

q, =9.4404-28.78 = 271.68{kg} .
cm

Por lo tanto las tensiones valen: (definicién de flujo de corte: q=7-h = 7= g )
Rama EABCD: ;= 4 70360 _ 1172.67[ kgz}
t, 0.6 cm
Rama DE: ro= 3=% 703.60-479.06 - _ 280.68[ kgz}
t, 0.8 cm
Rama DGy FE: r = 2 479:06 - _ 598.82{ kgz
t, 0.8 cm
RamaGF: ¢ = %~ % _ 479060227168 )5 ) kgz}
t, 0.8 L cm
RamaGHF: ¢ = & = 27168 452.80[ kgz}.
t, 0.6 cm
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Problema: Resolver ¢l problema de torsion del tubo multicelular de la figura mediante analogia
con un circuito de corriente continua equivalente. Dado un momento torsor M =12[ton-m],

determine las tensiones en cada una de las ramas:

Rama ABCDA:
‘OScm E
l A
O6cm
B H 20 cm
CI2
A 4
< » G
40 cm
1 ds 1 ds
— 4@ -9)-—— { —=2z00
quWéC% @), § g =2 )
107 107 )
—+(q,—-0,)—=27(10)" -G
q, 0.6 (g, q2)0.6 (10) 4
29,-0,=12-Gy (1)
Rama ADCGFEA:
1 ds 1 B ds
— + — =2140-20—-7(10
(% -9) A£c0-6 q2GW§08 %) GiE o ( 7(10)*)
10 40 10 40
(@ =8) ¢+ o +(%=0) 0+, =2(40-20-7(10)° )} Gy

—2q, +3.9099q, =18.5577-Gy (2)

g, =10.5015-Gy

hy @ = {q2=11.2507-Gl//
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Constante torsional (2 veces el volumen encerrado bajo la funcion ¢ ):
J= 2ZQi¢i = 2ZQiqi
Gy
2

J-= G[zzz(w)2 11.2507 -Gy + (4020 — £(10)*)-10.5051- G | = 24.342 [cm* ]
7

Dado el momento torsional aplicado se obtiene:

M 1.200.000 :49.30[ kg }

Gy="_
V= 1T 2434 cm’

Por lo tanto los flujos de corte valen:

q, =11.2507-49.30 = 554.63 {kg}
cm

g, =10.5015-49.30 = 517,69['«3}

cm
Por lo tanto las tensiones valen (definicion de flujo de corte q=7-h = 7= ﬂ ):
a, 554.63 [ kg
ST = — = = 92438
Rama ABC y GHE: h, 06 _sz
g, 517.67 " kg
R EA: T = — = = 647.16
ama CGy h, 0.8 L cm?

- 554.63-517.67 k
Rama ADCy GFE: 7 = 9% _ = 61-56[“22}

h 0.6
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Meétodo de Ritz o Método Variacional Directo

Problema: Viga en voladizo. Use el Método de Ritz para determinar la elastica de la figura.
Emplee un polinomio de dos términos que sea compatible con las condiciones de borde. Suponga
propiedades constantes de la viga (de constantes “E” e “I””) y un apoyo elastico (de constante “Kk”)
y solo deformaciones por flexion.

Solucién: Sea U(X)= a1X2 —a2x3, las condiciones de borde del problema son: u(0)=0 y
u'(0)=0:

u(0)="0 0K

u(x) P

~
u'(x) = 2a,x+3a,x> 3
~

u'0)=0 OK.

u"(x)=12a, +6a,x

La energia de deformacion esta dada en este caso por:

T = Izzlju"z(x)dx + ;!;uz(x)dx - P-u()

0
EI I 2 kl 2 3\2 2 3
= 7[(2al+6a2x) dx + EJ‘(alx +a,x’)’dx - P-(al +a,l”)
0 0

2

2
T = '52'(4afl +12a,a,!° +12a§l3)+;(asll5 +al3a2|6 +?I7J—P(allz +a,1%).

En la situacion de equilibrio 67 =0

5 (sa] +12a2I2)+;@a1I5 +;a2|"’]— PI =0

oa,

9Ty = EI(12a1I2+24a2I3)+k(lall6+2azl7j—Pl3:O
oa, 2 2037 Ty

1 A-C
a =— PI—PI())
a,A+a,B="PI ! ( _
! : = A AD -BC Sooux) =axt +a,x’
a,C+a,D="PI | A-C :
AD -BC

a,
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Principio de los Trabajos Virtuales Complementarios

Problema: Enrejado. Considere un enrejado plano
1sostatico como el de la figura, sometido a las cargas que 2P
se indican (P y 2P en el nodo A).

Utilice el Principio de los Trabajos Virtuales P delta P

Complementarios para evaluar el desplazamiento A \ B
horizontal del nodo B y el desplazamiento relativo AD. Seltq P
elta

Solucién:

A partir del enunciado general del Principio de Trabajos L AE
Virtuales Complementarios, que establece que:

I\./”&’ij &;dV =_[JI§fi -u; av +Lj§ p,-uds

y considerando que en este caso, las unicas fuerzas que
“trabajan” corresponden a los esfuerzos internos en las
barras, este principio puede reformularse como:

delta P

p

C
e

J‘”é‘o-ili " Eij dv =1-A= Zéo-ilj * &jj dv =1-A
v

Barras

En esta formulacidn, las fuerzas virtuales unitarias, induciran estados tensionales en las barras,

I, correspondientes al “Estado 1” (denotado por el supraindice 1 en las

los que denominaremos o,

ecuaciones).

El desplazamiento total en la direccion de analisis, quedard determinado por la sumatoria del
producto de los esfuerzos virtuales de las barras (inducidos solo por el estado de carga virtual,
“Estado 17) con las deformaciones de las barras (inducidas solo por el estado de cargas original).

Reemplazando en la ultima ecuacion, las expresiones para las tensiones y las deformaciones en
las barras, se obtiene:

T T TITL
4 ! L = ST A
B;"S A AiEl Aj | B;\s 'A\E|

En particular, para determinar el desplazamiento horizontal del nodo B, se debera considerar una
fuerza ficticia unitaria 0P =1 actuando sobre el nodo B, en esa direccion (direccion de

deformacion compatible con las ligazones del sistema).

Analogamente, en el caso del desplazamiento relativo AD, se debera considerar una fuerza
ficticia unitaria 6P =1 actuando sobre la diagonal AD, tal como muestra la figura.
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Una forma rapida de realizar los calculos, consiste en confeccionar la siguiente tabla, donde se
resumen las caracteristicas geométricas del enrejado, las propiedades mecénicas de los elementos
y las tensiones inducidas en los elementos, ya sean “reales”, debidas al sistema de cargas o
“virtuales”, debidas a la fuerza ficticia supuesta.

Desplazamiento horizontal nudo B: Movimiento relativo diagonal AD:
Barra| L, T T TT'L E | A T/ TT'L
AB L P 0 0 E A ~1/+2 ~PL/\/2
AC L 2P 0 0 E A ~1/-2 —2PL//2
BD L P -1 -PL E A ~1/4/2 —PL/\/2
CD L 0 0 0 E A ~1/-2 0
CB | 2L | -2pP 2 —2oPL | E | A 1 2PL
ZTiTilLi = —3.828PL DTT'L = —4.828PL

En cada caso, los desplazamientos finales se obtienen sumando los trabajos internos realizados
por las barras, para cada una de las combinaciones de carga.

Finalmente se obtiene:

PL
DHorizontaI B _382855

PL
DDiagonaI AD _48285

Observaciones:

e Se debe tener cuidado de considerar las propiedades especificas de cada barra en la sumatoria
(en este caso en particular las constantes E y A eran las mismas para todas las barras).

e El signo final del desplazamiento (en estos dos casos negativos), indica que el desplazamiento
tiene sentido contrario a la direccion en que se supuso la fuerza unitaria ficticia (ver figura).



