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Expectimax

;,Cémo tomar decisiones éptimas a un horizonte
finito?
Sean:

= Espacio de estados: X es un conjunto (finito
numerable) de estados. Para simplificar la no-
tacién, supondremos que un estado x € X con-
tiene toda la informacién necesaria para tomar
decisiones futuras.

= Espacio de acciones: A es un conjunto (finito
numerable) de acciones.

= Probabilidades de transicion: Se dispone de
las probabilidades P(zf|a,x;) de transicién.
P(zfla,z;) es la probabilidad de llegar al esta-
do z; partiendo del estado z; y tomando la de-
cisién/accion a.

= Funcion de utilidad: La funcién de utilidad U se
define en base a una funcién de utilidad parcial
u: X — Rt que entrega un valor real positivo
u(z) € R para cada estado x € X. La funcién de
utilidad total U esta dada por la suma

h
U= Z u(x;)
i=0
de una cadena xgx; ...z, de estados.

Gréficamente, uno puede imaginarse la situacion
anterior como un arbol de dos tipos de nodos: nodos-
estado (o) y los nodos-probabilisticos [1.

=

=1

En el dibujo anterior se anadieron utilidades a los
nodos-estados.

Las decisiones se toman a partir de un nodo-estado.
Cada decisién lleva a un nodo-probabilistico difer-
ente, a partir del cual se determina en forma proba-
bilistica el siguiente nodo-estado. Intuitivamente, los
nodos-probabilisticos pueden verse como la accién de
un agente externo.

La mejor accién a* € A que puede tomar a par-
tir de un estado = € X es aquella que mazimiza la
esperanza de la utilidad futura. Esta maximizacion,
si bien es sencilla, requiere de ciertas precauciones.
Analicémos este problema informalmente, primero el
caso base, y luego el caso recursivo.



Caso Base

El caso base corresponde al caso en que falta tomar
la dltima decisién. La figura a continuacién ilustra un
caso base de ejemplo.

Para este caso, la mejor decisién a* corresponde a:

a* = arg miéix Z u(z')P(2'|a, )
x/

donde z € X es el estado actual y la suma corre sobre
todos los estados futuros x’ alcanzables tras ejecutar
la accién hipotética a € A.

En el ejemplo de la figura, tendriamos:

E[U)ay,2] =0,9-6+0,1-3=54+03=57"
E[Ulay, z] = 0,2:240,3-440,5-3 = 0,44+1,2+1,5 = 3,1

E[U|as,z] =0,7-2+0,3-3=14+09=23

y por lo tanto, la accién que maximiza la esperanza
de la utilidad es a* = a;.

Caso Recursivo

La figura a continuacion ilustra un caso intermedio,
en el cual no se estd tomando la ultima decisién.

10 24 10

17 117 8 5 10

Para este caso existen 2 alternativas: acciéon aj y
accién ao. Los nimeros al final corresponden a las
sumas de las utilidades futuras si toma esos caminos.
Por ejemplo, si tomara la accién a; y llegara al es-
tado s, entonces a partir de este tendria dos nuevas
alternativas: el camino izquierdo y derecho, que re-
portarian 24 y 10 puntos de utilidad futuras respecti-
vamente. Ya veremos cémo se calculan estos ultimos.

Noétese que para que el actor maximice su utilidad
futura, siempre debe escoger la mejor alternativa. Es
decir, intentard de optar por la mejor alternativa ca-
da vez que tenga la oportunidad de tomar una de-
cisién. Bajo este esquema, existen decisiones futuras
que jamas tomaria.

Si el actor decide ejecutar la acciéon a; entonces
puede terminar en el estado x; con probabilidad 0,3
0 z9 con probabilidad 0,7. Veamos qué ocurriria en
cada caso.

= Sillega al estado 1, entonces ganara un total de
12 puntos: 2 puntos de utilidad méas 10 puntos
debido a los estados futuros.

= Si llega al estado x2, entonces ganard un total
de 28 puntos: 4 puntos debido al estado x5 en
si, mas 24 puntos por la mejor rama a partir de
9. La rama de 10 puntos futuros ni siquiera se
considera, ya que estando en x5, la mejor opcién
es la rama izquierda de 24 puntos.

Por lo tanto, la opcién a; reportaria una utilidad es-
perada de

E[Ulay,z] = 0,3+ (24 10) 4+ 0,7 - (4 4 24) = 23,2



Haciendo el mismo analisis para la decisién as ten-
driamos,

E[Ulay,z] = 04-(2+17)+03-(7+17)
40,3 (2+ 10)
= 184

Por lo tanto, la mejor decisién a* a partir del estado
xo de la figura seria a* = a;.

La pregunta ahora es: jcémo se calcularon estas
utilidades futuras? Como puede intuirse, se obtienen
por medio de un calculo recursivo. En la literatura, el
término asociado al estado x se conoce como el valor
V(z,h) de un estado x hasta un horizonte h. El valor
V(z, h) estd dado por la férmula:

V(z,h) = mgxz P(z'|a,z)(u(z') + V (2, h — 1))

para el caso h > 0, y
V(x,0) = u(z")

para el caso base de h = 0.

Algoritmo

Dicho lo anterior, podemos enunciar el algoritmo
EXPECTIMAX en su totalidad. Dados un espacio de
estados X, un espacio de acciones A, probabilidades
de transicién P(2'|a,z), funcién de utilidad parcial u
y un horizonte h:

1. Desarrollar el arbol completo hasta una profun-
didad h.

2. Calcular recursivamente los valores V(z,h) de
cada nodo-estado por medio de la férmula

V(z,h) = méixz P(z'|a, ) (u(z') + V(a',h — 1))

V(z,0) = wu(z')

3. Inicializar x en el estado inicial zy del arbol y m
en h.

4. Tomar la alternativa 6ptima a* dada por

at = argméxzP(sr:'\a,x)(u(m’)+V(m'7m—1))
@ ’

5. Verificar el estado resultante y llamarlo x. Dis-
minuir m en 1.

6. Si m = 0 terminar. Sino, volver al paso 4.

Notas

1. Si tenemos un problema para el cual debemos
tomar la mejor decision a un horizonte de h +
1 pasos, ;serviria resolver primero el caso a h
pasos? La respuesta es no, pues al aumentar la
frontera del analisis en un paso adicional, pueden
entrar nodos al andlisis que podrian cambiar por
completo la estrategia.

2. Hay casos en donde no se conoce en forma ex-
plicita la profundidad de arbol, pero se sabe que
es finita. Para estos casos EXPECTIMAX también
funciona. Sin embargo, como es un algoritmo de
fuerza bruta, requiere desarrollar el drbol com-
pleto antes de tomar la primera decisién.

3. En casos especiales, como por ejemplo en jue-
gos contra un jugador contrincante, las proba-
bilidades de transicién pueden desarrollarse en
forma explicita. Por ejemplo, si se supone que
el contrincante emplearda una estrategia perfec-
ta (p.ej. que esté a su vez utilizando EXPEC-
TIMAX), entonces EXPECTIMAX se convierte en
MAax-MIN: el contrincante en sus jugadas mini-
miza mis utilidades futuras y yo las maximizo.

4. Cabe preguntarse si existen formas més efi-
cientes EXPECTIMAX para escoger la estrate-
gia Optima. Existen aproximaciones sub-6pti-
mas, la mayoria basadas en heuristicas, y solu-
ciones 6ptimas para clases de problemas partic-
ulares, pero el caso general sélo se cubre por EX-
PECTIMAX.



