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FJEMPLO 12-1

La viga en voladizo mostrada en la figura 12-10a estd sometida a una
carga vertical P en su extremo. Determine Ia ecuacion de la curva
elastica. ET es constante.

SOLUCION 1
Curva eldstica. Lacarga tiende a deflexionar la viga como se mues-

tra en la figura 12-10«. Por inspeccion, el momento interno puede re-
presentarse en toda la viga usando una sela coordenada x.

Funcion momenro, Del diagrama de cuerpo libre, con M actuando
en la direccion positiva, figura 12-106, tenemos:
M= —-Px

Pendiente y curva elastica.  Aplicando la ecuacidén 12-10 e integran-

do dos veces, resulta:

Figura 12-10

l'l
l d*v
~"F‘ [i =1 Eim— —Px (l)
| =ty _ dv Px?
= DN “ Curva eldistics ElV/—=-—""+~+C 2
KR urva eldstica | e 5 1 (2)
L R e _ 3
L Elv= 41?— +Cix + G (3)
b
(1) Usando las condiciones de frontera dvide =0enx =L yvr=_0en
x = L, ecuaciones 2 y 3, se abtiene:
I)
PL?
0=—-—""—+C
| ; *O
BEs M PL3 .
1 ¥ 0= — +CL+C
X 7_.-?\' 6 1 2
) Resolviendo simultdneamente, obtenemos: C, = PLY2 y C; =

—P17/3. Sustituyendo estos resultados en las ecuaciones 2y 3 con 6 =
dvidx, oblenemos:

P
)= (L2 — 2
T
= L (v par2e - 213 Resp.
6ET

La pendiente y el desplazamiento mdximos ocurren ¢n A(v = (),
que son:

PL?
= 4
BA 21E1 ( )
PL? -
Py = (5)

3E]




SEC. 12.2 PENDIENTE Y DESPLAZAMIENTO POR INTEGRACION

N
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El resultado positivo para 8, indica una rotacion antihorario y el re-
sultado negativo para v, indica que v, es hacia abajo. Esto concuer-
da con los resultados esbozados en la figura 12-10q.

Para obtener alguna idea sobre la magnitud real de la pendien-
te y ¢l desplazamiento en ¢l extremo A, consideremos que la viga en
la figura 12-10q ticne una longitud de 15 pies, que soporta una car-
ga P = 6 kip y que estd hecha de acero A-36 con E,. = 29(10%) ksi.
Usando los métodos de la seccidn 11.3, encontramos que una W12 X
26 (I = 204 pulg*) es adecuada, si esta viga se disefia sin un factor de
seguridad y suponiendo que el esfuerzo normal permisible es igual
al esfuerzo de fluencia opem = 36 ksi. De las ecuaciones 4 y 5
oblenemos:

6 kip(15 pies)?(12 pulg/pie)®
17 2[29(10%) kip/pulg?|(204 pulg®)
5l 15 pies)? ie)?
6 klp(ib pllcs) (l% pulg/pie) 1,97 pulg
3[29(107) kip/pulg®}(204 pulg?)

Como #3 = (duvfdx)? = 0.000269 rad? < 1, esto justifica el uso de la
ccuacion [2-10 en vez de la aplicacion de la ecuacién 12—4 mis exac-
ta, para el cdlculo de la deflexion de vigas. Ademas, como esta apli-
cacion numérica es para una viga en voladizo, hemos oblenido valores
mayores para # y v que los que habriamos obtenido si la viga hubie-
sc estado simplemente apoyada, conectada por pasadores. rodillos u
otros soportes fijos.

= 0.0164 rad

V===

SOLUCION II
Este problema puede también resolverse usando la ecuacion 12-8, Ef
dduidx? = —w(x). Aqui, w(x) = 0 para 0 =< x = L, figura 12-10a, de
manera que al integrar una vez, obtenemos la forima de la ecuacion
12-9, es deuir,

d*

ETEY =
dt 0

N
v

El——=C=V

dx

La constanle de cortante € puede evaluarse en x = 0 puesto que
V,, = —P (negativa de acuerdo con la convencion de signos para
vigas, figura 12-8a.) Asi, C{ = --P. Integrando nuevamente obtenemos
la forma dc la ecuacién 12-10, esto es,

d*v

El—=-P
dx’

AquiM = 0enx =0, porlo que C5 = 0y se obliene entonces Ia ecua-
cion 1 y la solucidén procede como anles.
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EJEMPLO 12-2
La viga simplemente apovada que se muestra en la figura 12-11a so-
porta una carga triangular distribuida. Determine su deflexion maxi-
ma. ET es constante,

Il
iy
i o ,_f"t 1
. f‘; l l l L *\1" il Il M
_D:_. _r.gla_ ‘ | | ‘
i =y - X = v
Curva eldstica
I - | : X
! , ) gt
i 2 _T ) 2T ] “"u_"_-
J 4
[ [(CH

Figura 12-11

SOLUCION I

Curva efastica. Debido a la simetria. solo se requiere una coorde-
nada x para la solucion, en este caso () = x = L/2. La viga se detlexio-
na como se muestra on la figura 12-11a. Note que la dellexion mixima
sc presenta con ¢l centro del claro. ya que la pendicnte en este punto
Cs Cero.

Puncidn momento.  La carga distribuida actaa hacia abajo. por lo
que es positiva de acuerdo con nuestra convencidn de signos. En la
figura [2-11h s¢ muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento
izquicrdo. La ccuacion para la carga distribuida cs:

_ 2]4-'”
W=,
E
Por Lanto,
‘ 7
v I
S M = 0 w+mLFmeﬁ.ﬂ,
LR} ! 1 \3 4 (x)
1‘;] =8 _':H."r}'l"‘E i H"(Jl‘x

3L 4
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Pendiente v curva elasrica.  Usando la ccuacién 12-10 e integrando
dos veees, tenemos:

. FE:‘ Wi WuL
JE S =M= o2y 4 Uy i
ol g~ Mgy 4" (M
., de wo g, wWols 5
h —_— = ey 4+ ==+ C
Fa 120" " !
. wp = walo 4
Flp=——0 5 L MOZ 3 4 Cix + G
KTV YR e

Las constantes de integracion se obtienen aplicando la condicidn de
frontera ¢ = 0 en v = O y la condicidn de simetria dv/dy = 0 en x =
.72, BEsto conduce a:

_ SH-‘(]],E ~
= aET C; =0
Por tanto,
e wo ywak 5 Swyld
T dy 124 8 192
Elp = — W &t w(,l,'J _ Swol? )
00L 24 192
Determinamos la deflexion maxima cn v = L72, y oblenenios:
wol.!
Pmiix = — 12[(]”,[ Resp.

SOLUCION 11

Comenzando con la carga distribuida. ccuacion [ y aplicando la cecua-
cidn [2-8. tenemos:

dio

dx?!

i

i 2y

;-

E1S S =V=- %ﬂ— + C

e’

Como V = +wel/d en x =0, entonees C7 = wyl/d Intcerando de

nucvo, obtencmos:

e

El S =¥ opatbae— =
dx? L 4

I f!'l_:l;l — M=, wol v+ O
dx- 3l 4

Aqui, M =0cnx =1 porlo
La solucion se oblienc ahora

yue €3 = 0. Esto nos da la ceuacion L
igual que antes.
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EJEMPLO 12-3

La viga simplemente apoyada mostrada en la figura 12-12¢ esta so-
metida a la fuerza P concentrada. Determine la deflexion mdxima de
la viga. £/ es conslante.

I
e Ty = ..|-. el g
! 7 = “ 4—r

—n—] | ¢
t haE= ) AR _ [ —— @
TR i
n -9.'} 0
(a) (b)
SOLUCION
i ) ; Curva eldsiica.  La viga se deflexiona como se muestra en a figura
: My 12-126. Deben usarse dos coordenadas ya que el momento es discon-
cl N5 tinuo en £. Consideraremos aqui vy y x; con el misma origen en A,
P de manera que 0 < xy < 2a y 2a < x; = 3a.
* Funcion momento.  De los diagramas de cuerpo libre mostrados cn
la figura 12-12¢,
P
(¥ - 2a) _r.
2 M= —x
| FE. ., /) ,,.._[‘_' 1 3 !
Y P 2P
— —_— - —_— \
A 'l | M, Mz = vy — P (x3 — 2a4) = = (30 — x2)
T e N AR O 3 3
< H 1.’1
P Pendiente ¥ curva eldastica.  Aplicando la ecuacion 12-10 para M, ¢
3 integrando dos veces, oblenemos:
/ v P
. 5 = —x
(« de> 37
Figura 12-12 dvy, _ P .
£ El41‘=*.1'12+(41 (l)
I7hg 6
B .
Efv, = l—g.r,- + Cxy + O (2)
L

Igualmente, para M»,

dzl}z 2P
E1S = 230 - x,
! a2 3 (3a = x2)
duvr ZP( '\‘22) .
—=="3ux; ——— |+ C 3
ldxz 5 e =5 3 (3)
2P(3 .rf‘)
Elvs =" Taxy? — =]+ Caxz + C, 4
v2 = (2:117_ 5 Cap + Oy (4)
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Las cuatro constantes se¢ evalian usando dos condiciones de
frontera, esto es, x; = 0, v = 0y x; = 3a, v7 = 0. Ademas, deben apli-
carse dos condiciones de continuidad en B, es decir, dvi/dx; = dia/dx;
enx; = x; = 2aywv; = ¥ en x; = x; = 2a. Sustituyendo los valores in-
dicados se obtienen las cuatro ecuaciones siguientes;

m=0enx; =0, 0=0+0+C;
3
v2 = 0 en x; = 3a; 0= g(— (3a)2 — (32) ) + C3(3a) + Cy
dvi(2a)  dv(2a)
dxy  dxs
P 2P 2a)?
3(211')2 + () = 3 (3 1(2a) — ( 2) ) + (5
v1(2a) = vo(2a)
2a
—(2(1)3 + Ci{(2a) + G2 = 25(—::(211)2 (2a)* ) + C3(2q) +

Resolviendo esas ecuaciones oblencmos:
4,2
C; = —EPG Cz =0

22 4
C3 = A?Pa C4 = S'PHS

Asl, las ccuaciones 1—4 se transforman en:

dv, P _, 4Pd

- _ 3 fa 5
dv, GEI T 9 EI )
P . 4PF

gy = 3 2L 6

"TRESY 9 EY (6)
dv-  2Pa P 5 22 Pa?

RN NS i - i 7

d, | EL2T3ErY T 9 EI 7

3
’02=&'2 P 3_"272‘1)_‘74. +i&_ (8)

EIYY T 9gl™ T 9 TEI 3 EI

Por mspeccién de la curva eldstica, figura 12-126, la deflexion
maxima ocurre en D, en algin punto dentro de la regién AB, Ahila
pendiente debe ser cero. De la ecuacion 5,

I 5 4

Exl - 6‘(12 =0
X = 1.633a
Sustituyendo en [a ecuacion 6,
P
Pengx = —0. 484% Resp.

El signo negativo indica que la deflexién es hacia abajo.
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M|

(h)
Figura 12-13

EJEMPLO 12-4

La viga en la figura 12-13«¢ csid sometida & una carga P en su extre-
mo. Determine el desplazamicnto en C. £/ ¢s consiante.

L ST e e g e o]

(a)

SOLUCION

Curva eldstica.  La viga se deflexiona sepin la forma mostrada cn
la figura 12-13a. Debido a la carga, sc consideraran dos coordenadas
x,estocs, 0= 0y < 2a vy 0= xy; <, donde x; esta dirigida hacia la iz-
quierda desde €, puesto que el montenlo se puede expresar en for-
ma mads sencilla,

Funciones momento.  Usando los diagramas de cuerpo libre mostra-
dos en la figura 12-13b, tenemos:

Ml = —g,\'l JW_) = —P.t'p_

Pendiente v curva eldstica.  Aplicando la ecuacion 12-10,

7
para 0 = x| < 2a, El ;1.:1)1[’ e ‘g.ﬁ
oy P i
El — = ——x;" + (
dx, 40! (1
. Py .
FElv, = 76.){1” + e + (5 (2)
d2,‘
Para 0= x, <q, FLf rl; = —Px;
(h)z P 5
o —— = ——x* + C; 3
= s 2 2 : (3)
Py .
E!-Uz = “_6_.('2‘ + C:-J:,_ —+ C4 (4)

Las crearre constantes de inlegracion se determinan usando ey
condicioncs de [rontera, que sonvp = 0enxy =0, v, =0 en oy = 2a,
y ¢2 = 0 en x; = @, mds una ecuacidn de continuidad. La continuidad
de 1a pendiente en el rodillo requiere que dv)/dx, = —diyldx,en ) =
2a y x3 = a. ;jPor qué se tiene un signo negativo en esta ccuacién?
{Note que la continuidad del desplazamiento en B se ha considerado
indirectamente ¢n las condiciones de fronlera, puesto que vy = vz = 0
en xy = 2a ¥ x; = a.) Aplicando csas cuatro condiciones se obliene
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vy =0enxy =0
py = Denx = 2a
vy =0c¢cnx;, = a

de(2a) _rh;g(n)_.
(f.\‘] (f,l'g ’

0=0+0+0C
()= —%(2(:)7‘ + C2a) + €

0= —grﬂ + Caa + Cy

P
—5(2«:)2 + Q= —(-;(n)z + ca)

Despejando, obtenemaos:
P’ 7

Cll = C3 =1 = _Pﬂ'z C._;

3 6
Sustituyendo €z v Cy en la ecuacidn 4, resulta:

r o TP’ o — Pa®
6EI T 6EITY FEl

El desplazamiento en € s¢ determina haciendo x; = (. El resultado es:

Pa’

YT T

= —Pa’

PROBLEMAS

12-1 Una banda de accro L2 con cspesor de 0.125 pulg v
ancho de 2 pulg sc dobla formando un arco circular de ra-
dio igual a 606) pulz. Determine ¢l esfucrzo mdximo de
flexion en la banda.

12-2  La hoja de acero L2 de la sierra de cinta se enrolla
cn la polea de 12 pulg de diametro. Determiue el esfuerzo
normal méximo ¢n la hoja. Esta ¢s de accro con ancho de
0.75 pulg v cspesor de 0.0623 pulg.

Problema 12-2

12-3 Determine la ccuacion de la curva clastica para la
viga usando la coordenada v, vilida para 0 = v < £/2. Espe-
cifique la pendiente en A y la deflexion méaxima de Ta viga.
L1 cs constante.

Problema 12-3
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*12—4 Determine las ecuaciones de la curva eldstica usan-
do las coordenadas x, v x;. £1 es constante.

P

-——— 1t - —— b

e o =

— L

Problema 124

12-5 Determine las ecuaciones de la curva eldstica usando
las coordenadas x| v xa. £/ ¢s constante,

[

Problema 12-§

126 La flecha simplemente apoyada tiene un momento de
inercia de 2/ en la regién BC y un momento de inercia f en
las regiones AB y CD. Determine la deflexidn maxima de
la flecha debido a la carga P.

P

Problema 126

12-7 Determinc las ccuaciones de la curva eldstica para la
viga usando las coordenadas 1) y x;. Especifique ta pendien-
te en A y la deflexion mdxima. £/ es constante.

P
]

AE |B
= L
|

B

L
Problema 12-7

*12-8 La flecha estd soportada en A por un cojinete que
ejerce s6lo reaccién vertical sobre la flecha y en € por un
cojinete de empuje que ejerce reacciones horizontal y verli-
cal sobre la flecha. Determinc las ecuactones de la curva elds-
tica usando las coordenadas x; y xz. £ es constante.

A

——— ?
‘_XJ | S N

/]

i

Problema 12-8

12-9 La viga estd formada por dos barras y estd sometida
a la carga concentrada P. Dclermine la deflexion midxima
de la viga si los momentos de inercia de las barras son {yp
¢ Ipe v el médulo de elasticidad es E.

12-10 La viga estd formada por dos barras y esla sometida
a la carga concentrada P. Determine la pendiente en C. Los
momcntos de inercia de las barras son [yp e fac y el médu-
lo de elasticidad es E.

!
i Eam—

Problemas 12-9/12-10



12-11 La barra cstd soportada por un empotramientao guia-
do en f# que permite desplazamicntos verticales pero resis-
te carga axial ¥y momento. El soporte en A es un rodillo.
Determine la pendiente en A y la deflexion en C cuandoe ba
barra csti sometida a la carga mostrada. [ es constante.

#12~12 Determine la deflexion de la barra en B del proble-
ma 12-11.

I.I
4’1 X = lr;
A 4
|
L L L L y
3 " 2

Problemas 12-11/12-12

12-13 Determine la curva clistica para la viga en voladizo
sometida al momento concentrado ¥y, Caleule también Ja
pendiente maxima v la deflexion maxima de la viga, BT es
constante.

L"* - - T - —
Problema 12-13

12-14 Determine la ecuacion de la curva elistica para la vi-
ga usando la coordenada v, Especifigue la pendiente cn A
y la maxima deflexion. £ s constante.

12-15 Determine la deflexidn en el centro de la viga v su
deflexion en 8. ET cs constlante.

M,

| |
g
Problemas 12-14/12-15

PROBLEMAS - 593

*12-16 Determine la curva eldstica para Ja viga simplemen-
te apoyada sometida a los momentos coneentrados M, Caleu-
lc tambidn la pendiente mixima y la deflexion maxima de
la viga. [T ex constante.

M, M
F—: ﬁg
e ¥

SR P .

Problema 12-16

12-17 Determine la méxima deflexion de la viga v su pen-
diente en A, £ ¢s constante.

My M,
A - . IH
i | e
fhi= P | ‘
T* el 'T il = (] |

Problema 12-17

12-18 Dctermine las ccuaciones de la curva elastica usan-
do Jas coordenadas x; v xz, v especifigue la deflexion v la
pendiente en C. FF es constante.

12-19 Determine las ccuaciones de la curva eldstica usando

las coordenadas x; y xa, y especifique la pendiente en AL LY
¢s constante,

L A ] C

Problemas 12-18/§2-19
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*12-20 [Determine las couaciones de la curva clastica usan-
do las coordenadas vy v x7, v especifique la pendiente v la
deflexion en #. F7 es constante,

12-21 Delermine las ceuaciones de Ia curva clistica usando
las coordenadas vy v x5, v especifique la pendiente y la de-
flexion en ¢l punte 8. £ es constante,

Fenuswn’ |
. | J.u

Problemas 12-26/12-21

12-22  La viga de piso de un avion esta sometida a la carga
mostrada. Suponiendo que el fusclije ejeree solo reacciones
verticales sobre los extremos de la viga, determine la de-
flexion maxima de la viga. Ff es constante.

50 pie

e 8 pics
2 pies 2 pies

Problena 12-22

12-23 Las dos reglas de madera estdan separadas en sus cen-
tros por un cilindro rigido hso de 50 mim de didmetro, De-
termine la fuerza fque debe aplicarse en cada extremo para
gue sus extremaos apenas se toquen. Cada regla tiene un an-
cho de 20 mm y un espesor de 3 mm. £,,,0 = 11 GPa.

]
|

0.5m
Problema 12-23

sm-———

K

“12-24 Puede suponerse que el tubo esta soportado por ro-
dillos en sus extremos y por una barra rigida € en su cen-
tro. La barra descansa sobre un cable coneclado a los
soportes. Determine la fuerza gue debe desarrollarse en el
cable si la barra impide que ¢l tubo se deflexione en su cen-
tro. El tubo y ¢l fluido contenidao ticnen un peso combina-
do de 123 Ib/pic. £4 ¢s constante,

T 12.5 pies +s 12.5 pies -

! [.\ic

Problema 12-24

12-25  La viga csti sometida o una carga distribuida incal-
mente vartable. Determine la pendiente maxima de Ta viga.
Ef es constante,

12-26 La viga esti sometida a una carga distribuida lincal-
mente variable. Determine la deflexion maxima de la viga.

f21 ¢s constanle,

; ettty

Problemas 12-25/12-26

12-27 Dciermine la curva clistica para Ta viga simplemen-
1¢ apovada usando la coordenada x, valida en O v o £72,
Determine también la pendiente en A v o detlexion mdxi-
ma de la viga. £f o5 constanie.

ey
AL

Wy

..llli.

Problema 12-27



*12-28 Detenmine la curva clistica para la viga cn voladi-
zo usando la coordenada x. Determine tambicén la pendien-
te v deflexion meiximas. £7 es constante,

L]

e o ; —
Problema 12-28

12-29 [.a viga ahusada tiene una seecion transversal rectan-
aular. Determing da deflexion de sn extremo en términos de
la carga £ longitud £, modulo de clasticidad £y momento
de 1nercia £y de su extremo empotrado.

I T h.

Problema 12-29

12-30 L viga ahusada fiene una seecion transversal rectan-
sular. Determine la detlexion de su centro en términos de
la carga £, longitud /.. madulo de clasticidad £y momenta
de ineraia £, de su centro.

Problema 12-30

PROBLEMAS 595

12-31 La viga estd hecha de una placa gue tiene espesor
constante ty ancho que varia lincalmente, La placa esta cor-
tada cn franjas para formar una serie de hojas encimadas
gue funcionan como resorte de s hojas. Determine la de-
flexion en su extremo al estur sometido a carga. Desprecie
la friceidn entre Tas hojas.

l!

!

=
T b

Problema 12-31

“12-32  La viga ticne un ancho b constante v esti ahusada
COMWO sC muestri. Sisoporta una carga P en su extrenio, de-
termine la deflexion en B, La carga P se aplica a una corta
distancia s del extremo B, donde s = £ R ey constante.

Problema 12-32

12-33  Una barra (lexible delgada de 20 pies de Targo con
peso de 0.5 Ib/pic descansa sobre una superficic lisa. Siose
aplica una fuerza de 3 b en su extremao para levantarla, de-
termine la longitud x suspendida y ¢l momento maximo
desarrollado ¢n la barra,

3lb

A ¥ .
- 20 pics -

Problema 12-33



610  CAP 12 DEFLEXIONES DE VIGAS Y FLECHAS
EJEMPLO 12-7
Determine la pendiente de la viga mostrada en la figura 12-23q en
los puntos By C. Ef es constante,
M
£l
P
B C
A B * A l- L A
] o {7 _ P_L s
i | E ' 2EL A
A S I T e
) Ef {b)
Figura 12-23
SOLUCION
Diagrama M/EI. Veala figura 12-23D,
Curva eldstica. La fuerza P ocasiona que la viga se deflexione co-
mo se muestra en la figura 12-23¢. (La curva cldstica es cdncava ha-
cia abajo puesto que M/ET es negativo.) Las tangentes en By C estdn
indicadas ya que se requiere enconlrar g y 0¢. S¢ mucstra también
la tangente cn el soporte A, Esta tangente tienc una pendiente cono-
cida igual a cero. Por construccion, ¢l dngulo entre tan A y tan B, es-
6 to es, fp;4, €s equivalente a @y, 0
tan # A ,
.- = h | 1,
A e b = O
\ También,
ALY b = Ocin

fan C
Teorema drea-momento,  Aplicandoe el teorema 1, €y es igual al
drea bajo el diagrama M/ET entre los puntos A y B: ¢s decir:

PLN(LY 1 PLYL
= - - A + D\ A )

_ 3PL? _
Y Resp.
El signo negativo indica que el dngulo medido de la tangente en A a
la tangente en I? es fhiorario. Esto concuerda, ya que la viga se inch-
na hacia abajo en B.
De manera similar, ¢l drea bajo el diagrama M/£/7 entre los pun-
tos A y Cesigual a O¢v,y. Tenemos;

1{ PL
2( S

2
= — ;);jl Resp.

(©)

O = Ocin =
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EJEMPLO 12-8

Determine el desplazamiento de los puntos B y C de la viga mostra-
da en la figura 12-24a. If es constante.

M
£l
R L
2 3
: i j My Al L
[
] L | L ! =
™ i B = i‘__‘ e |
t) _ lw.“. |—
El | | 1
= ==
Fipura 12-24 (i}

SOLUCION
Diagrama M/EL,  Vea la figura 12-24p.

Curva elastica.  El momentoe concentrado en € ocasiona que la vi-
ga s¢ defllexione como s¢ mucstra en la figura 12-24¢, Sc trazan las
tangentes on 8y C puesto que queremos cncontrar Ay vy A Ade-
mas, se muestra la langente en el soporte (A), por ser horizontal. Los
desplazamientos requeridos pucden ahora relacionarse directamenle
a las desviaciones entre las tangentes en 8y A vy C v A, Especifica-
mente, Ay es igual a la desviacion de la langente en A desde la tan-
gente on £ esto cs.

Ap = tpia | unp
También, A I _%_‘:\".-‘re\:l" A 1an A
Ao =t B — ;’('f,'u_ A
Teorema drea-momento.  Aplicando ¢l teorema 2, 15,4 es igual al () \
momente del drea sombreada bajo ¢l diagrama M/Ef entre A vy B8 C e

caleulado respecto al punto B (¢l punto sobre la curva eldstica), va que
este es el punto donde debe delerminarse la desviacion tangencial.
Por consiguicnie, de la higura 12-245,

LA My L Vol 2
Ag =tya = (T)‘ (_ ti;,)(?)} - _J_BOF_I_ Resp.

Igualmente, para obtencr rey,y debemos determinar el momen-

to del drea bajo tode el diagrama M/IEL, de 4 a C respecto al punto
C (¢l punto sobre la curva elistica). Tenemos:

L 171 Mil?
Ao =tein = (?) (* IFP)(LH = "_2|[T Resp.

Coma ambas respueslas son negaiivas, ellas indican que los pun-
tos B v C sc encuentran debajo de la tangente ¢n A. Esto concuerda
con la figura 12-24c.
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EJEMPLO 12-9

Determine la pendiente en el punto C de la viga en la figura [2-25q.
El es constante.

P
) T —
ARE ‘D c -

B T I

I 5 =y I 4 [
(a)

M Pl

El 4 i
e L
‘ ~ BEI
!

: i | .
P |
=54
(b)

B~ _
_ﬁ_ S D MYL
—— i tan £ (horizontal)
tan € Bem
()

Figura 12-25

SOLUCION
Diagrama M/EL. Vea la figura 12255,
Curva efastica.  Como la carga esta aplicada simétricamente a la
viga, la curva eldstica es sinétrica y la tangente en D es horizon-
tal. como se muestra en la figura 12-25¢. Sc dibujan tangentes en
C va que debemas encontrar la pendiente 8¢y en D. Por construc-
cion, el dngulo @cyp entre Ja tangente en D y la tangente en C ¢y
igual a #¢; esto es,

B¢ = o
Teorema drea-momento, Usando el teorema 1, O¢yp s igual al
irea sombreada bajo el diagrama M/ET entre los puntos Dy (. Te-

NneImaos,;
PL L 1/ Pl PLYN L\ aplz
= e = (s ) ol - =)= Resp.
e = bo (851)(4) 2(451 8151)(4) caEy e

¢ Qué indica el resultado positivo?
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EJEMPLO 12-10

Determine la pendiente en el punto C en la viga de acero mostrada [ kN
en la figura 12-26a. Considere E,. = 200 GPa, [ = 17(10°) mm*, ¢
— —

. A . - B
SOLUCION d (C. R
Diagrama M/EL Vea la figura 12-26D. L_ W SN __J_ s __!
Curva efdastica.  La curva eldstica se muestra en la figura 12-26c. Se ()

muestra la tangente en C puesto que queremaos encontrar #¢. Se tra-
»an también las tangentes en los soportes A y B. tal como se mucs-
tra. El dngulo #¢,4 es ¢l angulo entre las tangentes en A vy C. La
pendiente en A, 84, en la tigura 12-26¢, puede encontrarse vsando
184 = {tal/l 4p. Esta ecuacion es vilida ya que rg.,4 es en realidad
muy pequeia, por lo gue &, en radianes puede aproximarse por la
longitud de un arco circular definido por un radio L,z = 8 m y un

. M 24
barrido de 8,;. (Recuerde que 5 = #r.) De la geometria de la ligura £ El
12-26¢, tenemos: | & e
p | El ?
; HiA T
8] = 18a] = 18cral = | g | = 10¢al ()L i ‘
! 1 ‘e 1 I'b‘ ’
Note que el ejemplo 12-9 también podria haber sido resuelto usando | - ! o _]_ 5
p—=dm m— -

este mdtodo,

Teoremas area-momento.  Usando ¢l teorema 1, 8¢v4 s equivalen-
te al drea bajo cl diagrama M/ET entre los puntos A y C; es decir,

S KN - 8 KN - m?
H(_M:%(Zm)(skx m): kKN-m

El El

Aplicando el teorema 2, 154 s equivalente al momento del drea
bajo el diagrama M/ET entre B y A respecto al punto £ (el punto so-
bre la curva eldstica), ya que ¢ste es el punto donde va a determinar-
se la desviacion tangencial, Tenemos:

r,—2m+i()m)[i6m(g4—m—'[—n—)} )
HiA ( 3 ( ) 2( ) E[T ’ _#:E:__r«mn B
+ (%(2 m))BQ m)(—~—24 k};- m)_‘ l f,,lﬁ.
_ 3DKN-m? |
- Ll - lul;-A
Sustituyendo estos resultados en la ecuacion 1, obtenemos: Figura 12-26
6 — 320 kN -m? 8 kN-m? _ 32kN- m? |
SEfI El Ef .

Hemos caleulado este resultado en unidades de kKN y m: entonces, al

convertir Ef a esas unidades, el resultado es:

_ 32 kN + m?
200(10°) kN/m* 17(10°%) m?

b =0.00941 rad ) Resp.
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EJEMPLO 12-11

Determine el desplazamiento en € para la viga mostrada ¢n la fi-
gura 12-27q. El es constante.

My, M
\ ' | 5 £
A C = ﬂ? W
[ - £l ,‘F';
L _L N i ke
‘ 2 1T |
(a) f 1 ; =N
! I 3 E T k j - 3
A Al 5 = 5 *'1 (h)
} I |
- @&y
l 1 \\ Al \‘. ____//
T /__f'
; 7 |
I Lan I'- --f__d_,-z'“ o
- """-.-F.-
= (ch

Figura 12-27

SOLUCION
Diggrama M/IEI. Vea la figura 12-270,

Curva elastiea.  Sc dibuja la langente cn C ya que lenemos gue
encontrar A figura 12-27¢. (Note que C no s la posicion de la de-
flexion miédxima de la viga debido a que la carga y por consiguiente la
curva elastica no son simétricas.) En la ligura 12-27¢ estan indicadas
también las tangentes en fos soportes A v . Se ve que A= A" —
I Siose determina 1,5, A" puede enconlrarse por tridngulos seme-
jantes, esto es, A(L/2) = /L. 0 A" = 1,,5/2. Por consiguiente,

!r’
Ao = ‘2’" — teu (1)

Teorema drea-momento,  Aplicando el teorema 2 para determinar
Lvn Y e tenemos:

1 1 My )I Mul?
= | = —( LY — =
i (3(L))[2( ' )( I3, 6E1

o ) - 2
BB\ 2 )2\ 2 N2EL 48ET

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion 1, obtenemos:

A= l( A'Il()llz) B (!‘".If”.!_,:)
7o\ 6ET A87:]
Mal 2

= | Hesp.
16E ~ “p
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EJEMPLO 12-12

Petermine el desplazamiento en el punto C para la viga de acero con
voladizo mostrada en la figura 12-284. Considere F,. = 29(10%) ksi.
{ = 125 pulg*.

S kip M
‘ Er
A ] ¢
ﬁ_ IJ_B | ; ;
) ‘ I = 12 pies ~——==———12 pies -
l‘F-' -~ 12 pies s p—— e [ [
= X
S kip 10 kip
() !
gt
Figura 12-28 -
b}

SOLUCION

Diagrane M/EL Vea la figura 12-258b,

Curva eldastica.  La carga ocasiona que la viga se deflextone como
s¢ muestra en la figura 12-28¢. Queremos determinar A¢- Trazando
tangentes ¢n C y en los soportes A y B, vemos que A = 144 — A
Sin embargo, A" pucede relacionarse con fy,4 por tridngulos semejan-
les; esto s, A724 = |tal/12 0 A" = 2|tpa). Por consiguiente,

Ac = ltesal = 2lemal (1)

Aplicando ¢l teorema 2 para determinar

Lk A

Toevrema area-niomenio.,
Lo ¥ LA, Oblenemos:

2 . A Ei
fey = (?(12 plcs))

1 , 60 Kip - pie ﬂ
_2(12 ples)( i

. _ 60 kip - pie))

1 .
('2—(12 plLS)( I

1
?(12 ples) + 12 pies

_ 8640 kip - pie?
H

1 . l .
tpin = (?(12 PIUS)) 5(12 plCS)(--

1440 kip - pic’

60 kip - pie )] 3
Ef

Ly
JPor qué son negativos esos términos? Sustituyendo los resultados en
la ecuacidn [, resulla:
8640 kip - pie® 2( 1440 kip - piu3) 5760 kip - pie? |
‘ El El ) Ef v
Tomando en cuenta que los cdlculos sc efectuaron en unidades de kip
¥ pic. tenemos:
A 5760 kip - pie’ (1728 pulg¥pic?)
© 7 [29(10%) kipfpulg?](125 pulg?)

=275pulg | Resp.
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PROBLEMAS

12-54 Dctermine la pendiente y la deflexion en C. EY ey
constante.

15 kip

H-.-&l—

n — 30 pies —— {— 15 pies i

Problema 12-54

12-55 Dectermine Ja pendiente y la deflexion en . ET es
constante.

l)

A —wn

Problema 12-55

“12-56 Dctermine la pendiente v la deflexion en /8 si la vi-
2a de acero A-36 es (a) una barra sdlida con diametro de
3 pulg. (O} un tubao con diiimetro exterior de 3 pulg y espe-
sor de (.25 pulg.

500 16

t —————— § pies

Problema 12-56

12-57 Determine la pendiente en B y la deflexion en C. Ef
es constante.

12-58 Dctermine la pendiente en Cy la deflexion en 8. Ef
¢s constante.

l)
Mg=Pa l
A ] | #
T P»' f
&
o ———— & 1 a— —

Problemas 12-57/12-58

12-59  Si los cojinetes en A ¥ B ejercen salo reacciones ver-
ticales sobre a (lecha, determine la pendiente en B y la de-
flexion en C. Ef ¢s consiante,

P P

L_
I - e e ]

Problema 12-59

*12-60 La flecha de acero compucesta simplemente apoya-
da esta sometida a una toerza de 10 kN ¢n su centro. Deter-
mine su deflexion mdaxima. Ff,. = 200 GPa.

SN SkN

Problema 1260



1261 Determine la pendiente mdxima vy la deflexion ma-
xima de la viga. £/ s constante.

My, My

- =

|

i L !
Problema 12-61

12-62 La barra csta hecha de 2 flechas con momentos de
inercia { cn la region A8 v de 2/ en la region BC. Determi-
ne la pendicnte midxtma v la deflexidn de la barra debido a
la carga. El modulo de clasticidad es E.

VIR | —
!

Problema 1262

i
[ 1wl

[ b

12-63 Dciermine la deflexion v la pendiente en €. E7 es
constante,

1M,

~

Problema 1263

#*12=64 La [lecha soporta una polea en su extremo . De-
wermine la deflexion en C y las pendientes en los cojinetes
Ay B, Ef es conslante.

12-63 La flecha soporta una pelea en su extremo . De-
termine su detlexion maxima en la region AB. Ef ¢y cons-
tante. Los cojinetes cjercen solo reacciones verticales sobre
la flecha.

Problemas 12-64/12-65

PROBLEMAS 617

12-66 Determine la deflexion en Cy la pendiente de la vi-
gacn A, By C. EJ¢s constante.

3 kN
A & N\ kN-m
:. H
—_— Cc| £
k 6m 1 i e

Problema 1266

1267 El resorte plano estd hecho de acero A-36 y tiene
una seccion transversal reclangular corno se muestra, Deter-
mine [a carga 2 eldstica maxima que pucde aplicarsele. ; Cual
es la deflexidn cn B cuando P alcanza su valor maximo? Su-
ponga que ¢l resorte estd empotrado en A,

14 pulg __ e

Problema 12-67

*12—68 El acrdbata pesa 130 Ib y estid colgado simétrica-
mente respecto al centro de la barra, Determine ¢l esfuer-
20 muiximo de flexion cn la barra (tubo) asi como su
deflexion maxima. El tubo ¢s de acero L2 y tiene un diiime-
tro exterior de | pulg y un espesor de pared de (.125 pulg.

: ; 1.5 pies
T Apies o e 3pies =

Problema 1268
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12-6% Dctermine la pendiente en Cy la deflexion en . Ef
s constanle,

P
Mg = Pa l

A /-"‘ ]b‘
7 vy
: e
I I -

Problema 1269

12-70  La barra cstid soporttada por un empolramicito guia-
do cn f# que permile desplazamicentos verticales pero resis-
te carga axial v momento. 8iJa barra estd sometida a la carga
maostrada, determine la pendiente en A v la deflexion en C,
LI cs constante,

Al s
_|=.L.}=_ |
L ‘ L
I i Bl 7 "l

Problema 12-70

12-71 Determine la deflexion maxima de la flecha. FFces
constante, Los cojineles cjercen solo reaceiones verticales
sobre la flecha.

|

Problema 12-71

?

(] =3

I
i
A jf

- -—

*12-72 La viga csta somctida a la carga P como se mues-
tra. Determine ba magnitud de la fucrza F que debe aplicar-
se en ¢l extremo C del voladizo para que la deflexion en ¢
sca cero, K7 es constante.

I H (
_c_&:_ B :
!* —~— T SR a i e le] i

Problema 12-72

12-73 Dctermine la pendicnte en B y la deflexion en ¢ 27
¢s conslante,

[— 1T
———
“—ru|1

-~

Al 0--\1 I jB
L ...

Problema 12-73

12-74 La flecha de acero A-36 estd sometida a las carpas
desarrolladas en las bandas que pasan sobre las dos poleas.
Si los cojinctes en A y B ¢jereen solo reacciones verticales
sobre la Mecha, determine la pendiente en A, La flecha tie-
ne un didmetro de 0.75 pulg.

12-75 La flecha de accero A-36 csti somelida a las cargas
desarrolladas en las bandas que pasan sobre las dos poleas.
Silos cojincles en A y B cjercen sdlo reacciones verticales
sobre la flecha, determine Ja deflexion en €. La flecha tie-
ne un didimetro de 0.75 pulg.

1
P

18 pulg

l B
450 1h

450 1b

3 [h
3043 b

Problemas 12-74/12-75



“12-76 La flecha de acero A-36 de 25 mm de didmetro os-
i soportada en A y B por cojinetes, Sila tension ¢n la ban-

da sobre la polea en Ces de 0.75 kN, determine la tension 7

maxima cn la banda sobre la polea ¢n D de manera que la
pendicnte de la flecha en A o B no exceda de 0.02 rad. Los
cojinctes ejereen solo reacciones verticales sobre la flecha,

12-77 La flecha de dacero A-36 de 25 mm de didmetro esta
soportada en A y B por cojinetes. Sila 1ension en la banda

sobre la polea en € es de 0.75 kN, determine la wension 7

maxima cn la banda sobre la polea en 2 de mancra que la
pendiente de la flecha ¢en A sea cero. Los cojineles ¢jercen
solo reacciones verticales sobre la flecha.

XY mm |
e - 300 mm ,*___.J[,. 2060 mm —=

'I 10 1

A s

¢ y =
| y

1 5kN 2T
Problemas 12-76/12-77

12-78  La viga cstid sometida a la carga mostrada. Determi-
ne la pendiente en By la deflexion en ¢, EF es constante.

My
A . 3 ‘-""‘\ "

| &
i-‘ rr—-"-!' - — — ]

Problema 12-78

12-79 Silos cojinetes en A y 8 ¢jercen solo reacciones ver-
ticales sobre la flecha, determine ba pendiente en A y la de-
flexion mdxima.

Problema 12-79

PROBLEMAS 619

“12-80 Las dos barras estan conectadas por un pasador en
1. Determine la pendiente en A y la deflexion en 12, £7 s
constante.

=

:E F R

—a ==

@ e 1 ——p— I -

Problema 12-80

12-81 Una viga con 2/ constante estd soportada como se
mucstra, Unido a la viga en A s¢ encuentra un apuntador,
libre de carga. Tanto [a viga comao el apuntador estan cn po-
sicion horizontal cuando la viga no esti cargada, Determine
la distancia entre ¢l extremo de la viga v ¢l apuntador des-
pués de que cada uno se ha desplazado por las cargas mos-
tradas.

15 kN 20kN
¢ r- —— - _ﬁ W T AR
Al ‘
foe 2m ——— sl —— | ' M i} 1m -

Problema 12-81

12-82 Las dos barras de acero A-36 tienen un espesor de
[ pulz, un ancho de 4 pulg v cstdn diseinadas pari funcionar
como un resorle para ka miquina que ¢jeree una luerza de
4 kip sobre ellas en A ¥ . Si los soportes ejereen sdla (uer-
zas verticales sobre las barras, determine la deflexion médxi-
ma de la barra inferior

4 kip 4 kip
A= 3 18
L _x_—"!
D SE
}‘ 12 ]‘lLIl'r‘ _;‘ 36 l)|||g - 12 pulg ‘j

Problemna 12-82
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1283 Las vigas hechas de plastico reforzado con fibras pue-
den algan dia llegar a reemplazar a muchas de las vigas de
acero A-36, va que son resistentes a la corrosion y pesan la
cuarta partce de las lfabricadas de acero. Usando la tabla ¢n
el apéndice B, operm = 22 ksl y 7perm = 12 Ksi, seleccione la
viga de¢ acero de patin ancho de menor peso que soporte con
seguridad la carga de 5 kip y lucgo caleule su deflexion ma-
xima. ;Cuil seria la deflexton maxima de esta viga si estu-
viese hecha con pldstico reforzado con fibras con £, =
18(10%) ksi y tuvicse el mismo momento de inercia gue [a
viga de accro?

S kip

—0
B 19 pies ~— 'l' — 10 pies ——+

Problema 12-83

*12-84 Determine la pendicnte en Oy la deflexion en B,
£1 s constante,

A

Problema 1284

1285 La flecha de acero A-36 s¢ usa parg soportar un ro-
lor gue cjerce una carga uniforme de 3 kN/m en la region
CD de la flecha. Determine la pendiente de la flecha en los
cajinctes A v B, Los cojinetes cjercen solo reaccloncs verti-
cales sobre la Mecha.

5_’ _kN.v'm

i ] oo |
20 mng A0 mm {20 mm

‘r- 100 mm —j-— 300 mm ————=-100 mm 1'
Problema 12-85

12-86 La viga estd somelida a la carga mostrada. Petermi-
ne la pendiente en B v la deflexion en C. Ef es conslanic,

" "

il
.
L5l 9

Problema 12-86

,.J

—

—a

B

12-87 Las dos barras cstan concctadas por un pasador ¢n
D, Determine la pendiente cn A vy la detlexion en B, BF es
constante,

A : : 24| 1
[ : I
Problema 1287

#12-88 Determine la deflexién médxima de la viga. £F oes
constante.

[T

=! .!= _[2_. |

Problema 12-88
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EJEMPLO 12-13

Determine el desplazamiento en el punto C y la pendientc en ¢l so-
porte A de la viga mostrada en la figura 12-29a. ET es constante,

b

= T —g" =
6, :}-I(' ’
Im - - am—
(a}
8 kN
1 2kN/m l
4 _lllllll B 4+ A 1 j
Er&b A - (BD e -
A7l ey i . i L {thc)s
R - 4m “ == 4m —4m —%
[{5))] {c)
Fipura 12-29 SOLUC"{}:\'

La carga puede separarse ¢n dos partes componentes como s¢ mues-
tra en las figuras 12-296 vy 12-29¢, El desplazamicnto en Cy la pen-
diente en A se encuentran usando la tabla ¢n el apéndice € para cada
parte.

Para la carga distribuida,

(0), = 3wL® _ 3(2kN/m)(8 m)* 24 kN - m? |

AN T 128E] 128E1 Er Y
SwlL*  5(2 kN/m)(8 m)* 5333 kN -m*

ol = =eepr = 768 E1 = Ei l

Para la fuerza concentrada de 8 kN,

PL?  8KN@Bm)y 3R2kN-m?
6= Tepr = 1681 ~  EI "
. _ PLY _ 8KN(8m) 8533 kN -m’
2= JegT = asEr El

El desplazamiento total en C y la pendiente ¢n A son las su-
mas algebraicas de estas componentes. Tenemos entonces:

kN - m?

) 00 = (01 + (8)2 = ) Resp.
139 kN + m?

(+]) vo=(wch +(vch=—""—F7""1 Resp.

Ei




SEC. 125 METODO DE SUPERPOSICION 623
EJEMPLO 12-14
Delermine el desplazamiento en el extremo C de la viga con voladi- 1 10 kN
zo mostrada en la figura 12-30a. £ es constante. E-EEHHS kNAz ] |
T AN A = ¢
SOLUCION B = |
Como la tabla en el apéndice C no incluye vigas con voladizos, esta - A i
viga s¢ descompondri en una simplemente apoyada mas una porcidn )
en voladizo, Primero calcutamos la pendiente en B causada por 1
la carga distribuida actuando sobre el claro simplemente apoyado. fi-
aura 12-30b, 5 kN/m €.
- R (@)
(H ) WLJ 3 kN./ITI(‘i m)J 1333 kN - mz \ A n; I‘ i’ ;;1 *_'}_* N Sch
)l = s ry = s =
A TAE D =M #
24ET 24E1 El ——-4m e 2m *li
Como este dngulo cs pequeno, (84)1 = tan(fy); ¥ entonces el despla- iM
zaimienlo verlical en el punto ¢ es +
13.33 kN - m? 26,67 kN - m* HYEN
(ech = (2 m) T T )
’ : T 20kN -m
. L ) o : g
A conlinuacion, la carga de 10 kN sobre el voladizo genera una B ~E)r | ()
fuerza estitica equivalente de [0 kN y un momento concentrado de b ———— 2 -;(-'
20 kN - m en ¢l soporte B del claro simplemente apoyado, figura i)
[2-30c. La [uerza de 10 kN no genera ningln desplazamicnto o pen- +
diente en B; sin embargo. el momento concentrado de 20 kN - m si
- n . N
genera una pendiente. La pendicente en B debido a este momenlo es: 1N
(B), = Mal. 20kN-m{dm) 2667 kN -m? | = c
T 3E ) El W = o

El punto C sc desplaza entonces:

~ 5333kN-m’ I
- El v

26,7 kN - mz)

(ve) = (2 m)( 17,

Finalmente, la porcion BC en voladizo es desplazada por la fuer-
za de 10 kN, figura 12-30d. Tenemos:

_PLY  10OKN@2 m)* 2667 kN - m’
Y Y- El

Sumando estos resultados algebraicamente, obtenemos ¢l desplaza-
micento final del punto C,

267 533 267  S33kN.m’
EI  EI T EI El

(+1) te- = 1 Resp.

Figura 12-30
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EJEMPLO 12-15

Dretermine el desplazamiento en el extremo C de la viga en voladizo
mostrada en la figura 12-31. Ef es constante.

w=0.04x2
dP = wdx o AENMm

- 10m eI m—

Figura 12-31

SOLUCION

Cargas distribuidas que son parabdlicas no se incluyen en la tabla
del apéndice C. Para resolver este problema podemos considerar la
carga como una serie infinita de fuerzas concentradas d/’ y luego in-
tegrar este resultado sobre la region en que actian las cargas. Espe-
cilicamente, la fuerza diferencial dP = wdx = 0.04x? dx actiia a una
dislancia x de A, Usando la tabla para una sola fuerza concentrada
dP, la pendiente y el desplazamiento en ¢l punto # son enlonces

J' dPx? j 10 (0.04x2)x? 400 kN - m?
= dx =
o

261 261 © L

s 2888.9 kN - m*
oFE! ’ Ef

_ {dPx? v Y 00407 )0 A(3(10) — x)
Uy = J—ﬁEf (BL X} = j}

La region BC sin carga de la viga permanece recta, como se
muestra en la figura [2-31. Como #y es pequena, el desplazamiento

en C es:
(+1) ve =g+ 0 (3 m)
28889 kN -m? 400 kN - m?
= El + El {3 m)

_ 4089 kN - m?

I, 1 Resp,
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EJEMPLO 12-16

La barra de acero mostrada en la ligura 12-32« estd soportada por
dos resortes en sus extremos A y B Cada resorte tene una rigides
k = 15 kip/pic v no estd inicialmente cstirado. Sila barra se carga con

una fucrza de 3 kip cn ¢l punto C. determine el desplazamiento ver- Tkip
tical (!c la fuerza. Desprecie el peso de la barra v considere £, = 3 pies JL. f pics _i
[ Y ks = 4
290104 ksi, f = 12 pulg?, . — 5
k=15 kip.’pic;‘ ¢ T &= IS kipipie
SOLUCION b @) =
Las reacciones en los extremos A v B se calculan y s¢ muestran en la I
figura 12-32h. Cada resorte se deflexiona una cantidad
kip A kip Posicion original
(vah = m o0 = ().1333 pics e 3 pies |- - 6 pics -/
3 Kip/pie N 1) 1l
te) ¢ .L_‘__f_—l—-——__————'—* I
1 kip ”'&:'-l——-—#“";:”

() = = (1.0667 pies A

15 kip/pie
f Desplazamiento de

= = i

2kip cuerpo rgido 1 kip
Si la barra se considera rigida, csos desplazamicntos ocasionan
que se mueva hacia la posicion mostrada en la figura 12-32b. Para cs- (b)
te caso, el desplazamicnto vertical en C ¢s: +
I kip
I‘-f 3 pies i’* = 6 pies -T
(veh = (vph + [(UA)I = (vuh] — = g
9 plc L ‘%’() - oo A
= 0.0667 pics + ?[()‘1333 pics — 0.0667 pies] = 01T pies | Desplazamicnta de
) cuerpo defonmade
) ()
Podemos cncontrar el desplazamiento en C causado por la de- Figura 12-32

formacién de la barra, tigura 12-32c¢, usando la ldbl(l en el apéndice
C. Tenemos:

(0)s = (12— b )
3 kip(6 pies)(3 pies)[(9 plc\)2 — (6 pies)? — (3 pies)’]
6(9 pies) [29(10%)] kip/pulg?(144 pulg?/1 pie?) 12 pulg*(] pic*/20 736 pulg?)
=0.0149 pics |

Sumandeo lus dos compenentes de desplazamiento, obtenemos:

(1) »e= 01111 pies + 0.0149 pies = (0.126 pies = 1.5 pulg. | Resp.
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PRrROBILEMAS

12-8% La viga en voladizo W8 X 48 cstd hecha de acero
A-30 y estd sometida a la carga mostrada. Determine la de-
flexion en su extremo A.

HY Kip

~ A

E

it

15 kip - pie
ip pu.I

= — f picy = --L
Problema 12-89

-

- — 6 pies -

12-90 La viga simplemente apovada W12 < 45 estd hecha
de acero A-36 v estd sometida a la carga moestrada, Deter-
mine Ja deflexion en su centro C

12 kip
M kip - pic
ot ==
B 1 —— —— - F B
o ¢
f— 12 pigs —m—p— 12 pies ————

Problema 12-90

12-91 La viga simplemente apoyada W14 < 43 estd becha
de acero A-36 v estd sometida a la carga mostrada, Deter-
mine la deflexion cn su centro ¢

#12-92  La viga simplemente apoyada W14 X 43 estd hecha
de accro A-30 v estd sometida a la carga mostrada, Deter-
mine la pendiente en A y en B,

L.
1 l fl [ l r S0 kip - pie
: ]
Fs @) J(_
1- —— 10 pies — —~— == ———— 10} pies ———]

Problemas 12-91/12-92

12-93 La viga simplemente apoyada W8 X 24 cstd hecha
de acero A-36 v estd sometida a la carga mostrada. Deter-
mine la deflexion en su centro ¢

6 kip/pie

5 kip - pic

— 8 pics ———=— 8 pies -
Problema 12-93

12-94 La viga soporia la carga mostrada, Las restricciones
de un cadigo, requicren que la deflexion maxima no exceda de
17360 de 1a longiwud del claro. debido a la presencia de un
platdn de yeso. Sceleccione ¢l perfil de patin ancho de acero
A-36 mis ligero en el apéndice B que satistaga este requi-
sito y soporte con seguridad la carga. El estucrzo permisi-
ble por flexion ¢s agpeny = 24 ksi y ¢l esfuerzo cortante
permisible ¢s T = 14 ksi Suponga que A cs un rodillo v
B un pasador.

4 Kip/pie

LT

Problema 12-94

12-95  La viga simplemente apoyada soporta una carga uni-
forme de 2 kip/pie. Debido a la presencia de un plafon de
yeso, se requicre gue la deflexion maxima no sea superior a
17360 de la Tongitud del ¢laro. Scleecione en el apéndice I8
la viga de patin ancho de acero A-36 mas ligera que cumpla
este requisito y soporte con seguridad la carga. El esluerzo
permisible por flexion es opem = 24 ksi y ¢l esluerzo cortan-
te permisible €8 7 = 14 Ksio Suponga gque A es un pusa-
dor v B un rodillo.

T

Problema 12-95
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12-99 El conjunto de tubos consta de tres tubos de igual
tamano con rigidez por flexion £F y rigides por torsidn (.
Determine la deflexian vertical en el punto A,

#12-96 La viga cn voladizoe W10 X 3{) estd hecha de acero
A-36 v estd sometida a flexion asimétrica ocasionada por el
momento aplicado. Determine la deflexion del centroide en
su extremo A debido a la carga. Sugerencia: Resuelva ¢l mo-
Mento en componentes y use ¢l principio de superposicion.

M=45Kkip-pie

. q h
Problema 12-96 Problema 12-99

12-97 Deteninine la deflexion vertical en el extremo A de
la ménsula, Suponga que ésta estd empotrada en su base
y desprecie T deflexion axial, £ es constante.

“12-100 Deternine la deflexion vertical y la pendiente ¢n
el extremo A de la escuadra, Suponga que ésta estd empo-
trada en su soporte y desprecic la deformacion axial del seg-
mento A5 £ es constante.

Problema 12-97

~

—_——

12-98 La barra estd concctada por un pasador en A v uni-
da & un resorte torsional de rigides &, que mide ¢l par por
radidn de rotacion del resorte. Sila fuerza P ose aplica sicm-
pre perpendicularmente al extremo de la barra, determine 6 puls
¢l desplazamiento de 1a fuerza. £1 ¢s constante. N

s kip
Problema 12-100

Problema 12-98
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12-101  La viga de patin ancho actda coma viga en volads- 12-102  La estructura consta de dos vigas CR2 v B4 en vola-
7o, Debido a un error, s¢ instalo formando un dngulo # con dizo, de acero A-36 y de una viga simplemente apovada OB,
la vertical. Determine la razon de su deflexion en la direc- Si eada viga cs de acero v tene un momento de inercia res-
cidn v respecto a su deflexion en la dircecidn y en A cuan- pecto a su cje principal £ = 118 pule?, determine la deflexion
do se aplica una carga P on esle punte. Los momentos de cn el centro G de T viga CR.

incrcia son f, ¢ [ Para la solucion, resuelva P en compo-

nentes v use ¢l método de superpasicion. Nowe: B resulta-

do indica yue pueden ocurnr grandes derlexiones laterales

{dircccion x) en vigas estrechas con [, = £y, cuando quedan

impropiamente instaladas como en este casp, Para mostrar

esto numdricamertte, caleule las deflexiones en Jas direccio-

nes vy oy para una WIO X 15, acero 2 = 1.3 kip. ¢ = 107, ¥

[ =12 pics. <
a

B

8 pies

/
e
-1

16 pies

Yerwal-,

Problema 12-102

i Problema 12-101

12.6 VIGAS Y FLECHAS ESTATICAMENTE
INDETERMINADAS

r El andlisis de barras axialmenie cargadas y de flechas torsionalmente
/ cargadas estaticamente indeterminadas se describio en las seceiones 4.4
A _EI y 4.5, respectivamente. En esta seccion se ilustrard un método general

= para determinar las reacciones en vigas y flechas estaticamente indeter-
G0 minadas. Especificamente, un miembro de cualquicr tipo se clasilica
como estdticarmente indeterminado si el niimero de reacciones desconocidas
excede ¢l nimero disponible de ecuaciones de cquilibrio,
Las reacciones adicionales en los soportes de una viga o tlecha que
s se necesitan para mantenerla en cquilibrio estable se laman redun-
/ dantes. El nimero de estas redundantes se conoce como grado de inde-
e e - I rerminacion. Por cjemplo. considere la viga mostrada en la figura 12-33q,

Si se traza cl diagrama de cuerpo libre, figura 12-33h, se ve que hav

cuatro reacciones desconocidas, y como para su solucion se dispone de

tres ecuaciones de cquilibrio, la viga se clasilica como indcterminada

Figura 12-33 de primer grado. A,. BB, o M, son las redundantes, ya que si cualquicra
de estas reacciones se retira, la viga permancce estable ¥ en cequili-
brio. (A, no puede clasilicarse como redundante, porque si sc elimina,
2 F, = 0 no se cumplirfa.} Del mismo modo, la viga contima mostrada
en la figura 12-344a ¢s indeterminada de segundo grado. pucsto que exis-
ten cinco reacciones desconocidas y sélo tres ecuaciones de equilibrio
disponiblcs, figura 12-34h. En esle caso [as dos reacciones redundantes
pueden escogerse de entre A By, Coy Dy

(h)
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Figora 12-36

Syl
,,,,, |
~~~~~~~ 'B
dddddddddddddd Ty
A N g H—
A LR
2L - :-[;L_‘ﬂj M,
A,
h (b
1 X’
_-,’-H‘“— Cx
t L)
AES TS| M
SER( S
.'\7\.
()

o

B

EJEMPLO 12-17

La viga estd sometida a la carga distribuida mostrada en la figura
12-364. Determinc las reacciones en A. L/ es constante,

SOLUCION

Curva elastica,  La viga se deflexiona como se muestra en la figura
12-36a. Se requiere solo una coordenada x. Por conveniencia, Ia es-
cogeremos con su origen en A, va que asi la expresién para ¢l mo-
mento interno resulta mas sencilla.

Funcion momento. La viga es indeterminada de primer grado,
como lo evidencia el diagrama de cuerpo libre en la figura 12-365.
Podemos expresar ¢l momento interno M en términos de la fuerza
redundante en A usando el segmento mostrado en la fligura 12-36c.
En cste caso,

, '1‘3
— —Wy—
L

M=A X P

Pendiente y curva eldstica.  Aplicando la ecuacién 12-10, lenemos:

d x3
El E = A)J‘ - EWQI
dv 1 1
BT w2 - i+ C
dx 27U Tt T
Ely = iA x5 — Lw(]i + Cix + Ca
67 120" L ’ -

Las tres incognitas A,, C; ¥y C» se delerminan con las condiciones de
fronterax =0,z = 0;x = L, dw/dx =0,y x = L, v = 0. Aplicando ¢s-
tas condiciones, obtenemos:

x=0v=0 0=0-0+0+C
x= L, % ={ 0= %A,Lz -~ ?L—wulﬁ + ¢
x=Lv=1( 0= ?:A,.L:‘ - éb-wolﬁ + C\L+ €
Despejando,
A, = ILOWUL Resp,
C = —%wnlf’ Ca=10

Usando el resultado para Ay, las reacciones en f# pueden deter-
minarse a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 12-366. De-
muestre que B, =0, B, = Qdwol., y Mp = wolL/15.
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EJEMPLO 12-18

La viga en la ligura 12-374 estd empotrada en sus dos extremos y so-
mctida a la carga uniforme mostrada. Determine las reacciones en los
soportes. Desprecie el efecto de carga axial.

SOLUCION

Curva elastica.  La viga se deflexiona como se muestra en la ligura
12-37a. 1gual que en problema anterior, sélo es necesaria una coor-
denada x para la solucién va que la carga es continua a lo largo del
claro.

Funcidn momento. De acuerdo can el diagrama de cuerpo libre, (i-
gura 12-37b, las fuerzas y momentos reactivos en A y B deben ser
iguales debido a la simetria de la carga v de la peometriu. La ccua-
cion de equilibrio, ZF, = 0, requiere entonces que:
wl

2
La viga es indeterminada de primer grado, donde M ¢s redundante.

Usando el segmento de viga mostrado en la [igura 12-37¢, el momen-
to interno M puede expresarse en términos de M’ coma sigue:

Resp.

w
Wa_
2

M=——x - M

2
Pendiente v curve elastica.  Aplicando la ecuacién [2-10, tenemos:

dv

W , ‘
£l mdan - ?.tz - M y=t
v _wlho o5 ow oo ._,‘.
FEl TR, X %6.1 Mx+ Ay = A
wl . w M
Elv = —x% — - O+ C
v 12 : 24 2 t ot G

Las tres incdgnitas, M', Cy y C;, pueden determinarse con las tres
condiciones de frontera, v =0enx = 0,lo que da &; = O dvidxy =0
enxy =0 loqueda ¢, =0ywv=0enx = L, loqueda:

_wl?
12
Con estos resultados, note que debido a la simetria, la condicion de
frontera restante dv/edy = 0 en x = L qucda automaticamente salis-
fecha.

Debe ser claro que este método de solucién es generalmente
apropiado cuando se¢ necesita sélo una coordenada para describir la
curva eldstica. Si se requieren varias coordenadas x, deben escribirse
ecuaciones de continuidad, lo que compilica el proceso de solucion.

A

Resp

EEREEY N 9}

| ol

e

G

()
Figura 12-37

L
ﬂ
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PROBLEMAS

12-103 Determine las reacciones en los soporles A vy By
lucgo dibuje los diagramas de fuerazi cortanle y momento
flexionante. Use funciones de discontinuidad. £7 os conslanie,

1

i
A=
b=

Problema 12-103

*12-104  Determine las reacciones en los sopories A v 3,y
luego dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento
flexionante, £7 es constante. Desprecie ¢l ¢fecto de carga
axial,

. 2
ol

Problema 12-104

12105 Dctermine las reacciones en los soportes A v By
lucge dibuje los diagramas de fuerza cortanie y momento
flexionante. f2f cs constante.

EIRRRREARY

N S

Problema 12-105

12-166 La carga sobre una viga de piso de un avion sc
muestra en la (igura. Use funciones de discontinuidad y de-
termine las reacciones en los soportes A y B y luego dibuje
el diagrama de momento flexionante para la viga, La viga
es de aluminio v tiene un momento de inereia £ = 320 pulg?.

// [I—"f—‘IR“l'% i\ \

A B
i

120 pulg — -t
Problem:z 12-146

= —— 120 pulg —=i+

12-107 Dectermine los moementos de empolramiento en A
v B. Ef cs constante,

Wi

L e

A - B

{ - .

| — 1

Problema 12-107




#12-108 Use funciones de discontinuidad v determine las
reacciones en los soportes ¥ luego dibuje los diagramas de
fucrza cortante y momento flexionante, £7 ¢s constante.

£ kN/m

L

Problema 12-108

12-109 Use funciones de discontinuidad v determine las
reacciones ¢n los soportes y luego dibuje los diagramas de
fuerza cortante v momento flexionante., I es constante,

3 kipdpic

VL :

A m ;.'5 3
|

'i*-—-—--ﬁ 8 pies ———=~——

Problema 12-109

10 pics ————

12-110 La viga ticne una £4/; constante y ¢std soportada
por una barra AC y ¢l empotramicnto cn B, Si la barra lie-
ne drea transversal A v su material tiene un médulo de ¢las-
ticidad Fs, determine la fuerza en la barra.

Problema 12-111)

PROBLEMAS 633
12-111 Determine los momentos de empotraniiento en A

y B y lucgo dibuje los diagramas de fuerza cortante ¥ mo-
mento flexionante. £ ¢s constante.

ERRNRRENEE

f—

A B

— LT =

Problema 12-111

#12-112  Determine fos momentos de empotraniento ¢n /A
v B. LT cs constanice.

Ty

--'I -'I R e

A

| ; P ] ,
Problema 12-112
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EJEMPLO 12-19

La viga cstd sometida a la carga concenlrada mostrada en la figura

12-41a. Determine las reacciones en los soportes, Ef es constante,
r M
l £l
'|_ 1 B1.
A ] 5
| - | Ef
I 21,
e iir———e— ———j 42 I x
() T T e ‘
_ALL
£h | (€

B
.‘\l - ; T T == | , -‘-‘_""‘-.__ "fﬁ-‘: =)
A : A - 1an A
s — ] T

H T A

Figura 1241

SOLUCION
Dicgrama M/EL  El diagrama de cuerpo libre se muestra en la fi-
gura [2-41hH. Usando ¢l méiodo de superposicion, se muestran por
separado en la ligura 12-41e los diagramas M/ para la reaccidn re-
dundante B, v la carga P.
Curva clastica.  La curva eldstica de la viga se muestra cn la figura
12-41¢l. Las tangentes en los soportes A vy B se muestran también en
esta tigura. Como Ay = 0, entonces:

tpia = 0

Teorema drea-monmenco.  Aplicando el teorema 2. lencmos:
= (35500 + G570
a2k 290 E1 T

2 1 —1)1,) (
+ L — =
el

B, =25F Resp,
Feuacioney de equilibrio.  Usando este resullado, las reacciones en

A en el diagrama de cuerpo libre, figura 12-41b. se determinan
COMO sigue:

B yF =0 | A, =0 Resp.
+T 2 =0 ~A, +25P-P=0

A, = L3P Resp,
LM, = ~My+ 25P(LY— P(2L) =0

My = 05PL Resp,
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Figura 1242

EJEMPLO 12-20

La viga estd sometida a un momento concentrado en su extrento C
como se muestra en la figura 12-42q4. Determine la reaccion cn 8. £/
es conslante.

SOLUCION

Diagrama M/EL  El diagrama de cuerpo libre s¢ mucestra en la fi-
gura 12-42h. Por inspeccion, la viga cs indelerminada de primer grado.
Para oblener una solucion directa, escogemos B, como la redundan-
te. Usando la superposicion, los diagramas M/ET para B, y M. cada
uno aplicado a una viga simpiemente apoyvada, se muestran cn la fi-
gura 12-42¢. (Note que para cada una de tales vigas A, A, v €, no
influyen en ¢l diagrama M/LEL)

Curva clastica.  La curva elistica para la viga s¢ mucstra cn la [i-
gura 12-42d, Las tangentes en A, B v € se muestran en [a misma
figura. Como A, = Ay = A = 0, las desviaciones tangenciales mos-
tradas deben ser proporcionales: es decir,

!
L = '2‘l'/w(' (1)

De la figura 12-42¢, tenemos:
I A 1B, ) 2 | —M,,) ‘

=] — | —t— L + | =L )= -
e (3LN2(2E1y')‘ (SINZ(ZEI(L)
45
271

(2o

LB
la = (L)(E(iﬁ'—l)(zll)

Sustituyendo en la ccuacion 1y simplificade obtenemos:

K

4

_ M,

B.
7 2L

Resp.

Leuaciones de equilibrio.  Las reacciones en A v € pueden ahora
determinarse a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 12-420.
Demuesire que A, =0, €, =3Mp/d4L, vy A, = MydL.

Note en la figura 12-42¢ gue este problema también puede re-
solverse en LErminos de las desviaciones tangenciales,

1
lpia = El’ (A




PROBLEMAS 039
PROBLEMAS

12-113 Determine los momentos de empaotramicento en A 12-117 Determine las reacciones en los soportes y lucgo di-
y B. &7 cs constante, buje los diagramas de fuerza cortante y momento fiexionan-
te. 1 cs constante.

W thy My
L l | \ B = ——— — |
— : ! - g('
A E_amm I hiss  EE) 7S
| p——r L —— =L — ul
R\ S .';,, ST i | SRR l | '
2 2 I Problema 12-117
Problema 12-113
12-118 Deciermine las reacciones en los soportes A y {1y
12-114 Dctermine los momentos de empotramicnto cn A lucgo dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento
v I}y luego dibuje los diagramas de fuerza cortante y mo- flexionante. T cs constanie,
menlo fliexionante. £T es constante,
P P
M, M,
A e ———— T Tm— ]
. ‘ A K
; ] i P
| [ (SERRSRTY SRS 1 Jh a2 1 l
= 3 ! 3T T3/ DETE AT O N -
3 ! 3 ! 3
Problema 12-114

Problema 12-118
12-115  Determine las reacciones en los soportes v juego di-
buje los diagramas de fuerza cortanle y momento flexionan- 12-119 Determine ¢l valor de « para el cual cl inomento
te. B es constante., mdxino positivo ticne la misima magnitud que ¢l momen-

P p 10 maximo negativo, Ff es constante.
l_' c l P
A - ——— - — Rp— H i
] =
i ' {
Lo L_ & b Jo
| e ) )

WYl
|
i
|

oIt~

}
3

Problemna 12-115

B
o e—

Problema 12-119
“12-116  Dclermine las reacciones en los sopories v luepo
dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexio- “12-120 Dcetermine los momentos de empotramicnto en A
nante, £7 ¢s constante, y B. LT cs constantc.

Skip Skip
P
A =R e mp b
8
d I
i I IS A 5
{4 pies —e =6 pits ~——]——— 6 pies ~——}— 4 pies —| VP — Sl "
Problema 12-116

Problema 12-120
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8 kip h _
ST 2 e EJEMPLO 12-21
WA ‘W;Tﬂ $2XX2311) Determine las reacciones en el soporte de rodillo B de la viga mos-
) trada en la fipura 12—46a y luego dibuje los diagramas de [uerza cor-
- ~ W0 pies - K tante y momento flexionante. £/ es constante.
Vipa inicial
I SOLUCION
8 kip Principio de superposicion.  Por inspeccion, fa viga es estdticamen-
e —_— 2 . . :
Hl}ﬁﬂﬁ TWFFm KID/Die 1o determinada de primer grado. El soporte de rodillo ¢n B s¢ esco-
ib) T' gerd como redundante, por lo que B, se dclerminard directamente,
———10 B " Las figuras [2-46h y 12-46¢ muestran la aplicacién del principio de
i ples — N . L TR \ i ; , el ot _
Redundante B, retada superposicion. Aqui hemos supuesto que B, actda hacia arriba so
bre la viga.
+
B Ecuacion de compatibilidad. Considerando positivos los desplaza-
) — %7 mientos hacia abajo, la ecuacion de compatibilidad en B es:
A
P lpies ————1 + e
Sole redurdante B aplicada ‘ ( ‘L) 0= v~ vj (1
b . .
18 kip IP 2 Kip/pic Estos desplazamientos pueden obtenerse directamente en la ta-
) i ilr \AARARALREZ i ' ﬂ bla del apéndice C.
0 g
S0 Kip - pu. == 5 pies —=r—— 5 pies ——
M kip wi.d SPL?
. vy = ——— + :
Vikip) BTREl 48EN
18 3 e = 2 Xip/pic(10 pies)* N 5(8 kip)(10 pies)* _ 3333 kip -+ pie”’
b— 5 pies — o 8EI 48E7 El
) Mikip- pie) e PLY _ B0 pies)* _ 333.3 pies B,
2 BT3EN T 3EI El
v (pie)
-0l Sustituyendo en la ecuacién 1y resolviendo, se obtienc:

Figura 12-46

4= 3333 333.3B,
El I
3, = W0 kip Resp,

FEcuaciones de equitibrio.  Usando este resultado y aplicando las tres
ecuaciones de equiltbrio, oblenemos los resultados mostrados en ¢l
diagrama de cuerpo libre de la viga en la ligura [2-464. Los diagra-
mas de fuerza cortante y momento flexionante se muestran en la fi-
gura 12-46e.
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EJEMPLO 12-22

Determine las reacciones en la viga mostrada en la figura 12-474. De-
bido a la carga y a una construccion deficiente, ¢l soporte de rodillo
en 3 se asienta 12 mm. Considere E = 200 GPa ¢ [ = 80(10%) mm®*.

SOLUCION

Principio de superposicion,  Por inspeccion, la viga es indetermina-
da de primer grado. Sc escogerd como redundante el soporte de ro-
dillo e¢n 8. El principio de superposicion se muestra en la figuras
[2-47hH y 12-47¢. Sc supone aqui que B, actia hacia arriba sobre la

viga.

(I

Fewacion de compatibifidad,  Con referencia al punte 8. usando
unidades de metros, se debe tener:
{+1) 0.012m = vy — o (1)

(<)

Usando la tabla del apéndice C, los desplazamicntos son:

Swit 524 kN/MY(8 m)* 640 kN - m? .

0T T68ET 7681 £l
Pt B8 my 1067 m'B,
Ny, = L e e g ————'—
PR T UREI T 48Kl El "

La ccuacion [ ¢s entlonces:
0.01271 = 640 — 10,678,

Expresando £ e [ en unidades de kN/m® y m?, respectivamente,
lenemaos:

0.012(200)(10%)[80(10~%)] = 640 — 10.678,
= 420kN 1 Resp,

Feuaciones de cquilibrio.  Aplicando este resultado a la viga, figura
1447d, podemos calcular las reacciones en A y C usande las ecuacio-
nes de equilibrio. Obtenemos:

P YM,=0. —96kN(2m) +420kN(dm) + C,(Sm) =0
C,=300kN 7T Resp.
+T 2XF, =10 A, — 96 kN + 420 kN + 3.00kN =0
A, =31 kNT Resp.

A

FYEVE R
A= T

Al

1— 2m==2m -1* - dm tf

24 kN/m

| Pe—

i . H;—"_E'-l" %.(

= N
Am-—=f——dm i

Vizainicial

24 KN/

-4 m H-;- foam +

Redundante B retiraci

+

i g
e e

i

1
i
I

A

v

Solo redundame B, aphicuda

96 kN

v

d
1
1

420 &N <
Figura 1247

2

: = Y4

[y ==
ot -
f 4m —-T- dm-— =
B
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EJEMPLO 12-23

La viga cn la figura 12-48a estd empotrada en A y concctada a una
barra BC de } pulg de didmetro. Si £ = 29(10%) ksi para ambos micm-
bros, determince la fucrza desarrollada en la barra debido a la carga.
El momente de inercia de la viga respeclo a su cje neulre es f =
475 pulg?*.

!
|
8 r;ics
Hkip 1 §dip Fie-
. gincce ) I _ ‘ ﬁ,___.,_-=l_==__jr e ai’ {o
A - ,_.____g:x:@.;‘ij:ﬁ;,-- = 4 e " (v N 7 R
- 5 pies ——— 35 pies—] = e a )
Vit y barra iniciales Redundinte Fye-retirada Sélo redondante Fyeaplicada
) {h o)

Figura 1248
SOLUCION |
Principio de superposicién.  Por inspeccion, cste problema cs inde-
terminado de primer grado. En este caso 8 sufre un desplazamicento
desconocido v, puesto que la barra se alargard. La barra serd esco-
gida como redundante, por lo que serd desconectada de la viga en B,
figura 12-48b, y luego serd reaplicada, ligura 12-48c.

Ecnacion de comparibilidad.  En el punto B8 se requicre:
+ "o ,
() vg =y — M (1)

Los desplazamicnlos vy v v se determinan con ayuda de la 1abla en
el apéndice C. vy se caleula con Fa ccuacion 4-2. En kilolibras y pul-
gadas, tenemos:
. PL Fpc(8 pies)(12 pulg/pie)
T AE T (i)t pulg)[29(10%) kip/pulg?]

= (.01 ()S()FH( J,

. SPLI;‘ _ 5_(8 kip)(10 Pies)-‘(l?. puEE/piE)j_
48E{  48[29(10%) kip/pulg?](475 pulg™)
PL? Fre(10 pies)* (12 pulg/pie)?
%= gy T 3[23((1(03) l;ipr?al(llgzﬁclfsjl;ul)g) - O3B e T
La ecuacion 1 es entonges:
(+) (LOL68OF g = 01045 — 004181 F -
Fue= 178 kip Rosp.

=0).1045 pulg |
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A

& kip
= 4 = S
~— 5 pies —=——35 pics —
Viga v barra iniciales Redundanie Fye- retirada Solo redundante Fye-aplicada
(d) (e) (f)

SOLUCION 11

Principio de superposicion. También podemos resolver este proble-
ma suprinnendo el soporte de pasador en €y manteniendo la barra
unida a la viga. En este caso, la carga de 8 kip ocasionaréd que los pun-
tos By Cse desplacen hacia abajo la misma cantidad v, figura 12-48¢,
ya que no existe fuerza en la barra B8C. Cuando se aplica la tuerza re-
dundante Fye al punto C, ésta ocasiona que ¢l extremo € de la barra
se desplace hacia arriba «f- y que ¢l extremo B de [a viga se desplace
hacia arriba #7, figura 12—48f. La difercncia entre csos dos desplaza-
mientos, vy, representa el alargamiento de la barra debido a Fge, de
manera que - = vy + vp Por tanto, de las figuras 12484, 12-4Re v
12—48f, Ta expresion para la compatibilidad de los desplazamientos c¢n
¢l punto C es

(+1) 0=wnc — (vge + th) (2)
De Ia solucion {, tenemos:

v = v = 0.1045 pulg |

vne = vf = 0.01686Fpc 1
vy = 0.04181 Fpe- 1

Por consiguiente, [a ecuacion 2 es entonces:

(+1) 0 =0.1045 — (0.01686F ¢ + 0.04181F ()
F”(' = 178 klp I('(’.\'P.
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3 kipfpie EJEMPLO 12-24
Fiiiiiid | )
)y A —4 8 Determine el momento en B para la viga mostrada en la figura
~—— 6 pies ——+ — 6 pies —— 12-49q, EI es constante. Desprecie el efecto de carga axial,
Viga micial .
SOLUCION
Il Principio de superposicion.  Como la carga axial sobre ta viga se des-
3 kippie precia, sc tendrd sélo una fuerza verttcal v un momento en ciwda em-
EEXXZEY * potramiento A y B, Se tienen en este caso dos ecuaciones disponibles
A - — T de equilibrio (XM =0, £F, = 0), por lo que ¢l problema es indeter-
; i be} . 3
6 pies ~—e{s — T pies '_! | ¥ minado de segundo grado. Supondremos que B, y My son las redun-
Redundante My, y B, etiradas % dantes, de manera que por el princ_ipiol de superposicion la viga queda
representada como una viga en voladizo cargada separadamente por
+ B la carga distribuida y por las rcacciones B, y My, figuras 12-49h,
L‘ 12-49¢ vy 12-49.
Y
0y A = e Fewaciones de compatibilidud.  Con reterencia al desplazamicnto v
i ; : PR, .
<o pendicnte en B, se requicre:
e 12 pigy —————A O P L
0= 8+ fy + Oy |
Solo redundante B aplhicada (7t ) a J:I f ()
+ (+.l) O=uwvy+ovy+ g (2)
Usando la tabla en ¢l apéndice € para calcular las pendientes y des-
Ma plazamientos, tenemos:
) A B | o .
|vg e — wL® 3 kip/pie(12 pies)’ _ 108
_ T8 4 asEr 48L1 ErC
———— |2 pies i . 23 kin/o; 5 dies)d
S6lo redundante My aplicada by = TwL = (‘ I\[p plt’)(l pILS) = 1134 |
i ] A v v
Figura 12-49 I84E1 38451 £l
b PL?  B(12 pies)* 728, |
Bk 2E1 El
,  PLY  B(12 pies)® 5768,
P B = =
7 3El 3E] El
o — ML Mp(12 pies)  12My j
P OEI L1 Er "’
. MILYT O Mg(12 pies)y  72My |
ki) = - = =
P 2EI 2E1 El ¥

Sustituyendo esos valores en las ecuaciones | y 2 v suprimicndo el
factor comtn £/, obtenemos:

(i) 0=108 + 728, + 12M

(+1) 0=1134 + 5768, + 72My

Resolviendo simultdineamente estas ecuaciones, resulta:
B, = —3.375 kip
My = 11.25 kip - pie Resp.




PROBLEMAS .

12-121 EI conjunto consiste ¢en una barra de acero y una
de alumtinio, cada una con espesor de | pulg, empotradas en
sus extremos A y By conecladas por pasador al eslabén cor-
Lo rigido CD. St se aplica una fuerza horizontal de 80 b al
cslabon tal como se muestra, determine los momentos gue
se generan en Ay B £, = 2910 ks, £, = 10{107) ksi.

50 1y
C i e ) I}i[
lpulg+ |—|
ACCR) —— !
Acero I 10 pulg
0.5 pulg | il — Aluminio
A I

Problema 12-121

12-122 Determine las reacciones en los soportes y luego di-
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flexio-
nante, £f ¢s constante. Los cojinetes ¢jercen sélo reacciones
verticales sobre T flecha.

S

Ll - |

A H=“; .C
| 1 |
= / ——- f—

Problema 12-122

12-123 La viga y barra de acero A-30 s¢ usan para sopor-
tar la carga de 8 kip. Si se requicre que el esfucrzo normal
permisible para el acero sea oy = I8 kst y que la de-
flexion méxima no exceda de 0.05 pulg y determine el diame-
tro mds pequefio para la barra que puede usarse, La viga es
rectangular con peralte de 5 pulg y espeseor de 3 pulg,

B

- 4 pres %r{
b3

ﬁkipI

Problema 12-123

PROBLEMAS 049

*]12-124 La viga ticne una fo;/; constante y estid soportada
por ¢l empotramicnto en 8 v la barra AC. Si la barra tiene
un drea transversal A; v sumalterial tiene un madulo de clas-
ticidad £, determine la fucrza en clla,

i

Problenta 12-124

12-125 La cstructura consta de tres vigas simplemente apo-
yadas; ¢| tondo de la viga superior descansa sobre la parte
superior de las dos vigas inferiores. St se aplica una carga uni-
forme de 3 kIN/m a la viga superiorn, determine las reaceiones
verticales en cada uno de los soportes. I es constanie,

IkN/m

Problema 12-125

12-126 Dectlerming las reacciones en A y 8. Suponga que ¢l
soporle ¢n A solo ejeree un momento en la viga. ET es cons-
tanle,

Ii]

R =

Problema 12-126



050  CAP 12 DEFLEXIONLS DI VIGAS Y FTLECHAS

12-127 Los scgmentos de la viga compuesta se juntan en el
centro a través de un contacto liso (rodillo). Determine las
reacciones en jos empotramientos A v B cuando se aplica la
carga P. [ es constante.

¢ r: e H

Problema 12-127

*12-128 Cada uno de los dos micmbros esta hecho de alu-
munio G61-T6 v tiene seecion transversal cuadrada de 1 pulg >
| pulg. Los mmiembros estdn concctados por pasadores cn sus
extremos v un gato se coloca entre cllos que aplica una
fucrza sobre cada miembro de 500 1b. Determine la mdxima
fucrza P que puede aplicarse en ¢l centro del miembro su-
perior sin que se presente la fluencia en ninguno de los dos
micmbros. Desprecie en el analisis la fuerza axial en
los micmbros, Suponga que ¢l gato cs rigido,

l)
A a
L |
E
c £ n
]
L : 6 pies —-— “-[._. — 6 ples —— -I

Problema 12-128

12-129 Laviga A doblemente empotrada es reforzada por
medio de [a viga €D simplemente apoyada que tiene un ro-
dillo en £, cl cual se coloca antes de la aplicacién de la car-
ga P. Dretermine las reacciones en los soportes considerando
que [/ cs constante.

A B

L ' L Lo . _ 4
3 ' 3 1 ! 4

Problema 12-129

12-13) La flecha de accro A-36 con didmetro de | pulg es-
i soportada por cojinetes fijos en A v O El cojinete en B
descansa sobre una viga simplemente apoyada, de patin an-
cho, de acero v tienc un momente de inercia f = 500 pulg’.
Si las cargas ¢n las bandas de la polea son cada una de
400 b, determine las reacciones verticales en A, By €

e A
e
> e

Problema 12-130

12-131 Determine la fuerza on ¢l resorte, AT es constante,

Ll

—-— ———— [ — =T —

Problema 12-131

*12-132 Determine la deflexion en ¢l extremo B de la
barra empotrada de acero A-36. El resorle tiene una rigidez
& =2 N/mm. La barra tiene 5 mm de ancho y 10 mm de al-
tura, Ademads, dibuje los diagramas de fuerza cortante y
momento flexionante para la barra.

SON
l — — X mm ———- ——
b i Y
: 1 a
A 10 mm k=2 Nmm

Problema 12-132



652 CAP 12 DEFLEXIONES DE VIGAS Y FLECHAS

12-139  Los cojincies A, B y C ¢jercen sélo redcciones ver-
ticales sobre la flecha. Determine csas reacciones y luego di-
buje los diagramas de {uerza cortante y momento {lexionante.
1 es constante. Use los teoremas de drea-momento.

!’— Ilm——p——1m —~l-— —— it

200N
Problenta 12-139

*12-140 La flecha esta soportada cn un cojinete en A gue
ejerce solo reacciones verticales sobre Ia flecha y por un co-
jincte de empuje en f que cjeree reacciones tanto horizonta-
les como verticales sobre la flecha, Dibuje ¢l diagrama de
momente {lexionante para la flecha y luego, con avuda
de este diagrama, esboce la curva eldstica de la linca cen-
tral de la flecha. Determine las ecuaciones de la curva clds-
tica usando las coordenadas ¥y v ;. £ es constanle.

S0 1b

X —-I 80 Ib |
" 12 pulp -!- 12 pulg ———=
Problema 12-140

12-141 Determine las reacciones en los soportes, £ ¢s
constante, Use ¢l método de superposicion,

FERERENn! THWD

Problema 12-141

12-142 Determine el valor de a de manera que la pendien-
te en A sea igual a cero. Lf es constante, Use [os teoremas
de drea-momento.

l)

Problema 12-142

12-143 Derermine el valor de o de mancera que la deflexion
en Csea igual a cero. Ff es constante. Use los (coremas de
Arei-momentao.

P r

A l(- I
| _I—L_—.J—..»L__ | ﬂ—
4t

Problema 12-143

#12-144 Usando ¢l método de superposicion, determine la
magnitud de My en términas de la carga w distribuida v de
la dimension ¢ de manera que la deflexion en ¢l centro de la
viga sea igual a cero, £1 ¢s conslante,

- N |

:.._ — g — ..I. — ..|-

Problemna 12-144

— -|



12-133 La viga estd hecha de un material eldstico suave con
L1 constante. Sioestd originalmente a una distancia A de Ia
superficie de su soporte extremo, determine la distancia «
sobre la que descansara en este soporte cuando esté some-
tida o la carga uniforme wy, ue es suficientemente grande
para ocasionar gue c¢slo ocurra.

la !) ol
Problema 12-133

PROBLEMAS 651

12-134 La viga esta apovada en los soportes atornillados
en sus extremos, Al cargarla, csos soportes no proporcionan
realmente un cmpolramicnle sino que permiten una ligera
rotacién o antes de que puedan considerarse como cmpo-
tramicntos. Determine ¢l momento en las conexiones y la
deflexion maxima due la viga.

(

=
.

e~
'

Problema 12-134

PROBLEMAS DE REPASO

12-135 La (lecha soporta las cargas de las dos poleas mos-
tradas, Usando tunciones de discontinuidad, determine la
ccuacion de la curva clastica. Los cojineles en A v B ¢jer-
cen solo reacciones verticales sobre la flecha, ET es cons-
lante,

- ]Zp:l\;l Qpulg—f-—— 36 pulg — —'ﬁ*l
70 )b
LR

Problema 12-135

#12-136 Determine las ccuaciones de la curva cldstica
para la viga usando las coordenadas ¥ v 13 Especifique la
pendicnte en A v la deflexion maxima. £7 es constante, Use
¢l método de intepracion,

Problema 12-136

12-137 Determime la deflexion maxima entre los soportes
Ay B, T es constante. Use el método de integracion.

Problema 12-137

12-138 Si los cojinetes cn A y & cjercen sdlo reacciones
verticales sobre la tlecha, determine la pendiente cn B v la
deflexion en €. ET es constante. Use los teoremas de drea-
momento.

e e

Problema 12-138



11-34,

11-35.

11-37.

11-38.
11-39,
11-41.
1142
11-43.
1145,
11-46.
11-47.
11-49,
11-50

11-51.

1153,
11-54.
11-55.
11-57.

3PL
= —ﬂ ¢l esfuerzo es constante en todo el claro.

‘!w

hofi? » el esfuerzo cs constante en todo el claro,
il

d =1, pulg
d=1}pulg
343 mm
d=1!pulg
d=1;pulg
d =1 pulg
21 mm

19 mm

33 mm

2.71 pulg

4p s
= X
CWperp

h =547 mm
WI0 »x 12
44 mm

WIS x50

Capitulo 12

12-1,
12-2,

12-3.

12-6.

12-7.

12-9,

12-10.

12-11.

12-13.

3.02 ksi

75.5 ksi

Oy = —LL.E-. p= P
1657 48ET

PL?

a8E]

(dx? — 3L%),

Uiy =

I_]

ﬁcil AL~

Y= a¥x) — 3a(L — ) - 2(L — a)’),

= 6E] [2.1 1

irL?
256F1
-1

2
= 3 = =] + —
n SE; ¥ (FI[tl Jafa — L],

3L - a).r%]

Ui =

vy = m—[3r(r — L)+ &%), o = —3L?)

24E!

7o LR e
= 1 - IR
3ELan Inc

o=t Lsame L

2B irn Inc
YRR o I .
8 Ki 6F!
_ — Ml — Max? sab — ML
may = Ty - T A Vinix = 2F]

12-14.

12-15,

12-17.

12-18.

12-19.

12-21.

12-22.
12-23,
12-25,

12-26.

12-27.

12-29,

12-3).

12-31.
12-33.

12-34.

12-35.

12-37.

12-38.

RESPUESTAS 839
ML M
O, = ‘321 = (ﬂ“L (3Lx2 — XV - 2/.%x),
e = —0.0642My1.2
max El
Mol ~ Myl?
ek T 16k
oo Mo SM?
A zElv milx 8E]
AMyl. M, |
“” TEUI" o =gl x Ll
SAMGL?
h = + 8 2 — 3 —
s 6E1L I3 X SL- ] e = 6El
i”nL
Op = ot
' GEl
wir wx
032(5’. —“24L [*11+4ut1~(m]
= + 4L], oy = -
vy = 24Ll[4h a— 4L), vy = 24LI(” 4L)
o —18.8 kip - pic’
max L’,II
L1375 N
WULJ
Gmﬂx o m
0.00652w, 1.4
Ppax = — 7 T,
Ef
Swyl? Wyt ;
O, = v = 40L27 — 16¢* — 25L7),
AT 192E] goor L O : Ll
oo = WLt
mJx 120E]
S PL?
4T 2EL
,IJLJ
YT 33k,
6P1}
Vrviix = m‘

12 pies, 9 1b - pic

| -
- Sxt 4 =4y — =y — A+
v = [[ 2.5x% + 2x - 4y (r 43

Ux — 12¥ + g(); = 12y - 24x + 136 kip - pic?
1{ Pb . Plath) . Pab ]
=—| ——xt+ —— - )+ —
v El [ (a7} ¢ ta (e = a) 6 g

18.3{x — 40)* + 4000x] Ib - pulg?
= é[—&ﬁﬂ + 17.1x — 12) —
13.3(x — 36)* + 1680x — 5760] Ib  pulg?



8400 RESPUESTAS
g . -2
1239, g, = 1920 g, = S7201 pula?
Ef Ef

1241, »-— FLI[—(J.(}S?J.H +3(r — 8 + 3(x — 16)7 + 8.00x]

1242, 9= %{2.25.@ S 055 5250 — 5+
0.5{r — 5 = 3 125[ kN - m?
y= %[0.75.\-" S 00256 4 LTS5 S+
0.125(x — 5)* — 3,125y kN - m?

1243, = %[ —0.00556x% + 12,90 — 9% +
0.00556(v — 9)° —~ 2561 + 2637] kip - pic?

Ll 1, 10 . 10 3

12445, o= —| - P+ e — 15Y 4 —{y — 4.5)°

2-45. w I 3\ 3(1’ 1.5} 3(1 4.5 +
67.5¢ — 9()‘ KN -m?

12-46. v — %,[[ —0.05¢% — 0.000741e° + 0.9 — 9% +
(0.0333x — 9 + 0.000741{ — 9" + 8.91x] kip - pie®,
ve = —(L765 pulg

12-47. 85 = 0.574° pe- = (1L.200 pulg

12-49. 0, = —0.128%, gy = 0.128°

] W wi. W
p | TT Y L S SN
12-5 @ I 241 4 {x — L) +24(,x Ly +
wL-‘r - 7wl."“ , _ wilt
3 24 "7V apg
_ Tt
51, poo= oA
T,
12-33. —3.64 mm
3937.5 50 625
12-54. 0, A= T
¢ £l " El
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