TAREA3 Parte 1 Medida
I. Construccién de medidas de probabilidad en productos arbitrarios
Sea (E,©) un espacio topolégico que supondremos separado y separable, y 3 := ¢(0) la
o-algebra boreliana.

Sea T un conjunto arbitrario de indices. Dado S C T, denotamos por E®° el espacio
producto (es decir, de funciones x : S — F) y para S ¢ 8’ C T, wgl . E®S . pes
denotard la proyeccion.

Sea S C T finito y £®9 la o —4lgebra producto en E® (que coincide con los borelianos del
espacio producto si E es separable).

1) Para cada S C T, denotaremos por Xg la familia de subconjuntos de E7
Sg = {Ag x ET\9: Ag € 2%}

que llamaremos cilindros con base en S.

Definimos
= U S oy =0
s finito

a) Muestre que es ¥* un &lgebra, y que X7 = |J S numerable >S-

b) Compare ¥ con los borelianos de E®T y muestre que ambas tribus coinciden
ssi T es numerable.

Def.: Una familia de leyes finito-dimensionales es una familia de medidas de probabilidad
{ns}s
indexada por los subconjuntos finitos S C T, tal que para cada S,
s : 295 —[0,1]

es una medida de probabilidad en el espacio E®.

2) Sea P : X®T — [0, 1] una medida de probabilidad. La familia

Ps:=Po(rf)™!, S CT finito
se llama familia de ”leyes finito-dimensionales de P”.

a) Muestre que se tiene la condicién

(C) VS C & finitos, Pg(A) = Pg(A x ES\)  para todo 4 € £®9

b) Pruebe que P estd determinda de manera tinica por sus leyes finito-dimensionales.

La condicién (C) se llama condicidn de consistencia de Kolmogorov.



3) Supondremos que {ug}s es una familia de leyes finito-dimensionales, que satisface la
siguiente condicién de regularidad interior por compactos para todo S C T finito:

(R):

VA € %9 se tiene pug(A) = sup{us(K) : K C A es un compacto de E®}

Se probard a continuacién el Teorema de consitencia de Kolmogorov: Si {us}s
es una familia de leyes finito-dimensionales que satisfacen (C) y (R), entonces existe
una tinica medida de probabilidad P : ¥¥7 — [0, 1] tal con familia de leyes finito-
dimensionales (Pg) igual a (u)s.

a)

d)

Para cada n € N sea S,, C T un subconjunto finito y K,, C E®% un compacto
no vacio. Sean C,, := K,, ¢ ET\S» y 7' .= U, Sn.
Sn(t)

Para t € T', definamos n(t) := inf{n € N: ¢t € S,}, y Ky := T (Kn())-
Muestre que

Cn=|E.x ] K| xE™T

n teT'\Sy,

Suponga que [, Cr, = 0. Pruebe que exite N € N tal que

N
ﬂ (Kn X H Kt) X Kt = @
n=1

S
te™ N Si\Sn teT\ "N, Sy,

Deduzca que

n=1 te™ N | Sk\Sn
y concluya que
N
() Cn=0.
n=1

Pruebe el siguiente Lema: Sean X un conjunto, A un algebra de partes de X y
v: A — Ry una funcién aditiva. Sea C C A una clase tal que para todo A € A,

v(A) =sup{v(C): C e A, C C A}.

Suponga que C tiene la siguiente propiedad: Para toda subfamilia numerable
(Cn)TLEN g Cv

k
(1Cn=0=3keNtq [|Cn=0.
neN n=0
Pruebe que v : A — Ry es una medida.

Utilizando el lema y la parte a), pruebe el teorema de consistenicia de Kol-
mogorov

Nota: Note que el teorema es cierto si cada ley finito-diemensional pg es una me-
dida de probabilidad regular sobre E®S. En particular, la condicién (R) siempre se
satisface si F = R? (porqué?).



II. Regularidad de medidas finitas en un espacios métricos separables completos

Sea (E,d) un espacio métrico. En la Tarea 2 se probé que para todo boreliano A y para

todo € > 0, existen un abierto # y un cerrado F' tal que v(0\A) < e y v(A\F) < e. Si

el espacio (E,d) es o-compacto, se prob6 que entonces v es regular. Observe que sin esta

hipotesis, la aproximacion interior por cerrados y exterior por abiertos antes dicha sigue

siendo vélida (la demostracién es la misma).

En esta pregunta se probabara que si, en vez de suponer que (E, d) es o-compacto, suponemos
que es un espacio métrico completo separable (también llamado ”espacio polaco”), en-

tonces también se tiene que la medida finita v es regular.

Para ello, consideraremos (z,) una sucesién densa en E y definimos

a)

N 1
DY = | B(zn, -).
n=1 p

Sea ¢ > 0. Pruebe que para cada p € N existe N, € N tal que, para K, := ﬂpEN Df\,p
se tiene
v(KS) <e.

Se probard ahora que K. es compacto. Verifique primero que K, := ﬂpGN Uﬁle B(zp, %)
Considere luego una sucecién (y,) C K.

Pruebe que exite una subsucesion (wy) de (y,) y una subsucecién (zy,)pen de (zn)
tal que para todo p € N,

1
wy, € B(zn,, —) para todon > p
p

y deduzca la compacidad de K-..
Pruebe que para todo A boreliano de E y para todo € > 0 existe un compacto K tal
que ¥(A\K) < ¢ . Concluya el resultado.

Nota: Asi, el teorema de consitencia de Kolmogorov también se aplica al caso en que
FE es un espacio métrico separable completo.



