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Repaso de Probabilidades

I) Variable Aleatoria

Una variable aleatoria es una funcidn que asocia un suceso con un nimero que puede ser
discreto o continuo. Si el conjunto de valores que toma la v.a. es discreto, entonces se dice
que la v.a. es discreta, en otro caso se dird continua. Cada posible valor de la variable
aleatoria tiene asociada una probabilidad de ocurrencia.

a) Discreta

Distribucién de probabilidades de una v.a. X:
P(X = Xi) = p(xi)

Zp(Xi)zl

W :Dominio de definicion de X
b) Continua

Funcién de densidad de probabilidades (f.d.p.) de unav.a. X:
f(x) ; xeW

J'f(x)dx:l y f(x)>0 vxeW
w

Funcion de distribucion acumulada (F.d.a.):
F(x)=P(X <x)

Si F(x) es diferenciable: f(x) = (i(F(X) , excepto quiza en un nimero finito de valores de

X.
I1) Esperanza

La esperanza es un promedio ponderado de los valores de una v.a., donde los “pesos”
corresponden a las probabilidades asociadas a dichos valores.

a) Para unav.a. discreta

E(X)= zxip(xi)

b) Para una v.a. continua
E(X)= jxf(x)dx
w
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c) Funcion de una v.a.

Sea Y =H(X), luego:
> H(x,)p(x;) si X es discreta
E(Y) =

W
IH(x)f(x)dx si X es continua
W

d) Propiedades
Sean X, Y dos v.a, ay b constantes:

i) Linealidad
E(aX +b)=aE(x)+b

E(X+Y)=E(X)+E(Y)
Engeneral: E(i Xij = iE(Xi)
De hecho, vemos que para el caso discreto
E(aX +b) = Z(ax +b) p(x)
=a) xp(x)+b)_ p(x)
=aE(X)+b
i) E(a)=a
i) E(X-Y)=E(X)-E(Y)si X, Y son independientes

iv) Momentos de orden K de una v.a.
D _x{p(x;) (v.a.discreta)

E(X") = J‘kaf(x)dx (v.a. continua)

v) E(X) es una constante, i.e. :
E(E(X)=E(X)
I11) Varianza

La varianza es una medida de la dispersion de los datos, es, decir, que tan lejos estan unos
de otros. A laraiz cuadrada de la varianza se le denomina desviacion estandar.
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Definicion:

Var(X) = E[(X - E(X))?]= E(X?) - [EX)F

Dem.:
Var(X)=E

(x-E(X))']

E

X?=2XE(X)+(E(X))'|
)-E[2XE(X)]+E|(E(X))’|

X?)-2E(X)E(X)+[E(X)]
)
)

XZ

~2[ECOT +[ECOT
-[E()]

E
E
E

x2

E(X?
a) Propiedades
Sean X, Yv.a , ay b constantes

i) Var(aX+b) = a®var(X)

3:;“(-;)( +b)=E| ((aX +b)~E(axX +D))’ |
:E:(aX +b—(aE(x)+b))1
~ €| (ax ~aE(X)) |
~€|a*(x ~E(x)’)]
—a’E[ (X ~E(X))’|

i) Var(a) =0

iii) Sean X4, ...,X, v.a independientes, entonces:

En general, si Xy,...,X, NO son independientes:

Var(

n

> X

i=1

J:

n

Var(X,)
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Var(iai XiJ: iaiZVar(Xi)JrZzaiajcov(xi,x]_)

Donde:Cov(X,Y) = E[(X-E(X)){Y-E(Y))] = E(X-Y) — E(X)E(Y)
NOTA: Cov(X,X) = Var(X)
Si X, Y son v.a independientes, E(X-Y) = E(X)£E(Y)
=> Cov(X,Y) = 0 => Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)

iv) Var(X)>0

v) Desviacion Estandar = - Var (X)

IV) Funcién Generatriz de Momentos (f.g.m.)

> e%p(x) (v.a.discreta)

M, () =E(e™) = Jyvetxf(x)dx (v.a. continua)

a) Propiedades
i) M”(0) =E(X")

debido a que,
W)= 8 (%)= E[%(etx )} £ xe" |
Asi, M, (0)=E(X)

De manera similar:

MX”(t)=%MX'(t)=%E[XetX]= E{%(Xetx )}: E[ X%"]
=M, ”(0)=E(X?)
En general: M (0)= E[X”]
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ii)Si Y=aX+b =>M,(t)=e"M,(at)
iii)Si Z=X+Y , XeYsonindependientes: M, (t) =M, (t)-M, (t)

Dem.:

En general, si Xy,...,X, son v.a independientes, tales que:
Z=Y X
i=1
M, () =My ®©
i=1

iv) Teorema: Si M, (t)=M, (t)=> X =Y

v) f.d.p. de una funcién de una v.a. continua X:

-1
Sea Y = H(X) una funcién de X, luego:  g(y) = f(H-l(y))-dey(y)

v) Independencia

Sean dos variables aleatorias X e Y, estadisticamente independientes, entonces la densidad
conjunta es igual al producto de sus densidades marginales:

FOxy) =1 00* 1, (y)

Odeotraforma, F(x,y)=F,(X)*F, (y)=P(X <xX)*P(Y <vy)

Ademas,

E(X*Y)=E(X)*E(Y)
Cov(X,Y)=0
Si Z=X+Y ,entonces M, (t)=M, (t)*M, (t)
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En general, si X, X,..., X, son v.a.s independientes tal que Z :in :
i=1
entonces M, ®)=]] My ()

i=1

vi) Ley de los Grandes NUmeros

Suponga que X,, X,..., X, €s una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con media x# y
varianza o® ,ysea S, =X, + X, +..+X, ,demodo que E(S,)=nu y Var(S,)=no?
, entonces

e Ley débil de los grandes nimeros muestra que para & >0

P(

S,/n—u|[>¢)—>0 cuando n—>o
Dem.:

2
o w3k
n n n

Luego por la desigualdad de Chebyshev

o/
n

——u

2
O
>& S—Z——)O
ng n—o

Nota:
Chebyshev:

Si X esunav.a. con media x y varianza o, entonces Yk >0

2
P(X —y|2k)£%

e Ley fuerte de los grandes nimeros muestra que

PSS, /n—>u)—1

vii) Teorema Central del Limite

Suponga que X,, X,..., X, €s una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con media u# y
varianzac?,y sea S, = X, + X, +...+ X , de modo que E(S,)=nu y Var(S,)=no?,
entonces para un nimero n “suficientemente grande”.
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S,—nu

on

Este resultado es muy importante en estadistica, ya que para un tamafio de muestra grande,
la suma o promedio de variables aleatorias i.i.d. sigue una distribucion Normal, sin
importar la distribucién de origen de las variables de la suma.

=

~N(0))

X —E(X)

JVar(X)

En términos generales, ~N(0,0)

Problemas

Problema 1:
X 1 - X
Sea f=e "y X ~f(X)= —exp(—j . Calcule la esperanza y la varianza de B (Se recomienda
o o

usar la funcion generadora de momento de X)

Respuesta
Iﬂﬂ):E@%“):E{e”ZMJ

A
Por la indicaci6n recordamos que M, (t) = E(etx) reconociendo términos t = ——y X = Z X,
n

también sabemos que M, (t)=M T, (t)= H M, (t)

M, (t)= L (desarrollado en la clase auxiliar)

2) _Z%ZXi _ 1 B n !
ﬂﬁ)‘E& }‘ 240 _(n+&ﬂJ

1+ 549
n

n n n 2n
Var(ﬂ):(n—kZoﬂj _(n+0'/1j
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Problema 2: La produccion minima de una maquina es de 2 mil tornillos diarios y la
méaxima es de 6 mil. Si la densidad de probabilidad del nimero x de miles de tornillos se
puede representar por la funcion:
3 2 3
f(x) 128 (8x“ —x* =12x)
Calcule
a.- La produccion més probable
b.- La varianza de la cantidad producida
c.- La funcion distribucion acumulada (FDA)

Solucién:

a.- La produccién mas probable viene dada por el punto donde se maximiza la funcion de

probabilidad.
f'(x) = 128(16x—3x2 -12)=0=>16x-3x*-12=0

Reconocemos una ecuacion de segundo grado dénde x; = 4.47 y X, =0.87. Como la
produccion fluctta entre 2mil y 6 mil tornillos diarios x; es la produccion mas probable.

b.- Var(x) = E(x?) — E(x)?

6 6
E(X) = iJ'x(8x2 —x® —12x)dx = iJ‘(8x3 —x*—12x*)dx = 4.2
1287 1287

6 6
E(x?) = 1SSI X2 (8x% — x* —12x)dx = 1:238] (8x* —x*-12x*)dx =18.4
2 2

Con lo que
Var(x) =18.4—(4.2)* = 0.76

c.- FDA en todo el espacio.

c.1.-x>6.000
F(x)=P(X <x)=1

€.2.-x<2.000
F(x)=P(X<x)=0

c.3 2.000<X<6.000

i 318 1
F(X)=P(X <x) = f(x)dx=[x3—x4—6x2+}
! 128(3 4

Cualquier error escribir a gonmat82@yahoo.com



