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Problema 1
Consideremos el siguiente modelo y; = B, + X + B,X+ €; .para una muestra n=8
observaciones. Suponga que se han obtenido los siguientes resultados.

variable Estimacion
Cte 9.05
X1 0.52
X2 0.24
6.35 -0.03 -0.02
(XX)? = -0.03 1.52x10° -6.5x10™
-0.02 -6.5x10™* 5.38x10*
8 672 1176
(X'X) = 672 57822 100453
1176 100453 176758

F de Fisher = 15.05y $2=33.82

Al respecto. Calcule
1.1) El coeficiente de correlacion multiple.

1.2) Construya intervalos de confianza individuales para £, y f,. ¢Aporta la variable X,
al modelo?. ¢ Aporta la variable X, al modelo?.

Solucién

1.1)F-Fisher: F =15,05

R%/(r-1)
Se sabe F:(l—RZ)/(n—r)
r=p+1=Rg(x)
r=3

n=38



(r-1)(1-R*)F =R*n-r)
(r-1)F—-(r-1)FR*=R*n-r)
(r=1)F
(n—r)+(r-1F
, 2-1505 301 6,02
T 542.1505 351 7,02
R" =0,8575

= R? =

1.2

Simetria: u; = - U,
b= ,BJ +&ﬁj -2,571

5t =57 (x'x); 52 = 3382
Para /3 = 0,52 . =3382:152-10° = 0,0514

a=052-2571-0,2267 = -0,0628
b=052+2571-0,2267 = 1,1028

B, [-0,0628;1,1028] o =3382-538-10" = 0,018
a=0,24-2571.0,1349 = -0,1068
b=0,24+2571-0,1349 = 05868

B, €[-0,1068;0,58680]

Para verificar validez de cada variable se realiza test t-Student.

Para x;:



= 2P(t; > q,) = 2P(t; > 2,294)
=2.0,0375= 0,075> 0,05

= No se rechaza Hy
= La variable x; no es significativa para el modelo.

Para x,:
H,:B =0

0
Bajo: H,q,=—"=—"7-""—-=1779

ﬁz y
P(t] > a ) = 2P(t; > q,) = 2P(t, > 1,779)

~2-0,0/5=015> 0,05

= No se rechaza Hyo = La variable x, no es significativa para el modelo.

Las conclusiones anteriores pueden no ser muy correctas, debido a la poca cantidad de

datos en la muestra (n = 8).

Segun la parte anterior, la region de confianza de t:

P(FouppssF)=1-a a = 0,05
= P(F,s<F.)=095

P(F,s > F.) = 0,05

P(F,s > F.)=0,05

= F, =578

Explicacion:

Debido a que se trabaja con una submatriz de (x°x) real se debe reducir el rango
de la matriz a 2, en vez de tres, lo que podria pensarse (se le quita la primera fila y la

primera columna a x°x).

Asi la regién de confianza para (B1,B2) es la solucion de:



Nueva  matriz(x'x)

0524 — 024 57822 100453 (@—0,52)
(A=0524-028) 100453 176758 B, —0,24

< 3383578 2
= TR e

57822(/3 — 0,52)" + 200906( 5, — 052)( 3, — 0,24) + 176758( 3, — 0,24) < 391,075
lo que equivale a una region eliptica en el plano. (B1,82), centrada en el punto (0,52;0,24).

Problema 2
Sea una muestra bivariada {(xi Y = 1,...n)}
Si x toma solamente el valor 1 o 0. (x define dos poblaciones diferentes). Se llaman Yl la

media de la poblacion definida por x = 1 e y_0 para x = 0. Se plantea el modelo lineal:
Y, = B+ BX%+ <. Dé el estimador de minimos cuadrados y deduzca que el modelo
equivale a:

E(y)=y, six=1y E(y)=y, six=0.

Solucién

ol HE B

:(th)—l_ 1 n. —n| 1 n —-n| 1 n -n
nn-n’{-n, n ) n(m-n){-n, n ) nn{-n n
Y1

ooy 2| B

Yn
Estimando los parametros

B:(XtX)_lXtY: 1 nlny_nlzyl
nyN, \ —N, Ny +nn,y,

~  nv=n .
ﬂozu,pero: ny=ny, +n,¥, = B, =Y,

No



~ —ny+n ny, —n -N n
B, = y+ny, _ Y, —nY, oyozio(yl_yo):yl_yo
No Ny No
Six=1
E(y)=ﬁ0+ﬂ1=yo+yl_y0=y1
Si x=0
=1
E(y)={Yl si *
Yo x=0

a) Dé la expresion del R? en funcién de la varianza empirica de Y, Y, € Y,. Muestre que
el test H, : #, =0equivale a un test de comparacion de medias.

2 (inyi_nXY)z
R* = iYi =hYa
X - ye -ny?) 2=y

nYV:n&y
n
Re_ M-y M-y o (h-y)
2
n(n, — n; Jvar(y) nny,var(y) n, var(y)

Hy: 5, =0= é >t , = u ~>1.,_, lo que equivalente al test de comparacion de
Op O
medias con
Ho > uy = 1y
Hyton # 1y
Problema 3

Una compariia de teléfonos celulares estudia la permanencia de sus clientes con el objeto
de emprender algunas acciones. Se recogieron los datos de permanencia mensuales
durante un periodo de 3 afios, suponiendo M el total de clientes al mes 0 se definen los

datos recogidos como {(xi,yi)/i = 0,1,...35} donde Yy, es el nimero de clientes en el mes i

(que quedan del total M = yjinicial, e X, es el mes (X, =1). Para explicar la
permanencia de los clientes, se propone un modelo exponencial:

y = ™



y|+l
Yi

a) Interprete el modelo. En particular considere los cuocientes . Interprete el

coeficiente [ precise su signo e interprete «

b) Transforme el modelo de manera de encontrar un modelo lineal

c) Los resultados del modelo lineal se presentan en la siguiente tabla. Complete la tabla.
Opine sobre la validez local de los coeficientes del modelo. Dé los grados de libertad
de las t-student.

Variable Estimacion Desv tipica t-student Pvalor
estimacion

Constante 8.5092 196.3138 0.000

X -0.0284 0.0020 0.000

Coeficiente de correlacién entre los valores observados y estimados: 0.92

d) Deduzca el modelo de permanencia exponencial estimado. Comente. Estime el
namero de clientes del mes 0 inicial.
e) Después de cuantos meses se esperan que permanezcan solamente 1500 clientes.

Solucién
a) BE] es la tasa de desercion de los clientes. Al realizar el cuociente vemos que
Yi
y_ 1 ae/m(i-ﬂ eﬁ('Jrl) ﬁ
; = Y3 = o =€" gue no depende de i. Es decir, la tasa de desercion es
[

constante en el tiempo.

Luego f = In( y'”j que tiene que ser negativo ya que los y; son decrecientes.

1
Por otro lado Yy, = a8’ = @ = M que es el nimero de clientes inicial > 0

b) Si aplicamos In a la funcién y tenemos que In(y) = In(a) + X =In(M) + pX

A

j

Gﬂj

c¢) Utilizando el estadistico del test local t, , = lo que permite completar la tabla

es asi como 5, =0.0433 y t(5)=-13.9119

tenemos 36 pares de datos (meses) y 2 variables que estimar por tanto los grados de
libertad de las t-student son 34. Los coeficientes son claramente significativos (pvalor=0)
bastante menor que 0.05, por lo que podemos concluir que la variable X aporta al modelo.
Mas aun, el coeficiente de correlacién entre los datos observados y estimados es casi
igual a 1, por lo que existe una relacién bastante lineal entre ambos.




d) Tenemos que In(y) = In(a) + X = B, + B, X , on BO y B1 obtenidos de la tabla,
entonces S = 131 =-0.0284 vy In(a) = ﬂO =85092 =2 a = 68'5092
= y= 85092 % o-00284X _ 10p() 3o-00284X

Por tanto, el nimero de clientes el primer mes se estima como « = €% = 4960

f) Para un valor de X=1500 clientes

In(1500) — 8.5092
0.0284

~ 42 meses.

X =5 (i)~ In(@)-

Problema 3

Se estudia la relacion del peso con otras medidas antropomeétricas de 30 nifias de 10 afios, la
variable y representa el peso, x1 la talla, x2 la circunferencia del térax, x3 la circunferencia
del brazo y x4 la circunferencia de la pierna. Se presentan la matriz de las correlaciones de
todas las variables en la tabla 2 y los resultados de 3 modelos de regresion lineal distintos
en las tablas 3, 4 y 5.

3.1) Analice los resultados de la regresion dados en la tabla 3. Considerando la tabla 2,

¢qué opina del efecto del térax en el modelo?

3.2) Dé un intervalo de confianza para el coeficiente S, de la talla. Realice el test

Ho:p, =4 contra H,: 5 <4

3.3) En el modelo de la tabla 4, se elimind la variable “Torax” y en la tabla 5 se elimind la
variable “Talla” del modelo de la tabla 3. Examine y compare las regresiones.

3.4) Dé los grados de libertad de la F de Fisher y de las T-student dadas en la tabla 4.

3.5) ¢Cuales son los supuestos usuales sobre los errores de un modelo lineal?.;Como se
relacionan estos supuestos con las propiedades de los £ .

Tabla 2 : matriz de correlaciones

Peso Talla Torax Brazo Pierna
Peso 1.00 0.67 0.82 0.75 0.83
Talla 0.67 1.00 0.45 0.14 0.47
Torax 0.82 0.45 1.00 0.76 0.65
Brazo 0.75 0.14 0.76 1.00 0.61
Pierna 0.83 0.47 0.65 0.61 1.00

Tabla 3: Modelo Y = S, + B,X, + B,X, + BsX; + B,X,

Variable Coeficiente | Desv. tipica t-student P(X>T)
Constante -6130.72 584.06 -10.50 0.000
Talla 3.54 0.54 6.51 0.000
Toérax 1.33 1.05 1.28 0.214
Brazo 7.58 1.62 4.67 0.000
Pierna 7.43 1.70 4.36 0.000

Coeficiente de correlacion mdaltiple : 0.94

F- Fisher para las tres variables : 95,24 con P(X>F)=0.0001




Tabla 4: Modelo Y = B, + B X, + BsXs + B, X,

Variable Coeficiente | Desv. tipica t-student P(X>T)
Constante -6134.00 586.03 -10.30 0.000
Talla 3.84 0.50 7.74 0.000
Brazo 8.98 1.20 7.47 0.000
Pierna 7.74 1.70 4.54 0.000

Coeficiente de correlacién mdltiple : 0.93

F- Fisher para las tres variables : 123.47 con P(X>F)=0.0000

Tabla 5: Modelo y = B, + B,X, + X3 + B, X,

Variable Coeficiente | Desv. tipica t-student P(X>T)
Constante -3515.57 582.74 -5.15 0.009
Térax 4.28 1.52 2.81 0.200
Brazo 3.08 2.36 1.30 0.000
Pierna 11.48 2.55 4.50 0.000

Coeficiente de correlacion multiple : 0.83
F- Fisher para las tres variables : 43.54 con P(X>F)=0.0000

Solucion:

3.1) De la matriz de correlaciones vemos que todas las variables estdn altamente
correlacionadas con la variable y, por lo tanto, se espera que todas ellas vayan en el modelo
y sean estadisticamente significativas. Sin embargo, la variable Tdrax estd altamente
relacionada con las variables Brazo y Pierna, por lo que es probable que alguna de estas tres
variables no vaya en el modelo por no cumplir con el supuesto de independencia de las
variables Xx.

De hecho si incluimos todas las variables en el modelo, vemos en la tabla 3 que la variable
Torax no es estadisticamente significativa. Por otro lado, el pvalor de la Fisher es nulo y el
coeficiente de correlacion multiple bastante alto.

3.2)Para calcular el intervalo de confianza para £, tenemos que
P(t,; <—-2.06) = P(t,; > 2.06) =0.025, el intervalo queda entonces como

(3.54 — 2.06%0.54, 3.54 + 2.06*0.54) = ( 2.43, 4.65)

El test de hipotesis Ho: #, =4 contra H, : B, <4 tiene como region critica para un error

de tipo | del 5% : P(M <-1.71) = P(B, < 4-1.71%0.54) = P(3, < 3.08) = 0.05
(o}
A
Como ,31 = 3.54 no pertenece a la region critica y no se rechaza Ho.
B —4 354—4
<
0.54

Si calculamos el pvalor P(’Hﬁ
O
1

alto para rechazar la hipotesis nula.

) = P(t,; <—0.852) =0.20 que es demasiado



3.3) El modelo de la tabla 4 parece el mas adecuado ya que conserva un coeficiente de
correlacion multiple alto y tiene todos sus coeficientes significativos.

3.4) En la tabla 4, la F de Fisher tiene 3 y 26 grados de libertad y la t- student tiene 26
grados de libertad.

3.5) Los supuestos usuales son los que los errores son normales de media nula, de misma
varianza e independientes entre si. El hecho que E(¢) =0 implica que los S; son

insesgados. La independencia de los errores implica que los A3; son de minima varianza.



