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Regresion Lineal

Se busca describir un conjunto de variables X,,...X  llamadas variables explicativas o

exogenos que influyen sobre otra variable llamada variable a explicar o endogena (y).,
mediante una relacion lineal del tipo

Vi = Bo+ B+ BXCic+ B+ €

El modelo lineal obtenido de una muestra de tamafio n, normalmente no es exacto, por lo
que debe considerarse el error & asociado al modelo para la observacion i. Por otro lado,

se busca minimizar los errores con el criterio de los minimos cuadrados min ng =g'e

Matricialmente tenemos que y = yf+¢& Yy con el criterio anterior nos queda que los
coeficientes que minimizan el error al cuadrado son de la forma

~

B=r'x)"2y

Para el caso de un modelo simple y = S, + X, la estimacion de los coeficientes viene

- X Y; —nXy A s
dada por: B =ZZ:X'27 Yy By =Y - BiX
i 1

Propiedades de ,3

e El estimador fes insesgado
e El estimador S es consistente
e Elestimador gtiene minima varianza
e Laestimacion des” obtenida por el método de méaxima verosimilitud es sesgada.
~2 zgiz - .
e o°=%“—— conr=rango de la matriz X = nro de variables x +1
n—r
P ~2 1oty -1
e Var(f)=0"(x'X)"j



Calidad del modelo

Los residuose; dan la calidad del ajuste para cada observacion. Un indice que evita el
problema de que &, dependa de cada observacion es
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Coeficiente de correlacion multiple

Compara la varianza explicada con la varianza total.

R =+/R? = coeficiente de correlacion lineal entre el verdadero valor con lo que estamos
estimando.

R = Z(yl _7)2
Z(Yi _7)

e Si R=0, el modelo es la media muestral de los valores de y.

e SiRcercano a1, el modelo es bueno siendo los valores observados cercanos a los
estimados.

e Si R=1, existe un modelo lineal que permite escribir las observaciones yi como
combinacion lineal de las variables explicativas.

Test de hipdtesis

Por un lado vimos como calcular los coeficientes del modelo y que tan cercano a una
recta es con el coeficiente de correlacion R. Sin embargo, para decidir si una variable
aporta o no al modelo de manera significativa estadisticamente, es decir, si el coeficiente
B es distinto de 0 ,debemos hacer un test de hipotesis global y luego general.

Test global

Ho:f, =B, =B, =0

Para decidir si aceptamos o rechazamos Ho, se construye el estadistico F que sigue una
distribucion de Fisher.



R*/(r-1
= 2( — Fe-s-n
1-R%)/(n—-r)
Buscamos C tal que P(F, ., >C)=a ,Si F>C = rechazamos Ho ( lo que indica
que existe al menos una variable que aporta al modelo)

Test local

Con el test global probamos si existe al menos una variable que deberia ir en el modelo,
pero no sabemos cual. Por tanto para cada coeficiente debemos hacer el siguiente test

Hy: B, =0

Pero ,BJ. - N(B,,a?(x'x) ") =

Buscamos P(lt, ,|>Q) <«,
Sit,, >Q para =005 osi P(ft, |>Q)<0.05 rechazamos Ho ( lo que indica
que existe al menos una variable que aporta al modelo)

Problema 1

Consideramos un modelo de regresion lineal simple: y = g, + f,x +¢

1.1) Dé la expresion de los estimadores ,5’0 y ,31 de los minimos cuadrados para S, y S,
1.2) Se hace el cambio de variable z=10x. Obtenga los estimadores del nuevo modelo.
Yy =y,+7,2+¢& enfuncion de ﬂo y ﬂl Compare ambos modelos.

1.3) Dé el estadistico del test Ho: g, =0 y explique que pasa cuando se rechaza.

Sol.:

1.1) Los estimadores de minimos cuadrados de un modelo de regresion lineal simples
son:

p inyi—nW -~ _ ~
ﬁlzw Yy By=Y-pBX



1.2) Los coeficientes del nuevo modelo son

- Zziyi —nzy _ zloxiyi —nl0Xy zlo(zxiyi - NXY) =£
"TNTE 02 T S100x7 —mi00x? | 100(> xZ —nx?) 10

fo =y- Alzzy_%*loizy_ﬂlyzﬁv

Comparando los modelos

V=7, +7.2= +%*10x =B, + B.x=Yy, es decir, ambos modelos tiene la misma

prediccion.

1.3) El estadistico del test Ho: g, =0 es @ gue sigue una t- student a n-2 grados de
0,

libertad bajo la hipotesis nula. Rechazar la hipotesis nula indica que hay una cierta
influencia de la variable x sobre la variable y. Se podria usar después de estimar el
modelo para hacer predicciones.

Problema 2

Si se tiene el modelo Y = X/ + & donde se cumplen los supuestos de Gauss-Markov:
2.1) Dé la expresion de S, -
2.2) Encuentre las propiedades estadisticas de MCO.

Sol.:

2.1)

Buco = (XX) XY = B+ (XX) " X&
2.2)

E(B/X) =/ = insesgado

V(,B’/ X)=o?(XX)™* (Desarrollado en Auxiliar)




Problema 3

Considere el modelo lineal : y=Xg+¢.

3.1 Dé los supuestos usuales que se hacen para calcular el estimador de maxima
verosimilitud del vector de parametros £.

3.2 Se desea explicar la esperanza de vida de mujeres adultas en Chile con un modelo
lineal a partir de las variables explicativas gasto en salud, calorias consumidas y
tasa de alfabetizacion. A partir de 20 observaciones, se efectta la regresion de la
esperanza de vida (de media 67.11 afios y desviacion tipica de 5.52) sobre las tres
otras variables; obteniéndose los resultados siguientes:

. coeficient | Des. Tipica | T-
Variable e coeficiente student P(XI>T)
Constante 29.603 5.282 5.600 0.0001
Gasto salud 0.959 0.417 2.302 0.0336
Calorias 0.161 0.054 2.980 0.0085
Alfabetizacién | 0.217 0.064 3.350 0.0041

F-Fisher para las tres variables: 19.714 con P(|X|>F)=0.0001

Interprete los T-Student y la F-Fisher. Dé los grados de libertad de cada distribucion.
3.3 Dé el estimador de maxima verosimilitud y un estimador insesgado de o?, la
varianza de los errores del modelo.
3.4 Construye un intervalo de confianza de nivel 95% para el parametro /... asociado

a la variable tasa de alfabetizacion. Interprete y discuta la significacion de la tasa de
alfabetizacion para explicar la esperanza de vida.

Sol.:

3.1 Se supone que &, ~ N(0,5?) y los & son independientes entre si.

3.2 El p-valor de la F de Fisher es casi nulo: el modelo aporta mas que el modelo
constante (sin las 3 variables explicativas). Los p-valores de los T-student son todos
muy pequefios, lo que indica que los pardmetros son significativamente no nulos y
entonces que las variables explicativas del modelo tienen efectos sobre la esperanza
de vida de las mujeres.

Los grados de libertad de la F de Fisher son: 3y 16 y los de las T-student son 16.

. A . . - lo - .
3.3 Si los & son los estimadores de los errores (residuos), &° :—ng es el estimador
n-=

o . ~ 1 A . .
de méaxima verosimiltudy 6° = —4Zgi2 es un estimador insesgado.
n-4%



3.4 [ﬁa,fabet 225 e Ba”abet +12°6 0 1 =[0.217 — 2.12*0.064,0.217 * 2.12 * 0.064]

[ﬂ,\alfabet _tl!zlz&alfabet'ﬁalfabet +tfélzo’\-alfabet] = [00813703527] ' Se Observa que el 0 no

pertenece al intervalo de confianza, lo que hace pensar que la variable alfabetizacion
tiene un efecto sobre la esperanza de vida de las mujeres.



