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Repaso Materia

Estadisticos utilizados

e Normal (0.1)
(X = p)n

o

Sea Xi,...,X, m.a.s. tal que X - N(u,0%). Entonces = — N(0,1)

e Chi cuadrado

S
Sea Xi,....X, mas. tal que X — N(u,0°). Entonces n; — X, , con
o

Sn2 :li(Xi _})2

n o

e T-student

Se forma con una distribucion Normal y una Chi-cuadrado .

e Sea X - N(0,]) e Y = x, con X e Y independientes ,= T =

> 2
e Si X —> N(uod) :M%N(OJ) y nSZH - X,
o o
n(X-p =
=T7T= o :(X—/J) n-l —> 1,
nS: Sn

o’(n—1)



e F. Fisher

. . U/
Sea U—>x, , V—>x, con Uy V independientes :F:V—/p—>FM y
q
prg) 2 ¢ P
1_‘ 2 424,2
| [ 2 jp q-y

= — F, , con funcion densidad igual a : A(y) = vy >0

(r+q)
F(gjl“@j(py +q) ?

Test de Hipotesis

e Para realizar un test de hipotesis necesitamos primero que nada una hipotesis nula Hy, la
cual serd nuestra hipotesis de trabajo y una hipdtesis alternativa H;, que es la hipdtesis a
la cual se confronta.

¢ Hay distintos tipos de hipotesis: las que podemos dividir en paramétricas (cambia el valor
del parametro, pero no su distribucioén) y en no paramétricas.

¢ Una vez que tenemos definidas las hipdtesis, necesitamos una regla de decision (la cual
busca disminuir los errores de decision), para lo cual definimos una region de rechazo de
Ho, W .

e Para lo cual definimos :

@ = error tipo I = Probabilidad (rechazar Hy/ Hy es cierto)

£ = error tipo II = Probabilidad (rechazar H, /H; es cierto)

7(0) = Funcién de Potencia = Prob(rechazarH,,/8) = Prob(x € W /0)
Es muy util tener presente lo siguiente:

Sea Xi,...,X, m.a.s. tal que X — N(u,6%).
e Alrealizar un test con Hipotesis alternativa Hy: ¢ < g, el test UM.P. esta dado por

R ={(x,....x, )t.q.x < ¢} INDEPENDIENTE de cual sea la hipotesis nula

e Alrealizar un test con Hipotesis alternativa Hy: ¢ > g, el test UM.P. esta dado por

R = {()c1 yeees X, )t.q.; > c} INDEPENDIENTE de cual sea la hip6tesis nula



o Al realizar un test con Hipotesis alternativa H;: o <o,’, o, cte el test UM.P.

estd dado porR = {(x1 X .S 0 < c} INDEPENDIENTE de cual sea la hipotesis
nula
o Al realizar un test con Hipotesis alternativa H;: o > o,”, o, cte el test UM.P.

estd dado porR = {(x1 oo X, V1.8, % > c} INDEPENDIENTE de cual sea la hipotesis
nula

Sea Xj,...,Xp1 m.a.s. tal que X — N(,ul,alz) .
Sea Yi,...,Yy2 m.a.s. tal que ¥ — N(,uz,azz) .

e Al realizar un test con Hipotesis alternativa Hy: x4, < 4, el test UM.P. esta dado

PO R = {(X, 10X, ), (V10,0 Jtq.x — y < ¢/ INDEPENDIENTE de cual sea la
hipotesis nula.

e Al realizar un test con Hipdtesis alternativa Hy: g, > u, el test UM.P. esta dado
POF R = {2,100, ), (V120 , Jtq.x — y > ¢/ INDEPENDIENTE de cual sea la
hipotesis nula.

e Al realizar un test con Hipotesis alternativa H;: o,” < o,’, ,el test UM.P. est4 dado
2

S
porR={(xl,...,xnl),(yl,...,ynz)t.q.S”1 <c} INDEPENDIENTE de cual sea la

2
n2

hipoétesis nula.

e Al realizar un test con Hipotesis alternativa H;: o,” > &,”, el test UM.P. esta dado
2

S
porR:{(xl,...,xnl),(yl,...,ynz)t.q. S”12 >c} INDEPENDIENTE de cual sea la

n2

hipotesis nula.

Util, no? En todo caso queda propuesto demostrar que se cumple todo lo anterior,
realizando el procedimiento que nos da el test U.M.P.

Para resolver el problema de determinar la constante ¢ utilizando el error tipo I, se aconseja
lo siguiente: (Esto se aplica para casos en que los datos vienen de una distribuciéon Normal
solamente; los otros casos deben estudiarse en forma particular).

Si van a hacer test sobre medias, independiente si es sobre una o dos poblaciones:
e Si o’ es conocido, construyan una N(0,1).
e Si o’ es desconocido, construyan una T-Student con los grados de libertad que
tiene la y* que utilicen.
Si van a hacer test sobre varianzas:
e Si es para una poblacién solamente, construyan una y~ .
e Si es para dos poblaciones, construyan una F de Fisher.



Problemas Resueltos

Problema 1

Se sabe que en una muestra aleatoria de 10 vigas de acero, la resistencia promedio a la
composicion es :

X = 57.4981’19%, 5, = 539 10ras

pulg pulg

con a =0.01

a) Realice el test, suponiendo que X — N(u,0°)

H,:u=57.000

H, :pu<57.000
b) H,:p=57.000

H, :p#57.000
Solucion:

a) La region de rechazo , donde se rechaza Hy es W = {)? L < C}, Por lo tanto, debemos

encontrar el valor de C para definir los X, que pertenecen a tal region, para lo cual
ocupamos lo siguiente.

a = 0.01 =P(rechazarH, ! H cierto) = P(X, < C/ u = 57.000)

(}—y)-«/n—l St
Sn
( (X, —u)Nn—-1 <(C—,L;)«/n—1/)u

S

n n

como sabemos que

—~ P = 57.000) = P(t, <

(c—57.000)\/§) o0l
539

= P(t, < 1) =0.01
—¢=-2.821

(C —57.000)*3
—

=-2.821= C=56.493,2
539

Entonces, la region de rechazo queda definida por W = {)? L < 56.493,2},

COmo en nuestro caso A_’n =57498, X e¢W

n



= no se rechaza H,.

H,: 1 =57.000

b) si tenemos las siguientes hipdtesis
H, : u#57.000

En este caso la hipotesis alternativa representa a dos casos x# <57.000 o x>57.000.
Por lo tanto, la solucién debe considerar ambos casos, para lo cual resolvemos

Test 1 U Test 2
H, :u=57.000 H, :u=57.000
H,: u<57.000 H,:u>57.000
W;:{yn<cl} I/1/2:{yn>(:12}

W =W,+W,=1X, < C,UX, >C,}
= P(X, <C)+P(X,>C,)=0.01

= basta con encontrar C; y C, con el mismo procedimiento anterior.

Problema 2

Sea X ~ N(u,0°) con o’ =25 y una muestra de tamafio n=36. Se construye un test

para la hipotesis nula / : £ <24 contra la hipétesis alternativa F, : y > 24,
1.1 D¢ la region critica del test UMP para un error de tipo I (nivel de significacion)

a=0.05.
1.2 Calcule la potencia del test para 4 =25.

1.3 Si n=49, determine el valor de & que permita obtener la misma region critica que en
1.1.

1.4 Sin=49 y @ =0.05, determine el valor de g que produce la misma potencia que en
1.2.

Solucion:

1.1 La razon de verosimilitudes es monétona en la media muestral X (o en ZXI. ):
i

1 1
La funcién de verosimilitud es: f, = - exp(— 5 2 (x, — ,u)z)
(2ro?)? l



Luego la razon de verosimilitudes

1
J.(xla) =exp{—— (2(1, — i)Y x, + n(g’ — p12)} es mondtona creciente. Se
O i

f.(xlw,)

puede aplicar el lema de Neyman Pearson para o M= 24 contra la hipétesis alternativa

unilateral @ 1 >24).

2
_ (o3 _
X~ N(u,—) con 6> =25 y n=36. La region critica es de la forma : X = ¢ con
n

P(x>c|pu=24)=0.05 = P(22M|/z:24):0.05 en donde
(o2
z~N(0,])
L 9=t s o v225375
(o2

1.2 La potencia del test para £ =25 es:

Jn(c-25)
(o2

P(x>c|u=25)=P(z> )=P(z>0.45)=0.326

1.3 Sin=49; P(z >

Jn(25.375 - p) | 11=24)=0.0271
O

14Sin=49y  =0.05,
\V49(25.375 - 1)
5

P(x2c|u)=P(z> )= P(z>0.45)=0.326

*
04573 =25.0536

= u=25375-



Problema 3

Sea X ~ N(6,1), una muestra aleatoria simple de tamafio n=/00 y una media muestral

- x =1.2. Se efectian los tests siguientes con un error & = (.05 de tipo L.

3.1 D¢ la region critica mas potente para la hipotesis nula H, :6 =1 -contra
H, :0 =14 Concluir.

3.2 Dé la region critica mas potente para la hipotesis nula H, : @ =1.4 contra H, : 0 =1.
Concluir. Calcule los errores de tipo Il para los dos tests en 3.1y 3.2.

3.3 Observe que los resultados de los dos tests son contradictorios. Justifique. Encuentre el
tamafio n de muestra minimo que permite suprimir esta contradiccion.

3.4 Si tomamos n=100 jtendremos una contradiccion para el nivel de significacion
a=0.023? :



Solucion:

3.1 X ~N(0,1)=>Xx~ N(0, i) . En el caso de estas hipotesis simples, el lema de
n

Neyman Pearson nos lleva a una region critica de la forma x > ¢ en donde c esta
determinado por el error de tipo I:

P(x2c|0=1)=0.05 => P(Nn(x—1)2~In(c—1))=0.05 con Jn(x—1)~N(0,1).

Las tablas nos dan que vn(c—1)=1.65 => c=1+%=1.]65 =>
n

H,:0=1dadoque x =1.2.

3.2 En el caso de estas nuevas hipdtesis simples, el lema de Neyman Pearson nos lleva a
una region critica de la forma x > ¢’ en donde ¢’ esta determinado por el error de tipo I:

P(x<c'|0=14)=0.05 = P(Jn(x-14)<An(c'-1.4))=0.05 con
\/;()?—1.4)~N(0,1).Las tablas nos dan que \/;(c'—1.4)=—].65 =>

c'=1.4—ﬂ=1.235 =>lse rechaza H, : 0 = 1.4

Jn

Observamos que en 3.1 y en 3.2 los resultados son opuestos: se rechaza d =1 en 3.1 y se
rechaza 0 = 1.4 en 3.2.
El error de tipo Il en 3.1 es igual a:

P(x<1.165|0=14)=P(\n(x-14)<~n(1.165-14))=P(N(0,1)<-2.35)=0.0094

El error de tipo Il en 3.2 es igual a:
P(x>1235|0=1)=P(n(x—1)>+In(1.235-1))= P(N(0,1) > 2.35) = 0.0094

3.3 Las conclusiones encontradas en 3.1 y 3.2 son opuestas. Para eliminar la contradiccion
basta tomar n de manera que la region critica del test de 3.1 sea X > /.2 y la region critica
del test de 3.2 sea x < 1.2. Entonces se tiene: P(x > 1.2|0=1)=0.05=>

P(Nn(x=1)2n(1.2-1))=P(N(0,1)>0.2vn ) = 0.05 => 0.2/n = 1.65 => n=68.

3.4 Para el test de 3.1:

P(x>2c|0@=1)=P(N(0,1)>210(c—1))=0.023 = 10(c—1)=2=>c=1.2

Para el test de 3.2

P(x<c'10=14)=P(N(01)<L10(c'-1.4))=0.023 => 10(c'-1.4)=-2=>c=12
=> No hay contradiccion|




Problema 4

Sea una distribucion que depende de un parametro 6 y £ el espacio de parametros.

Sea la hipdtesis nula de H, : § € ©, contra la hipdtesis alternativa H, : 6 € €2, .

1.1 {Qué condicion deben cumplir 2, y 2,7

1.2 ;{Qué es la region critica de un test de hipotesis?

1.3 ;Qué es una funcién de potencia? (Define bien el dominio y el recorrido y dé su
interpretacion).

1.4 ;Qué es un test uniformemente mas potente?

1.5 Un juez tiene que decidir basandose en evidencias si un acusado es culpable. Plantee las

hipotesis nula y alternativa para que si el juez condene al acusado sea con bastante
seguridad.

Solucion:
Sea la hipdtesis nula de H, : 0 € 2, contra H, : 0 € £,

1.1 La condicién es: 2, "2, = .

1.2 La region critica de un test es la regla de decision que determina las muestras que llevan
a elegir la hipdtesis alternativa. (OJO! hay distintas manera de decir lo mismo).

1.3 La funcion de potencia es una funcion = : 2 — [0,1], con 2 el espacio del parametro,

suponemos llamado @#. La funcion de potencia es una funcibn 6 y es
7(0) = P(rechazar H, con la regla de decision con el valor 0 del parametro).

1.4 Es un test que proporciona una regla de decision optima (Maxima potencia) sobre todos
los valores de la hipdtesis alternativa. Generalmente con una hipdtesis alternativa
bilateral no existe un test UMP.

1.5 H,:el acusado es inocente, H;: el acusado es culpable.



Problema 5
Se desea comprobar la eficiencia de un nuevo tratamiento médico, mediante el analisis de

cierto examen. Se espera que si el tratamiento es eficaz los exdmenes arrojen valores
mayores. Se tienen los resultados del examen antes (X) y después (Y) del tratamiento en

n=50 personas. La media del examen antes del tratamiento es X =20 y después ¥ = 22.5.

1 1
Las varianzas S. = ;Z(xi —x)* =75 y después S; = ;Z(y[ —9)* =125. La covarianza

. 1 — —
entre el resultado antes y después del tratamiento es S, = —Z(xl. -x)(y,—y)=20.
T oon

a) Se define la diferencia del resultado antes y después del tratamiento por d =x—y.
Suponiendo la normalidad para X — N(y,07) y para Y — N(u,,0;). Determine la
distribucion de d y estime los parametros & = E(d)y 7> = Var(d).

H,:6=0
b) Realice el test de hipotesis , con un error tipo I igual a & = 0.05
H :0<0

Solucion:

a) Si X > N(y,00) e Y — N(w,,o5)
=d=X-Y > N(@,7°)

Porotrolado, 0 =E(X-Y)=EX)-EXY)=uy—u,

Entonces la estimacion de & es

Por otro lado, 7° = Var(X)+Var(Y)—2Cov(X,Y) = o} + o, —2Cov(X,Y)
Entonces la estimacion de 7> es

22 =8 +8;-2*%S, =75+125-40 =160

., . . 2 , . .
Observacion: No conozconi 6 ni 7°, solo tengo estimaciones de ellos.

:0=0
b) Tenemos el test ,con o =0.05
H :0<0

Para este caso, la region critica o re rechazo es de la forma W = {5 <C }



Y tenemos que el error tipo I es

P(5 < C/8=0)=0.05

— x?

Ademas sabemos por normalidad que 5 -

—=> N,y

(5 -&)nn nt._,
T

(5 —SWn

—r 5t
A2
[ nt,
(n-1)7

(5 —5)V49
- !
T

49

= t

n—1

(5-8)n-1
>
T

Como n=50

= P(5<C/6=0)=P

((5—5):/;1—1 3 (0—52\/;1—1/5:0}
T T

:P(5“’f_l < C“’f_lJzo.os
T T
= Pty <"1 005

= P(t,, <t)=0.05
Pero en la tabla no esta la estimacion para ese valor de n, entonces hay que estimarlo.

Tenemos que P(t, <t)=005=1 =-1.684
P(ty, <t,)=0.05=1 =-1.671

Tomando estos dos puntos calculamos un valor intermedio que nos da ¢ =—1.678

_—1.678%%

= (= =-3.03
vn—1
De laparte a) 7° =160 = 7 =12.6

En nuestro caso & = —2.5. Por lo tanto § > C y no esta en la region de rechazo W.

= no se rechaza Hy.



Problema 6
Sea X — p,(x)=(@+1)x’ x>0.

Se tiene una muestra de tamafio 1 (n=1)
Se observa que X=0,63.
S H,:0=1
€ propone
prop H :0=2

a) Encontrar la region de rechazo que minimiza el error tipo II y decida si rechaza Hy o
no. Calcule el error tipo II.
b) Dibuje la funcion de potencia.

Solucion:

a) Ya sea si se estd minimizando la combinacion lineal de los errores de decision conay b
dados o fijando a, el procedimiento es el mismo, Neyman-Pearson. De la parte anterior:

2 2
]J:] ((x)) = ((11+ ?;xl = 32x = 37)6 >k , donde k es desconocido ahora.
S (x +1)x x

La forma de la region de rechazo es W = { X > C }. Para encontrar el valor de C, se usa el
error de tipo I:

P(Rechazar Hy / Hy cierta) = a
P(X>C/6=1)=a=0,2

P(X>C/0=1)=1-P(X <C/0=1)=1-F(C/6=1)
=1-C?=0,2=>C=0,8944

Luego, W= { X>0,8944 } y como x=0,63 => No se rechaza Hj. El error de tipo II para la
decision anterior es:

P(Aceptar Hy / Hy falsa) = 8

P(X<0,8944/0=2)=p

P(X <0,8944/0=2)=F(0,8944/0 =2) = (0,8944)’ = 3
—> f=0,7155

b) Se tiene un procedimiento para rechazar la hipdtesis planteada donde la region de
rechazoes W= { X>0,5}

La funcién de potencia es entonces: m(0) = P(Rechazar Hy/0) = P(X>0,5/0) =
1 - P(X<0,5/0) = 1-F(0,5/6) = 1-(0,5)""". Dibujando:



1/2

v
D

(Luego el tamafo del test es o = Sup n(0) = (1) = 0,75 (8 € Qy))

Repaso Materia

Test y°

Anteriormente vimos que podiamos hacer test de hipotesis sobre los pardmetros de las
distintas distribuciones y encontrar un intervalo de confianza donde la probabilidad que
tales parametros estén en ese intervalo sea alta.

Pero también podemos hacer test de hipotesis para comprobar si una variable sigue una
cierta distribucién, para lo cual utilizamos los Test y>. Este tipo de Test se aplica tanto a

distribuciones normal multivariada como a distribuciones multinomial con comportamiento
asintotico.

La distribucion multinomial es una generalizacion de la distribucion binomial. Con la
diferencia que en vez de tener 2 alternativas en cada experimento, se tienen k alternativas
discretas.

Cada alternativa tiene una probabilidad p, de ocurrir y ocurre M, veces con ZM ,=ny

zpi =1.

Ademas, PM =m)y=PM, =m;,M, =m,......... M,=m))=




. . M. —np.)?
Entonces se puede construir el estadistico |Q = ZM ~ 72, |, donde
i np;

» nes la cantidad de observaciones o datos
« kes la cantidad de alternativas que puede tomar la variable a analizar (i:1..k)
= 1(ele) es el numero de estimaciones hechas

« el niimero 1 de los grados de libertad proviene del hecho que ZM . =n

» M, es la cantidad de veces que sale la alternativa i

«  p, eslaprobabilidad tedrica si se cumple la hipotesis H,: X sigue una cierta
distribucion

« np, es la cantidad de veces que deberia salir la alternativa i si se cumple H y

(M, —np,) es la diferencia entre lo observado y lo tedrico.
Una vez calculado el estadistico Q se acepta o rechaza la hipdtesis con el siguiente criterio:
SiP(y.,,>0)<0.05= serechaza Ho

Para el caso de una distribucién continua, en vez de tener alternativas discretas tenemos
intervalos, donde Pi es la probabilidad que la variable X tome los valores del intervalo.
(Ver apuntes del curso para mas antecedentes).

Test de Independencia

Este test se utiliza cuando queremos comprobar si dos variables aleatorias discretas son
independientes entre si. Sean X e Y dos v.a. discretas e independientes entre si.

Para que sean independientes debe cumplirse que |P(X =,Y=))=P(X=i)*P(Y = j)‘
Vi, j

Sean M . Frecuencia de observaciones obtenidas

p; =P(X =1i,Y = j) bajo hipotesis de independencia

2M; XM,
J

Entonces p, =P(X =i))*P(Y =j)=p,*p,, con p,= y p;=—
. (Mi'_nAiA')z
= se construye el estadistico 0= Z L. {9 Py ;((2 o 1)(g1)
i np;p;




Problemas Resueltos

Problema 1

Se lanza un dado 180 veces y se obtienen los resultados siguientes:

numero 1 2 3 4 5 6
frecuencia 28 30 35 26 33 28

Concluya si el dado esta cargado.
Solucion:
Si el dado no estuviera cargado deberia cumplirse que cada alternativa (nUmero

que sale al tirar el dado) tiene la misma probabilidad de ocurrir igual a 1/6. Por lo
que tomaremos como hipétesis

H,:p, =% Vi:l..6

Para calcular el estadistico Q construye la siguiente tabla:

i Mi npi Mi-npi (Mi-npi)*2/npi

1 28 30 -2 0,133

2 30 30 0 0,000

3 35 30 5 0,833

4 26 30 -4 0,533

5 33 30 3 0,300

6 28 30 -2 0,133
Suma 180 180 0 1,933

Delatabla Q=1.933~y., =y:. Entonces para aceptar o rechazar la hipotesis
Ho, tenemos dos opciones

Alternativa 1) Calcular Q tal que esa P(y; > Q)=0.05
Alternativa 2) Calcular P(y: >1.933) y ver si es < 0.05

Alternativa 1) El valor de Q para un error de 0.05 es 11.07. Por lo tanto, la regién
de rechazo esta dada por R = {;(52 >1 1.07}, como Q= 1.933, entonces no pertenece
a la region de rechazo y se acepta Ho.

Alternativa 2) De la tabla tenemos que P(y2 >1.610)=0.9 vy
P(y2>2.67)=0.75. Por lo tanto P(y2 >1.933)>0.05= se acepta Ho.



Entonces se concluye que el dado no estaba cargado.

Problema 2

Los datos siguientes muestran las frecuencias de conteo para 400 observaciones
acerca del numero de colonias bacterianas por campo en un microscopio,
utilizando muestras de una capa delgada de leche:

N° por campoi |0 |1 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
Frecuenciade |56 |104 |80 |62 |42 |27 |9 9 5 3
observaciones

M

1.1 Pruebe la hipdtesis de que los datos provienen de una distribucion de Poisson
con a =0.05.

1.2 ¢ Es el p-valor del test mayor o menor que el valor de @ =0.05?

Solucidn:
Enestecaso H,:X ~ Poisson(1)

Cuando no conocemos el valor del parametro de la distribucion, debemos utilizar
el estimador de maxima verosimilitud y quitarle un grado de libertad por cada
estimacion que hagamos al estadistico Q.

R M. *x.
EIEMVde 4 es A=Xx,con x :% =2,4175 y debemos calcular las

probabilidades tedricas.

k -4

Para una Poisson la probabilidad que X tome el valorkes P(X =k)= 4 Z'
i Mi pi npi Mi-npi | (Mi-npi)"2/npi

0 56 0,0891 35,66 20,34 11,605

1 104 0,2155 86,20 17,80 3,675

2 80 0,2605 104,20 -24,20 5,619

3 62 0,2099 83,97 -21,97 5,746

4 42 0,1269 50,75 -8,75 1,508

5 27 0,0613 24,54 2,46 0,247

6 9 0,0247 9,89 -0,89 0,079

7 9 0,0085 3,41 5,59 9,139

8 5 0,0026 1,03 3,97 15,263

9 3 0,0007 0,28 2,72 26,753

10 3 0.0002 0.09 2.91 99,531
Suma 400 1 400 -6,8E-14| 179,1644




De latabla Q =179,1644 ~ 4, = y.. (Recordemos que hay 11 alternativas y
que hay que restarle un grado de libertad por estimar el parametro 1).

Alternativa 1) El valor de Q para un error de 0.05 es 16,92. Por lo tanto, la region
de rechazo esta dada por R = {;(j > 16,92}, como Q= 179,1644, entonces

pertenece a la region de rechazo y se rechaza Ho.

Alternativa 2) De la tabla tenemos que P(y, >179,1644) <<<0.05 , entonces se
rechaza Ho.



Problema 3

Se considera la variable X el numero de personas que se presentan a la boleteria
de una estacion de metro durante un intervalo de 10 minutos. Se mide esta
variable sobre 100 periodos de 10 minutos y se obtuvieron los datos siguientes:

X |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 |12 |13 [ 14
f 17 19 |14 |15 |17 |13 |8 [6 |5 |3 |2 1

donde f es el numero de periodos de 10 minutos para lo cual se encontro X
personas en la boleteria.

3.1 Calcule el numero promedio de personas que se presentan a la boleteria en un
intervalo de 10 minutos.

3.2 Bajo el supuesto que X sigue una distribucion de Poisson, encuentre el
estimador de maxima verosimilitud del parametro A (Muestre su resultado).

3.3 Haga un test y* para justificar el supuesto que X sigue una distribucion de

Poisson.
Dé el p-valor y concluye (Necesitan usar las tablas de las distribuciones de

Poisson y tablas y*).

Solucion:

3.1 El promedio se calcula como: Zf,-X[ /n=7.03
3.2EIEMV de 4 es A =x=7.03

(f, —100p,)*
33El y? =) 100p,

No se rechaza la hipotesis nula que X sigue una distribucion de Poisson.

=1.94, el p-valor: P(y., >1.94)=0.99



Problema 4

Se quiere probar si hay una diferencia de ingreso entre hombres y mujeres
médicos. Para lo cual se hizo una encuesta a 200 médicos al azar y de manera
independiente obteniéndose la siguiente informacién:

Ingreso Bajo | Ingreso Alto Total
Hombres 20 100 120
Mujeres 70 10 80
Total 90 110 200

Estudie la independencia entre las variables Sexo e ingreso
Solucién:

De la tabla podemos ver que

Probabilidad de ser Hombre =P, =% , Probabilidad de ser Mujer
80
=P =—
Y200
Probabilidad de Ingreso Bajo = P =;—(?0 , Probabilidad de Ingreso
Alto =P, _110
200

Entonces, si ambas variables son independientes debe cumplirse que:

120 . 90
P,=P P, =—% =0.27 robabilidad que sea hombre y de ingreso
w = Pubs =205 200 (p q y g
bajo)
P, =P P —@*Q—OB (probabilidad que sea hombre y de ingreso
HA_HA_2OO 200_ y g
alto)
P,=P,6P —&*2—0 18  (probabilidad que sea mujer y de ingreso
MECTMEE 000 200 ery
bajo)
P, = _80,110 =0.22 (probabilidad que sea mujer y de ingreso
MA_MA_2OO 200_ J y g

alto)



Tabla de valores teoricos np,p;

Ingreso Bajo [ Ingreso Alto Total
Hombres 54 66 120
Mujeres 36 44 80
Total 90 110 200

;—np.D;)’ (20— 54) , (100-66)" (70-36)* (10-44)* _

M.
:Q:Z( l

66

36

np:p,

2

2 2 _ _ .2
= O~ Xip-ig-n = Xo-yo-n =Xin = X1 Y

P(y; >97.3)<0.05= se rechaza Ho y las variables Sexo e Ingreso no son
independientes.



Problema 5

1.1 Se considera una muestra de 1422 gatitos de 3 razas diferentes R1, R,y Ry 4
atributos diferentes del animal A4, Az, Az y A4. Se considera en la tabla 1 las
frecuencias de gatitos por raza/atributo. ;Cémo se llama la tabla 1? Busque
mediante un test de hipodtesis si existe o no una preferencia de ciertas razas
por cierto atributo. Comente.

Tabla 1
R1 R2 R3 Total
A1 604 42 0 646
A2 302 21 0 323
A3 15 418 0 433
A4 0 0 20 20
Total 921 481 20 1422

1.2Se construye la tabla 2 sumando las dos priemeras filas. Repita el test de la
pregunta anterior. Compare los resultados y justifiquelos.

Tabla 2
R1 R2 R3 Total
A1+A2 906 63 0 969
A3 15 418 0 433
A4 0 0 20 20
Total 921 481 20 1422

Solucion:

1.1 La tabla 1 se llama tabla de contingencia. Un test de hipétesis es el de 12 de

contingencia que mide la distancia entre los datos de frecuencias observados con los
de la hipétesis nula de independencia entre raza y atributo. Los datos bajo la hipétesis
de independencia entre raza y atributo se obtienen a partir de los margenes de la

n.n,;
tabla1: m; = —n
R1 R2 R3 Total
Ay 418.40 218.51 9.09 646
A, 209.20 109.26 4.54 323
As 280.45 146.46 6.09 433
Ay 12.95 6.77 0.28 20
Total 921 481 20 1422




2
n.—m;,
El estadistico del test es entonces: szM, que bajo la hipétesis de
independencia tiene una distribucién aproximada de Zz con 6 grados de libertad
(6=(4-1)*(3-1)).

2
(ny—my)” | R, R,
m
Aq 82,3302516 | 142,586094 | 9,08579466
A 41,1651258 | 71,2930472 | 4,54289733
As 251,247444 | 503,406449 | 6,09001406
As 12,9535865 | 6,76511955 | 1382,28129

De la tabla anterior observamos que Q toma el valor de 2573.7.
El pvalor del test se obtiene por: P(;(,f > 2513.7 ) que es casi nulo (se puede ver con

las tablas que es menor que 1%).

Por tanto para H,:El atributo es independiente de la raza, se desecha la

independencia. Si se observa que la raza R; toma solamente el atributo A, y que la
raza R, prefiere los atributos A,y A, vy la raza R, prefiere el atributo A; no sorprende
este resultado.

1.2 La tabla bajo la hipétesis de independencia:

R1 R2 R3 Total

At+A; 627.60 327.77 13.63 969
As 280.45 146.46 6.09 433
As 12.95 6.77 0.28 20

Total 921 481 20 1422

Obtenemos el mismo valor del estadistico Q=2513.7. Esto no deberia sorprender ya que
se sumaron dos filas que eran similares (proporcionales). La diferencia se encuentran en
los grados de libertad, que son solamente 4. El p-valor es nulo también.



Problema 6

Se desea estudiar el tiempo de espera en una caja de supermercado a partir de una
muestra de clientes durante 3 horas. (tabla 3).

Tabla 3: tiempo de espera en minutos de 40 clientes.
54 51 15 36 42 14 1 78 49 34 74 57 2 8 59 94 74 29 08 48
4 24 65 84 34 26 43 7 24 14 46 48 65 32 46 3,7 48 86 32 1

Verifique si la distribucion de los tiempos de espera es uniforme en el intervalo [0,10] con
un nivel de significacion de 5%.

Solucion:

Se debe realizar un test y? de ajuste

El procedimiento es dividir el intervalo [0, 10] en q intervalos de largo iguales. Si la
distribucion es uniforme, la frecuencias de clientes por intervalo deberia ser la misma. Se
presentan aqui los resultados para varias particiones (q = 4, 5 6 6). Si m; es la frecuencia
observada y f; la frecuencia tedrica en el intervalo i bajo el supuesto de distribucion

9. (m,—f)?
uniforme el estadistico del test es: Q = Z% que sigue aproximadamente una
i=1 i
distribucion de yZ_, . (gl: N° intervalos — 1).
9=4 m f mef (m,—f)* /f,
[0, 2.5] 9 10 -1 0.1
]12.5, 5] 17 10 7 4.9
15, 7.5] 9 10 -1 0.1
17.5, 10] 5 10 -5 2.5
Total 40 40 0 7.6
g=5 m f mrf (m,—f,)* /1,
[0, 2] 7 8 -1 0.125
12, 4] 11 8 3 1.125
14, 6] 12 8 4 2
16, 8] 7 8 -1 0.125
18, 10] 3 8 -5 3.125
Total 40 40 0 6.5
9=6 m f mef (m,—f)* /f,
[0, 1.667] 6 6.6667 -0.667 0.0667
]1.667 3.334] 7 6.6667 0.334 0.0167
13.334, 5] 13 6.6667 6.334 6.0167
15, 6.667] 6 6.6667 -0.667 0.0667
16.667, 8.334]} 5 6.6667 -1.667 0.4167




18.334, 10] 3 6.667 -3.667 2.0167
Total 40 40 0 8.6
Resumen:
q Q Grados libertad p-valor
4 7.6 3 0.055
5 6.5 4 0.165
6 8.6 5 0.126

Con un error de tipo | de 5% no se rechaza que es una distribucion uniforme en [0,10].




