Pauta Control 3 Ma34a Otoño 2005

Pregunta 1:

a) Sea X1: velocidad partículas (G1) en [mt/seg]

x1 ~ N(μ,σ2) 

z = (x- μ)/ σ ~ N(0,1)

P(x1 > 10) = 0,5 ⇒ P(z > (10- μ)/ σ) = 0,5
P(x1 < 6) = 0,1 ⇒ P(z < (6- μ)/ σ) = 0,1

⇒ (10- μ)/ σ = 0 y (6- μ)/ σ) = -1,28

⇒ μ=10 y σ=3,125

b) x1 ~ N(9,5 ; 32)
Sea x1i : velocidad partícula i.

x11 - x12  ~ N(0 ; 2*32)

Se pide: 

P(Ⅰ x11 - x12 Ⅰ < 1) = P(-1< Ⅰ x11 - x12 Ⅰ <1) = P( Ⅰ x11 - x12 Ⅰ <1) - P( Ⅰ x11 - x12 Ⅰ <-1)
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= P(z < 0,24) – P(z < -0,24) = 0,5948 – 0,4052 = 0,1896

c) x1i  i=1,......,n
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Se pide: 
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d) Sea X2: velocidad partículas (G2) en [mt/seg]

x2 ~ N(μ2,σ22)  y  x1 ~ N(μ1,σ12)

Se propone determinar V tal que minimiza:

P(x1 > V) + P(x2 < V)

Si la velocidad obtenida es mayor a V entonces se asume que pertenece al G2, por lo tanto P(x1 > V) es el error cometido para partículas del G1. De igual forma P(x2 < V) es el error cometido para partículas del G2. La suma corresponde entonces al error total del método de clasificación.
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, es decir
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(es fácil ver que v corresonde a un mínimo, μ1 < v < μ2)

Ecuación para determinar v
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La solución es 
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 ya que μ1 < v < μ2.

Pregunta 2:

a) Sea 
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p.d.q. 
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Desarrollando en serie de Taylor 
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donde los dos últimos términos corresponden a o(Δt)
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con 
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Obviamente se cumple 
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para k≥2.
b) 
i) Sea Xt: nº de partículas emitidas en intervalo t
Xt~P(5t) con t en segundos.
Se pide P(3 en el primer segundo / 8 en 3 segundos)
= P(3 en primer segundo; 8 en 3 segundos)/P(8 en 3 segundos)
= [P(3 en primer segundo)*P(5 en últimos 2 segundos)] / P(8 en 3 segundos)
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ii) Sea Yt: nº de partículas contadas en [0,t]

Pk(t) = P(Yt=k).

Pk(t+ Δt) = P(en [0,t] contado k y en [t,t+ Δt] contado 0) + P(en [0,t] contado k-1 y en [t,t+ Δt] contado 1) + o(Δt)

Entonces Pk(t+ Δt) = Pk(t)*P(en [t,t+ Δt] contado 0) + Pk-1(t)*P(en [t,t+ Δt] contado 1)+ o(Δt)

= Pk(t)*P(emita 0 ó emita 1 y no se cuente) + Pk-1(t)*P(emita 1 y se cuente) + o(Δt)

Entonces Pk(t+ Δt) = Pk(t)*(1-λΔt+ λΔt*(1-p))+ Pk-1(t)*λΔt*p + o(Δt)

⇒ Pk´(t) = -λp* Pk(t) + λp* Pk-1(t)  ecuación diferencial correspondiente al proceso de poisson de tasa λp.

⇒Yt~P(λpt)

Basta reemplazar Pk(t) dado para ver que es solución. Obviamente, por simetría, si Zt es el número de partículas no contadas en [0,t] entonces  Zt~P(λ(1-p)t)

¿Son Yt, Zt independientes? 

Informal: Se sabe que si Y~P(λy), Z~P(λz) indep.  ⇒ Y+Z ~P( λy+ λz)

En este caso Yt~P(λpt), Zt~P(λ(1-p)t) y Yt + Zt = Xt ~ P(λt)

⇒Yt, Zt serían independientes.

Formal: Yt, Zt  independientes ssi:

P(Yt = k, Zt = j ) = P(Yt = k)*P(Zt = j ) para todo k,j.
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Pregunta 3:

a) 

α=3 y c=400

Sean Xi: Ingreso de la i-ésima familia; i.i.d. de pareto.
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El T.C.L. afirma que 
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 se distribuye asintóticamente como una N(0,1).
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b) Sabemos que (visto en clases y en la tarea) debido a la propiedad reproductiva de las distribuciones de Poisson, la v.a. 
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 converge asintóticamente a una N(0,1) por el T.C.L. aplicado a X~P(λ) cuando 
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En particular, si λ=n ∈ IN podemos escribir:
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en particular, si 
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1

2

!

)

0

(

0

2

0

2

=

=

=

£

-

Þ

ò

å

¥

-

-

=

-

¥

®

¥

®

ds

e

k

n

e

lím

n

n

X

P

lím

s

n

k

k

n

n

n

n

p


c) Consideremos un tren específico, que llamaremos “A”, y las variables aleatorias independientes 
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 que cumplen:


El problema es simétrico respecto a cualquiera de los 3 trenes y la respuesta entonces será la misma para los 3. Como las personas eligen al azar cada tren:
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Entonces las personas que suben al tren A son: 
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Se pide calcular n tal que 
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El T.C.L. nos afirma que la v.a. 
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Aproximamos usando T.C.L:
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El razonamiento es análogo si son 5 días. Por independencia se resuelve:
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pues si en un día, la probabilidad del evento éxito es p, la probabilidad de 5 éxitos consecutivos independientes será p5. Se debe resolver p5=0,9.

Usando nuevamente el T.C.L. se tiene que 
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Si la i-ésima persona subió al tren “A”
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