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jk lmklnko pqrstsulqvk s quwsxtvk ps rnulqousy ps zvtqv{ks lo|}ks~ v sy nuv | vwstqv rnupv|suwvk psk vumkqyqy| vws| mwqlo � wvuwo }ot yn quwst�y su | vws| mwqlvy }ntvy lo|o }ot yn nwqkqpvp }vtv |opskvt � tsyokzst }to{ks| vysu quxsuqst�v � �uv xtvu zvtqspvp ps sywoy �kwq| oy ys s�}tsyvu su w�t| quoy ps slnvlqousy su pstqzvpvy }vtlqvksy�j��� � }vtv ln�v tsyoknlq�u koy | �wopoy {vyvpoy su zvtqv{ks lo|}ks~ v you ps xtvu s� lvlqv �
j k o{~ swqzo ps sywoy v}nuwsy sy }to}otlqouvt koy sks| suwoy {myqloy ps kv wsot�v ps rnulqousy ps zvtqv{ks lo|}ks~ vs qknywtvt yn nwqkq�vlq�u su kv tsyoknlq�u ps slnvlqousy su pstqzvpvy }vtlqvksy � wvk lo|o ys s�}ous su sk lntyo ps� vws| mwqlvy �}kqlvpvy � j ywv sy nuv ps kvy vyqxuvwntvy psk ysxnupo v�o ps kv lvttstv ps �uxsuqst�v �qzqk ps kv�vlnkwvp ps �qsulqvy ��yqlvy � � vws| mwqlvy ps kv �uqzstyqpvp ps ��qks �
j ywoy v}nuwsy ys {vyvu su kvy uowvy syltqwvy su lokv{otvlq�u lou | q loksxv sk �torsyot �o{stwo �o| quswwq � � ys�vu {sus�lqvpo ps nuv vlwqzv }vtwqlq}vlq�u psk � torsyot �nvu �qsxo �mzqkv � �nsuv }vtws psk | vwstqvk tsrstsuwsv kv wsot�v ps j�� ys ps{ s v syws �kwq| o � �xtvps�lo v v|{oy kvy |�kwq}ksy s quwstsyvuwsy pqylnyqousy �ns �s|oywsuqpo yo{ts pqzstyoy vy} slwoy psk lntyo �
� qy |my yqulstoy vxtvpslq| qsuwoy v �kvnpqo � q�vtto � �nqsu }vtwqlq} � vlwqzv| suws su kv loursllq�u ps syws v}nuwsvk wtvuyltq{qt su �v�s� {nsuv }vtws ps kvy uowvy | vunyltqwvy � skv{otvt wopvy kvy �xntvy � ynxstqt zvtqvy qpsvy}vtv | s~ otvt kv }tsysuwvlq�u � �qu yn v�npv � kv zstyq�u vlwnvk ps koy v}nuwsy uo s� qywqt�v � �v|{q�u ps{o vxtvpslstv �sxquv � vwsknuv }ot yn s�lqsuws � yqs|}ts {qsu pqy}nsywv lokv{otvlq�u �
� quvk|suws � �nqyqstv vxtvpslst sk �uvulqv| qsuwo }to}otlqouvpo }ot sk �s}vtwv| suwo ps �uxsu qst�v � vws| mwqlvps kv �uqzstyqpvp ps ��qks � }ot sk }to�slwo �oupsr ��j�� �
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ÁÂ Ã Ä Å ÄÆÇÈ ÉÈÊÅÄËÌ È Á

ÍÎÍÎ Ï ÐÑÒÓÔÑÓÒÕ ÕÖ×ØÙÒÕÚÔÕ ÛØÖ ÜÖÕÝÞ ÔÞßÜÖØà Þ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í
ÍÎá Î Ï ÐÑÒÓÔÑÓÒÕ ß âÑÒÚÔÕ ÛØÖ Ü ÖÕÝÞ ÔÞßÜÖØà Þ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î á
ÍÎã Î äØÜÒØÐØÝÑÕÔÚåÝ ÜÞÖÕÒ æ ÒÕçÔØÐ ÛØ ÖÕ ÓÝÚÛÕÛ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î è

é Â êÈÇëìÇíìîÆî ï îËðìñÆÉìòÇ ó
á ÎÍÎ ôÓÝÔÚÞÝØÐ ÔÞÝÑÚÝÓÕÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î õ
á Îá Î öØÒÚ÷ÕÛÕ ÔÞßÜÖØà Õ ø ÔÞÝÛÚÔÚÞÝØÐ ÛØ ùÕÓÔúæûä ÚØß ÕÝÝ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î ü
á Îã Î ý ÒÞÜÚØÛÕÛØÐ ÙþÐÚÔÕÐ ÛØ ÖÕ ÛØÒÚ÷ÕÛÕ ÔÞßÜÖØà Õ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Íÿ
á Îè Î Ïà ØÒÔÚÔÚÞÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î ÍÍ

� Â �íÇÉìÈÇË� ËÇ �ËðìË îË ÅÈëËÇÉìÆ� Á�
ã ÎÍÎ öØ�ÝÚÔÚÞÝØÐ æ ÜÒÞÜÚØÛÕÛØÐ ÙþÐÚÔÕÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Íã
ã Îá Î Ïà ØßÜÖÞÐ ÛØ �ÓÝÔÚÞÝØÐ ØÝ ÐØÒÚØ ÛØ ÜÞÑØÝÔÚÕÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í�

ã Îá ÎÍÎ �Õ �ÓÝÔÚåÝ Ø�ÜÞÝØÝÔÚÕÖ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í�
ã Îá Îá Î ôÓÝÔÚÞÝØÐ ú ÚÜ ØÒÙåÖÚÔÕÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í�
ã Îá Îã Î ôÓÝÔÚÞÝØÐ ÑÒÚ×ÞÝÞß âÑÒÚÔÕÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í�
ã Îá Îè Î ôÓÝÔÚåÝ ÖÞ×ÕÒÚÑß Þ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Íõ
ã Îá Î� Î 	ÑÒÕÐ �ÓÝÔÚÞÝØÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í


ã Îã Î Ïà ØÒÔÚÔÚÞÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Í

� Â �ÇëËðÆÄ ËÇ ËÄ Å ÄÆÇÈ ÉÈÊÅÄËÌ È éÁ

è ÎÍÎ öØ�ÝÚÔÚåÝ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î á Í
è Îá Î ý ÒÞÜÚØÛÕÛØÐ æ Øà ØßÜÖÞÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î áá
è Îã Î Ï Ö ÑØÞÒØß Õ ÛØ ùÕÓÔúæû�ÞÓÒÐÕÑ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î áõ
è Îè Î Ïà ØÒÔÚÔÚÞÐ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î á
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0 121 34 56789:4 ;< =49>?@ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A 2
0 1B 1 C<D477E::E <F D<7G< ;< H4@:E7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 AB
0 1A 1 IJ74D >EFD<>9<F>G4D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 AA
0 1K 1 LM <7>G>GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 AK

N � O$,�$�" #$ !,+ �$+*# ,+ .P
� 121 Q9FJED DGFR9:47<D S T E:ED @ 7<DG;9ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 AU
� 1B 1 L : J<E7<8 4 ;< :ED 7<DG;9ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 AV
� 1A 1 LM <8T:ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 KW
� 1K 1 X<7G<D ;< 3497<FJ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 K0
� 10 1 LM <7>G>GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 KV

P � YZ"! "&*�- #$ *-[$\�"!$+ Z ]" �$+*# ,+ �/
U 121 ^FJ<R74:<D ;< 59F>GEF<D J7GREFE8 _J7G>4D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 2
U 1B 1 ^FJ<R74:<D G8T7ETG4D DE`7< ;E8 GFGED FE 4>EJ4;ED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0A
U 1A 1 LM <7>G>GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �B

a � � -&*,-$+ "���-*&"+ #$ #,+ Z"�*"b !$+ �$"!$+ N�
c 121 C<dFG>G6F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �0
c 1B 1 e9F>GEF<D 4786FG>4D >EFM 9R4;4D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ��
c 1A 1 Q 7ETG<;4; ;< :4 8<;G4 @ 56789:4 GFJ<R74: ;< QEGDDEF 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 �c
c 1K 1 LM <7>G>GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UW

ff ghijhklmno nm pnqkrjsjo tjqhkj uno vw
x � Y& "&*,-$+ !*-$"!$+ #$ +$\ -#, ,�#$- P.

V 121 L >94>GEF<D T474`6:G>4D @ 5<F68 <FED ;< ;G59DG6F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UA
V 12 121 =EF;9>>G6F ;<: >4:E7 <F 9F4 `4774 9FG;G8 <FDGEF4: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UA
V 12 1B 1 =EF;9>>G6F ;<: >4:E7 <F 9F >9<7TE 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 U0
V 12 1A 1 LyT4FDG6F ;< 9F R4D <F 9F 8<;GE GD6J7ETE @ ?E8ER_F<E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 U�

V 1B 1 L >94>GEF<D ? GT <7`6:G>4D @ 5<F68 <FED ED>G:4JE7GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UU
V 1B 121 ID>G:4>GEF<D ;< 9F4 >9<7;4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UU
V 1B 1B 1 ID>G:4>GEF<D ;< 9F4 8<8`74F4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Uc
V 1B 1A 1 z G`74>GEF<D :EFRGJ9;GF4:<D ;< 9F4 `4774 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UV

V 1A 1 L >94>GEF<D <:{TJG>4D @ 5<F68 <FED <DJ4>GEF47GED 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UV
V 1A 121 | <8`74F4 <F 7<TEDE 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 UV
V 1A 1B 1 QEJ<F>G4: ;< >48TE <:_>J7G>E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 cW

V 1K 1 =EF;G>GEF<D GFG>G4:<D @ ;< `E7;< 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 c 2
V 10 1 IJ74D <>94>GEF<D ;< :4 5{DG>4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 cB
V 1� 1 Q 7GF>GTGE ;< D9T<7TEDG>G6F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 cA
V 1U 1 34 <>94>G6F ;< D9T<7d>G<D 8 {FG8 4D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 cK
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A� ���������� ��$�%��!�� ����� ��

R2 �� �� �� �����!� B�����!�� ��%�� �� ������ C �� ��� �'����� ������ �� �!����� ��� �� ����!���� �� ��!�!"�
(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)# ����!��!���!"� ��� �������

λ(a, b) = (λa, λb),�����
a, b, c, d, λ ∈ R

) D���� �� ����� �� B!��� ��$�%��!�� E �� ����� ������( �
C

�� �� ���� ���� F��
R2 �������� �� �� ����!"� ��!�!���� G HIJKLMI �� �!�� ���

(a, b) · (c, d) = (ac − bd, ad + bc).���� �������� N ����� B������� ��
R2 ����� ����!% !��� � ���!�!��� ���� ����

(
a
b

)
·
(

c
d

)
=

(
a −b
b a

)(
c
d

)
=

(
ac − bd
ad + bc

)
.

�� *&�!� B��! ��� F��
(R2,+, ·) ������� ��� �� ������ ��������!B� E �� ���� �� ������ �!����� ���� ���

C
) O�� ��������� E

C
����!��� ��� LIG PQ !�����*� ��� ������ �� ��� �'� ���� ������

R
) R &� ����!��� ���� E �� *���!"�

h : R → C
a → h(a) = (a, 0)�� �� !����� ��� F�� ���� !�� !����! ���

R
��� �� �( � {(a, 0) ∈ C : a ∈ R} )S !��"�!��� ���� E ��� �'� ���� ������( �� *����� !�������!��� ��� ��  � �� �����B�� �����!���� ��$�%��!��� F�� ���!���� �����!"� �� ��� �'� ���� ������ ) � � �( ����� ���"�!�� �� �� �����!"�

x2 = −1.T���!������� �� ������( �
(0, 1)

E � � ���� ���!�*���
(0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).UVWXW YWZ [\]^_`_a^\Z [\ \ZbW`_a c\`daX_WY e [\ `f\Xba g \Y Y\`daX bf\[\ c\X \Y Wbf^d\ [\Y `fXZa [\ h Yi\jXW klma [\j\ `a^nf^[_XZ\ YW ab\XW`_o^

·
`a^ \Y bXa[f`da _^d\X^a \Zdp^[WX g dWqj_r^ `a^a`_[a `aqa s tuvwxyu z{x|}|tg e ~f\ Z\ [\]^\`aqa

〈(a, b), (c, d)〉 = ac + bd
k �



� �������� �� �� ���� � ��������
���������

i = (0, 1)
� ������������

(−1, 0)
��� −1 ��� �� ����������

h �   ������ �����¡ ��
i2 = −1,�� ���� ��� ¢£�

i
�� £�� ���£��¤� �� �� ��£���¤� ��������¥ ¦§������ ���� ¨� ¢£� ��� ������� �������� ����������   ��� ���� �����¡��

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a · 1 + b · i = a + ib,����� ��  �� �£��� �����
i © b

�� ������ ��� ��� ����
ib
¦ �� �ª��� �� �������� � �� �«� ��� ��� ��¬ � z = (a, b)���¨ ��������

a+ ib � © ������� ¢£� �£  ���� ���� ��
a © ¢£� �£  ���� �� ������� ��

b � �� ¢£� �� �����¡ �
a = Re(z)© b = Im(z)

���  ������� ���� ¦® � ¯°±² ³ µ́ ° ¯°¶µ ·¸ ¹º° ��
z = a + ib

�� �����  ��
z = a − ib,© ���»������ ���� ������ ���� � ��¼�¬ ��

z
��� ���  ���� �� �¬ � ª���½����� ��� ����� � ��� �«� ���� ������ ¦ §������¢£� ¾

∀z1, z2 ∈ C � z1 + z2 = z1 + z2
¦

∀z1, z2 ∈ C � z1 · z2 = z1 · z2.

z = z
���

z ∈ R
¦

∀z ∈ C � (z) = z � © ���� ¨�
z · z = a2 + b2 ��

z = a + ib
¦

Re(z) = 1
2 (z + z)

¦
Im(z) = 1

2i (z − z)
¦

¿��
z = a+ ib 6= 0 À  ��� ������ ���� �£ ������� z−1 �£��� �������  �� z

� ��¡�� ����� �� �� ��£���¤�
z ·z−1 = 1 ��¡��� ����� ��� (z · z)z−1 = z

¦ Á��� �� �������¤�
z 6= 0

��  ���� ¢£�
z · z = a2 + b2 > 0 �   �� �� �����

z−1 =
1

z · z z =
a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
.Âª��� ¡��� � ����� z = a + ib 6= 0 © w = c + id �  ��� ����£ ���

w/z
£����½���� ��� ��£ ������ ����������� ¾

w

z
= w · z−1 =

w · z
z · z =

ac + bd

a2 + b2
+ i

ad − bc

a2 + b2
.Â  ����� �� �� �������� �� ���£��� ����� ��� ����� £ �£���� ��� ¨��¡�� �� ��� �«� ���� ��� ��¬ �� � ��� �£���� ����¬ �� �� ������ ���� �¬ ������� ¦

Ã ÄÅ Ä ÆÇÈÉÊËÈÊÉÌ ÍÎÈÉÏËÌ ÐÑÒ Ó ÒÌÔÕ ËÕÍÓÒÑÖ Õ
����

z = a + ib ∈ C � �£ ± ×º·³° �� ����� ����
|z| =

√
zz =

√
a2 + b2,© �� ºØÙÚ¹¶¯Ø¹ ����� ��� �«����� ��� ��¬ �� z1, z2 ∈ C

�� ����� ����
d(z1, z2) = |z1 − z2|.Û������ ��� ��£ ������  �� ������� ¾ÜÝÞß àáâ ãäÞß åÞâæçãè Þß ßÞà âéê áëìçãß ãà íàîãàìãäïð ñçòåëäìåð ó ôÞàôã ãç ßïâõÞçÞ

i
ßã äãßãäöð æðäð ôãàÞëðä çð ÷øùùúûüýû â ìãàëäðßþéã ßã éßð

j
æðäð ãç åÞâæçãè Þ

(0, 1) ÿ àÞßÞëäÞß éëìçì�ðäãâÞß
i
æðäð ôãàÞëðä ãßëã áçëìâ Þ �



��� � � � �� 	
 � 	� � �  ��� 
� �� � � �� � � 
 �� � �� � � �

A

�

Abierto

z0 ρ

A
Cerrado

�

������ ��� !"#$ �#%" �& �'�%" ( )'���*"

∀z ∈ C + |z| ≥ 0 + |z| = |z| + |Re(z)| ≤ |z| ( |Im(z)| ≤ |z| �
|z| = 0 ,,�

z = 0
� -# %.�/ �#", *' 0� 1�#)�2# *�,%�#)��  

d(z1, z2) = 0 ,,�
z1 = z2

�
∀z1, z2 ∈ C + |z1z2| = |z1||z2|

�
∀z1, z2 ∈ C + |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|

� - # %.�/ �#", *' 0� 1�#)�2# *�,%�#)�� + ,' "&%�'#' )"/ " )"#,')�'#)�� 0�*',����0*�* %���#��0��  
∀z1, z2, z3 ∈ C, d(z1, z2) ≤ d(z1, z3) + d(z3, z2).

3&,'�4'/ ", 5�' |a + ib| )"�#)�*' )"# 0� #"�/ � '�)0�*��#� ‖(a, b)‖ *'0 4')%"�
(a, b) ∈ R2 + ( 6 "� 0" %�#%" )"�7�',6 "#*' � 0� *�,%�#)�� '#%�' '0 6�#%"

(a, b)
( '0 "���'# *'0 60�#" )��%',��#" � 8' ',%' / " *" + C

(
R2 %�'#'# 0�/ �,/ � ',%��)%��� 9:; :<=> ?@A+ 0" 5�' ,��#�B )� 5�' 0�, #" )�"#', *' 4')�#*�* + )"#$ �#%" �&�'�%" + )"#$ �#%" )'���*" +)"/ 6�)�*�* ( )"#4'��'#)�� ,"# 0�, / �,/ �, �

-# )"#,')�'#)��  
�� C# )"#$ �#%"

A ⊆ C ,' *�)' AD?EF9: ,� 6��� %" *" 6�#%"
z0 ∈ A

'G �,%' �# ��*�"
ρ > 0

%�0 5�' '0 H?I@:
D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| < ρ}

',%J )"#%'#�*" '#
A K4'� B���� ���L �

M � C# )"#$ �#%"
A ⊆ C ,' *�)' @EFFAH: ,� ,� )"/ 60'/ '#%"

Ac = C \ A
', �&�'�%" � -$ '/ 60"  '0 H?I@: @EFFAH:*'B#�*" 6 "�

D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ ρ}', �# )"#$ �#%" )'���*" 6�', %�'#' )"/ " )"/ 60'/ '#%" �0 )"#$ �#%"
D(z0, ρ)c = {z ∈ C : |z − z0| > ρ},

( ', 1J)�0 4'��B)�� 5�' ',%' N0%�/ " ', �&�'�%" �

� � C# )"#$ �#%"
A ⊆ C ,' *�)' A@:9AH: ,� 'G �,%' �# ��*�"

ρ0 > 0
%�0 5�'

A ⊆ D(0, ρ0)
�

O � C# )"#$ �#%" ,' *�)' @:P; A@9: ,� ', )'���*" ( �)"%�*" �
Q � C#� ,�)',�2# *' #N/ '�", )"/ 60'$ ", zn = an + ibn ,' *�)' 5�' @:RSEF> E �0 )"/ 60'$ "

z = a+ ib + ( ,' ',)��& '
zn → z + ,� ,' %�'#' 5�'

ĺım
n→∞

|zn − z| = 0,

" + '5��4�0'#%'/ '#%' + ,� ,' %�'#' 5�'
an → a

(
bn → b

)"/ " ,�)',�"#', *' #N/ '�", �'�0', �
T UVW XYZ[Z \ ]�

(zn) ⊂ C
', �#� ,�)',�2# �)"%�*� '#%"#)', �*/ �%' �#� ,�&,�)',�2# )"#4'��'#%' �



^ _`ab c de f gh i e a e` j f _ fk a ei l f
m no pqrstuvwxy z { |}~���� |� �� ��� ���}|�| |� {���{}���{ ��

R2 y
2�}���� ���� � ~���~|�� �{ ��� �� ���� ����

A
{� |}�� upxn� p �� ����}�� upx n� p � ps uto vx pq� � {} |�|�{ |�{ �����{�����{�� }�~� |�� ���� ���� ��}{�� ��� ��~�� ~��� ��~ � �~ �~���{ ��� ��{ ��� � ��� �{�� ��� ������ ���� ������}|���

A
y

� �� � � �� � �  � ¡¢ £ ¤ ¥¦ ¡ � § ¨£ � © � £ ª¤ �   « � ¨£ ¬ ¡ ¥« £ «
��

z = x + iy
�� �®� �~� ��� ���� � � ��� ��� � {�� �� �{ ��~~�{� ��|� � �� �����

P
|� ���~|���|�{ ��~��{}���{

x
�

y
y ¯�~�

P
����}�� ���|� |�{�~}�}~{� �� ���~|���|�{ � ���~�{

r
�

θ
y ° �{ �~��}{�� ���� � ����� �{

z = x + iy = r cos θ + ir sen θ,

|��|�
r =

√
x2 + y2 = |z| �

θ
�{ �� ������ �� ~�|}���{ ���~� �� �� �

OX
� �� {��� ���� ��� ��� �� �~}��� ���

P ±{� |}�� ���
θ

�{ �� ts²³o nxrp |�
z

y
´�� ��~����~µ{�}�� }� � �~����� |�

θ
��� ���|� �����~ � ���¶�{}·� �{ ��� �� �{�� ®�}��� ���� |���~� }��|� � ���{{}

θ
�{ �� ����~ ��~� �� ������ �������{ ��~� ������}�~ ����~�

k ∈ Z
� �� ����~

θ + 2kπ
����}�� �{ ���}|� ��~�|�{�~}�}~ �� � }{� � ����� y ¯�~� ��}��~ �{�� ���}�¸�|�| � {� {���� ~�{�~}��}~ �� ����~ |�

θ
�� }���~����

] − π, π]
� ������ ��{� {� |}�� ���

θ
�{ �� ¹tºps � svx uv� tº »nº ts²³o nxrp |�

z
� {� �{�~}� �

θ = arg z.

z� �� {���}·� ¼ y½ y¾ ��~�� �{ ��� �{ � �{}��� |�~ �� {���}|� � �� ¶���}·� ��� �����}�� ������|� �� �� �®� �~�

arg z ∈ (−π, π]

z

�}��~� ¾y½ ¿ À���~ �~}��}��� |�� �~��� ����
��� ���� � � � ��~�}~ |� �� ���� �{ � �{}��� ������~ �� Á wso ³ºt »n Â ³ºns

eiθ = cos θ + i sen θ.

z {�� � �~� }�� �{�~}�}~
z = reiθ = |z|ei arg(z).° �{ �®� � {}

z1 = r1e
iθ1

�
z2 = r2e

iθ2
�������{

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2) ±

{}
r2 > 0

�������{
z1/z2 = (r1/r2)e

i(θ1−θ2)
y
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× ØÙ Ú

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 2π),

Û ÜÝ Þßàáâãäåßà ØÜ áâÜÝÜ æäÜ çäåáâÞåâãßà äÝ ãèç ÞåÜé è Þ èà eiθ ãèààÜØÞ èÝêÜ ß àèáßà Üå ØÜëç ÜÝáè æäÜ åè äÝÜ ãèÝ ÜåèàâëÜÝ ÜÝ θ àßêâßÝÜØ ì ×êÜç íØ Ú ãèç è (eiθ)n = eiθ · · · eiθ = ei(θ+···+θ) = einθ
Ú ØÜ êÜêäãÜ åß î ïðñ òóô õö ÷ øùúðö

(cos θ + i sen θ)n = cos nθ + i sen nθ.

ûèà èáàß ÞßàáÜ Ú êßêè k ∈ N
Ú åßØ àßÙãÜØ

küýØâç ßØ êÜ åß äÝ âêßê ØèÝ ßæäÜååèØ ãèç ÞåÜé èØ æäÜ ØßáâØþßãÜÝ zk = 1
ì

ÿÿ−1 = eiπ
1

���

�èáß � ØÜ áâÜÝÜ åß âêÜÝáâêßê ãýåÜ� àÜ eiπ + 1 = 0
ì

� âëäàß � ì� � 	ßÙãÜØ ãäßêàßêßØ êÜ åß äÝâêßê

 áâåâ�ßÝêè åß àÜÞàÜØÜÝáßãâ�Ý Þ èåßà z = reiθ

ØÜ áâÜÝÜ �
zk = 1 ⇔ rkeikθ = 1 ⇔ rk = 1, kθ = 0 (mod 2π)

⇔ r = 1, θ = 0, (
2π

k
), 2(

2π

k
), . . . , (k − 1)(

2π

k
)

⇔ z = 1, ei 2π
k , e2i 2π

k , . . . , e(k−1)i 2π
k






ei 2π
3

ei 4π
3

1

���

� âëäàß � ì� � 	ßÙãÜØ ã�� âãßØ êÜ åß äÝâêßê
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67 89:8 ;<=>:?@A 89:?BC<D8EA9 @<9 7A ;CA789 B8 ;A7:C7?CB<B F B8DCG<HC@CB<B B8 I?7;CA789 B8 G<DC<H @8 ;AE=@8J < K
67 :ABA @A L?8 9CM?8 N

f : Ω → C
89 ?7< I?7;CO7 B8P7CB< 9AHD8 ?7 ;A7J?7:A <HC8D:A

Ω ⊆ C
K

Q RSR TUVWXYVZ[ WYV\XVU][
^_`abcbda e fgfgf h ijkl mn opk

f
kn ;A7:C7?< kq

z0 ∈ Ω
ni r sjs tmus npvkniwq

(zn)n≥1 ⊆ Ω
tsx opk

zn → z0
nktikq k opk

f(zn) → f(z0)y xm opk nk knvjizk uk { mjl s vmlrsvts vml m
ĺım

z→z0

f(z) = f(z0),

m uk l sqkjs kopi|sxkqtk
ĺım

z→z0

|f(z) − f(z0)| = 0.

}i xm sqtkjimj kn vikjtm r sjs tmum
z0 ∈ Ωy ukvil mn nilr xkl kqtk opk f

89 ;A7:C7?< 87
Ω ~ knvjizil mn f ∈ C(Ω) �

�AD A:D< =<D:8 N B<BA
z ∈ C

N
f(z)

:C878 ?7< =<D:8 D8<@ F A:D< CE <MC7<DC< � 87 ;A798;?87;C< N 98 =?8B8 89;DCHCD
f(z) = u(z) + iv(z),

A HC87
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy,BA7B8 @<9 I?7;CA789�

u = u(x, y)
F

v = v(x, y)
9A7 < G<@AD89 87

R
K 6 9 BCD8;:A G8DCP;<D L?8

f = u+ iv
89 ;A7:C7?<87

z0 = x0 + iy0
99C

u : Ω → R
F

v : Ω → R
9A7 ;A7:C7?<9 87

(x0, y0)
K 67 =<D:C;?@<D N @<9 A= 8D<;CA789 B8 9?E < N=DAB?;:A N =A7B8D<;CO7 =AD 89;<@<D N ;AE=A9C;CO7 F ;?A ;C87:8 �;?<7BA 89:� HC87 B8P7CBA� B8 I?7;CA789 ;A7:C7?<9=D898DG<7 @< ;A7:C7?CB<B K

�� _����� e fgfgf
�K �C

f(z) = z2 87:A7;89
f(z) = x2 − y2 + i2xy,B8 EABA :<@ L?8

u(x, y) = x2 − y2

F
v(x, y) = 2xy.�<BA L?8

u
F

v
9A7 ;A7:C7?<9 87

R2 N f(z) = z2 89 ;A7:C7?< 87 C
K

�� � ��� ���� ��
u = u(x, y) � v = v(x, y)

�� ����� �
Ω � � �� � �� � ¡� �� � ¢��� ��£ ¢��¤�� � �� R

2 ¥
¦
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f(z) = 1/z ¾¿ÀÁ¿Â¾Ã
f(z) =

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
,

Ä ¾ÃÀÅ ÆÇ¿Â½È¿ ¾Ã ÂÁ¿À½¿ÇÅ ¾¿ C \ {0} »

É ÊÉ Ê Ë ÌÍÎÏÐÑÐ ÒÓÔÕÖÌ× Ð Ø ÒÓÙÑÎÒÎÓÙÌÚ ÑÌ ÛÐÜÒÝÞßà ÎÌÔÐÙÙ
áÁâ Å¿ÅãÁäåÅ Åã ÂÅÃÁ æ¾ Ç¿Å çÅâ½Åèã¾ â¾Åã é Ã¾ ½¿ÀâÁæÇÂ¾ ãÅ Ã½äÇ½¾¿À¾ æ¾ê¿½Â½È¿ »ë ìíîïðïñî ò óò óôó õ ö÷

Ω ⊆ C øù úûùü øùýû ÷þÿö�ýû � f : Ω → C øù÷ � øùúÿ�ù �
� ÿ�ö� û� �øö f

ö� 	ö�ÿ
÷þ�ö öù z0 ∈ Ω� � ÿ ö ÿ�ýö ö� ��� ÿýö

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
,

úø�û 
÷�û� f ′(z0)
�û � �÷� ÷�ö� û� ãÅ æ¾â½çÅæÅ æ¾ f ¾¿ z0 �õÿ

f
ö� 	ö�ÿ
÷þ�ö öù ýû	û z0 ∈ Ω 	ÿ�ö� û� �øö ö� �ÁãÁ� ÁâÆÅ ¾¿ Ω �

� � úûùü øùýû 	ö ýû	÷� �÷� � øùúÿûùö� � û�û� û�� ÷� öù Ω �ö 	öùûý÷ H(Ω)� ö� 	öúÿ�
H(Ω) := {f : Ω → C|f ö� � û �û� û�� ÷ öù Ω}.

�ÁÀ¾� ÁÃ �Ç¾ Ã½ f ¾Ã æ¾â½çÅèã¾ ¾¿ z0 ¾¿ÀÁ¿Â¾Ã
f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(z − z0),

æÁ¿æ¾
ĺım
h→0

o(h)

h
= 0.

�¿ �ÅâÀ½ÂÇãÅâ é Ã½ f ¾Ã æ¾â½çÅèã¾ ¾¿ z0 ¾¿ÀÁ¿Â¾Ã f ¾Ã ÂÁ¿À½¿ÇÅ ¾¿ z0
»

¼Ç�Á¿äÅ� ÁÃ �Ç¾ f = u + iv : Ω ⊆ C → C ¾Ã æ¾â½çÅèã¾ ¾¿ z0 = x0 + iy0 ∈ Ω
» � ÂÁ¿À½¿ÇÅÂ½È¿ â¾ãÅÂ½Á¿Åâ¾� ÁÃãÅ æ¾â½çÅæÅ f ′(z0) ÂÁ¿ ãÅÃ æ¾â½çÅæÅÃ �ÅâÂ½Åã¾Ã æ¾ u = u(x, y) Ä v = v(x, y) ¾¿ (x0, y0)

» �Á� ¾¿Â¾� ÁÃ �Áâ ÀÁ� Åâ
z = z0 + h é ÂÁ¿ h ∈ R

» �¾¿¾� ÁÃ ¾¿ÀÁ¿Â¾Ã �Ç¾
f(z) − f(z0)

z − z0
=

f(z0 + h) − f(z0)

h

=
u(x0 + h, y0) + iv(x0 + h, y0)

h
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

h
.

�Ç¾äÁ
f(z) − f(z0)

z − z0
=

u(x0 + h, y0) − u(x0, y0)

h
+ i

v(x0 + h, y0) − v(x0, y0)

h
.

¼¾ À¾¿æâ� ¾¿ �ÅâÀ½ÂÇãÅâ �Ç¾
f ′(z0) = ĺım

h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

� ¾ã � ½Ã� Á � ÁæÁ é ¾Ã �ÁÃ½èã¾ â¾� ¾À½â Ç¿ Å¿� ã½Ã½Ã Ã½� ½ãÅâ Åã Å¿À¾â½Áâ �ÅâÅ z = z0 + ih ÂÁ¿ h ∈ R
» �¿ ÀÅã ÂÅÃÁÀ¾¿æâ¾� ÁÃ

f(z) − f(z0)

z − z0
=

f(z0 + ih) − f(z0)

ih

=
u(x0, y0 + h) + iv(x0, y0 + h)

ih
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

ih

=
−iu(x0, y0 + h) + v(x0, y0 + h)

h
− −iu(x0, y0) + v(x0, y0)

h
.
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34 56754
f(z) − f(z0)

z − z0
=

v(x0, y0 + h) − v(x0, y0)

h
− i

u(x0, y0 + h) − u(x0, y0)

h
.

89: ;
f ′(z0) = ĺım

h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=

∂v

∂y
(x0, y0) − i

∂u

∂y
(x0, y0)

<6= >7?@?5A5 54B B:C ?D4 47 BA 54E7?@?F7 54 54=?GA5A ; 54H 4 @>CIB?=94 BA ?J>AB5A5 54 BA9 569 4KI=49?6749 =4@?L7
@AB@>BA5A9 IA=A

f ′(z0) M 34 49D4 C656 ; ?J>ABA756 BA9 IA=D49 =4AB 4 ?C AJ?7A=?A 94 6HD?474

(CNR)





∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0),

O>4 94 @676 @47 @6C6 BA9 PQRSTPTQRUV SU WXYPZ[\] TU^ XRRM _AH4 94`ABA= O>4 49D4 549A==6BB6 9FB6 A94J>=A O>4 49DA9@675?@?6749 967 74@49A=?A9 IA=A BA 4K ?9D47@?A 54 BA 54=?GA5A 54
f
47

z0. a4=4C69 A @67D?7>A@?F7 O>4 47 =4AB?5A5
49DA9 ?J>AB5A549 =49>BDA7 94= @675?@?6749 bcdcefghfe i ejkdhcblce IA=A BA 54=?GAH?B?5A5 54 >7A m>7@?F7 47 >7
I>7D6 M <A=A 4BB6 ; 76D4C69 O>4 ; 54 C A74=A 4O>?GAB47D4 ; f 49 54=?GAHB4 47

z0

9? 4K ?9D4 ABJn7 @6CIB4o 6
f ′(z0) = a+ibDAB O>4

ĺım
z→z0

|f(z) − f(z0) − (a + ib)(z − z0)|
|z − z0|

= 0.

pKI=49A756 4B I=65>@D6
(a + ib)(z − z0)

47 m6=C A CAD=?@?AB @6C6
(

a −b
b a

)(
x − x0

y − y0

)
,

G4C69 O>4 BA 54=?GAH?B?5A5 54
f
47

z0
4O>?GAB4 A

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

∥∥∥∥
(

u(x, y)
v(x, y)

)
−
(

u(x0, y0)
v(x0, y0)

)
−
(

a −b
b a

)(
x − x0

y − y0

)∥∥∥∥
∥∥∥∥
(

x − x0

y − y0

)∥∥∥∥
= 0,

B6 O>4 I=>4HA 4B 9?J>?47D4 =49>BDA56 Mqcrgcsf t ut uvu wRX x YRPTyR SU zX{TX|}U PQ^~ }U� X
f : Ω ⊆ C → C

UV SU{TzX|}U UR
z0 ∈ Ω

VVT UV �{�PZ U�\SU{TzX|}U
UR

(x0, y0)
PQ^ Q x YRPTyR SU

R2
UR

R2
[ XSU^ �V VU VX�TVx XPUR }XV PQRSTPTQRUV SU WXYPZ[\] TU^ XRR

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)

�R �X} PXVQ�
f ′(z0) =

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

�� cs��re t ut uvu
�M _679?54=4C69

f(z) = z2 = x2 − y2 + 2ixy.�A9 m>7@?6749
u(x, y) = x2 − y2 � v(x, y) = 2xy

967 ��=L@�4D�N54=?GAHB49 47 D656
R2

I>49 D65A9 9>9
54=?GA5A9 IA=@?AB49 967 @67D?7>A9 47

R2 M � �9 An7 ; 49 5?=4@D6 G4=?E@A= O>4 94 @>CIB47 BA9 @675?@?6749 54
_A>@��N� ?4C A77 47 D656

R2 �
∂u
∂x = 2x = ∂v

∂y ,
∂u
∂y = −2y = − ∂v

∂x .�>4J6
f ′(z0) = 2x0 + i2y0 = 2z0.
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© ª «¬
f(z) = z3 = (x3 − 3y2x, 3x2y − y3).

®¯¬°± ¬²³¬ ´µ¶ ·¯¸¹º»¼ ½¬± ²² ¾
∂u
∂x = 3(x2 − y2) = ∂v

∂y ,
∂u
∂y = −6xy = − ∂v

∂x .

¿¯¬Àµ
f ′(z0) = 3(x2

0 − y2
0) + i6x0y0 = 3z2

0 .

Á ª Âµ±¬±µÃ ¹µ¶
f(z) = zk,

¸µ²
k > 0

¯² ¬²³¬¶µ ÄÅ µ ª Æ¬¶¬±µÃ ´µ¶ Ç¬Ä²½¸½È² É¯¬

f ′(z0) = kzk−1
0 .

Ê² ¬Ë¬¸³µ Ì

|(z0 + h)k − zk
0 − kzk−1

0 h| =

∣∣∣∣∣
k∑

l=2

(
k

l

)
zk−l
0 hl

∣∣∣∣∣

= |h2|

∣∣∣∣∣∣

k−2∑

j=0

(
k

j + 2

)
zk−2−j
0 hj

∣∣∣∣∣∣

≤ |h|2
k−2∑

j=0

k!

(j + 2)!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j |h|j

≤ |h|2k(k − 1)

k−2∑

j=0

(k − 2)!

j!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j |h|j

= |h|2k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2.

¿¯¬Àµ
∣∣∣∣
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

∣∣∣∣ ≤ |h| · k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2 → 0.

¿Ã ¶¬ÀÍÃ ¯Ã¯Í¬Ã ´¶ Í Ç¬¶½°¸½È² Ç¬ Ã¯± Ã Ì ´¶µ Ç¯¸³µÃ Ì ¸¯µ ¸½¬²³¬Ã Ì ´ µ²Ç¬¶¸½È² ´µ¶ ¬Ã¸Í¶ º ¸µ±´µÃ½¸½È²
Ç¬ Ë¯²¸½µ²¬Ã Ãµ² °ÎÍ½ÇÃ ª Ï ¸µ²³½²¯¸½È² ¬²¯²¸½±µÃ ¬Ã³Ã ´¶µ´½¬ÇÇ¬Ã Ì ¸¯ºÃ Ç¬±µÃ³¶¸½µ²¬Ã É¯¬Ç² ¸µ±µ
¬Å ¬¶¸½¸½µ Í Í¬¸³µ¶ ª

Ð ÑÒ Ñ ÓÔÕÖ ×ØÙÚÙØÛ ÜÝÛ×ÞÚÛ ÙØ ßÚ ÙØÔ×àÚÙÚ ÞÕáÖßØâ Ú

ãäåæçè éä éäêëìçíëîï ð

�ª «¬²
f, g : Ω → C

ÇµÃ Ë¯²¸½µ²¬Ã Ç¬¶½°ñÍ¬Ã ¬²
z0

º Ã¬
α ∈ C

Ì ¬²³µ²¸¬Ã Í Ë¯²¸½È²
h = αf + g

³±ñ½ò² ¬Ã
Ç¬¶½°ñÍ¬ ¬²

z0
º Ã¬ ³½¬²¬

h′(z0) = (αf + g)′(z0) = αf ′(z0) + g′(z0).

© ª «½
f, g : Ω → C

Ãµ² Ç¬¶½°ñÍ¬Ã ¬²
z0

¬²³µ²¸¬Ã ¬Í ´¶µÇ¯¸³µ
fg

¬Ã Ç¬¶½°ñÍ¬ ¬²
z0

º Ã¬ ³½¬²¬

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g
′(z0).
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þ ÿ ��
f, g : Ω → C ��� �����	
��� �� z0 ��� g(z0) 6= 0 ������� �� ��� ����� f/g �� �����	
�� �� z0 � �� ����

(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0) − f(z0)g
′(z0)

g(z0)2
.

� ÿ ��
f : Ω → C �� �����	
�� �� z0 � g : D → C �� �����	
�� �� f(z0) ∈ D ������� �	 ����������� g ◦ f �������	
�� �� z0 � �� ����

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) · f ′(z0).

�� �	�����	� � ��� ������� ��
p(z) = c0 + c1z + . . . + ckzk

�� ��������� �� C ���
p′(z0) = c1 + 2c2z0 + . . . kckzk−1.��� ��	�� ��� �

f(z) =
1

zk

�� ��������	 �� C \ {0} ���
f ′(z0) = − k

zk+1
0

, ∀z0 6= 0.

��� ��	 �	�� � �� ������� ��� �� f ≡ C ��� C ∈ C ��	 ����	�� ������� f ′ ≡ 0
ÿ �	�	 �	 ������� �	 �� ���� �

���� � !"!#$ % &' &(& ) *+
f : Ω ⊆ C → C ,-+ . ,-/01- 2 3435 36. + /3- Ω ,- /3-7 ,-83 +90*683 : /3-*; 3 < 36 /+5 0-3= >) 0 f ′ ≡ 0

*- Ω
*-83-/*= f

*= /3-=8+-8* *- Ω >
? *5 3=86+/01- ÿ ��	 f = u + iv ∈ H(Ω) 	� ��� f ′ ≡ 0 �� Ω

ÿ ��� @	����AB ��� 	�� � �� ����
∀(x, y) ∈ Ω,

∂u

∂x
(x, y) =

∂u

∂y
(x, y) =

∂v

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) = 0.

@��� Ω �� ����C� ��� �	� ���� � �� ������ ��� �C ���� ��� ����	��� ��	��� C1 � C2 	��� ��� u ≡ C1 � v ≡ C2 �� �� �����������	 f ≡ C1 + iC2 �� Ω
ÿ

2

D������ ��� ��	 ������� ��������	 F : Ω → C �� ��	 < 605 080E+ �� f : Ω → C ��
∀z ∈ Ω, F ′(z) = f(z).

F���GH�!� % &' &(& ) *+- F,G ∈ H(Ω) I3= < 605 080E+= I* ,-+ . ,-/01- f : Ω ⊆ C → CJ I3-I* Ω
*= ,- +90*683/3-*; 3 < 36 /+5 0-3= > K -83-/*= *; 0=8* ,-+ /3-=8+-8* C ∈ C 8+4 L,* < +6+ 83I3 z ∈ ΩJ F (z) = G(z) + C >

? *5 3=86+/01- ÿ M	�	 	����	� �	 ����������� N ÿþ ÿý 	 �	 ������� H = F − G
ÿ

2

O PQ P RS TUVWVWXY
ýÿ �	�	 �	� ��Z� ����� ��������� � ����� ��� 	�����	� ��� ��� ��������	� �� ��� C � �	��� �� �� �����	�	 �

+[
f(z) = z

ÿ
9[

f(z) = ex(cos y − i sen y) � z = x + iy
ÿ

/[ f(z) = e−x(cos y − i sen y) � z = x + iy
ÿ

I [ f(z) = (z3 + 1)e−y(cos x + i sen x) � z = x + iy
ÿ



\] ^_`abcde f g ^eh bih cij_j k jlmi n_^ioh
] p qr stu

f : Ω ⊆ C → R
p v wxty t zxt {|

f
t{ }|~twt��|uy �t t�

z0 ∈ Ω �t� t� {t��|}� �����t� �r t�����t{
f ′(z0) = 0

p
�r stu�

Ω ⊆ C
x� uy|tw�� ���t�� ��w �u� |��{ �

f : Ω → C
x�u ~x��|�� ������w~u p v wxty t zxt {| |f | t{���{�u��t t�

Ω
t�����t{

f
�u�y|�� t{ ���{�u��t p ��}|�u�|�� � ���{|}twt |f |2 p

� p qr stu�
u, v : Ω ⊆ R2 → R

p v wxty t zxt {|
u + iv

�
v + iu

{�� ������w~u{ t�
Ω

���� {xy ����x��� }t
C �t�����t{

u + iv
t{ ���{�u��t p

�r stu
z0 ∈ C

� }t��u��{
f(z) = (z − z0)|z − z0| � z ∈ C

p v wxty t zxt
f

t{ }|~twt��|uy�t {��� t�
z0

p
� p �t��u��{ ��{ �� twu}�wt{ }|~twt��|u�t{ ∂

∂z

� ∂

∂z

�t}|u��t �u{ ~�w�x�u{

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

qr vwxty t zxt
f = u + iv

{u�|{~u�t �u{ t�xu�|��t{ }t �ux����� |t� u�� {| � {��� {| ∂f

∂z
= 0

p
�r s|

f ∈ H(Ω) � �xt{�wt zxt ∀z ∈ Ω � f ′(z) =
∂f

∂z
(z)

p
�r ����|�|�t t� ��w� |��{ }t

u
�

v
u zx� ��wwt{���}t �u t�xu�|�� ∂2f

∂z∂z
= 0

p
� r �u}u x�u ~x��|��

f = u + iv
���

u
�

v
}t ��u{t

C2 � {t }t��t t� �u��u�|u�� }t
f

�t}|u��t
∆f = ∆u + i∆v,

� {|
∆f = 0

t�
Ω

t�����t{ {t }|�t zxt
f

t{ uw���|�u t�
Ω

p �t}x��u zxt {|
f ∈ H(Ω)

t�����t{
f

t{uw���|�u t�
Ω

p v wxty t zxt
f ∈ H(Ω)

{| � {��� {|
f(z)

�
zf(z)

{�� uw���|�u{ t�
Ω

p
� p stu�

u(x, y)
�

v(x, y)
}�{ ~x��|��t{ }t ��u{t

C1 t�
R2 p ���{|}twt ��{ �u���{ t�

R3 }t��|}�{ ��w
~w(x, y, z) =

u(x, y)̂ı + v(x, y)̂
�

~w1(x, y, z) = v(x, y)̂ı − u(x, y)̂
p

�|r v wxty t zxt
~w

�
~w1

{�� ���{tw�u�|��{ {| � {��� {|
u

�
v

{u�|{~u�t� �u{ ���}|�|��t{ }t �ux����� |t� u�� �t� �x�� �u{� }t�|� �{ zxt
u

�
v

{�� ~x��|��t{ ���  ¡¢ q�q£p
�||r vwxty t zxt {|

u(x, y)
�

v(x, y)
{�� ����x¤u}u{ � }t ��u{t

C2 t�����t{
∆u = ∆v = 0 �}t�|��{ zxt

u
�

v
{�� q¥¦ §�¨�q£r � u}t�©{ ∇u · ∇v = 0

p
�|||r vwxty t zxt {|

u(x, y)
t{ uw���|�u t�����t{ t�|{�t x�u ~x��|��

v(x, y)
���� x¤u}u }t

u
p ��}|�u�|�� � ���tzxt �� u��tw|�w t{ tzx|�u�t��t u �w�yuw zxt x� �|tw�� �u��� t{ ���{tw�u�|�� p

ª p stu
f : Ω ⊆ C → C

p sx���¤u��{ zxt t� ���w}t�u}u{ �uw�t{|u�u{
z = x + iy � f(z) = û(x, y) + iv̂(x, y) � �zxt t� ���w}t�u}u{ ���uwt{

z = reiθ � f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ)
���

u
�

v
}|~twt��|uy�t{ p

«tw|�zxt zxt
u(r, θ) = û(r cos θ, r sen θ)

�
v(r, θ) = v̂(r cos θ, r sen θ) � � �wxty t zxt

f
t{ ������w~u t�

Ω
{|� {��� {|





1

r

∂v

∂θ
=

∂u

∂r

1

r

∂u

∂θ
= −∂v

∂r�{�u{ {t ���� �t� ���� �u{ t�xu�|��t{ }t �ux����� |t� u�� t� ���w}t�u}u{ ���uwt{ p «tw|�zxt zxt }t �t�tw{tt{�u{ ���}|�|��t{ t�����t{
f ′(z) =

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
e−iθ, z = reiθ.
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ÂÃÄÅÆ ÇÈÆÉÅ ÊËÃ ÌÍÆ ÎËÏÐÈÅÏÃÆ ÍÌÑÃÒÓÍÈÐÍÆ Ô ÃÏÉÃÏÕÈÕÍÆ ÐÅÄÅ ÆËÄÍÆ Ö×ÏÈÉÍÆØ Ô ÙÓÅÕËÐÉÅÆ Ô ÐËÅ ÐÈÃÏÉÃÆ Ú ÙÅÉÃÏÐÈÍÆÕÃ ÙÅÌÈÏÅÄ ÈÅÆ ÃÏ
z
Ô ÆÅÏ ÎËÏÐÈÅÏÃÆ ÛÅÌÅÄÅÓÎÍÆ ÃÏ ÉÅÕÅ

C Ü ÝÏ ÃÆÉÃ ÐÍÙÞÉËÌÅ ÃßÉÃÏÕÃÓÃÄÅÆ ÇÍÓÈÍÆ ÎËÏÐÈÅÏÃÆ àáâãäåæçèåæàåã ÕÃ ËÏÍ ÇÍÓÈÍÒÌÃ ÓÃÍÌ ÍÌ ÙÌÍÏÅ ÐÅÄÙÌÃé Å ËÉÈÌÈêÍÏÕÅ ÆËÆ ÃßÙÓÃÆÈÅÏÃÆ ÃÏ ÆÃÓÈÃÆ ÕÃ ÙÅÉÃÏÐÈÍÆ Ô ÅÒÉÃÏÈÃÏÕÅ ÍÆÞÏËÃÇÍÆ ÎËÏÐÈÅÏÃÆ ÛÅÌÅÄÅÓÎÍÆ Ü
ë ìíì î ïðñòóòôñïõ ö ÷øô÷ òïùúùïõ ûüõòóúõ
ýÃÍ

(ck)k≥0 ⊆ C
ËÏÍ ÆËÐÃÆÈþÏ ÕÃ ÏÿÄÃÓÅÆ ÐÅÄÙÌÃé ÅÆ Ú

a ∈ C
ËÏ ÙËÏÉÅ ÕÍÕÅ Ü � ÍÕÅ

z ∈ C
ÕÃ×ÏÈÄÅÆ ÌÍ ÆËÄ ÍÙÍÓÐÈÍÌ

SN (z) =
N∑

k=0

ck(z − a)k.

������� � �	�	� 
 åâ
R = 1/ ĺım sup

k→∞
k
√
|ck|,

ä�æ �â ä�æåæä��æ
1/0 = ∞ � � æà�æäåã

�� SN (z)
ä�æåá� å ã � |z − a| < R � è�åá� å ã� |z − a| > R. � � æ�� åá�

R
ãå �å � �â� â ÓÍÕÈÅ ÕÃ ÐÅÏÇÃÓÑÃÏÐÈÍ èå�â ãåá �å �

� � �â ãåá�å
S(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k åã � ���� �á� â åæ
D(a,R) = {z ∈ C : |z − a| < R} ä�æ

S′(z) =

∞∑

k=1

kck(z − a)k−1.

� å��ãàáâä��æÜ ýËÙÅÏÑÍÄÅÆ ÙÍÓÍ ÆÈÄÙÌÈ×ÐÍÓ ÊËÃ
a = 0

Ô ÃÌ ÐÍÆÅ ÑÃÏÃÓÍÌ ÆÃ ÛÍÐÃ ÈÑËÍÌ Ü �ÃÏÃÄÅÆ ÊËÃ �
ýÈ |z| < R ⇒ k

√
|ck||z| ≤ ε < 1

ÙÍÓÍ ÉÅÕÅ
k

ÆË×ÐÈÃÏÉÃÄ ÃÏÉÃ ÑÓÍÏÕÃ Ô ÌËÃÑÅ

|SN+m(z) − SN (z)| ≤
N+m∑

k=N+1

|ck||z|k

≤
∞∑

k=N+1

( k
√

|ck||z|︸ ︷︷ ︸
≤ε

)k

≤ εN+1

1 − ε
→ 0

ÐËÍÏÕÅ
N → ∞.

� 



!" #$%&'()* + , - (. #/*.01 0. 102/0 30 % *'0. #/$1
45678 9 {SN (z)} 6: ;6 <=5>?@ 6A

C
9 @ B8C D8 E=AE8 6: >8AF6C76AE6 G

H5B8A7=I8: J56 |z| > R
G K8C 5A= B=CE6 9 E6A6I8: J56

|SN (z) − SN−1(z)| = |cN ||z|N .

HL
SN (z)

>8AF6C76 6AE8A>6: A6>6:=CL=I 6AE6 |SN (z) − SN−1(z)| → 0
G M :>8N =I8: 5A= :5O:5>6:LPA

Nk
E=DJ56

Nk

√
|cNk

| → 1/R.MA B=CEL>5D=C 9 ;=;8
ε > 0

:6 E6A;CQ J56 B=C= E8;8
k

:5R>L6AE6I 6AE6 7C=A;6
Nk

√
|cNk

| > 1/(R + ε),

@ 6A >8A:6>56A>L=
|cNk

||z|Nk > [|z|/(R + ε)]Nk .M:>87L6A;8
ε > 0

E=D J56
R + ε < |z| S6:E8 6: B8:LOD6 B56: ?6I8: :5B56:E8 J56 |z| > RT 9 :6 ;6;5>6 J56

|cNk
||z|Nk > θNk

>8A
θ > 1.

45678 9 |SNk
(z) − SNk−1(z)| ≥ θNk → ∞ 9 @ B8C D8 E=AE8

SN (z)
A8 >8AF6C76 G

U6I8:EC6I8: =?8C= J56 D= :6CL6
S(z)

6: ;6CLF=OD6 EVCI LA8 = EVCI LA8 E=D >8I8 :6 6:E=OD6>6 6A 6D 6A5A>L=;8 G<8I6A>6I8: B8C A8E=C J56 >8I8
ĺım supk

k−1
√

k|ck| = ĺım supk
k
√

|ck|
9 6AE8A>6: =IO=: :6CL6: EL6A6A 6D I L:I8C=;L8 ;6 >8AF6C76A>L= G H6=

z0 ∈ D(0, R)
@

h ∈ C
B6J56W8 ;6 I8;8 E=D J56 |z0| + |h| ≤ R − ε.

MAE8A>6:
∣∣∣∣∣
S(z0 + h) − S(z0)

h
−

∞∑

k=1

kckzk−1
0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=2

ck

[
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

]∣∣∣∣∣

≤ |h|
∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(|z0| + |h|)k−2

≤ |h| ·
[ ∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(R − ε)k−2

]

︸ ︷︷ ︸>8AF6C76AE6 = 5A
M<+∞

= M |h| → 0
>5=A;8

h → 0.

2

XYZ[\]^_`ab c HL |z − a| = R
6AE8A>6: B56;6 8 A8 ?=O6C >8AF6C76A>L= 9 D8 J56 ;6B 6A;6CQ ;6 >=;= :6CL6 6AB=CEL>5D=C G

de\ef^\`e g chchc i jk l mjn olpqrorlp sn qsm tslusv j jptsurluw mj nsurs

S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − a)k,

trsp s qsurxjqjn qs tlqln mln yuqspsn sp
D(a,R)

w ml z{s snour|rv ln
S ∈ C∞(D(a,R))

w } v ~n j�p

∀n ∈ N, S(n)(z) =

∞∑

k=n

k(k − 1) · · · (k − n + 1)ck(z − a)k−n.

�p �jutro{mjuw
∀k ∈ N, ck =

S(k)(a)

k!
.



� �� � � ������� �� � �� ������ �� ����� �� � ���� ���� ��
� �� � �� ���� ¡ ¢� £¤¥¦§ ¥�¡ �¥ ¡�¨§� ¢� �  ©�¥¦§ª¡
« ¬ ¬®¬ ¯° ±²³´µ¶³ ·¸¹º³·³´µ°»
¼½¾¿ÀÁÂÃ ÄÅ ½ÆÇÂ¿½¿ÈÀÅÄ ÈÂÁÇÄ½É Å Ê½

z ∈ C
Á½ÊÀÅ¿Ë½ ÄÅ Ã½ÌÀ½ Ê½ ÇÂË½¿ÈÀÅÃ

exp(z) =
∞∑

k=0

zk

k!
.

ÍÄ ÌÅÊÀÂ Ê½ ÈÂ¿Î½ÌÏ½¿ÈÀÅ Ê½ ½ÃËÅ Ã½ÌÀ½ ½Ã

R = 1/ ĺım
k→∞

k

√
1

k!
= 1/0 = ∞,

Ê½ ÁÂÊÂ ÐÑ½ ÄÅ ½ÆÇÂ¿½¿ÈÀÅÄ ÐÑ½ÊÅ ÒÀ½¿ Ê½¾¿ÀÊÅ ÇÅÌÅ ËÂÊÂ
z ∈ C Ó ½Ã Ê½ÈÀÌ

exp : C → C.

Ô½ÅÁÂÃ ÅÄÏÑ¿ÅÃ ÇÌÂÇÀ½ÊÅÊ½Ã ÒÕÃÀÈÅÃ Ê½ ÄÅ ÖÑ¿ÈÀ×¿ ½ÆÇÂ¿½¿ÈÀÅÄ Ø
ÙÚÛÜ ÝÞßàßÞá â

∀x ∈ R Ó exp(x) = ex Ø
∀y ∈ R Ó exp(iy) = cos y + i sen y

Ø
Í¿ ½Ö½ÈËÂ Ó Ê½ÃÅÌÌÂÄÄÅ¿ÊÂ ÄÅ Ã½ÌÀ½ Ê½ ÇÂË½¿ÈÀÅÃ ½ ÀÊ½¿ËÀ¾ÈÅ¿ÊÂ ÃÑÃ ÇÅÌË½Ã Ì½ÅÄ ½ ÀÁ ÅÏÀ¿ÅÌÀÅ Ã½ ÂÒËÀ½¿½

exp(iy) =

∞∑

k=0

(iy)k

k!

= [1 − y2

2!
+

y4

4!
− y6

6!
+ . . .] + i[y − y3

3!
+

y5

5!
− y7

7!
+ . . .]

= cos y + i sen y.

∀z1, z2 ∈ C Ó exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)
Ø

Í¿ ½Ö½ÈËÂ Ó
exp(z1 + z2) =

∞∑

k=0

(z1 + z2)
k

k!

=

∞∑

k=0

1

k!

k∑

j=0

(
k

j

)
zk−j
1 zj

2 =

∞∑

k=0

k∑

j=0

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!

=
∞∑

j=0

∞∑

k=j

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!
= exp(z1) exp(z2).

∀x, y ∈ R Ó
exp(x + iy) = ex(cos y + i sen y).

∀z0 ∈ C Ó exp′(z0) = exp(z0)
ØÍÉ ½ÌÈÀÈÀÂ ã Î½ÌÀ¾ÈÅÌÄÂ ÑÃÅ¿ÊÂ äÅÑÈåæçè À½Á Å¿¿ Ø

∀z ∈ C Ó exp(z) = exp(z + 2kπi) Ó ½Ã Ê½ÈÀÌ
exp(·) ½Ã

2πi
çÇ ½ÌÀ×ÊÀÈÅ Ø

exp(·) ¿Â ËÀ½¿½ È½ÌÂÃ é Á ÕÃ Åê¿ Ó ÃÀ z ∈ C
½Ã ËÅÄ ÐÑ½

z = x + iy,
½¿ËÂ¿È½Ã | exp(z)| = ex 6= 0 ∀x ∈ R

Ø
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þ ÿ� ÿ� ÿ ��������� 	�
 ��������
��� ��� ������� �� ������� ��� ������� ! �  ��" # �����$ ��# ����� ��# � #�� % #�� &�� �$'���� �� ��� ��$��'��
� "���( � �� "���$� #�" ���$ � � " #� ������ ��# ����� ��# &�� �$'�����# �� ��� ��$��'�� $��� )

* � +,-./, 0 12 .34561+, �# �� ������� & � " $�� ��
C

cosh : C → C

������� � $
cosh(z) =

exp(z) + exp(−z)

2

= 1 +
z2

2!
+

z4

4!
+

z6

6!
+ . . .

= cosh(x) cos y + i senh(x) sen y.

*� -./, 0 12 .34561+, �# �� ������� & � " $�� ��
C

senh : C → C

������� � $
senh(z) =

exp(z) − exp(−z)

2

= z +
z3

3!
+

z5

5!
+

z7

7!
+ . . .

= senh(x) cos y + i cosh(x) sen y.

789: ;<=>=<? @

cosh(−z) = cosh(z) A������� ��$B )
senh(−z) = − senh(z) A������� �"��$B )
C"'�# # �

2πiD� �$������# )
cosh′(z) = senh(z)

)
senh′(z) = cosh(z)

)
cosh2(z) − senh2(z) = 1

)
cosh(z) = 0 ⇔ z = (π

2 + kπ)i
!
k ∈ Z

)
senh(z) = 0 ⇔ z = kπi

!
k ∈ Z

)

þ ÿ� ÿþ ÿ ��������� E��F���GHE�����
I $ ���� JK� � � �� ��# $��� ! ��# ����� ��# L$�J � " ML$���# � #�� % #�� �� ��� ��$��'�� � "���( � #� ������ �
��$L�$ �� #�# #�$��# �� � L�����#N

* � +,-./, �# �� ������� & � " $�� ��
C

cos : C → COPQR RSTUSR VS WXYSZ[UQR VS\ RSZX ] VS\ [XRSZX YUSZSZ Q^_QR TQVUX VS [XZ`STaSZ[UQ UabQ\ Q UZcZUYX d



e fg f h ihjklmn oh p qr stmrhn hr nhuth oh k mvhr stwn xy
z{|}~z� ���

cos(z) = 1 − z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ . . .

=
exp(iz) + exp(−iz)

2
= cosh(iz)

= cosh(y) cos x − i senh(y) sen x.

�� ���� {� �� ��}�~�} ��������� {}
C

sen : C → Cz{|}~z� ���
sen(z) = z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ . . .

=
exp(iz) − exp(−iz)

2i

=
1

i
senh(iz)

= cosh(y) sen x + i senh(y) cos x.

���� ������� �

cos(−z) = cos(z) ���}�~�} ���� �
sen(−z) = − sen(z) ���}�~�} ~����� �
����� ��}

2π�� {�~�z~��� �
cos′(z) = − sen(z)

�
sen′(z) = cos(z)  
cos2(z) + sen2(z) = 1

�
cos(z) = 0 ⇔ z = (π

2 + kπ)   k ∈ Z
�

sen(z) = 0 ⇔ z = kπ   k ∈ Z
�

¡ ¢£ ¢¤ ¢ ¥¦§¨©ª§ «¬®¯©°±¬
��}²�{ }�� ³��´��µ� z{|}~� �� ��}�~�} ��³��~´� � z{ �} }¶�{�� �����{· �

log(z)
�~���{� {}´{ ���� �� ��}�~�}

~}¸{��� z{
exp(z)   ��¹ z�� ~}��}¸{}~{}´{� ²�{ }�� �� ~��~z{} º

x�
exp(z)

}� {� {�~¹{�´~¸� ��{�
exp(z) 6= 0

���� ´�z�
z ∈ C

�
» �

exp(z)
}� {� ~}¹{�´~¸� ��{� {�

2πi�� {�~�z~�� �
¼� ��~� {�� z~|���´�z {� �~���{ z{ �{���¸{� ��{� ���´� �{�´�~}³~� {� z�� ~}~� z{� ��³��~´� � �� ��}³� z{ �� {½���}{}�~��   {�´� {�   C \ {0} � ��}²�{ {� �{³�}z� ~}��}¸{}~{}´{ {� � ¾� z{�~��z�   ¸{�{��� � ��}´~}���~�} ²�{ �µ {�
���~��{ z{|}~�

log : C \ {0} → Cz{ ��z� ´�� ²�{ �{ ´{}³� �� ����~{z�z
∀z ∈ C \ {0}, exp(log(z)) = z.



¿À ÁÂÃÄÅÆÇÈ É Ê Ë ÆÌ ÁÍÈÌÎÏ ÎÌ ÏÎÐÍÎ ÑÎ Ã ÈÅÎÌ ÁÍÂÏ
ÒÓ ÔÕÔÖ×Ø Ù ÚÔÛ

z = reiθ ÖØÓ
r = |z| > 0 ÜÔ ÝØÜØ ÞßÔ

z ∈ C \ {0} à áÛâÛ âÔÚØãäÔâ ãÛ ÔÖßÛÖåæÓ
exp(w) = z×ØÝ ÔÝØÚ

w = x + iy ÜÔ ÝØÜØ ÞßÔ
exp(w) = exeiy Ù ç ÛÚè ãÛ ÔÖßÛÖåæÓ

exeiy = reiθ ×åÔÓÔ ÖØÝØ ÚØãßÖåæÓ
x = ln r

Ù
y = θ(mod 2π) à éßÔêØ Ù Ôã ÖØÓë ßÓ×Ø ÚØãßÖåæÓ ÔÚ×ì ÜÛÜØ íØâ {ln |z|+ i(arg z + 2kπ)|k ∈ Z} Ù ÜØÓÜÔ arg z ∈ (−π, π]ÔÚ Ôã äÛãØâ íâåÓÖåíÛã ÜÔã ÛâêßÝ ÔÓ×Ø ÜÔ z ÜÔîÓåÜØ ÔÓ ãÛ ÚÔÖÖåæÓ ¿àï à
ð Úè Ù íÛâÛ ÖÛÜÛ k ∈ Z

×ÔÓÔÝØÚ ãÛ ÜÔ×ÔâÝ åÓÛÖåæÓ
kñòÚåÝ Û ÜÔ ãÛ ÕßÓÖåæÓ ãØêÛâå×Ý Ø

logk : C \ {0} → C ÜÔîÓåÜÛ íØâ
logk(z) = ln |z| + i(arg z + 2kπ). éÛ óôõôö÷ øùúûøüù ý öøù ûøý úþ ÜÔã ãØêÛâå×Ý Ø ÖØÝíãÔë Ø ÔÚ ãÛ ÕßÓÖåæÓ

log : C \ {0} → C

ÜÔîÓåÜÛ íØâ
log(z) = ln |z| + i arg z.

ÿØÝØ ãÛ ÕßÓÖåæÓ
arg z

ÔÚ ÜåÚÖØÓ×åÓßÛ ÔÓ
R−

íßÔÚ íÛÚÛ ÜÔ −π
Û

π
Ù ÓØ íØÜÔÝØÚ ÔÚí ÔâÛâ ÞßÔ

log(z)
ÚÔÛ �ØãØÝØâÕÛ

ÔÓ ×ØÜØ C \ {0} à
� ��� ������	 


exp(log(z)) = eln |z|earg z = z.

log(z1z2) = log(z1) + log(z2) (mod 2πi).

log(z)
ÔÚ ÜåÚÖØÓ×åÓßÛ ÔÓ

R− à
log(z)

ÔÚ �ØãØÝØâÕÛ ÔÓ
C \ R−

Ù ç Ý ìÚ Û�Ó
log′(z0) =

1

z0
.

ÒÓ ÔÕÔÖ×Ø Ù

log(z0 + h) − log(z0)

h
=

1

z0

log(1 + h
z0

)

( h
z0

)

=
1

z0

w

exp(w) − exp(0)
→ 1

z0

1

exp′(0)
=

1

z0

ÜØÓÜÔ w = log(1 + h
z0

) → 0
ÖßÛÓÜØ h → 0 à� ÔÚÛââØããØ ÔÓ ÚÔâåÔ ÔÓ ×ØâÓØ Û

a = 1 ÿØÝØ
1

z
=

∞∑

k=0

(1 − z)k Úå |z − 1| < 1

ÔÓ×ØÓÖÔÚ
log′(z) =

∞∑

k=0

(1 − z)k Úå |z − 1| < 1,

ç ÜÛÜØ ÞßÔ
log(1) = ln 1 + i0 = 0

Ù ÔÓ äåâ×ßÜ ÜÔã ÖØâØãÛâåØ � àï à¿ ÚÔ ×åÔÓÔ

log(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
(z − 1)k+1

ÚåÔÝíâÔ ÞßÔ |z − 1| < 1 à



� �� � � �� � �� �� �� ��
� ������  � �! ���"� �! #��!� �

z0 /∈ R− $%�& �
z0

z
=

∞∑

k=0

(1 − z

z0
)k

�"�& '�� ()� |z − z0| < |z0|
�!#�!*�� '��� #� +�

z
�!  � ,-./ -01021 ,-013 4 / -5 ,4. 60-7 +� *�!8 )!#�

D(z0, |z0|) \ R−
()� *�!#"�!� �

z0
�� #"�!�

log(z) = log(z0) +

∞∑

k=0

(−1)k

(k + 1)zk+1
0

(z − z0)
k+1.

9 :; :< : = >?@ A BC D EFG DH A
I� 240J 1021 K 6/ 15LMN6,4 ��  � O)!*"P! +�Q!"+� ' ��

tanh(z) =
senh(z)

cosh(z)()� ���) #� ��� R� �& ��O� �!
Ω = C \ {(π

2 + kπ)i : k ∈ Z}I� 240J 1021 ��  � O)!*"P! +�Q!"+� ' ��
tan(z) =

sen(z)

cos(z)()� ���) #� ��� R� �& ��O� �!
Ω = C \ {π

2 + kπ : k ∈ Z} S� �+�
α ∈ C T � U4N-5 / 560 ,6/ 4N V1 N4 W X0,6M0 / -210,64 ��#Y +�+� ' ��

zλ = exp(λ log(z)),� *)� �� )!� O)!*"P! R� �& ��O� �!
Ω = C \ R− S Z ! *��� '��#"*) �� "& ' ��#�!#� �� � [� �� '�"!*"'� +�  ���\] *)�+��+� $ √

z = z1/2 =
√
|z|ei arg(z/2).

^ _^ _ `a bc d edef g
�S h�i"�!+� ()�  � ���"�

S(z) =
∑

ck(z − z0)
k #"�!� ��+"� +� *�![��j�!*"�

R0 > 0 T +�#��& "!� � ��+"� +�*�![��j�!*"� +�  �� �"j)"�!#�� ���"�� +� ' �#�!*"�� $
∑

ck(z − z0)
2k,

∑
c2k(z − z0)

k,
∑

c2
k(z − z0)

k.

k S � �#��& "!�� � ��+"� +� *�![��j�!*"� +�  �� �"j)"�!#�� ���"�� +� ' �#�!*"�� l ��#)+"��  � *�![��j�!*"� *)�!+�
|z| = 1 $

∑
zk,

∑ zk

k
,
∑ zk

k2
.m S n�)�i � ()� $4o 1

z2 = 1 +
∞∑

k=1

(k + 1)(z + 1)k T *)�!+� |z + 1| < 1 S
Lo 1

z2 = 1
4 + 1

4

∞∑
k=1

(−1)k(k + 1)
(

z−2
2

)k T *)�!+� |z − 2| < 2 Sp S n�)�i � ()� $



qr stuv w xy z { | } x~ s� z~ � � � ~ �� ��� � � u z w� ~ s�t �
�� sen(iz) = i senh(z) � senh(iz) = i sen(z) �

cos(iz) = cosh(z) � cosh(iz) = cos(z) ��� sen(z) = sen(z) � cos(z) = cos(z) ��� ĺım
y→∞

e−y sen(x + iy) = 1
2 [senx + i cos x] �� � ĺım

y→∞
tan(x + iy) = i �� � � �� ������ ��� f(z) = exp(z2) + cos(z) �� ����� ���� � ��������� �� ����� �� ��������� �� �  �������� �� ����� S(z) =

∑∞
k=0 akzk ��� ak = 2 �� k �� ��� � ak = 1 �� k �� �� ��� � � ����� ��� �� ����� �����¡��¢����� R �� ���� ����� � ����£ � ��� ���� ���¡��¢� ���� |z| < R � ��¡��¢� ���� |z| ≥ R �  �� ����£ ���� ���� |z| < R �� �����

S(z) =
2 + z

1 − z2
.

¤ � � ��� λ ∈ C � ��¥��� �� pλ : C \ {0} → C � �������
pλ(z) = exp(λ log(z)), z 6= 0.¦�� § ������ ��� pi(i) = e−π/2 � ��� ���� �� �� k ∈ Z � pk(z) = zk �¦��� � ��� λ = α + iβ � ����£ � ��� ���� �� �� t > 0 ���� �

pλ(t) = tα[cos(β log t) + i sin(β log t)].¦���� � ���� λ, µ ∈ C � ¡���¥��� ��� pλ+µ(z) = pλ(z) · pµ(z) � ������ ��� ���� ¨� �� ��� ���� ����� pλ(z) ������� ���� � ����£ � ���
(pλ)′(z) = λpλ−1(z).©��� ª �� �� �� �������� « ����¥ �� ��� �� �����¬� pλ(z) �� ���� � �����¬� � ������� ¢���������� � ��� �� ������� ¨� ��� ���� ���� � �� zλ � ® �¯ � �� ¦�� �� ���£ ¬ ��� ii = e−π/2 �
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Γ ØÑ
C ØÙ ÚÑÛ ÜÚÝÞÛ ÝØßÚàÛÝ á âÝ ãÝâäâÙ áÛÝÛå ØãÝæäÛçÛ á âÝ ÚÑÛ èÚÑÜæéÑ ÜâÑãæÑÚÛ ê çæèØÝØÑÜæÛëàØ á âÝãÝâäâÙ γ : [a, b] → C ì íØ çæÜØ îÚØ Øà ÜÛå æÑâ Γ ØÙ ÒïððÓñ× Ùæ γ(a) = γ(b) ì òÑ ÛàßÚÑÛÙ â ÜÛÙæâÑØÙ ó çØÑâãÛÝØå âÙ á âÝ

γ∗ Û àÛ ÜÚÝÞÛ
Γ

Üâå â ÜâÑô ÚÑãâ æå ÛßØÑ çØ [a, b] ÞõÛ àÛ áÛÝÛå ØãÝæäÛÜæéÑ
γ ó ØÙ çØÜæÝ

γ∗ = γ([a, b]) = {γ(t) : a ≤ t ≤ b}.íØÛ
Ω ⊆ C ÚÑ ÜâÑô ÚÑãâ ÛëæØÝãâ ê

f : Ω → C ÚÑÛ èÚÑÜæéÑ ÜâÑãæÑÚÛ ì ö Ûçâ ÚÑ ÜÛå æÑâ Γ ⊆ Ω áÛÝÛå ØãÝæäÛçâ á âÝ
γ : [a, b] → Ω ó çØ÷Ñæå âÙ àÛ æÑãØßÝÛà Üâå áàØô Û çØ f ÙâëÝØ Γ

å ØçæÛÑãØ
∫

Γ

f(z)dz :=

b∫

a

f(γ(t))γ̇(t)dt.

øÚÛÑçâ Γ ØÙ ÚÑ ÜÛå æÑâ ÜØÝÝÛçâ ÙØ ÙÚØàØ ØÙÜÝæëæÝ ∮
f(z)dz,

áÛÝÛ çØÑâãÛÝ àÛ æÑãØßÝÛà çØ f ÙâëÝØ Γ ìù úÙ ØûáàõÜæãÛå ØÑãØ ó ãØÑØå âÙ îÚØ Ùæ γ(t) = x(t) + iy(t)
ê

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ó z = x + iy ó ØÑãâÑÜØÙ ÙØ ãæØÑØ
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẋ(t) − v(x(t), y(t))ẏ(t)]dt

+ i

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẏ(t) + v(x(t), y(t))ẋ(t)]dt.

üÚØßâ
∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∫

Γ

(
v
u

)
· d~r.

ò Ùãâ åÚØÙãÝÛ îÚØ ∫
Γ

f(z)dz ÙØ ÜÛàÜÚ àÛ Û áÛÝãæÝ çØ çâÙ æÑãØßÝÛàØÙ çØ ãÝÛëÛô â ÙâëÝØ Γ ó Þ æÙãÛ ØÙãÛ ýàãæå Û Üâå â ÚÑÛÜÚÝÞÛ ØÑ
R2 ìòÑ áÛÝãæÜÚàÛÝ ÝØÙÚàãÛ îÚØ àÛ æÑãØßÝÛà Üâå áàØô Û ØÙ æÑÞÛÝæÛÑãØ ëÛô â ÝØáÛÝÛå ØãÝæäÛÜæâÑØÙ ÝØßÚàÛÝØÙ çØ Γ îÚØ áÝØÙØÝÞÛÑàÛ âÝæØÑãÛÜæéÑ þ ØÑ ÜÛÙâ îÚØ çâÙ áÛÝÛå ØãÝæäÛÜæâÑØÙ ÝØßÚàÛÝØÙ çØà ÜÛå æÑâ Γ àâ ÝØÜâÝÝÛÑ ØÑ ÙØÑãæçâ âáÚØÙãâ ó Øà ÞÛàâÝçØ àÛ æÑãØßÝÛà Ùéàâ ÜÛåëæÛ çØ ÙæßÑâ ì ÿ �
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 � � �� ���� � �� ��� 	 �	�����	
� �� � ���� ������� � � �!�"��
#$ %&'(&)*+) ,-.,.%&/&0* -)%(1 ) $2'(*$% 3) 2$% ,-&*/&,$2)% ,-.,&)3$3)% 3) 2$ &*+)'-$2 /.1,2)4 $ 5
6789 8:;<;=> ? @A @B@ C DE

Ω ⊆ C FG HIGJ FGKI ELMDNKI O Γ ⊆ Ω FG HEP MGI Q ENEP DKNMRESI Q IN γ : [a, b] → Ω T C D
KMDG DU

VT ∀α, β ∈ CW ∀f, g ∈ C(Ω)

∫

Γ

[αf(z) + βg(z)]dz = α

∫

Γ

f(z)dz + β

∫

Γ

g(z)dz.

XT ∀f ∈ C(Ω) ∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ L(Γ) sup

z∈Γ
|f(z)|,

SIGSD L(Γ) =
b∫

a

|γ̇(t)|dt
DY ZE ZIG[ MKFS SDZ HEP MGI Γ T

\ T C M
f ∈ C(Ω)

ESP MKD Q NMP MKM]EW MTDT ∃F ∈ H(Ω) KEZ ^FD F ′(z) = f(z)W DGKIGHDY
∫

Γ

f(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)),

O DG HIGYDHFDGHME DZ ]EZIN SD ZE MGKD[ NEZ Y_ZI SDQ DGSD SD ZIY D` KNDP IY SDZ HEP MGI Q DNI GI SD ZE KNEODHKINMENDHINNMSET a G Q ENKMHFZENW YM
Γ

DY FG HEP MGI HDNNESI DGKIGHDY
∮

Γ

f(z)dz = 0.

b DP IYKNEHM_G5c5 d &-)/+. 5
� 5 e.1 )*/)1.% ,.- .f%)-g$- h() %&

H(t) = U(t) + iV (t)
)*+.*/)%

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

U(t)dt + i

b∫

a

V (t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|H(t)|dt.

i* )j)/+. k %)$*
r0 l θ0

+$2)% h()
r0e

iθ0 =
b∫

a

H(t)dt,
3) 1.3. h()

r0 =

∣∣∣∣∣
b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣∣
5 #()'. k

r0 = e−iθ0

b∫

a

H(t)dt =

b∫

a

e−iθ0H(t)dt,

l 3$3. h()
r0

)% -)$2 k
r0 = Re

b∫

a

e−iθ0H(t)dt =

b∫

a

Re[e−iθ0H(t)]dt ≤
b∫

a

|Re[e−iθ0H(t)]|dt

≤
b∫

a

|e−iθ0H(t)|dt =

b∫

a

|H(t)|dt,



m no n pqrpstuvutw x tytzp{rw |}
~��~� ����� ���~� ��� |e−iθ0 | = 1 � ������~� ��� ������� ���� ��� ��������� � ��������~� �� �������� � ���������

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(γ(t))| · |γ̇(t)|dt ≤ sup
z∈Γ

|f(z)|
∫

Γ

|γ̇(t)|dt

= sup
z∈Γ

|f(z)|L(Γ).

} � ���
F

��� ���
F ′ = f

� ��������
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

F ′(γ(t))γ̇(t)dt =

b∫

a

d

dt
[F (γ(t))]dt = F (γ(b)) − F (γ(a)).

2

���� ������������ ������� �� ���� ����� �������~� �������� � ¡ ¢£ ¢¤¢ ¥ ¦
Γ §¨ ©ª «¬ ¦ª® «§¯¯¬°® §ª C ± z0 /∈ Γ §ª²®ª«§¨

∮

Γ

(z − z0)
kdz = 0 ³ ¬¯¬ ²®°® k 6= −1.

´ § ®¨²¯¬«¦µª� ¶���� ��� �����·�� ��� �� k 6= −1
��������

F ′(z) = (z − z0)
k ���

F (z) =
1

k + 1
(z − z0)

k+1.

2

�� �� ����
k = −1

�� ����� �� ������� � ����~� �� ��� ��� �������� �� ����� z0 ���� log(z − z0)
�� ���� ���·�~�

(z − z0)
−1 ���� ���� ���� z ∈ C \ {z0 + R−} ¸ ��� �� ����� �� ��~���� ������� �� ����������� ¹ �| �º ����~�

Γ ∩ {z0 + R−} 6= ∅ ���� �� �� ����� ¹ �º�

Γ·z0

»����� ¹ �º� ��� ��� �����~� �� ����� � �� �����



¼½ ¾¿ÀÁÂÃÄÅ Æ Ç ÈÉ ÂÊ ËÌ¿Ä ÊÉ ÊÄ ÀÄ¿É Å ¾ÅÍÀÄÊÎÅ
ÏÐÑÒÓÔÓÕÒ Ö ×Ø ×Ù× Ú ÛÜÝ

z0 /∈ Γ ÞÝß Γ àß ÞÛá âßÝ ÞãääÛÜÝå æã Üãç ßã èÛ éêëéìíîïéð ëñ
Γ

ñê
z0

á ãÜâÛßòã
IndΓ(z0) =

1

2πi

∮

Γ

dz

z − z0
.

óíïí ñôíõöíï
IndΓ(z0) ÷ øíïíù ñîïéìñùúû

Γ
ñê ìúúïëñêíëíû øúõíïñû ïñõíîéôíû í öê úïéüñê ñê ñõ øöêîú z0

ùñëéíêîñ
γ(t) = z0 + r(t)eiθ(t), t ∈ [a, b],

øíïí íõüöêíû ýöêìéúêñû
t ∈ [a, b] 7→ r(t) > 0 þ t ∈ [a, b] 7→ θ(t) ∈ R ÿ �öñüú

IndΓ(z0) =
1

2πi

b∫

a

1

r(t)eiθ(t)
[ṙ(t)eiθ(t) + ṙ(t)ieiθ(t)θ̇(t)]dt

=
1

2πi




b∫

a

ṙ(t)

r(t)
dt + i

b∫

a

θ̇(t)dt




=
1

2πi

[
ln
( r(b)

r(a)

)
+ i[θ(b) − θ(a)]

]

�úùú õí ìöïôí ñû ìñïïíëí
r(a) = r(b)

ëñ ùúëú �öñ
ln(r(b)/r(a)) = ln(1) = 0 þ íû�

IndΓ(z0) =
θ(b) − θ(a)

2π
=

ê�ùñïú ëñ ôöñõîíû ëñ
Γ

ñê îúïêú í
z0

ñê ûñêîéëú íêîé�úïíïéú ÿ
�ê ñ� ñùøõú ëñ õúû ôíõúïñû �öñ øöñëñ îúù íï õí éêëéìíîïéð ëñ öêí ìöïôí ìñïïíëí ûñ éõöûîïí ñê õí �üöïí ½ ÿ¼

−1

21

0

	 éüöïí ½ ÿ¼ 
 	öêìé�ê éêëéìíîïéð ëñ öêí ìöïôí ìñïïíëí
�ê ñõ ìíûú ëñ öêí ýöêìé�ê �öñ ñû ñøïñûí� õñ ìúùú öêí ûñïéñ ëñ øúîñêìéíû ñê öê ëéûìú ûñ îéñêñ 

������� Ó� Ö ×Ø ×Ø × � ÛäÛ àßÛ æãäâã Üã � Ýòãß ÞâÛæ

S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − z0)
k

ÞÝß äÛÜâÝ Üã ÞÝß�ãä� ãßÞâÛ R
æã òâãßã ∮

Γ

S(z)dz = 0

� ÛäÛ òÝÜÝ ÞÛá âßÝ ÞãääÛÜÝ Γ ÞÝßòãßâÜÝ ãß D(z0, R) �



� �� � ����� !"! # $  % &�'�# ()
* +, -./0123456 789:8 ;<= <>9?@A8@ BC? D8 9?@E? F? G<:?=;E89

S(z)
:E?=? ;<H< G@EH E:EA8 ?=

D(z0, R)
8 D8 IC=;EJ=

F (z) =

∞∑

k=0

ck

k + 1
(z − z0)

k+1.

2

K?9CD:8F<9 ;<H< ?D ;<@<D8@E< L 6( 6( GC?F?= 9?@ HCM N:ED?9 G8@8 ?A8DC8@ E=:?O@8D?9 @?8D?9 ?= >89? 8 H P:<F<9 F?A8@E8> D? ;<HGD?Q 8 6 R D 9EOCE?=:? ?Q ?HGD< ?9 C=8 EDC9:@8;EJ= ;PD?>@? F? ?9:8 ;D89? F? :P;=E;8 6
ST UVWXY Z [\ [] ^_`aUbcdXUe fU gcUe`UXh [
i89 9EOCE?=:?9 EF?=:EF8F?9 9? ;<=< ;?= ;<H< D89 35/+j 01k+. l+ m0+.5 +kn

∞∫

−∞

cos(x2)dx =

∞∫

−∞

sen(x2)dx =

√
π

2
. oL 6pq

r8@8 G@<>8@ oL 6pq :<H ?H<9 R > 0
M ;<=9EF?@?H<9 ?D ;8H E=<

Γ(R) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3:8D ;<H< 9? EDC 9:@8 ?= D8 sOC@8 L 6t 6

RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

π/4

uEOC@8 L 6t n v8H E=< G8@8 D89 E=:?O@8D?9 F? u@?9=?D
v<=9EF?@?H<9 D8 IC=;EJ=

f(z) = exp(iz2).v<H< 9? :@8:8 F? D8 IC=;EJ= ?wG<=?=;E8D x D8 ;C8D 9? F?s=? ;<H< C=8 9?@E? F? G<:?=;E89 F? @8FE< F? ;<=A?@O?=;E8E=s=E:< x ;<HGC?9:8 ;<= ?D G<DE=<H E<
p(z) = iz2 x 9? F?FC;? BC? f(z)

8FH E:? C= F?98@@<DD< ?= 9?@E? F? G<:?=;E89 x;CM< @8FE< F? ;<=A?@O?=;E8 :8H>EP= ?9 E=s=E:< 6
iC?O< x

∮

Γ(R)

exp(iz2)dz = 0. oL 6(q
r<@ <:@8 G8@:? x

∮

Γ(R)

exp(iz2)dz =

∫

Γ1

exp(iz2)dz +

∫

Γ2

exp(iz2)dz +

∫

Γ3

exp(iz2)dz.

R9:CFE?H<9 ?D ;<HG<@:8H E?=:< F? ;8F8 C=8 F? ?9:89 E=:?O@8D?9 ;C8=F<
R → ∞ n



yz {|}~���� � � �� �� ��|� �� �� }�|� � {��}����
�������

∫

Γ1

exp(iz2)dz =

R∫

0

exp(ix2)dx =

R∫

0

cos(x2)dx + i

R∫

0

sen(x2)dx,

�����
∫

Γ1

exp(iz2)dz →
∞∫

0

cos(x2)dx + i

∞∫

0

sen(x2)dx, ������ R → ∞.

�������
∫

Γ3

exp(iz2)dz =

0∫

R

exp(ir2eiπ/2)eiπ/4dr = −eiπ/4

R∫

0

e−r2

dr,

�����
∫

Γ3

exp(iz2)dz → −eiπ/4

√
π

2
= −1

2
(

√
π

2
+ i

√
π

2
), ������ R → ∞.

����������
∣∣∣∣∣∣

∫

Γ2

exp(iz2)dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

exp(iR2e2iθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣∣

= R

∣∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

eiR2(cos 2θ+i sen 2θ)eiθdθ

∣∣∣∣∣∣∣

≤ R

π/4∫

0

e−R2 sen 2θdθ

≤ R

π/4∫

0

e−R2 2
π

2θdθ

= − π

4R
e
− �4R2θ

π � ∣∣∣∣
π/4

0

=
π

4R
[1 − e−R2

] → 0, ������ R → ∞.

���� �� ������� ����������� ����� �����  ��
∀α ∈ [0, π/2], sen α ≥ 2α/π.

��� �� ����� ¡ �������� R → ∞ �� ¢£ ¤y¥ �� �¦�����
∞∫

0

cos(x2)dx =

∞∫

0

sen(x2)dx =
1

2

√
π

2

§ ¨�� �� ����� ���� �� ¨������ �� ������  �� �� ����� ¢£ ¤©¥ ¤
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ÒÓÔ ÕÖ×ØÙÓÚÔ ÛÓÚ×Ö×ÜÔÓÚ× ×Ü ÜÔÝ ×Ö ÜÛ ÙÓ Ö×ÜÙÞÚÔßà ÜÛá ÛÞÔÖ ÔÞ âàÖàÞÔÖÛà ã ä¼ ä¼ ×Ü âÛ×ÖÚà Õ ×Öà ÜåÞà ÝÔæ à ×Þ ÜÙÕÙ×ÜÚàçÙ× f

×Ü èàÞàáàÖéÔ ×Ó ÙÓ ßàá ÛÓÛà
Ω ê ÜÛÓ ÜÔÝ ×Ö ë ì íîïíî ÜÛ ×Ü à Óà ×ðÕÖ×ÜÔÝÞ× âàáà ÙÓÔ Ü×ÖÛ× ß× ÕàÚ×ÓâÛÔÜ ä ÒÓÖ×ÜÙÞÚÔßà éÙÓßÔá ×ÓÚÔÞ ß× ÞÔ Ú×àÖñÔ ß× éÙÓâÛàÓ×Ü ß× òÔÖÛÔÝÞ× âàáÕÞ×æ Ô ×ÜÚÔÝÞ×â× çÙ× ×ÜÚà ×Ü ÔÜñ ÜÛ×áÕÖ× çÙ× Ü×ÔÜÙá Ô ÙÓÔ ÕÖàÕÛ×ßÔß ÔßÛâÛàÓÔÞ ÜàÝÖ× ×Þ ßàá ÛÓÛà ä

ó ôõö÷ø÷ùö ú ûü ûýû þÿ ����ïÿ� �ÿ �ï
Ω ⊆ C

ë�î�í�ï � �ïÿ�� ï ì ïí �ë	 îÿ ï� �� 
î�� ��� �� ÜÛáÕÞ×á ×ÓÚ× âàÓ×ðà �î�ï
ï �ë	 îÿï ��ííë
ï �ïÿ ��ÿî
ï �ÿ
Ω
�ÿ�î�ííë �ï�ë	 �ÿ �� ì �ÿ �ï� 
�

Ω 
� Ûâèà ß× àÚÖÔ éàÖá Ô ê ÙÓ âàÓæÙÓÚà ÜÛáÕÞ×á ×ÓÚ× âàÓ×ðà Óà ÚÛ×Ó× ë��� �íï� ä
ó ôõö÷ø÷ùö ú ûü û� û þÿ âÔá ÛÓà â×ÖÖÔßà ÜÛáÕÞ× �� �ÿ �ë	 îÿï ��� � �ÿ�íë 
ï� �ïÿ� �ÿ �ï� 
î�� �ÿ �ï� ë�î�í�ï� ��ïÿ�� ï�� �ÿï ë�ï�ë
ï � �� ï�íï ÿï ë�ï�ë
ï� � ë	 �ï� �ïÿ� �ÿ �ï� �î�ÿ �ÿ ë � �ë	 îÿï �ï	 ï � íïÿ ��íë 
�Ó àÚÖàÜ Ú�Öá ÛÓàÜ ê ÙÓ âÔá ÛÓà â×ÖÖÔßà ÜÛáÕÞ× ×Ü ÔçÙ� Þ çÙ× ÜÛ×Óßà â×ÖÖÔßà Óà Ü× âàÖÚÔ Ô Üñ á ÛÜáà ä
�ô��ô�� ú ûü ûý ����ø��� ���!�"# û $ î

f
�� �ÿë � �ÿ�î%ÿ & ï�ï	 ïí� ë �ÿ �ÿ ë�î�í�ï � î	ì ��	 �ÿ �� �ïÿ �� ï

Ω�ÿ �ïÿ���
∮

Γ

f(z)dz = 0

ì ëíë �ï
ï �ë	 îÿï ��ííë
ï � � î	ì ��
Γ
�ïÿ ��ÿî
ï �ÿ

Ω 
' �	 ï��íë�î%ÿä (ÔÖÔ ÜÛáÕÞÛ)âÔÖ ê ÜåÞà ßÔÖ×áàÜ ÞÔ ß×áàÜÚÖÔâÛåÓ ×Ó ×Þ âÔÜà ×Ó çÙ× Ü× ÜÙÕàÓ× Ôß×á *Ü çÙ× f ′(z)

×ÜâàÓÚÛÓÙÔ + ×Ó
Ω
ä ,×Ô

D ⊆ C
ÞÔ Ö×ØÛåÓ ×Óâ×ÖÖÔßÔ ÕàÖ ×Þ âÔá ÛÓà

Γ
ä , Û

f = u + iv
×ÓÚàÓâ×Ü Ü× ÚÛ×Ó× çÙ×

∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∮

Γ

(
v
u

)
· d~r.

=

∫∫

D

[
∂(−v)

∂x
− ∂u

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy + i

∫∫

D

[
∂u

∂x
− ∂v

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy,

×ÜÚà - ÞÚ Ûá à ×Ó òÛÖÚÙß ß×Þ Ú×àÖ×áÔ ß× . Ö××Ó ×Ó ×Þ ÕÞÔÓà /ÜÙÕàÓÛ×Óßà çÙ× Γ
Ü× Ö×âàÖÖ× ×Ó Ü×ÓÚÛßà ÔÓÚÛèàÖÔÖÛà 0 ê×Þ âÙÔÞ Ü× ÕÙ×ß× ÔÕÞÛâÔÖ ÕÙ×Ü ÞÔÜ ß×ÖÛòÔßÔÜ ÕÔÖâÛÔÞ×Ü ß×

u 1 v
ÜàÓ âàÓÚÛÓÙÔÜ ä 2 ÛÓÔÞá×ÓÚ× ê ß× ÞÔÜ âàÓßÛâÛàÓ×Ü ß×3ÔÙâè145 Û×á ÔÓÓ Ü× ß×ßÙâ× çÙ× ÞàÜ ÛÓÚ×ØÖÔÓßàÜ ß× ÞÔÜ ßàÜ ÛÓÚ×ØÖÔÞ×Ü ßàÝÞ×Ü ÜàÓ ÓÙÞàÜ ×Ó

D ê Þà çÙ× ÕÖÙ×ÝÔ ×ÞÖ×ÜÙÞÚÔßà ä
2

67!ô�8�ø÷ùö û � Þ Ú×àÖ×á Ô ã ä9 ä: éÙ× ß×áàÜÚÖÔßà àÖÛØ ÛÓÔÞá ×ÓÚ× ÕàÖ ; ä 3ÔÙâè1 ÝÔæ à ÞÔ èÛÕåÚ×ÜÛÜ ÔßÛâÛàÓÔÞ ß× çÙ×
f ′(z)

×Ü âàÓÚÛÓÙÔ ×Ó
Ω ê Þà çÙ× ÔÜÙá ÛáàÜ ×Ó ÞÔ ß×áàÜÚÖÔâÛåÓ ÜåÞà ÕÔÖÔ ÜÛáÕÞÛ) âÔÖ ×Þ ÔÓ* ÞÛÜÛÜ ÕÙ×Ü ÓàÜ Õ ×Öá ÛÚ×ÔÕ ÞÛâÔÖ ßÛÖ×âÚÔá ×ÓÚ× ×Þ Ú×àÖ×á Ô ß× . Ö××Ó ×Ó ×Þ ÕÞÔÓà ä

� Ü Ø×Ó×ÖÔÞá ×ÓÚ× Ö×âàÓà âÛßà çÙ× ×Þ ÕÖÛá ×Öà ×Ó ßÔÖ ÙÓÔ ß×áàÜÚÖÔâÛåÓ ÜÛÓ ÔÜÙá ÛÖ ÞÔ âàÓÚÛÓÙÛßÔß ß×
f ′(z)

éÙ× � ä.àÙÖÜÔÚ ä � ÜÚà - ÞÚÛá à ×Ü áÙ1 Ûá ÕàÖÚÔÓÚ× ÕÙ×Ü ÓàÜ Õ ×Öá ÛÚÛÖ* ÕÖàÝÔÖ çÙ× Úà ßÔ éÙÓâÛåÓ èàÞàáàÖéÔ ×Ü ×ðÕÖ×ÜÔÝÞ× êÔÞ á ×ÓàÜ Þà âÔÞá ×ÓÚ× ê âàáà ÙÓÔ Ü×ÖÛ× ß× ÕàÚ×ÓâÛÔÜ /ò×Ö ×Þ Ú×àÖ×á Ô < ä¼ ä:0 ä
� Þ Ö×ÜÙÞÚÔßà ÔÓÚ×ÖÛàÖ ÕÙ×ß× ×ðÚ×Óß×ÖÜ× Ô ÜÛÚÙÔâÛàÓ×Ü á *Ü Ø×Ó×ÖÔÞ×Ü ä ÒÓ ×æ ×áÕÞà Þà âàÓÜÚÛÚÙ1× ×Þ ÜÛØÙÛ×ÓÚ× Ú×àÖ×áÔ =
�ô��ô�� ú ûü û� û $�ë

Ω ⊆ C
�ÿ �ïÿ� �ÿ �ï ë�î�í�ï � �ïÿ�� ï� � �ïÿ� î
�í�	 ï�

f : Ω \ {p1, p2, ..., pn} −→ C

�ÿë � �ÿ �î%ÿ & ï�ï	 ïí� ë� 
ïÿ
� {p1, p2, ..., pn} ⊆ Ω  $ �ë Γ ⊆ Ω
�ÿ �ë	 îÿ ï ��ííë
ï� � î	ì �� � í��ïííî
ï �ÿ ��ÿ �î
ïëÿ �î& ïíëíîï � ��ë

D
�ë í�� î%ÿ �ÿ ��ííë
ë ì ïí

Γ.
$�ì ïÿ� ë	 ï� ��� {p1, p2, · · · , pn} ⊆ D ⊆ Ω

� ���ï� ë	 ï�
ε > 0>?@A@ BC@ DEFGHIA@JKLC EC EM J@HG NECEA@M EM MEJIGA OBEDE AEPEAKAHE OGA EQ EFOMG @ RSTUVW XS YZ[\]T[S^ XS _WU]W`aS bTcd aSe Wfg hi h jkBAJkKMM f l JmA@nopKMM f qEn rGAs f tuvv h



wx yz{|}~�� � � �� }� ��z� �� �� {�z� � y��{����
��� ������� ���� � ������ �� � ��� ��� ��� ��� ������ �������� D(pj , ε)

����� ���������� �� D � �� �� ���������������� ��� � �� γj(t) = pj + εeit
���

t ∈ [0, 2π].  �������
∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz

¡ �� �������¢�£ ¤¥¦¥ ε > 0 §¨©¨ ª« ª¬ ª««§®¥¯¨ ° ¯ª±«¥©¨²
Dε = D \

n⋃

i=1

D(pj , ε).

³
³

³

Γ

Dε

γ∗
j

´®µ¦¥ ¶ £¶ · ¸¦¹¥ §ª¦¦¥¯¥ ºª ª«§®ª¦¦¥ §®¦§«»ª¦ª«§®¥²
¼«½¦¨ ¯¾§¥©¨² « ²ªµ© ª«½¨ ¦ª§½®¬¿«ª¨ L1 ⊆ Dε ° ¨ ª« §¥²¨ ¯ª ²ª¦ «ª§ª²¥¦®¨ «¥ §¥¯ª«¥ §¨«½®«¥ À ±«®½¥ ¯ª ½¥¬ª²²ªµ© ª«½¨² ° ºª «¥ ª¬ §¥© ®«¨ Γ §¨« γ∗

1

£ Á®© ®¬¥¦© ª«½ª ° ²ª¥ L2 ⊆ Dε ¨½¦¨ ²ªµ© ª«½¨ Â¨ §¥¯ª«¥Ã ¦ª§½®¬¿«ª¨ ºª «¥
γ∗
1 §¨« γ∗

2 ° À ¥²¿ ²§ª²®¹¥©ª«½ª Ä¥²½¥ Ln+1 «®ª«¯¨ γ∗
n §¨« Γ

£
Åª ª²½ª ©¨¯¨ ° Æ¨¯ª©¨² ¯®¹®¯®¦ Dε ª« ¯¨² ²Ç¯¨© ®« ®¨² ²®©Æ¬ª© ª«½ª §¨«ªÈ¨² D′

ε

À
D′′

ε

¯¨«¯ª f ª² Ä¨¬¨©¨¦»¥ °¬¨² §¥¬ª² §¨¦¦ª²Æ¨«¯ª« ¥ ¦ªµ®¨«ª² ª«§ª¦¦¥¯¥² Æ¨¦ ¬¨² ²ªµ©ª«½¨² Lj
À ¥¦§¨² ¯ª Γ

À
γ∗

j

£ Á¨Ç¦ª ¥©Ç¨² ¯¨© ®«®¨²Æ¨¯ª©¨² ¥Æ¬®§¥¦ ª¬ ½ª¨¦ª©¥ ¯ª ¸¥§ÄÀÉÊ¨¦²¥½ Æ¥¦¥ f ° Æ¥¦¥ ¯ª¯§®¦ ºª
∮

∂D′
ε

f(z)dz = 0 =

∮

∂D′′
ε

f(z)dz,

¯¨«¯ª ∂D′
ε

À
∂D′′

ε

¯ª«¨½¥« ¬¨² §¥© ®«¨² ºª ª«§®ª¦¦¥« ¥ D′
ε

À
D′′

ε

¦ª²Æ ª§½®¹¥© ª«½ª £ Ë« Æ¥¦½®§¬¥¦ ° ¬¥ ²© ¥ ¯ªª²½¥² ®«½ªµ¦¥¬ª² ª² « ¬¥ ° À ²® ¥©Ç¨² §¥© ®«¨² ²ª ¦ª§¨¦¦ª« ª« ²ª«½®¯¨ ¥«½®Ä¨¦¥¦®¨ ª«½¨«§ª² ¬¥² ®«½ªµ¦¥¬ª² ª« ²ª«½®¯¨²¨Æª²½¨² ¥ ¬¨ ¬¥¦µ¨ ¯ª ¬¨² ²ªµ© ª«½¨² Lj ²ª §¥«§ª¬¥« ©½¥© ª«½ª £Ìªµ¨ ° ²® ¯ª«¨½¥©¨² Æ¨¦ (γ∗
j )− ª¬ §¥© ®«¨ γ∗

j

¦ª§¨¦¦®¯¨ ª« ²ª«½®¯¨ Ä¨¦¥¦®¨ ° ²ª ½®ª«ª ºª
0 =

∮

∂D′
ε

f(z)dz +

∮

∂D′′
ε

f(z)dz

=

∮

Γ

f(z)dz +

n∑

j=1

∮

(γ∗
j
)−

f(z)dz +
¼«½ªµ¦¥¬ª² ²¨Ç¦ª ¬¨² Lj Í²

=

∮

Γ

f(z)dz −
n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz,

¬¨ ºª Æ¦ªÇ¥ ª¬ ½ª¨¦ª©¥ £ 2



Î ÏÎ Ï Ð ÑÐÒÓÔÓÔÕÖ ×Ø
Ù ÚÙ Ú ÛÜ ÝÞßàßàáâ
ãä åæçèé çê ëìíêèîæï êðîê êç ñæçòí ëê çæó óìôé ìêðîêó ìðîêôíæçêó õ

∫

[0,z0]

Re(z)dz,

∫

|z|=1

Im(z)dz,

∫

|z|=2

dz

z2 + 1
,

∫

|z|=1

zndz

× ä öíéê÷ ê øéê çæ ùéðèìúð
z → z log(z)

îìêðê éðæ ûíìï ìîìñæ êð
C \ R− ü ý èæçèéçê êç ñæçòí ëê çæ ìðîêôíæç

∫

[0,i]

z log(z)dz

þ ä öíéê÷ ê øéê
ĺım

R→∞

∫

|z|=R

z

z3 + 1
dz = 0, ĺım

R→∞

∫

[−R,−R+i]

z2 exp(z)

z + 1
dz = 0

ÿ ä öíéê÷ ê øéê
∞∫

0

e−x2

cos(2bx)dx = e−b2
∞∫

0

e−x2

dx

∞∫

0

e−x2

sen(2bx)dx = e−b2
b∫

0

ex2

dx

�ðë äõ �ðîêôíê
f(z) = exp(−z2)

êð éð èòðîòíðò íêèîæðôéçæí æëêèéæëò ä

� ä �� öíéê÷ê øéê ûæíæ
b ∈] − 1, 1[

óê îìêðê
∞∫

0

1 − b2 + x2

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

π

2

�ðëìèæèìúð õ �ðîêôíê
f(z) =

1

1 + z2

êð éð èòðîòíðò íêèîæðôéçæí æëêèéæëò ä
�� � ì æëêï �ó

b 6= 0 ü ûíéê÷ ê øéê
∞∫

0

x

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

1

4b
ln

1 + b

1 − b

� ä ö íéê÷ ê øéê
∞∫

−∞

e−x2

Im(e−2ixp(x + i))dx = 0

ûæíæ èéæçøéìêí ûòçìðòï ìò
p(z)

æ èòê�èìêðîêó íêæçêó ä�ðëìèæèìúð õ åòðóìëêíê
f(z) = exp(−z2)p(z)

ä
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HI JKLM KNOPN QNJMIPRST U VMN WXJKYRZ NOPN NJ MOR YTOJNYMNOYKR SNI PNTQNZR [ \] \^ SN _RMY`abcTMQJRP U NJ dMOSRbZ NOPRI eRQR NI SNJRQQTIIT SN IR PNTQfR SN dMOYKTONJ SN gRQKWIN YTZeINh R \
ijkljmn o pqpqp r st

f : Ω ⊆ C → C uvwxywzt sw Ω { | v}v~ v�� t sw Ω \ {p}. rst r > 0 xt} �zs D(p, r) ⊆ Ω.�wxvwus�� � t�t xv�v z0 ∈ D(p, r)
�s xysw s }t d�QZMIR KOPNLQRI SN _RMY`a �

f(z0) =
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz, �� \^�

�vw�s ∂D(p, r)
s� }t uy�uzw� s�swuyt �s uswx�v p { �t�yv r > 0 �suv��y�t sw �swxy�v twxy| v�t�yv�

� s~ v�x�tuy�w\ �MeTOLRZTJ z0 6= p �NI YRJT z = p
NJ ROXITLT a JN SNh R YTZT Nh NQYKYKT RI INYPTQ� \ HO gKQPMS SNIPNTQNZ R [ \] \� U VMN R JM gN� NJ MOR YTOJNYMNOYKR SNI PNTQNZ R [ \] \^U eRQR PTST

ε > 0
JM�YKNOPNZ NOPN e NVMN�T JNPKNON

∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz =

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz +

∮

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz. �� \��

�R eQKZNQR KOPNLQRI SNI IRST SNQNY`T PKNOSN R
0
YMROST

ε → 0 � NO NdNYPT U eTQ IR � QTeTJKYK�O [ \� \^ JN PKNON
∣∣∣∣∣

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2πε sup
z∈∂D(p,ε)

|f(z)|
|z − z0|

≤ 2πMε,

STOSN
M = sup{|f(z)|/|z − z0| : z ∈ ∂D(p, ε)} NJ �OKPT SNWKST R IR YTOPKOMKSRS SN f

a R VMN
z0
OT eNQPNONYN RIYTOh MOPT YNQQRST

∂D(p, ε)
SN ZTST VMN ∃α > 0

U ∀z ∈ ∂D(p, ε)
U |z − z0| ≥ α

\
�TQ TPQR eRQPN U eRQR IR JNLMOSR KOPNLQRI SNI IRST SNQNY`T NO �� \�� JN TWPKNON

∫

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz =

2π∫

0

f(z0 + εeit)

εeit
εieitdt

=

2π∫

0

f(z0 + εeit)idt.

] ^
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®¯ °± ²³´µ¶´·¶¸±¸ ¸¯

f ¹¯ ¸¯¸·²¯ º·¯

ĺım
ε→0

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt = 2πf(z0). »¼ ½�¾

¿´ ¯À¯²µ³ Á ¸±¸³
η > 0

Á °± ²³´µ¶´·¶¸±¸ ¸¯
f
¯´

z0 Â¯ÃÄ ¶µ¯ ±¹¯Å·Ã±Ã º·¯ ¯Æ ¶¹µ¯ δ > 0
µ±° º·¯ ¹¶ |z − z0| ≤ δ¯´µ³´²¯¹ |f(z) − f(z0)| < η ½ Ç·¯Å³ Á ¹¶ ε ≤ δ

¯´µ³´²¯¹ |z0 + εeit − z0| = ε ≤ δ È ¯´ ²³´¹¯²·¯´²¶±
∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt − 2πf(z0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

[f(z0 + εeit) − f(z0)]dt

∣∣∣∣∣∣

≤
2π∫

0

|f(z0 + εeit) − f(z0)|dt

≤ 2πη,

È ²³Ä³ η > 0
¯¹ ±ÃÉ¶µÃ±Ã¶³ Á ¯¹µ³ ¶ÄÂ°¶²± º·¯ ¹¯ µ¶¯´¯ »¼ ½�¾ ½Ê ¶´±°Ä¯´µ¯ Á ³É¹¯ÃË±´¸³ º·¯ ¯° °±¸³ ¶Ìº·¶¯Ã¸³ ¯´ »¼ ½�¾ ´³ ¸¯Â¯´¸¯ ¸¯ ε È Í±²¶¯´¸³ ε → 0

¯´ ¯¹µ± ¶Å·±°¸±¸ ¹¯³Éµ¶¯´¯
∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0),

°³ º·¯ ÂÃ·¯É± ¯° Ã¯¹·°µ±¸³ ½ 2

Î ÏÐ Ï ÑÒÓÔÕÕÖ××Ö ÒØ ÓÒÕÙÒ ÚÒ ÛÔÜ×ÖÕ
ÝÞßàÞáâ ã äå äæä ç èé

f : Ω ⊆ C → C êëé ì êëíîïë íðëñîëêé èë êë éòîèóñð Ω ô õ ðöð÷ ðóì é èë Ω \ {p}. ç èé r > 0ñéö øêè D(p, r) ⊆ Ω. ùëñðëíèú èû îúñè êëé úêíèúîïë üè íðëúñéëñèú c0, c1, c2, . . . ∈ C ñéöèú øêè

f(z) =

∞∑

k=0

ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p, r),

ô ÷ ýú éþë
ck =

1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw,

üðëüè ∂D(p, r)
èúñý ÿ éóé÷ èñóî�éüð èë úèëñîüð éëñîõ ðóéóîð �

� è÷ ðúñóéíîïë½ ®±¸³ z ∈ D(p, r)
Á ¯´ Ë¶Ãµ·¸ ¸¯ °± À�ÃÄ·°± ¸¯ �±·²ÍÈ ¹¯ ³Éµ¶¯´¯

f(z) =
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)
· 1

1 − z−p
w−p

dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)
∞∑

k=0

(z − p)k

(w − p)k+1
dw

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw

)
(z − p)k

=
∞∑

k=0

ck(z − p)k.



� �� � � 	
 � � �� ��  ��� �� � ��
� � ����������� ∫ ∑

=
∑∫ ��  ! ���"�� ��� � ��#!�

∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=0

(%) −
N∑

k=0

∮

∂D

(%)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=N+1

(%)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(z − p)k

(w − p)k+1

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

|f(w)|
︸ ︷︷ ︸

M

·
∞∑

N+1

|z − p|k
rk+1

≤ 2πM

∞∑

N+1

( |z − p|
r

)k

−→ 0
�!��$�

N → ∞.

���� %���� � �� ����� &!�� �� ����� $� �� '()* $� �� ����� #��� +����� ∑
ak ���

a = |z − p|/r < 1
&!��

z ∈ D(p, r) ,- ����� ���� . �� �#!��$�$
f (k)(p) = k!ck

�� ������!����� $� /!� �� ����� �� &!�$� $���0�� �+�� ��� � �+�� ��� 1�!�#� �0��!�� ��
z = p

$� � ����� �������0� 20�� �� ������ � � ,3,3 1 �� ��������� � ,3 ,34 , 2
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f : Ω ⊆ C → C CD '(EFBEG* CE GE *HBCIF(
ΩJ K L ()(M (IN * CE

Ω D*)O( CE * )( M PD GEEQM CI( R EBF( SC T GEF(DJ CEF(E'CD f CD L ()(M (IN * CE F(S(
Ω KJ M PD *QEJ f CD BER EBF*M CEFC SCIBO*H)C CE

Ω.

U VW V X YZ[ \ ]^ _ \`]a `_ ]b[ \
7898:;9<8 = >c >@ de fg<hi;:j;jfg jf 7;iklm n> A C*

Ω
*HBCIF(J f ∈ H(Ω)J p ∈ Ω K r > 0

F*) oGC D(p, r) ⊆ Ω.AB SCR EBM (D
Mr = sup

∂D(p,r)

|f(z)|

CEF(E'CD
∀k ≥ 0, |f (k)(p)| ≤ k!Mr

rk

p CM (DFI*'BqE, r�� ������ � s ,t ,3. �� $�$!�� /!�
1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw

$� � �$� /!� 6
|f (k)(p)| ≤ k!

2π

∮

∂D(p,r)

|f(w)|
rk+1

|dw|

≤ k!

2π

2π∫

0

|f(p + reiθ)|
rk+1

|rieiθ|dθ

≤ k!

2π

1

rk

2π∫

0

|f(p + reiθ)|dθ

≤ k!

2π

1

2π
Mr2π =

k!Mr

rk
.

2

7898:;9<8 = >c >? duf89fv ; jf w<8ix<::fn > A B
f ∈ H(C) CD GE* N GE'BqE *'(F*S* CEF(E'CD f

'(EDF*EFC CE
C y



z{ |}~� � �� � �� � ��� ��} �� |} �|� � � ~��� ��} � |�� �� | ��� |�} �
� �� ���������� ��  ¡ ¢£¤¥¦§¢§ ¨ ¦© ¢§¥¦ ª«¬ �«§¥¬«¥¦

M > 0
¥¬® ¯ª¦ ∀z ∈ C

¨ |f(z)| ≤ M
� °¦¬

z0 ∈ C
� ± ¬²�

r > 0
¨�³´¢¬µ ¦«¥¦

D(z0, r) ⊆ C
¯ª¦ ¦§ ®¬  ¦¶¢¤« ¦« ²�«²¦

f
¦§ ¡�®�µ � ·¬ � ��  ¦® � �®¬ ¢� ¬«¥¦ ¢�  ¨ §¦ ¥¢¦«¦ ¯ª¦ £¬ ¬

k = 1
¨ |f ′(z0)| ≤ M/r

¨ £ª¦§
Mr = supz∈∂D(z0,r) |f(z)| ≤ M

� ¸�µ �
r > 0

¦§ ¬ ³¢¥ ¬ ¢� ¨ £ �²¦µ �§ ¡¬¦ 
r → ∞£¬ ¬ ²¦²ª¢  ¯ª¦ |f ′(z0)| = 0, ¹ �µ �

z0
¥¬µ³¢º« ¦§ ¬ ³¢¥ ¬ ¢� ¨ ¥¦«¦µ �§ ¯ª¦

f ′ ≡ 0
¦«

C
¨ ²¦ ²�«²¦ §¦ §¢¶ª¦ ¯ª¦

f
¦§ �«§¥¬«¥¦ �

2

»¼½¼¾¿½À¼ Á ÂÃ ÂÃ ÄÅÆ¼½ÆÇ ¿ ÈÆ È ÉÊ ¾ÆÇË Æ½Ì ¼ ÅÆ¼½ÆÇ ¿ ÍÎÏÈ¿Ç ÆÏÌ¿¾ ÈÆ¾ Ê ¾ÐÆË½¿ÑÂ Ò �
f

�� Ó� Ô �Õ�� �� ���� ��������� �������� �Ö ����
z0 ∈ C

��Õ ×Ó�
f(z0) = 0. Ø � ������Ó�����Ù ��Ú� Ô �Õ���� �� Ú� Û ��Ú�

n ≥ 1
������Ö ����� ����

n
��Ü��� Ý

� �� ���������� Þ¬ ²¦µ �§¥ ¬¢¤« ²¦ ¦§¥¦  ¦§ª®¥¬²� µ ¦²¢¬«¥¦ µ º¥�²�§ £ª ¬µ ¦«¥¦ ¬®¶¦³ ¬¢�§ ¦§ ¬®¶� ²¢ßª ®¥�§¬ �°¢« ¦µ³¬ ¶� ¨ £ª¦²¦ ²¦²ª¢ §¦ �«  ¦®¬¥¢´¬ ·¬¢®¢²¬² ¬ £¬ ¥¢  ²¦® ¥¦� ¦µ ¬ ²¦ Þ¢�ª´¢®®¦ �
à ¶ªµ ¦«¥¬«²� £�  �«¥ ¬²¢¢¤« ¨ §ª£�«¶¬µ �§ ¯ª¦ ∀z ∈ C

¨
f(z) 6= 0

�«
f(z) = a0 + a1z + . . . + anzn ¨

n ≥ 1 ¹
an 6= 0

� á³´¢¬µ ¦«¥¦
f ∈ H(C) ¹ ¬²¦µ â§ £�²¦µ �§ ²¦ß«¢ 

g ∈ H(C)
µ ¦²¢¬«¥¦

g(z) = 1/f(z)
� °¢

g
·ª¦§¦ ¬�¥¬²¬¦«¥�«¦§ ¨ £ �  ¦® ¥¦� ¦µ ¬ ²¦ Þ¢�ª´¢®®¦ ¨ §¦ ¥¦«² ã¬

g ≡ C
£¬ ¬ ¬®¶ª«¬ �«§¥¬«¥¦

C ∈ C
� �¦ � ¦« ¥¬® ¬§� ¨

f
¥¬µ³¢º«§¦ ã¬ �«§¥¬«¥¦ ¨ ®� ¯ª¦ �«¥ ¬²¢¦ ®¬ ¡¢£¤¥¦§¢§ � ä¦¬µ �§ ¬¡� ¬ ¯ª¦ ¦·¦¥¢´¬µ ¦«¥¦

g
¦§ ª«¬ ·ª«¢¤« ¬�¥¬²¬ ³¬å �®¬ �«²¢¢¤« ∀z ∈ C

¨
f(z) 6= 0 æ ¦« ¦·¦¥�

g(z) =
1

f(z)
=

1

a0 + a1z + . . . + anzn

=
1

anzn

(
1

b0
zn + b1

zn−1 + . . . + bn−1

z + 1

)

²�«²¦
bi = ai/an

¨ ∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} � ç�¥¦µ �§ ¯ª¦ |g(z)| → 0
ª¬«²� |z| → ∞. è« £¬ ¥¢ª®¬  ¨ ∃r > 0

¥¬® ¯ª¦
|z| > r ⇒ |g(z)| ≤ 1.

�¬ ¬ |z| ≤ r
¨ «�¥¦µ �§ ¯ª¦

g
¦§ �«¥¢«ª¬ ²¦ µ �²� ¯ª¦ ¦§ ¬�¥¬²¬ ¦« ¦® �µ £¬¥�

D(0, r)
�é�µ ¬«²�

M = máx{1, supz∈D(0,r) |g(z)|} < ∞ §¦ ¥¢¦«¦ ¯ª¦ ∀z ∈ C
¨ |g(z)| < M

�
è ®  ¦§¥� ²¦ ®¬ ²¦µ �§¥ ¬¢¤« ¦§ ¬®¶¦³ ¬¢¬ � °¦¬

f : C → C
ª« £�®¢«�µ ¢� ²¦ ¶ ¬²�

n ≥ 1
� ¸�µ �

f
«� ¦§�«§¥¬«¥¦ ¨ §¦ ¥¢¦«¦ ¯ª¦ ∃z0 ∈ C

¥¬® ¯ª¦
f(z0) = 0.

à§ã ¨  ¦§ª®¥¬ ¯ª¦
(z − z0)

²¢´¢²¦ ¬
f

®ª¦¶� £�²¦µ �§ ¦§ ¢³¢ 
f(z) = (z − z0)f1(z)

� ç�¥¦µ �§ ¯ª¦
f1 : C → C

¦§ «¦¦§¬ ¢¬µ ¦«¥¦ ª« £�®¢«�µ ¢� ²¦ ¶ ¬²�
n − 1.

°¢
n − 1 > 0,£�²¦µ �§ ¬£®¢¬  ¦® µ ¢§µ �  ¬ê�«¬µ ¢¦«¥� ¨ £¬ ¬ �³¥¦«¦  ª«

z1 ∈ C
¥¬® ¯ª¦

f1(z1) = 0.
à¡� ¬ ³¢¦« ¨

(z−z1)
²¢´¢²¦ ¬

f1,
²¦ ²�«²¦ §¦ ¥¢¦«¦ ¯ª¦

f1 = (z−z1)f2
¨ ¹ £�  �«§¢¶ª¢¦«¥¦

f(z) = (z−z0)(z−z1)f2(z)
� ë¦£ ¦¥¢µ �§ ¦® ¬ ¶ªµ ¦«¥�

n
´¦¦§ ¨ ¡¬§¥¬ �³¥¦«¦  ª«¬ §¦ª¦«¢¬ {zi}i∈{0,1,...,n−1}

¥¬® ¯ª¦
f(z) = (z−z0)(z−z1) . . . (z−zn−1)fn(z)

� ç�¥¬«²�¯ª¦
fn

¦§ ²¦ ¶ ¬²�
0,

¦§ ²¦¢ 
fn ≡ �«§¥¬«¥¦ ¨ §¦ �«®ª¹¦ ¦® ¥¦� ¦µ ¬ �

2

ì íî í ïð ñòóôóôõ ö
÷� � ª¦³ ¦ ¯ª¦ §¢

f ∈ H(D(z0, R))
¦«¥�«¦§ £¬ ¬ ¥�²�

r ∈]0, R[
§¦ ¥¢¦«¦

f(z0) =
1

2π

2π∫

0

f(z0 + reiθ)dθ.

±¦²ªê¬ ¯ª¦ £¬ ¬
0 < r < 1

2π∫

0

log(1 + reiθ)dθ = 0,

¹ £�  ®� ¥¬«¥�
π/2∫

0

ln(sen x)dx = −π

2
ln 2.



ø ùú ù û üûý þÿ þÿ�� ��
� � ���	
 	 ��	 �� ����

k ∈ R �
π∫

0

ek cos θ cos(k sin θ)dθ = π.

� � �	�������
f(z) = senh z

	� �	��	 �	 ����� 	� ����� � �����
z = πi

�
� � �	

f ∈ H(Ω \ {0})∩C(Ω) ��� Ω
�� �������� 
�	��� �� ��	

D(0, r) ⊆ Ω
�� ����

r > 0
� ������ ��		� ���	 �� ���	�� � (zn)n≥0 ⊆ Ω \ {0} �� ��	

zn → 0
�

f(zn) = 0
�� ����

n ≥ 0
� � ��	
 	 ��	

f ≡ 0
�
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L MNM OPQRST TUQVPWXYZT [ \ SWST ] YZTU^PST
_`a

f(z) bca dbcefgc h` iajfakl` emnol`p a q _` hfe` rb` p ∈ C
`s bc t uvwx yzv{u|}~ }zy|}�x h` f(z)

sf `� fs�` bcjahfm R > 0
�al rb` f ∈ H(D(p,R) \ {p}) o`jm f cm `s �mlmnmjda `c p

q
�� ����� � ����� � l emnol`p m p = 0

`s bc obc�m sfc�blaj afslahm h` la dbcefgc
f(z) =

sen z

z
.

2

_` hfe` rb` p
`s bc t uvwx yzv{u|}~ ��zw}�|� sf � p bc�m emc s`j obc�m sfc�blaj afslahm � `l sf�bf`c�` l�n f�` `� fs�`

L0(p) = ĺım
z→p

f(z).

�m�`nms rb` `c `s�` easm omh`nms `��`ch`j la h`�cfefgc h` f
a �m hm `l hfsem D(p,R) h` la sf�bf`c�` dmjn a �

f̂(z) =

{
f(z)

sf z ∈ D(p,R) \ {p},
L0(p)

sf z = p.

�a dbcefgc f̂
as� h`�cfha emfcefh` emc f

`c D(p,R) \ {p} � `ifh`c�`n `c�` `s emc�fcba `c �mhm D(p,R)
q �mnm

f ∈ H(D(p,R) \ {p}) � o mj `l emjmlajfm � q� q� s` �f`c` f̂ ∈ H(Ω)
q � s�m p bs�f�ea la �`jn fcmlm��a h` obc�m sfc�blaj`if�akl` q�� ����� � ���� � � l emnol`p m p = 0

`s bc obc�m sfc�blaj `if�akl` h` la dbcefgc
f(z) =

sen z

z
,

ob`s h` la s`jf` h` om�`cefas h` sen z
s` h`hbe` rb`

ĺım
z→0

sen z

z
= 1.

�` `s�` nmhm � la dbcefgc f̂ : C → C h`�cfha omj

f̂(z) =





sen z

z

sf z 6= 0,

1
sf z = 0.`s �mlmnmjda `c �mhm C

q �mj m�ja oaj�` � p = 0
`s bc obc�m sfc�blaj cm `if�akl` h` la dbcefgc

f(z) =
cos z

z
.

2

 ¡



¢£ ¤¥¦§¨©ª« ¬ ¨® «¯®°¥ ±® ª«² ¯®²³± ©«²
´µ ¶·¸µ ¹ºµ

p ∈ C
µ» º¼ ½ ¾¿¾ ¶µ

f(z)
»·

p
µ» º¼ Àº¼ÁÂ »·¼ÃºÄÅÆ Å·»ÄÅ¶Â ¶µ

f(z) Ç Å¶µÈ É» µÊ ·»Áµ º¼ µ¼ÁµÆÂ
m ≥ 1ÁÅÄ ¹ºµ µÄ ÄËÈ ·Áµ

Lm(p) = ĺım
z→p

(z − p)mf(z)

µÊ ·»Áµ Ç µ» ¼Â ¼ºÄÂ Ì · Íµ Í
Lm(p) 6= 0

Í Î Ä È µ¼ÂÆ
m ≥ 1

¸Â¼ ¶·¸ÏÅ ÀÆÂÀ ·µ¶Å¶ »µ ÄÄÅÈÅ ¾ÐÑÒÓ ¶µÄ ÀÂÄÂ
p
Í Ô ·ÆµÈÂ» ¹ºµ

p
µ» º¼ ½ ¾¿¾ ÕÖ×½ ¿Ò ¸ºÅ¼¶Â »µÅ º¼ ÀÂÄÂ ¶µ ÂÆ¶µ¼

m = 1
Í

ØÙ ÚÛÜÝÞ ß àáàâ à Î Ä ¸ÂÈÀÄµã Â
p = 0

µ» º¼ ÀÂÄÂ »·ÈÀÄµ ¶µ ÄÅ äº¼¸·å¼
f(z) =

cos z

z
,

Àºµ»
L1(0) = ĺım

z→0
(z − 0)

cos z

z
= ĺım

z→0
cos z = cos(0) = 1.

2

´µÅ
Ω ⊆ C

º¼ ¸Â¼ãº¼ÁÂ Åæ·µÆÁÂ Ì
p

º¼ Àº¼ÁÂ µ¼
Ω Ç »ºÀÂ¼ÃÅÈÂ» ¹ºµ

f ∈ H(Ω \ {p}) Í ´· p
µ» º¼ ÀÂÄÂ ¶µ

f(z)µ¼ÁÂ¼¸µ»
p

¼Â Àºµ¶µ »µÆ º¼ Àº¼ÁÂ »·¼ÃºÄÅÆ µç·ÁÅæ Äµ ¶µ
f(z)

Ì Àºµ» µ¼ ¸Å»Â ¸Â¼ÁÆÅÆ·Â »µ Áµ¼¶ÆËÅ
ĺım
z→p

(z − p)mf(z) = ĺım
z→p

(z − p)m ĺım
z→p

f(z) = 0L0 = 0,

ÀÅÆÅ ÁÂ¶Â µ¼ÁµÆÂ
m ≥ 1

Ì ÄÂ ¹ºµ ¸Â¼ÁÆÅ¶·¸µ ÄÅ ¶µè¼·¸·å¼ ¶µ ÀÂÄÂ Í éºµÃÂ Ì º¼ ÀÂÄÂ µ» º¼Å çµÆ¶Å¶µÆÅ »·¼ÃºÄÅÆ·¶Å¶¶µ ÄÅ äº¼¸·å¼ µ¼ µÄ »µ¼Á·¶Â ¹ºµ ¼Â µ» ÀÂ»·æÄµ ÐÒ½ êÐêÐ¿ê µ¼
p

ÀÂÆ ¸Â¼Á·¼º·¶Å¶ Í
´ºÀÂ¼ÃÅÈÂ» ¹ºµ

p
µ» º¼ ÀÂÄÂ ¶µ

f(z)
¶µ ÂÆ¶µ¼

m ≥ 1
Í ´· ¸Â¼»·¶µÆÅÈÂ»

g(z) = (z − p)mf(z)

µ¼ÁÂ¼¸µ»
p

Æµ»ºÄÁÅ »µÆ º¼ Àº¼ÁÂ »·¼ÃºÄÅÆ µç·ÁÅæÄµ ¶µ
g(z) Ç µ¼ ¸Â¼»µ¸ºµ¼¸·Å ÄÅ äº¼¸·å¼

ĝ(z) =

{
(z − p)mf(z)

»·
z ∈ Ω \ {p},

ĺım
z→p

(z − p)mf(z)
»·

z = p.

µ» ÏÂÄÂÈÂÆäÅ µ¼ ÁÂ¶Â
Ω
Í Ôµ Å¸ºµÆ¶Â ÅÄ ÁµÂÆµÈ Å ë Íì ÍíÌ »·

r > 0
µ» ÁÅÄ ¹ºµ

D(p, r) ⊆ Ω
µ¼ÁÂ¼¸µ»

ĝ(z)
Å¶È ·Áµ º¼ÅµÊÀÅ¼»·å¼ µ¼ »µÆ·µ ¶µ îÅÇÄÂÆ µ¼

D(p, r) Ç µ¼ ÀÅÆÁ·¸ºÄÅÆ »µ Á·µ¼µ

∀z ∈ D(p, r) \ {p}, (z − p)mf(z) =
∞∑

k=0

ĉk(z − p)k,

¶Â¼¶µ

ĉk =
ĝ(k)(p)

k!

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

ĝ(w)

(w − p)k+1
dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k−m+1
dw,

¸Â¼ ÄÂ ¸ºÅÄ »µ ÂæÁ·µ¼µ ÀÅÆÅ
f(z)

µÄ »·Ãº·µ¼Áµ ¶µ»ÅÆÆÂÄÄÂ µ¼ »µÆ·µ ¶µ ÀÂÁµ¼¸·Å» ï¸Â¼ ÀÂÁµ¼¸·Å» ¼µÃÅÁ·çÅ»ð ÀÅÆÅ ÁÂ¶Â
z ∈ D(p, r) \ {p} ñ

f(z) =
ĉ0

(z − p)m
+

ĉ1

(z − p)m−1
+ . . . +

ĉm−1

(z − p)
+ R(z),

ïò Ííð
¶Â¼¶µ µÄ Æµ»ÁÂ

R(z) =
∞∑

k=m

ĉk(z − p)k−m



ó ôõ ô ö÷ øö ùúöûü ýö ÷ùþ úöþÿý �ùþ ��
�� ��� ���	
�� ��� ��� �� D(p, r) �� �������� �� ��� ���
� �� ����	
�� � ���� � � � �������� �� ��� �������	�
�
��� 	� 

f(z) = c−m(z − p)−m + . . . + c−1(z − p)−1 + c0 + c1(z − p) + . . .

=

∞∑

k=−m

ck(z − p)k,

���� ���� �� k ≥ −m �� �
���
ck = ĉk+m =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw.

��� �� ����� �� �� 	�� ����
	���� �� � ��� �� 	� 	� 	�  ������
�� �� ��� � !� "#$��%& �� f(z) ��� '���� � ���� ��		
�� � �( ) �� 	��� 	���
��*� ��� +������
,�	
�� �� �� ���
� �� -�*�� �� 	�� �� ���	
��� 	� �
�+����
������
������ � �� �� 	�� � .� +������ ) �� ���
� �� /������ ����� ��� 
�
� 
�0�
�� �1�� 
�� � ���� �� 	
��� �
����	
�� ��+��
'�� ��� ��+�� �� ��� �� �2� �� 0�
� 	�  	���� �� �� 	�� �� �� ��� ) �� 	�* 	�� ��	
� ���� �� ����� �� ��� � %3$4#� !#! ���%5 #4 �� f(z) � �� ���� ������ ) � �������� � �� 	�� �� �
�+����
���������	
���� �
6�  '���� � �� �� �
+�
���� ��		
�� ) �� 	�0	
���� ĉm−1

� ���
'������� ���� ) �� 	�0	
���� c−1
� �� �� ���������� /������ �� ��� �� f(z) �� ��� � p 7 ��+� �� �� ��* 
� ������� �� �� ���8� �� ���	
��� �� '��
���� 	� ���7 � �9 ���� 	�0	
���� �� �� ���� � ��� !$: !� f �% p ; �� !�%:&# < :� Res(f, p) � -���� � ���

Res(f, p) =
ĝ(m−1)(p)

(m − 1)!
=

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)dw.

=�� ������
�� ���� Res(f, p) ��� �� ��* 2�
� �� 	.�	��� ��� �	80	� �� ��
��� �� ���� ��� ���� ��� ���
'������ ĝ �� 	��
���� �� � � ��� ��� ) ��	����� ��� ĝ(z) = (z − p)mf(z) �
 z 6= p >
Res(f, p) = ĺım

z→p

1

(m − 1)!

dm−1

dzm−1
[(z − p)mf(z)] ,

���� dm−1

dzm−1
����� �� ���
'��� �� ���� m − 1 �

? @A @ B C DEFGE H I J E CF K GEKLJ M F K
N�� f ∈ H(Ω \ {p}) � N���+�� � ��
� �� ��� p �� �� ���� �
�+� ��� �'
����� �� f

) �� �  � ��� �� ������
��
f̂ �� f � � � Ω �� 	��
�� 
��� ���
���	� f̂ ∈ H(Ω) � N
 Ω �� �
� ���� ���� 	��� * Γ ⊆ Ω \ {p} �� �� 	�� 
�
	����� �
� ��� ����	�� ���� � ���
	�� �� ����� � ( �� �� �� 6��	�*OP����� � f̂ ���� ����	
� ���

∮

Γ

f(z)dz = 0, �� �Q�
���� ��� � ���� ��� f̂ 	
�	
�� 	� f �� Ω \ {p} * ��� �� 	�� 
� Γ � ���� �� p �
N���+�� � ���� ��� p �� �� �� �� f �� ���� m � 6�  �� ���� 	�� � �� ��
��� �������� f � �� Ω ��� � ��� �� ������
�� ��� 	��
��� ) ���� ���+��� ��� �� �Q� ��� '.�
� � R� ��	� ) �
 ������ � ��� �� 	�� 
�	����� �
� ��� Γ ���. 	���� 
� �� D(p, r) \ {p} 	� r > 0 �� � � ��� ��� �� �������� �� ��� �� '.�
� ����� � z ∈ D(p, r) \ {p} ) ����	�� ����� �

∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

[
ĉ0

(z − p)m
+ . . . +

ĉm−1

(z − p)
+ R(z)

]
dz

= ĉm−1

∮

Γ

1

z − p
dz

= Res(f, p)2πiIndΓ(p)

= 2πiRes(f, p),



ST UVWX Y Z[ \ ]^ Y_ \`_a V b_ [ \c `_ cdb Z\c
efgh ijg klg Γ eg jgmnjjo gp egpqfrn opqfsnjojfn t u eqo ijnifgror gviwfmo gw pnhxjg rg yz{|}~� rorn ow mng�mfgpqg
ĉm−1 � � ilgrg gvqgprgjeg o efqlomfnpge h �e �gpgjowge t �pqjnrl�moh ne ijfh gjn wo ef�lfgpqg rg�pfmf�p t
� �������� � �� ��� ��� � ~��|��

f {z }|�z h gjnh nj�o z� ~� ��|zy�� Ω {| z� |{�z ~� ���� ~��� P ⊆ Ω � �|�� ��~� zy�� z ��  ¡~z
¢£¤

f ∈ H(Ω \ P ) ¥¢¦¤
f �|z� z ~� § � � z� ��}� § ~��� p ∈ P ¥¢¨¤
P

�� § �{zz § ~���{ }z ��~� ~ ��|�� ¥©�ª«�¬  � �� �� ®¯� °ª± «�±�¯²ª± ¯� ³²�´µ ¶ � · z�
f ~�� � ~��|�� � zy�� �y� � z� ~� ��|zy�� Ω ¸ {z�

P z ���� ~��� }z ��}�{ {~{ § � �{¥ · z�
Γ ~� ��� |�� {|�§  z ¸ �zyy�}�¹ yz��yy|}� z� {z��|}� ���|º �y�y|�¹ ¡~z z��|zyy�

~�� yz» |��
D ⊆ Ω ¸ ��  ¡~z Γ ∩ P = ∅ ¥ ¼ �����z{ Γ z��|zyy� ~� �½� zy� � �|�� }z § � �{ }z f ¹ }|» �� �{ P ∩ D =

{p1, . . . , pn} ¸ � ¾{ �½�
∮

Γ

f(z)dz = 2πi

n∑

j=1

Res(f, pj). ¿À tÁÂ

Ã z� �{�y��|��t Änh gpmgh ne inj pnqoj klg ef xfgp P ilgrg egj fp�pfqn � eox gh ne klg D ge omnqorn � � mnh n Ppn qfgpg ilpqne rg omlhlwomf�p gp Ω eg ef�lg klg P ∩D ge �p fqn t Åsnjo x fgp � rg omlgjrn mnp gw qgnjgh o S tÁ tÆ �iojo ε > 0 igklgÇn eg qfgpg
∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz, γj(t) = pj + εeit, 0 ≤ t ≤ 2π.

up qnjpn o moro inwn pj
wo �lpmf�p f orh fqg lp rgeojjnwwn rgw qfin ¿À tÈÂ rg h n rn qow klg

∮

γj

f(z)dz =

∮

γ∗
j

[
cj
−mj

(z − pj)
−mj + . . . + cj

−1(z − pj)
−1 + Rj(z)

]
dz

= cj
−1

∮

γ∗
j

1

z − pj
dz

= 2πiRes(f, pj),

wn klg ijlgxo gw jgelwqorn t
2

É ÊË Ê ÌÍ Î Ï Ð ÑÒ Ó
Ôpo ijfh gjo jg�wo rg m�wmlwn egpmfwwo iojo gÕowloj gw jgefrln rg lpo �lpmf�p rg wo �njh o

f(z) =
g(z)

h(z)

klg qfgpg lp Ö ª°ª ±�¬ Ö°� gp p � rnprg g(p) 6= 0 � h(p) = 0 mnpefeqg gp wo ��jhlwo
Res

(
g(z)

h(z)
, p

)
=

g(p)

h′(p)
. ¿À tSÂ

×o rgh neqjomf�p rg ¿À tSÂ ge rfjgmqo rg wo rg�pfmf�p rg jgefrln mnp njrgp m = 1 inj egj p lp inwn efh iwg t
ØÙ �¬ Ö°ª � �Ú ��� Û� �~ �yÜ ∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz.



Ý Þß Þ à áàâ ãä åæ ç è
éêëìíîïðñ òóô õö÷õô óø ùóú öóûüú ýþõ ÿóø ùóÿóø �õ

f(z) =
1

1 + z2
=

1

(z + i)(z − i)

õøû�ö �ü�óø ùóú
p1 = i, p2 = −i,

� üô�óø øóö ùóÿóø ø�ô ùÿõø � õøû�ö õö÷õúúü�óø ùóú
∂D(0, 2)

ñ

�

�

i

−i

���þúü � ñè 	 ò �ú÷þö 
õúõö÷�ü ÷õöûúü�ü õö õÿ óú��õö
�óø úõø��þóø ÷óúúõøùóö��õöûõø øóö 	

Res(f, i) =
1

2i
,

�
Res(f,−i) = − 1

2i
.

�þõ�ó
∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i
− 1

2i

]
= 0.

�óú óûúü ùüúûõ  ø� ÷óöø��õúüô óø ÿü ÷�ú÷þö 
õúõö÷ �ü ÷õöûúü�ü
i � �õ úü��ó è  õöûóö÷õø

∮

∂D(i,1)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i

]
= π.

2

�öûõø �õ �õú óûúó õ� õô ùÿó  �õô óøûúõô óø õÿ ø��þ �õöûõ úõøþÿûü�ó ýþõ õø �üøûüöûõ �û �ÿ ùüúü õÿ ÷� ÿ÷þÿó �õ ùóÿóø �úõø��þóø ñ
���� ������� � �� �� � !"#$ %! # &'(� �)$#* � é +,ð

f, g ∈ H(Ω)- p ∈ Ω . n ≥ 1 /,ë+0 1ì+
g(p) = . . . = g(n−1)(p) = 0 6= g(n)(p).

2ð /êðí+0
ĺım
z→p

f(z)

g(z)
=





ðê +3 î0/+ 0 î
f (k)(p) 6= 0 4 ,5, , ë67ð

k ∈ {0, 1, · · · , n − 1}.
f (n)(p)

g(n)(p)

0 î
f (k)(p) = 0 4 ,5, /ê8ê

k ∈ {0, 1, · · · , n − 1}
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K LM NOPQRSTUVW XYZ[\]^_^`Y[ ^a ]^[b__YaaY ]^ cbdaY_ ]^
g
^Z eY_ZY b

p

g(z) =
∑

k≥n

g(k)(p)

k!
(z − p)k =

g(n)(p)

n!
(z − p)n +

g(n+1)(p)

(n + 1)!
(z − p)n+1 + . . .

fg^hY

ĺım
z→p

f(z)

g(z)
= ĺım

z→p

∞∑
k=0

f(k)(p)
k! (z − p)k−n

g(n)(p)
n! + g(n+1)(p)

(n+1)! (z − p) + . . .

ia ]^ZY` \Zb]Y_ e\^Z]^ jbk\b g(n)(p)
n! .

i a Zg`^_b]Y_ [laY kYZm^_h^ kgbZ]Y
f (k)(p) = 0 nb_b eY]Y k < n,

d ^Z eba
kb[Y e\^Z]^ b f(n)(p)

n! o
aY pg^ n ^_` \e^ kYZkag\_ W 2

qr stuvw x yz y{ y | }R~�RQ
∮

Γ

dz

z sen z
,

�NV�L
Γ
LO L~ SRM TVN �L ~R � ��QR ��� �

1−1

i

−i

Γ

�\hg_b � W: � Xgb]_b]Y k^Ze_b]Y ^Z ^a Y_\h^Z

�N~�STUVW fb �gZk\lZ
f(z) =

1

z sen ze\^Z^ kY`Y kbZ]\]beY[ b [^_ nYaY[ eY]Y[ aY[ ngZeY[ ]^a e\n Y pk = kπ o k ∈ Z
W

�\
k = 0

^ZeYZk^[
p0 = 0

^[ nYaY ]^ Y_]^Z : � ^Z ^�^keY

ĺım
z→0

z2f(z) = ĺım
z→0

z

sen z
= ĺım

z→0

1

cos z
= 1,

` \^Ze_b[ pg^ ^a a\` \e^

ĺım
z→0

zf(z) = ĺım
z→0

1

sen zZY ^� \[e^ W �\
k 6= 0

^ZeYZk^[
pk
ZY n^_e^Z^k^ b ab _^h\lZ ^Zk^__b]b nY_ Γ o

d nY_ aY ebZeY ^[eY[ ngZeY[ ZY [YZ_^a^mbZe^[ nb_b ^a k�akgaY ]^ ab \Ze^h_ba W



� �� � � ������� ��

����� ¡ ¢

Res(f, 0) = ĺım
z→0

1

1!

d1

dz1
(z2f(z)) = ĺım

z→0

d

dz

( z

sen z

)

= ĺım
z→0

sen z − z cos z

sen2 z
= ĺım

z→0

cos z − cos z + z sen z

2 sen z cos z
= 0.

£¤¥¦§
∮

Γ

dz

z sen z
= 0.

¨§©¥ª§« ¬¤¥ ¥ ¥«©¥ ®¯«§ ¥° ±¥«²³¤§ ±¥«¤°©´ «¥± µ ¶ °§ ¬¤¥ § ¥« ·§«²¸°¥ ®¤¯³§ ¥° ·§°§ ¥« «²ª·°¥ ¹

2

º» �¼½¾¡ ¿ ÀÁ ÀÁ À ÂÃÄÅÆÄÃÇ
∮

Γ

z3

e3iz − 3eiz + 2
dz,

ÈÉÊÈË
Γ
ËÌ ËÄ ÅÃÍ ÎÊÉ ÈË ÄÃ Ï ÐÆÇÃ ÑÒÓÒ

R−R ε−ε

Ô²¦¤±¯ Õ ¹� Ö ×¯ª ²§ ¬¤¥ ¥Ø²©¯ ¯° §±²¦¥

ÙÉÄÆÅÎÚÊ¹ Û¯±¯ ³¥©¥±ª ²¯± °§« ·§°§« ³¥ °¯ Ü¤®²´

f(z) =
z3

e3iz − 3eiz + 2
,

Ø¥¯ª§« ³§³¥ «¥ ¯¤°¯ ¥° ³¥§ª ²¯³§± Ö

e3iz − 3 eiz
︸︷︷︸

w

+2 = 0 ⇔ w3 − 3w + 2 = 0

⇔ (w − 1)2(w + 2) = 0

⇔ w = 1
§ ¸²¥

w = −2

⇔ iz = log(1)
§ ¸²¥

iz = log(−2) = ln 2 + iπ

⇔ z = 0
§ ¸²¥

z = π − i ln 2.

×§ª§ ²¦¤§ ³¥ ¥«©§« ·¤©§« ¥«©Ý ¥®¥±±¯³§ ·§±
Γ
¶ ¥©§®¥«

∮

Γ

f(z)dz = 0.



ÞÞ ßàáâãäåæ çè ãé æêéëà ìé åæí êéíîì äæí

ïð ñò óôõö÷ øñó ùöú ðòû öòüñ÷ðû÷ ýñ ùûòýðøñ÷ö óö ùð÷ùôòþñ÷ñòùðö ùñòü÷öøö ñò ñó û÷ðõñò ÿ øñ ÷öøðû
R > 0

ýô�ùðñòüñ�
úñòüñ õ÷öòøñ � ñòüûòùñý öú�ûý �ôòüûý ýûò ÷ñóñ�öòüñý �
• p = 0 � øñýö÷÷ûóóöòøû óöý ñ��ûòñòùðöóñý ñò ýñ÷ðñ øñ �ûüñòùðöý ýñ üðñòñ

f(z) =
z3

(1 + (3iz) + (3iz)2

2! + (3iz)3

3! + . . .) − 3(1 + iz + (iz)2

2! + (iz)3

3! + . . .) + 2

=
z3

(− 9
2z2 − 27

6 iz3 + . . .) − (− 3
2z2 − iz3

6 + . . .)

=
z3

−3z2 + o(z2)
→ 0 ⇒ p = 0

òû ñý �ûóû �

• p = π − i ln 2 �
f(z) =

z3

(eiz − 1)2(eiz + 2)
=

z3

(eiz − 1)2
1

eiz − eip
,

óôñõû

ĺım
z→p

z3

(eiz − 1)2
z − p

eiz − eip
=

p3

(eip − 1)2
1

ieip
=

p3

9

1

i(−2)
=

i(π − i ln 2)3

18
6= 0,

øñ úûøû 	ôñ
p = π − i ln 2

ñý ôò �ûóû ýðú � óñ � 
ò ñýüñ ùöýû � ñó ÷ñýðøôû ùûðùðøñ ùûò ñó ó�ú ðüñ 	ôñ öùö�öúûý øñ
ùöóùôóö÷ � ñý øñùð÷

Res(f, p) = ĺım
z→p

(z − p)f(z) =
i(π − i ln 2)3

18
,

ÿ ñò ùûòýñùôñòùðö
∮

∂D(0,R)

f(z)dz = −π

9
(π − i ln 2)3.

2

�òö ùûòýñùôñòùðö ðòüñ÷ñýöòüñ øñó üñû÷ñú ö øñ óûý ÷ñýðøôûý ñý óö ýðõôðñòüñ �
��� ������� � �� �� � � ��

f : Ω ⊆ C → C � ��� �!" � # Γ $%� &$!'� () * ��+ &�!!�,� # !�&�!!),� �% (�%-),��%-)� �!�!)� �� &$�� �%&)�!!� $%� !�. )/% D ⊆ Ω.
� )

f -)�%� $% %0 �!� 1 %)-� ,� &�!�( �� )% -�!)�! ,� D
# %� -)�%�&�!�( �% Γ

�%-�%&�(

Indf(Γ)(0) =
1

2πi

∮

Γ

f ′(z)

f(z)
dz = %0 �!� -�-�� ,� &�!�( ,� f

�% D,

,�%,� �% �(-� %0 �!� (� )%&�$#� ��  $�-)* �)&),�, ,� ��( &�!�( 2

3 � �(-!�&)/%� 4ñòñúûý 	ôñ f(Γ)
ñý ôòö ùô÷�ö ùñ÷÷öøö 	ôñ �û÷ 5 ð�6üñýðý òû �öýö �û÷ 7 � ÿ 	ôñ ýð

Γ
ñýü8�ö÷öúñü÷ð9öøö �û÷

γ : [a, b] → Γ
ñòüûòùñý

f(Γ)
óû ñýü8 �û÷

f ◦ γ
� :ôñõû �

Indf(Γ)(0) =
1

2πi

∮

f(Γ)

1

z
dz =

1

2πi

b∫

a

1

f(γ(t))
f ′(γ(t))

dγ

dt
(t)dt =

1

2πi

∮

Γ

f ′(z)

f(z)
dz.

;û÷ ûü÷ö �ö÷üñ � øñ�òöúûý
g(z) =

f ′(z)

f(z)



< => = ?@AB@? C@ DE FA@G H IJ
K LMN p OP QMRS TM f U VSWS f ML XSYSWSRZN [ \ STMWSL MPQSP]RNR r > 0 [ m ≥ 1 K OPN ZOPQ^_P f0(z) XSYSWSRZN MP
D(p, r) ]NYML `OM \NRN ]STS z ∈ D(p, r) [ f(z) = (z − p)mf0(z) QSP f0(p) 6= 0 am ML YN WOY]^\Y^Q^TNT TM pb U cMML]M WSTS [ \NRN z ∈ D(p, r) \STMWSL MLQR^d^R

g(z) =
m(z − p)m−1f0(z) + (z − p)mf ′

0(z)

(z − p)mf0(z)
=

m

z − p
+

f ′
0(z)

f0(z)
,

K MP QSPLMQOMPQ^N p ML OP \SYS L^W\YM TM g K W eL NfP Res(g, p) = m U gM\^]^MPTS ML]S \NRN QNTN OPS TM YSL QMRSLTM f [ TMTOQ^W SL TMY ]MSRMW N TM YSL RML^TOSL `OM
1

2πi

∮

Γ

g(z)dz =
∑

p∈D

mp = PfWMRS ]S]NY TM QMRSL TM f MP D.

2

h ij i klmnlo pl qrsmltu
vPN LMR^M TM wNORMP] ML OPN LMR^M TM YN ZSRW N

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k ax UJb

TSPTM a ∈ C ML OP \OP]S TNTS K (ck)k ∈ Z ML OPN ZNW ^Y^N TM PfWMRSL QSW\YMy SL ^PTMzNTN \SR YSL MP]MRSL U{dLMR|MWSL `OM N T^ZMRMPQ^N TM OPN LMR^M TM \S]MPQ^NL [ MP YN LMR^M TM wNORMP] ^P]MR|^MPMP ]NP]S \S]MPQ^NL\SL^]^|NL QSWS PM}N]^|NL TM (z − a) U
cM~PNWSL YN \NR]M � ������� K ��� ����� TM ax UJb W MT^NP]M

P (z) =
∞∑

k=0

ck(z − a)k, N(z) =
−1∑

k=−∞
ck(z − a)k.

{dLMR|MWSL `OM P (z) ML OPN LMR^M TM \S]MPQ^NL K `OM N(z) LM \OMTM RMMLQR^d^R TM YN L^}O^MP]M W NPMRN

N(z) =

∞∑

k=1

c−k((z − a)−1)k,

`OM ML OPN LMR^M TM \S]MPQ^NL MP YN |NR^NdYM (z − a)−1 U
c NTS z 6= a T^RMWSL `OM YN LMR^M TM wNORMP] ax UJb QSP|MR}M L^ P (z) K N(z) QSP|MR}MP U
������� � �� ��� � ���

R1 = ĺım sup
k→∞

k
√

|c−k|,
�

R2 = 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|ck|

��� �� ���������� 1/0 = ∞ �� � R1 < R2
�������� L(z) =

∑∞
k=−∞ ck(z − a)k ������� � � ��� ���� z �� �� ��� ��� ������

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}
� ��� �� ��� � ������ � ���� ��� � �� A �



 ¡ ¢£¤¥¦§¨© ª« ¦¬ ©¬®£ ¯¬ ¨©° ¬°±¯ §©°
² ³´ µ¶·¸¹º»¼½¾ ¿ÀÁÂ

z ∈ C ÃÄÅÂÃÁÄÆÂÇ ÈÉÄ P (z) =
∑∞

k=0 ck(z − a)k ÅÂÊËÄÃÌÄ ÇÍ |z − a| < R2 Î ÁÍËÄÃÌÄ ÇÍ
|z − a| > R2

¾ ÏÁÄÆ ÐÇ Ñ ÇÍ R2 > 0 ÄÊÒÂÊÅÄÇ P (z) ÄÇ ÓÂÔÂÆÂÃÕÀ ÄÊ {z ∈ C : |z − a| < R2}
¾

ÖÂÃ ÂÒÃÂ ÔÀÁÂ Â×ÇÄÃËÄÆÂÇ ÈÉÄ ÁÀÁÂ w ∈ C
Ñ
g(w) =

∑∞
k=1 c−kwk ÅÂÊËÄÃÌÄ ÇÍ

|w| < 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|c−k|

Æ ÍÄÊÒÃÀÇ ÈÉÄ ÁÍËÄÃÌÄ ÇÍ |w| > 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|c−k|

¾ ØÂÆ ÀÊÁÂ w = (z−a)−1 ËÄÆÂÇ ÈÉÄ N(z) ÅÂÊËÄÃÌÄ ÇÍ |z−a| > R1

Î ÁÍËÄÃÌÄ ÇÍ |z−a| < R1
¾ ÙÊ ÇÚÊÒÄÇÍÇ Ñ ÔÀ ÇÄÃÍÄ ÁÄ ÛÀÉÃÄÊÒ L(z) ÅÂÊËÄÃÌÄ ÇÍ R1 < |z−a| < R2 Î ÁÍËÄÃÌÄ ÇÍ |z−a| < R1Â |z − a| > R2

¾
ÖÀÃÀ ÅÂÊÅÔÉÍÃ ÊÂÒÄÆÂÇ ÈÉÄ ÇÍ R1 < ∞ ÄÊÒÂÊÅÄÇ N(z) ÄÇ ÉÊÀ ÕÉÊÅÍÜÊ ÓÂÔÂÆÂÃÕÀ ÄÊ {z ∈ C : |z − a| > R1}

Ñ ÎÀÈÉÄ ÄÇ ÔÀ ÅÂÆÝÂÇÍÅÍÜÊ ÁÄ g ÅÂÊ ÔÀ ÕÉÊÅÍÜÊ z 7→ (z − a)−1 ¾ ÛÉÄÌÂ L(z) ÄÇ ÓÂÔÂÆÂÃÕÀ ÄÊ A
¾

2Þßàáâãäåæçè é êÍ
R1 ≥ R2

ÊÂ ÇÄ ÝÉÄÁÄ ÌÀÃÀÊÒÍëÀÃ ÔÀ ÅÂÊËÄÃÌÄÊÅÍÀ ÁÄ ÔÀ ÇÄÃÍÄ ÁÄ ÛÀÉÃÄÊÒ ÝÀÃÀ Ê ÍÊÌìÊ z ∈ C
¾

íÂÆÂ ÄÊ ÄÔ ÅÀÇÂ ÁÄ ÔÀÇ ÇÄÃÍÄÇ ÁÄ ÝÂÒÄÊÅÍÀÇ Ñ ÇÍ |z − a| = R1
Â |z − a| = R2 ÝÉÄÁÄ Â ÊÂ ÓÀ×ÄÃ ÅÂÊËÄÃÌÄÊÅÍÀ ÁÄ ÔÀÇÄÃÍÄ ÁÄ ÛÀÉÃÄÊÒ Ñ ÔÂ ÈÉÄ ÁÄÝ ÄÊÁÄÃÐ ÁÄ ÅÀÁÀ ÅÀÇÂ ÝÀÃÒÍÅÉ ÔÀÃ ¾

îáïâáðä ñ éò éó é ô ³¹½
a ∈ C õ½ ö õ½·µ ÷¹÷µø 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞ ù A ú¹ ¸³û »¼½ ÷³ü ½»÷¹ ö µ¸

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.
ô»

f : A → C
³¶ õ½¹ ý õ½º»¼½ þ µúµ´ µ ý̧ ¹ø ³½·µ½º³¶ ³ÿ »¶·³½ ºµ½¶·¹½·³¶ (ck)k∈Z

·¹ú³¶ �õ³

f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k, ∀z ∈ A.

� �¶ ¹�½ø
ck =

1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw,

ö ¹¸¹ ºõ¹ú�õ»³¸ r
·¹ú �õ³ R1 < r < R2

ø ÷µ½÷³
∂D(a, r)

³¶·� ö ¹¸¹´ ³·¸»�¹÷µ ³½ ¶³½·»÷µ ¹½·»þ µ¸¹¸»µ �

² ³´ µ¶·¸¹º»¼½¾ ÖÃÍÆÄÃÂ Â×ÇÄÃËÄÆÂÇ ÈÉÄ
1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw

ÊÂ ÁÄÝÄÊÁÄ ÁÄ r
¾ ÙÊ ÄÕÄÅÒÂ Ñ ÇÄÀÊ R1 < r1 < r2 < R2 Î ÉÇÄÆÂÇ ÔÀ ÊÂÒÀÅÍÜÊ γ1 = ∂D(a, r1)

Ñ
γ2 = ∂D(a, r2)

Ñ
ÝÀÃÀÆÄÒÃÍëÀÁÀÇ ÄÊ ÇÄÊÒÍÁÂ ÀÊÒÍÓÂÃÀÃÍÂ ¾ ÙÊÒÂÊÅÄÇ ÝÂÃ ÄÔ ÒÄÂÃÄÆ À ÁÄ íÀÉÅÓÎ ÀÝÔÍÅÀÁÂ À ÔÀ ÕÉÊÅÍÜÊ w 7→ f(w)

(w−a)k+1

Ñ
ÈÉÄ ÄÇ ÓÂÔÂÆÂÃÕÀ ÄÊ A

Ñ Î ÀÔ ÅÀÆ ÍÊÂ ÁÄ ÔÀ �ÌÉÃÀ�� 	
�î�� �����
ÇÄ ÁÄÁÉÅÄ ÈÉÄ ∮

γ1

f(w)

(w − a)k+1
dw =

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
.

íÂÊÇÍÁÄÃÄÆÂÇ ÀÓÂÃÀ ÉÊ ÝÉÊÒÂ z ∈ A ÅÉÀÔÈÉÍÄÃÀ Î ÄÇÅÂ� ÀÆÂÇ r1 Î r2
ÁÄ ÆÂÁÂ ÈÉÄ

R1 < r1 < |z − a| < r2 < R2.

ÖÂÃ ÔÀ ÕÜÃÆÉÔÀ ÁÄ íÀÉÅÓÎ ÄÊ ÄÔ ÅÀÆ ÍÊÂ ÁÄ ÔÀ �ÌÉÃÀ �
 Â×ÒÄÊÄÆÂÇ

f(z) =
1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw.



� �� � ������ �� �� ���� � ��

 ! "#$% &# '(#% $)* +&! !,+* +&#&-.* &) !, /0#%1!, ,)'&#$*# &2 $31,! ,
1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − a
· 1

1 − z−a
w−a

dw

=
1

2πi

∮

γ2

f(w)

∞∑

k=0

(z − a)k

(w − a)k+1
dw

=

∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
dw

)
(z − a)k

=

∞∑

k=0

ck(z − a)k,

+*)+& &! $)'&#-,%4$* ∫ ∑
=
∑∫ 2& 5 12'$6-, &7,-',% &)'& +&! % $2%* %*+* 81& &) !, +&%*2'#,-$0) +&! 9&*#&:

% , ; <= <>? 1'$!$@,)+* 81& ",#,
w ∈ γ2 ∣∣∣∣

z − a

w − a

∣∣∣∣ =
|z − a|

r2
< 1.

A,#, !, 2&31)+, $)'&3#,! '&)&%*2
1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw = − 1

2πi

∮

γ1

f(w) · 1

z − a
· 1

1 − w−a
z−a

dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

∞∑

k=0

(w − a)k

(z − a)k+1
dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

∞∑

k=1

(w − a)k−1

(z − a)k
dw

= −
∞∑

k=1

(
1

2πi

∮

γ1

f(w)

(w − a)−k+1
dw

)
(z − a)−k

= −
∞∑

k=1

c−k(z − a)k,

 ) &2', * -,2$0) &! $)'&#-,%4$* ∫ ∑
=
∑∫ 2& 5 1 2'$6-, -*%* 2$31&

∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=0

(%) −
N∑

k=0

∮

γ1

(%)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=N+1

(%)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 sup
w∈γ1

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(w − a)k−1

(z − a)k

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 · sup
w∈γ1

|f(w)| ·
∞∑

N+1

rk−1
1

|z − a|k

≤ 2πM

∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

,

+*)+&
M = supw∈γ1

|f(w)| < B*'&%*2 81&
∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

−→ 0
-1,)+*

N → ∞,

C, 81& 2& '#,', +& 1), 2&#$& 3&*%('#$-, ∑ ak -*)
a = r1/|z − a| < 1

<
2
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VWXYZ[\]^_` a b c defgeh i ijdegkfg ilgh i mne
f oe pneqe gepgeoejdig pfg nji oegke qe ringejd ej ec ijkccf

A stfdehfo mne ci uvghnci ewpcxykdi pigi cfo yfel ykejdeo ej dzgh kjfo qe f {igijdk|i mne eodi gepgeoejdiykvj eo}jkyi s~e�koehfo ec yfjyepdf qe okj{n cigkqiq ikociqi qe nji unjykvj
f(z) s �npfj{ihfo p ∈ C

eo nj pnjdf okj{ncigikociqf qe
f(z) � eo qeykg � ew kode nj giqkf

R > 0
dic mne

f ∈ H(D(p,R) \ {p}) pegf
f
jf eo �fcfhfgui ej

p s�giykio ic �efgeh i � sD s� qeqnykhfo mne

f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p,R) \ {p},

qfjqe
ck ∈ C s �fqehfo ilghig ejdfjyeo mne �

k� ok ck = 0
pigi dfqf

k < 0
ejdfjyeo p

eo nj pnjdf okj{ncig e�kdi�ce �
kk� ok ewkode m ≥ 1

dic mne
ck = 0

pigi dfqf
k < −m

pegf
c−m 6= 0

ejdfjyeo p
eo nj pfcf qe fgqej

m �
kkk� ej yiof yfjdgigkf ec j}h egf qe xjqkyeo k < 0

pigi cfo yniceo ck 6= 0
eo kjljkdf � i

p oe ce ccih i nji
������������ ��������s

b c ok{nkejde eo nj e� ehpcf qe nji okj{ncigkqiq eoejykic s
�� Y���� � a� a a ¡¢�������£ ¢� f(z) = e1/z ¤ z ∈ A �¢��� A = {z ∈ C : |z| > 0} ¥ ¦ ¢§�£ ¢� ¨�� © ��� z 6= 0

e1/z =

∞∑

n=0

(1/z)n

n!

ª�§¢���� �� ����� �� «�����§ �� f �� §¢��¢ � ¬ ��

f(z) =

∞∑

k=−∞
ckzk,

�¢���
ck =

{
0 �� k > 0

1
(−k)!

�� k ≤ 0.

VWXYZ[\]^_` a rfo yfel ykejdeo qec qeoiggfccf ej oegke qe ringejd qe nji unjykvj �fcfhfgui qep ejqej ygnykic
h ejde qe ynic eo ec ijkccf yfj geop eydf ic ynic oe �iye ci ewpijokvj s ®jycnof ij kccf o qkodkjdfo p egf yejdgiqfo ejec h kohf pnjdf pgfqnyej oegkeo qe ringejd qkuegejdeo s
�� Y���� � a� a¯ a ° �� f(z) = 1

z−i ± ���¢�§��£ ¢� �� ����� �� «�����§ �� �¢� ���� �¢� A1 = {z ∈ C : |z − 1| <
√

2}
± A2 = {z ∈ C : |z − 1| >

√
2} ¥² ��£ ��¢ ¢³���´�£ ¢� ¨�� �µ ��§�´�£ ��§� f �� ¶ ¢�¢£ ¢�µ � �� �£ ³¢� ���� �¢� ¥ ° � |z − 1| <

√
2 �§���· ���¢ �� �����

� �¢£ ¸§���� ¢³§���£ ¢�
1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

1 − i
· 1

z−1
1−i + 1

=
1

1 − i
· 1

1 − z−1
i−1

=
1

1 − i

∞∑

k=0

(z − 1

i − 1

)k

= −
∞∑

k=0

(z − 1)k

(i − 1)k+1
,



¹ º» º ¼ ½¼¾¿À¿ÀÁÂ ÃÄ

Å ÆÇ ÈÉÊËÉ ÌÍÎÏÉÊÐ É ÈË | z−1
i−1 | < 1Ñ ÉÈ ÒÉÌËÊ ÈË |z − 1| <

√
2 Ó Ô ÈÕÇ ÉÈ ÆÇ ÈÉÊËÉ ÒÉ ÖÇ×ÊÉÎÕ ÒÉ f ÉÎ A1 Ó

Ø Ë |z − 1| >
√

2

1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

z − 1
· 1

1 + 1−i
z−1

=
1

z − 1
· 1

1 − i−1
z−1

=
1

z − 1

∞∑

k=0

( i − 1

z − 1

)k

=
∞∑

k=0

(i − 1)k

(z − 1)k+1
,

ÆÍ Ù×É ÌÍÊÊÉÈÚ ÍÎÒÉ Ç ÆÇ ÈÉÊËÉ ÒÉ ÖÇ×ÊÉÎÕ ÒÉ f ÉÎ A2 Ó

Û ÜÝ Ü Þß àáâãâãäå

æç èéêëìé íîï ðñ
f(z) = (ekz − 1)/z òîìóôê z 6= 0 õ f(0) = k

ïóöêóòïð f ∈ H(C)
ç

÷ ç øïöïéù ñóï úêð òñóòê ûéñù ïéêð öüéù ñóêð ôï úì ðïéñï ôï ýìîéïóö ôï

f(z) =
ez

z(z2 + 1)

ïó öêéóê ì
z0 = 0

ç
þ ç ÿ�ûúñíîï ûêé íîü ïú éïðñôîê ïó îó ûêúê ðñùûúï óê ûîïôï ðïé � ç
Ã ç �ïì

p ∈ C
îó ûêúê ôï

g(z) õ h(z) õ òêóðñôïéï f(z) = g(z) + h(z)
ç è éîïë ï íîï

Res(f, p) = Res(g, p) + Res(h, p).

� ç �êóðñôïéï îóì �îóòñ�ó ôï úì �êéùì
f(z) =

g(z)

h(z)

õ ìðîù ì íîï
f(z)

öñïóï îó ûêúê ïó
p ∈ C òêó g(z) õ h(z)

�îóòñêóïð �êúêùêé�ìð ïó îóì �ïòñóôìô ôï
p
ç�îûêó	ì íîï

g(p) 6= 0, h(p) = h′(p) = 0, h′′(p) 6= 0.
ïéñ�íîï íîï óïòïðìéñìù ïóöï f(z)
öñïóï îó ûêúê ôï êéôïó ôêð ïó

p õ ûéîïë ï íîï

Res(f, p) =
2g′(p)

h′′(p)
− 2

3

g′(p)h′′′(p)

h′′(p)2
.

� ç �ìúòî úìé ∮

γ∗
f(z)dz

òêó γ(θ) = e−iθ  θ ∈ [0, 2π[
ûìéì �

Ç � f(z) = cos z
z3 ��ïðû ç� 0� ç�� f(z) = (1−e2z)

z4 �� ïðû ç� 8πi
3
� ç

Ì� f(z) = ez

2(z−1)2 ��ïðû ç� −πie� ç



�� �������� �� �� � �!� "� ��#  �#$" ��#
% &

f(z) = z2

(1−z4) '()*+ ,- −πi
2

& ,
. , /01203454 65 *)47) 8) 95:4)03 8) 65 ;:017<0 70871585 )0 )6 507662 70871582 -

=& 1
z2+9

)0 {z ∈ C : |z − 4| < 5} >?& 1
z2+9

)0 {z ∈ C : |z − 4| > 5} >@& ez + e1/z )0 {z ∈ C : |z| > 0} ,
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JKLMNLOPQR ST PRUTVWLMTX K YL WTXPSNZX

[\]\ ^_`abcdeaf ga hi_jkl_af `ckbl_lmn`ckjdf
opqrstuvuwpr xqy sqzu{vy| tu}qsty tu| zs~ p �

2π∫

0

p(cosθ, sen θ)

q(cosθ, sen θ)
dθ, �� ���

tpqtu
p � q

rpq ~p|sqpw spr � �y vurp|x�s�q tu urzu zs~ p tu sqzu{vy|ur w utsyqzu u| xrp tu |yr z��qs�yr tu| ��|�x|puq
R
vurx|zy y w uqxtp �yrzyqzu uq{pvvpry tytp �xu y~yvu�uq �xp �suqzur tu ~p|sqpw spr uq

sen θ � cos θ � �squw�yv{p � u| xrp tu| zupvuw y tu |pr vurstxpr rsw~|s}�y tu w yquvy rxrzyq�sy| u| zvyzyw suqzp tu urzyr u�~vurspqur ��pwp �uvuwpr y �pqzsqxy�s�q ��vp~pquwpr u| rs{xsuqzu �yw�sp tu �yvsy�|ur �
z = eiθ, dz = eiθidθ.

�pzyqtp �xu
sen θ =

eiθ − e−iθ

2i
=

z − z−1

2i

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=

z + z−1

2�pq�uvzsw pr u| sqzu{vyqtp pvs{sqy| uq xq �xp �suqzu tu ~p|sqpw spr � urzy �u� uq
z
� tu wptp �xu �� ��� ru zvyqr�pvw yuq xqy sqzu{vy| tu �pqzpvqp uq u| ~ |yqp

C
� |y �xu ~xutu u�y|xyvru xzs|s�yqtp u| zupvuw y tu |pr vurstxpr ��yvy s|xrzvyv |p yqzuvspv � �uywpr xq u� uw~|p �

�� ����� � �����  ¡¢£¤¢¡¥
I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
.

¦§¢¤£¨©ª� «zs|s�yqtp u| �yw�sp tu �yvsy�|ur ~vp~xurzp � ru zsuqu �

I =

∮

|z|=1

dz
iz

2 + z−z−1

2i

=

∮

|z|=1

2dz

z2 + 4iz − 1
.

¬ �
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ÂÃ ÄÅÃÆÆÇÈÉ

f(z) =
2

z2 + 4iz − 1ÊÇËÉË ÆÌÍÌ ÎÌÏÌÐ ÐÇÍÎÏËÐ Ã ÏÃÐ ÅÃÑÆËÐ ÒË ÏÃ ËÆÓÃÆÇÈÉ
z2 + 4iz − 1 = 0,

ÏÃÐ ÔÓË ÅËÐÓÏÊÃÉ ÐËÅ
z1 = −i(2 +

√
3),

z2 = −i(2 −
√

3).ÕÌÍÌ |− i(2+
√

3)| = 2+
√

3 > 1 Ö 0 < |− i(2−
√

3)| = 2−
√

3 < 1,
ÐÈÏÌ

z2
ËÐÊ× ËÉÆËÅÅÃÒÌ ÎÌÅ ÏÃ ÆÓÅØÃ |z| = 1.ÙËÃÍÌÐ ÆÓ×ÉÊÌ ØÃÏË

Res(f, z2) :

Res(f, z2) = ĺım
z→z2

(z − z2)f(z) = ĺım
z→z2

2

z + i(2 +
√

3)

=
2

−i(2 −
√

3) + i(2 +
√

3)
=

2

2i
√

3

= − i√
3ÚÇÉÃÏÍËÉÊË Û ÎÌÅ ËÏ ÊËÌÅËÍÃ ÒË ÏÌÐ ÅËÐÇÒÓÌÐ

I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
= 2πiRes(f, z2) = 2πi

−i√
3

=
2π√

3
.

2

ÜÏ ÃÅÝÓÍ ËÉÊÌ ÃÉÊËÅÇÌÅ ÊÃÍÞÇßÉ ËÐ Ø×ÏÇÒÌ ÆÓÃÉÒÌ ÐË ÇÉÊËÝÅÃÉ ÆÌ ÆÇËÉÊËÐ ÒË ÎÌÏÇÉÌÍ ÇÌÐ ËÉ
cos nθ Ö sen nθ

ÎÃÅÃ
n > 1

ÒÃÒÌ ÔÓË ËÐÊÌÐ ÎÓËÒËÉ ËàÎÅËÐÃÅÐË ËÉ ÊßÅÍ ÇÉÌÐ ÒË ÐÓÍ ÃÐ ÒË ÎÌÊËÉÆÇÃÐ ÒË
z = eiθ á

sen nθ =
einθ − e−inθ

2i
=

zn − z−n

2i
,

cos nθ =
einθ + e−inθ

2
=

zn + z−n

2
.

âÏÓÐÊÅËÍÌÐ ÏÌ ÃÉÊËÅÇÌÅ Í ËÒÇÃÉÊË ÓÉ Ëã ËÍÎÏÌ á
äå æçèéê ë ìíìî ì ïðñòóñðô

I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ.

õöñóò÷øùú ûÃÆËÍÌÐ ÏÃÐ ÐÓÐÊÇÊÓÆÇÌÉËÐ á
sen θ =

eiθ − e−iθ

2i
=

z − z−1

2i
,

cos 2θ =
ei2θ + e−i2θ

2
=

z2 + z−2

2
.

üÐÑ Û ÊËÉËÍÌÐ
I =

∮

|z|=1

z2+z−2

2

5 − 2
i (z − z−1)

· dz

iz
=

∮

|z|=1

(z4 + 1)dz

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)

ÜÐ ÆÏÃÅÌ ÔÓË ËÉ
z = 0

ÊËÉËÍÌÐ ÓÉ ÎÌÏÌ ÒË ÌÅÒËÉ ® ú ÕÃÏÆÓÏËÍÌÐ ÏÃÐ ÅÃÑÆËÐ ÒË
2iz2 + 5z − 2i = 0.

z1 =
−5 +

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 +
√

25 − 16

4i
=

i

2

z2 =
−5 −

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 −
√

25 − 16

4i
= 2i



ýþÿ þ �� �� ������ �	
��
��� �����  �	����� � � ����� �� ��
���� |z1| = 1

2 < 1 � |z2| = 2 > 1, ���� ��� �������� �� �������
R1 ���  ���� � z1.!�����  �"��� #��� R1 $

R1 = ĺım
z→ i

2

(z − i

2
)

z4 + 1

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)

= ĺım
z→ i

2

z4 + 1

2iz2 · 2i(z − 2i)

=
( i
2 )4 + 1

2i( i
2 )2 · 2i( i

2 − 2i)

=
17
16
−3i
2

=
17

16
· 2

−3i
=

17i

24
.

��� � ����� �%��� �� ������� R2 ��� &��� �� ����� 2
��

z = 0.

R2 = ĺım
z→0

d

dz

[
z2 z4 + 1

2iz2 · (2iz2 + 5z − 2i)

]

=
1

2i
ĺım
z→0

d

dz

[
z4 + 1

2iz2 + 5z − 2i

]

=
1

2i
ĺım
z→0

[
4z3(2iz2 + 5z − 2i) − (z4 + 1)(4iz + 5)

(2iz2 + 5z − 2i)2

]

=
1

2i
· 5

(−2i)2
=

5i

8'��(� ) &�� �� ������ � �� ��� �������� $
I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ = 2πi(R1 + R2) = 2πi

(
17i

24
+

−5i

8

)
=

−π

6
.

2

* +, + -./0123405 67 8298 635 59:20 ;97 6.695 .9 3<9/3;95
=� ���� ��  ��� ��� ������������� �� �� &��>��� � �� �#����� ����(����� ��&��&��� ��� ��& �

∞∫

−∞

f(x)dx = ĺım
R→∞

R∫

−R

f(x)dx,

����� f : R → R
) � � "� (�����������

f : R → C ? = ��� ��@�� ��� &��� �� ����(��� �� −∞ � ∞ )  ��� �� �A� ��� ����� R → ∞ �� ��� ����(����� ��@����� ��>�� ��� �����#���� ��� B��� �� [−R,R]
) ��  ���  �  ��� CDEFG H GIJ KIH DELM NDOKPQ �� �� ����(��� ��&��&�� ?=� �� R�� ��(�� ) ��&�������� R�� �� S�� ��� � ����(��� f : R → C ��� ��� ��� �T������� ��@���� ��>�� �� �� ��&����  ��&��U � � ������� ��� S�� ��� � ������S� VW ?X ?YZ )  ��� ������  ��� � R

 ��� ���  �� �� S�� ��� ���(���� ) �R�� ��������� ���&��� ���� &��
f : C → C ?[�@����� �� \M] IH EDJF \OH MGIFG � �������

H = {z ∈ C : Im(z) ≥ 0},
 ��� �������� ���" ���� &��

Int(H) = {z ∈ C : Im(z) > 0}.=� ��(������ ������� �� �� &����� ��������� R�� &��� ��� �#����� ��� (��� #������� �� ����(����� ��&��&��� ?



^_ `abcdef g hi j kaf ea`lmn oj ln djpqafjr kca qjrlo egr
stuvtwx y z{ z|z } ~�

f : C → C ��� � ������ � ~��� ��� � ~� C � �~���~� �� � ��
P

~� ���� ���� �~ ��� � ���� �~
f � }�� ��� �� �� ��~���� f �� ��~�~ � ���� ~� R� ~� �~���� R ∩ P = ∅ ��� � f

��� ��~ �� ��� ~�� � ���� �~ � ���� ~� Int(H)� ~� �~���� Int(H) ∩ P
~� �� ���� ���� � �������� �� ���~� ��������~�

K ≥ 0� M ≥ 0 � p > 1
���~� ��~

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥ M.

������~�
∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z).

� ~� ����������  �¡¢ R > 0 £ ¡¤¥¢¦¤§¢¨ ©¢ª CR
¤« �ª�¢ ¡¤ ¨¤§ ¬�¬ª�¥®¤ª¤¥�¬� ©�ª�§ ¤¦ª¬¯�¡¢ ©¢ª γ(θ) = Reiθ £

θ ∈ [0, π] £ ¦�« �¢§¢ ¨¤ ¬« ¨¦ª� ¤¥ «� °±ª� ² �³£ ¡¤ §¢¡¢ ´¤ ¨ «�ª±¢ ¤¨ L(CR) = πR �

R−R

CR

µ¬±ª� ² �³¶ ·ª�¢ ¡¤ ¨¤§ ¬�¬ª�¥®¤ª¤¥�¬�
¸¢ª ��� ¹ �� � £ ©�ª� R > 0 ¨°�¬¤¥¦¤§¤¥¦¤ ±ª�¥¡¤ ¤« ��§ ¬¥¢ CR

¥¢ ©�¨� ©¢ª ¥¬¥±º¥ ©¢«¢ ¡¤ f ¹£ ©¢ª ��� £ ¦¤¥¤§¢¨�¡¤§ »¨ «� ¨¬±¬¤¥¦¤ ¤¨¦¬§ ��¬¼¥ ¶
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

z∈CR

|f(z)| · L(CR) ≤ K

|Reiθ|p πR =
Kπ

Rp−1
.

½¢§¢ p > 1 £ ¡¤¡�¬§ ¢¨ ´¤
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.

¸¢ª ¢¦ª� ©�ª¦¤ £ �©«¬��¥¡¢ ¤« ¦¤¢ª¤§ � ¡¤ «¢¨ ª¤¨¬¡¢¨ ¾ �¿ �³ �« ��§ ¬¥¢ �¤ªª�¡¢ ¹ ¨¬§©«¤ ¡�¡¢ ©¢ª ΓR = [−R,R]∪CR©�ª� R ¨°�¬¤¥¦¤§ ¤¥¦¤ ±ª�¥¡¤ ¡¤ §¢¡¢ ¦�« ´¤ ΓR
¤¥�¬¤ªª¤ ¦¢¡¢¨ «¢¨ ©¢«¢¨ ¡¤ f ¤¥ Int(H) £ ¨¤ ¡¤¡�¤

2πi
∑

z∈Int(H)∩P

=

∫

ΓR

f(z)dz =

R∫

−R

f(x)dx +

∫

CR

f(z)dz.

µ¬¥�«§¤¥¦¤ £ ¦¢§ �¥¡¢ «À§ ¬¦¤ ��¥¡¢ R → ∞ ¨¤ ¢�¦¬¤¥¤

2πi
∑

z∈Int(H)∩P

= ĺım
R→∞




R∫

−R

f(x)dx +

∫

CR

f(z)dz


 =

∞∫

−∞

f(x)dx,
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2

àá âÞÛÕ ãáÜØÝØÛÞáÜØ äÞÝÞ ØÔ â×ÞÔ ØÛ åæâãÔ çØÝãèâÞÝ Ö×Ø ÛØ ÜãØáØá ÔÞÛ é ãäêÜØÛãÛ ÙØÔ ÜØÕÝØÚ Þ ë ßì ßí ØÛÜæ ÙÞÙÕ äÕÝ ØÔÛãî×ãØáÜØ ÝØÛ× ÔÜÞÙÕ ï
ðñòñóôòõñ ö ÷ø ÷ù÷ ú ûüý

p, q þÿ� � ÿ ��ýÿ��ÿ� � ��� ÿ� ûý ��û �� �ü�û� �	û q
ýÿ ��ûýû 
û�ÿ� �ûü�û� � üþû��� �û ��ûýû

grado(q) ≥ grado(p) + 2. ë ßì�
�ý �ÿý
û� �

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)

� û� ÿ���ü
��ýß �ØÞ ÔÞ å×áâãêá ÝÞâãÕáÞÔ ÙØèáãÙÞ äÕÝ
f(z) = p(z)/q(z)

ß � ÞÙÕ Ö×Ø
p � q

ÛÕá äÝãÚÕÛ ØáÜÝØ Û� � ÔÕÛ äÕÔÕÛÙØ
f(z)

âÕÝÝØÛäÕáÙØá Þ ÔÕÛ âØÝÕÛ ÙØ
q
� ÔÕÛ Ö×Ø äÕÝ é ãäêÜØÛãÛ áÕ ÛÕá ÝØÞÔØÛ ß �ÞÝÞ ÞäÔãâÞÝ ØÔ ÜØÕÝØÚÞ ë ßì ßí � �ÞÛÜÞçØÝãèâÞÝ Ö×Ø

f
ÛÞÜãÛåÞâØ ÔÞ âÕáÙãâãêá ÙØ ÙØâÞãÚ ãØáÜÕ â� ß �ÞÝÞ çØÝ Ö×Ø ØÛÜÕ ØÛ âãØÝÜÕ � ÙØáÕÜØÚÕÛ

n = grado(p) �
m = grado(q) � ØÛâÝã�ÞÚÕÛ

p(z)

q(z)
=

a0 + a1z + . . . + anzn

b0 + b1z + . . . + bmzm
=

zn( a0

zn + an−1

z + . . . an)

zm( b0
zm + bm−1

z + . . . bm)

�ØÝÕ
ĺım

|z|→∞

∣∣∣an +
an−1

z
+ . . . +

a0

zn

∣∣∣ = |an|,

� ÛãÚ ãÔÞÝÚ ØáÜØ
ĺım

|z|→∞

∣∣∣∣bm +
bm−1

z
+ . . . +

b0

zm

∣∣∣∣ = |bm|.

�×ØîÕ � äÞÝÞ |z| Û×èâãØáÜØÚ ØáÜØ îÝÞáÙØ � ÙãîÞÚÕÛ |z| ≥ M
äÞÝÞ ×áÞ âÕáÛÜÞáÜØ

M > 0
ÞäÝÕäãÞÙÞ � ÛØ ÜãØáØ

∣∣∣an +
an−1

z
+ . . . +

a0

zn

∣∣∣ ≤ 2|an|

� ∣∣∣∣bm +
bm−1

z
+ . . . +

b0

zm

∣∣∣∣ ≥
1

2
|bm|,

ÙØ ÙÕáÙØ ÛØ ÙØÙ×âØ Ö×Ø
∣∣∣∣
p(z)

q(z)

∣∣∣∣ ≤
4|an|
|bm|︸ ︷︷ ︸

K

· 1

|z|p

âÕá
p := m − n ≥ 2

Øá çãÝÜ×Ù ÙØ ë ßì� ß
2

�� ��� óñ ö ÷ø ÷ù÷  ü�
	 �ü�
∞∫

0

x2

1 + x4
dx.
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6789:;<=> ?@ ABCA DEBF G AH I@CAJKE@LF

f(x) =
x2

1 + x4AB AH DMF DIA@CA LA HFB NFHI@FO IFB
p(z) = z2

P
q(z) = 1 + z4

AQEHMELFB A@ HE QEKIERHA KAEH
x
> ?@ NKIOAK HMJEK G HE KEST LA

p(z)
AB

0
LA OMHCINHIDILEL U G O IA@CKEB VMA HEB KESDAB

LA
q(z)

ABCW@ LELEB NFK HEB BFHMDIF@AB LA HE ADMEDIX@
z4 = −1

G AB LADIK G N FK HFB DFONHAY FB
eiπ/4

G
ei3π/4

G
e−iπ/4 P

e−i3π/4 G LA HFB DMEHAB @I@JM@F AB KAEH P BXHF HFB LFB NKIO AKFB BA A@DMA@CKE@ A@ AH BAO INHE@F BMNAKIFK
H
> ZFOF

p(z) P q(z)
@F CIA@A@ KESDAB DFOM@AB G [BCFB BF@ NKIO FB A@CKA BS P ELAO WB grado(q) = 4 = grado(p) + 2

> \A ABCA
OFLF G BA BECIB]EDA@ HEB ^INXCABIB LAH DFKFHEKIF _ >U >` > \ALMDIO FB VMA

∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx = 2πiRes

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
+ 2πiRes

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
.

?@ ABCA DEBF AB ]WDIH QAK VMA
f(z) = (z2/1 + z4)

CIA@A NFHFB BIONHAB A@
eiπ/4 P ei3π/4

LA OFLF VMA HFB KABILMFB
NMALA@ DEHDMHEKBA OALIE@CA HE ]XKOMHE a" >bc NEKE FRCA@AK d

Res

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
=

ei2π/4

4ei3π/4
=

1

4
e−iπ/4,

P BIO IHEKO A@CA
Res

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
=

1

4
e−i3π/4

?@ DF@BADMA@DIE
∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx =

2πi

4
[cos(π/4) + cos(3π/4) − i(sen(π/4) + sen(3π/4))]

=
2πi

4

[
1√
2
− 1√

2
− i(

1√
2

+
1√
2
)

]

=
π√
2
.

eI@EHOA@CA G DFOF
f(x) = x2/(1 + x4)

AB M@E ]M@DIX@ NEK G LALMDIO FB VMA
∞∫

0

x2

1 + x4
dx =

π

2
√

2
.

2

fEKE ABCMLIEK VM[ F DMKKA DME@LF AH I@CAJKE@LF
f(z)

ELO ICA NFHFB KAEHAB G @ADABICEOFB AH BIJMIA@CA KABMHCELF
NKAHIO I@EK >
ghij iklmlno p qr qsq 6 tu

f v tw7v 7wx u t= 9= uy;twz7 Ω { a ∈ Ω
9= | 787 };v| 8t ~t f � 6 tu Cε,θ1,θ2

8u | uwuv tzw;�u:;<=~t8 uw:7 ~t :;w:9=x twt=:;u ~t wu~;7
ε > 0

:t=zwu~7 t=
a
:9{7} 8�v ;zt} }7= 87} �=�987}

θ1 { θ2 � t} ~t:;w
Cε,θ1,θ2

(θ) = a + εeiθ, θ ∈ [θ1, θ2],zu8 :7v 7 }t ;89}zwu t= 8u � �9wu _ >U �� =z7=:t}
ĺım
ε→0

∫

C∗
ε,θ1,θ2

f(z)dz = i(θ2 − θ1)Res(f, a).



��� � �� �� ������ ��������� ����� � ������� � � �������� ��

�a
θ1

θ2

Cε,θ1,θ2

ε

���� ¡ � ¢£ ¤ ¥¦�§ ¦¨©ª «¦ ¡ ¬ª «¦ ¬� ¬�¨¦ ¦¨¬�¡

® ¯° ±²³´µ¶·¸¹¢ ºª§ª
f
©�¦¨¦ �¨ »ª¼ª ½�§»¼¦ ¦¨

a ¾ ¦¨©ª¨¬¦½ ¦¨ ©ª ¨ª ¡ ¦½¦ »�¨©ª ¡«§ �©¦ �¨ «¦½¡  ª¼¼ª ¦¨ ½¦ �¦
«¦ ¿¡� ¦¨© «¦ ¼¡ ª § ¡

f(z) =
c−1

z − a
+

∞∑

k=0

ck(z − a)k

︸ ︷︷ ︸
f1(z)

, |z − a| < ρ,

»¡ ¡ ¡¼�À¨  ¡«�ª
ρ > 0

½�Á¬�¦¨©¦§ ¦¨©¦ » ¦Â�¦Ãª Ä ¡¼��¨ª½ ¬ª ¦Á¬�¦¨©¦½
(ck) ⊆ C

¢ Å¡ ¡
0 < ε < ρ ¾ ½¦ ©�¦¨¦

∫

Cε,θ1,θ2

f(z)dz = c−1

θ2∫

θ1

1

εeiθ
εieiθdθ +

∫

Cε,θ1,θ2

f1(z)dz

︸ ︷︷ ︸
Aε

= i(θ2 − θ1)Res(f, a) + Aε

«ª¨«¦
|Aε| ≤ M · L(Cε,θ1,θ2

) = Mε(θ2 − θ1),»¡ ¡ ¡¼��¨¡ ¬ª¨½©¡¨©¦
M > 0

Â�¦ ¡¬ª©¡ ¡
f1(z)

¦¨ �¨¡ Æ¦¬�¨«¡« «¦¼ »�¨©ª
a ¾ ¦½©¡ ¬ª¨½©¡¨©¦ ¦Ç �½©¦ »�¦½ f1(z)¦½ Èª¼ª§ª ¡ ¦¨

D(a, ρ)
¢ ¿�¦�ª ¾ È¡¬�¦¨«ª ε → 0

½¦ ©�¦¨¦
Aε → 0

Ä ½¦ «¦«�¬¦ ¦¼  ¦½�¼©¡«ª ¢
2

ÉÊËÌÊÍÎ Ï ÐÑ ÐÑ Ð Ò ¯µ
f : C → C Ó¹µ Ô Ó¹¶·¸¹ ° ¯´±° ± Ố µ ¯¹

C Õ Ö¯¹±³¯° ±² × ±´ P
¯Ø ¶±¹Ù Ó¹³± Ö¯ Ø±² × ±Ø±² Ö¯

f Ú ÒÓ× ±¹Û µ° ±² ÜÓ¯ÝÞ¡ß
f
µÖ° ·³¯ Ó¹ ¹à° ¯´± á ¹·³± Ö¯ × ±Ø±² ´¯µØ¯² ²·°× Ø¯²â ¯² Ö¯¶·´â

R ∩ P = {a1, . . . , as}
¶±¹

aj
× ±Ø± ²·°× Ø¯ Ö¯ f ÚÞã ß

f
µÖ° ·³¯ Ó¹ ¹à° ¯´± á ¹·³± Ö¯ × ±Ø±² ¯¹ Int(H)

â ¯² Ö¯¶·´â Int(H) ∩ P
¯² Ó¹ ¶±¹Ù Ó¹³± á ¹·³±ÚÞ¬ß äå ·²³¯¹ ¶±¹²³µ¹³¯²

K ≥ 0
â
M ≥ 0 Õ p > 1

³µØ¯² ÜÓ¯

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥ M.

ä¹³±¹¶¯²
∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z) + πi
s∑

j=1

Res(f, aj).
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R−R

CR

ûûû
C1(ε)

a1 a2 as

C2(ε) Cs(ε)

üýþÿ�� � �� � ��� ý�	 
ÿ� �� ý� �	� �	�	� ������

� �� ���������� �� ���	���� ý � �� ��!�	þ� � �� ��� �	��� � � �" �# 	����	 �$	�� ÿ� ��� ý�	 
ÿ� �� ý� �	� �	�	�
������ �� �	�	 �� ý�ÿ ��� �� �� %þÿ �� � �� �
&	� �� �	��� � �� �	� ���ý�ÿ	� ' ����	� 
ÿ� ����

R
�ÿ%�ý���� ��� þ����� (

ε > 0
��
ÿ�)	 �

∫

I(R,ε)

f(x)dx +

s∑

j=1

∫

Cj(ε)

f(z)dz +

∫

CR

f(z)dz = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z), *� ��+

�	���
I(R, ε) = [−R,R] \

s⋃

j=1

]aj − ε, aj + ε[,

�� ��� ý�	
Cj(ε)

�� �� ���	 �� ��� ý�ý��ÿ�,�����ý� ����� �� ý-��	 �	�
γj(t) = aj + εei(π−t) ' t ∈ [0, π]

(
CR

�� ��
���	 �� ��� ý� ý��ÿ�,�����ý� ����� �� ý-��	 �	�

γ(θ) = Reiθ ' θ ∈ [0, π]
� &	� �� ��	�	�ý�ý � � �" �#

ĺım
ε→0

∫

Cj(ε)

f(z)dz = −πiRes(f, aj),

( �	� �� � ý�� 	 ��þÿ���	 
ÿ� �� �� �	��� � � �" �#'

ĺım
R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.

�ÿ�þ	 ' $��ý���	
ε → 0

(
R → ∞ �� *� ��+ ' �� ���ÿ�� 
ÿ�
∞∫

−∞

f(x)dx − πi

s∑

j=1

Res(f, aj) + 0 = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z),

�� �	��� �� �ýþÿ� �� ���ÿ ���	 �
2

.�� �	����ÿ���ý� �� ��� /� ý�	 ���ÿ ���	 �� �� �ýþÿý��� �
012134251 6 78 78 7 9 ���

p, q :�� ; �<�� �� ��� ; ��� �� ����� �= ��<�� >?� <�� ����� :� q
��@�� �< �A � ���<B :� �C �����B

��� ���; <��B D �� ���� � �:�� E�
grado(q) ≥ grado(p) + 2.F�������

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p

q
, a

)
.



GHI H JK LM NOPQMR JSTOUTJPR RUVOM W USJKJUR K U PXULPWUR YZ
[\] \^]_ `_]^a b cd_ef\ ga ^]_^_ fa ah_id_] je^ak]_iag jl`]\`j_g fa i_ m\]l _

∞∫

−∞

f(x) cos sxdx

\ njae
∞∫

−∞

f(x) sen sxdx

`_]_
s > 0

ae kaea]_i e\ ag `\gjnia _` ijc_] fj]ac^_l ae^a i\g ]agdi^_f\g _e^a]j\]ag _ i_g mdecj\eag
f(z) cos sz o

f(z) sen sz
]ag` ac^jh_l ae^a `dag ag^_g gdaiae e\ g_^jgm_ca] i_ c\efjcjpe fa fac_jl jae^\ q

r g^\ ga fan a _ sda b `\] at al`i\ b gj au`ijcj^_l\g
cos sz

ae ^v]l je\g fa au`\eaecj_iag

cos sz =
1

2
(eisz + e−isz) =

1

2
(e−sy+isx + esy−isx)

hal\g sda cd_ef\
R → ∞ b i_g c\\]fae_f_g jl _kje_]j_g

y
fa i\g `de^\g

z = x+ iy ∈ CR
f\efa

CR
ag ai _]c\ fa

gal jcj]cdema]aecj_ c\egjfa]_f\ _e^a]j\]l ae^a wha] xkd]_g y qz o y q{| b fjha]kae _ ∞ o ae c\egacdaecj_ ai ^v]l je\
esy gj

s > 0
c]aca au`\eaecj_il ae^a q }dak\ b `_]_ sda

f(z) cos sz
g_^jgm_k_ i_ c\efjcjpe fa fac_jl jae^\ b i_ mdecjpe

f(z)
fana fac_a] _

0
l~g ]~`jf\ sda de_ au`\eaecj_i b i\ sda fat _ mda]_ _ ^\f_g i_g mdecj\eag ]_cj\e_iag sda ga

\n^jaeae c\l\ cd\cjae^ag fa `\ije\l j\g q
�\^al\g sda ag^a jec\ehaejae^a ag c\egacdaecj_ fai ^v]l je\

e−isz sda _`_]aca ae
cos sz

b `dag ai \^]\ ^v]l je\
eisz = e−sy+isx ag ldo m_h\]_nia o_ sda fac_a au`\eaecj_il ae^a _ � cd_ef\

y → ∞ q
[\] \^]_ `_]^a b gj ae idk_] fa c\egjfa]_]

f(z) cos sz
w]ag` q

f(z) sen sz
| b ^\l _l\g

f(z)eisz b sda `_]_ de_ k]_e
h_]jaf_f fa mdecj\eag

f(z)
g� g_^jgm_ca i_ c\efjcjpe fa fac_jl jae^\ eacag_]j_ `_]_ sda i_ je^ak]_i fa

f(z)eiszg\n]a
CR

^jaef_ _ � k]_cj_g _i ndae c\l`\]^_l aje^\ fa
eisz b ae^\ecag `\fal\g c_icdi_]

∞∫

−∞

f(x)eisxdx,

i\ sda ]agdaiha ai `]\n ial_ \]jk je_i `dag
∞∫

−∞

f(x)eisxdx =

∞∫

−∞

f(x) cos sxdx + i

∞∫

−∞

f(x) sen sxdx.

�~g `]acjg_l ae^a b ^aeal\g ai gjkdjae^a ]agdi^_f\
������� � �� �� � � ��

f : C → C ��� � ������ � ���� ��� � �� C � ������� �� � ��
P

�� ���� ���� �� ��� � ���� ��
f   ��� ��¡ �� �� ¢��£w_|

f �� ����� � ���� �� R¤ �� �����¤ R ∩ P = ∅  wn |
f

��� ��� �� �¥� ��� ¦ ���� �� � ���� �� Int(H)¤ �� �����¤ Int(H) ∩ P
�� �� ���� ���� ¦ ���� wc| §¨ ����� ���������� K ≥ 0¤ M ≥ 0 � p > 0

����� ¢��

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥ M.

§�������¤ � ��� ���� s > 0
�� �����

ĺım
R→∞

∫

CR

f(z)eiszdz = 0,
wy q©|

����� CR
�� �� ���� �� ��� �������� ������� � ���� ����ª��� � ��

γ(θ) = Reiθ ¤ θ ∈ [0, π]¤ � �� ������������
∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(eiszf(z), w).



«¬ ®¯°±²³ ´ µ¶ · ¸®³ ²®¹º» ¼· ¹» ±·½¾®³·¿ ¸°® ¾·¿¹¼ ²´¿
À ÁÂ ÃÄÅÆÇÈÉÊËÌ ÍÎÏ ÐÑÒ ÐÑÓÔÕÖÏ×Ø ÙÚ ÌÛ Ü Ý ÞÏ ×ÑßØàáÓÏÖÔâÎ Ñà ÑàÑÎÖÔÏÞß ÑÎáÑ ÞÏ ß Ôàß Ï ãäÑ ÞÏ ×ÑÞ áÑØÓÑß Ï Ú Ìå ÌæÌ
çÏÓÏ èÓØéÏÓ ÙÚ ÌÛÜ Ý ÖØß ÑÎÖÑßØà èØÓ ÏÖØáÏÓ ÞÏ ÔÎáÑêÓÏÞ èÏÓÏ

R > M ë
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

π∫

0

eisReiθ

f(Reiθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣

≤
π∫

0

|eisReiθ | · K

Rp
Rdθ

=
KR

Rp

π∫

0

e−sR sen θdθ =
2KR

Rp

π
2∫

0

e−sR sen θdθ.

çØÓ ØáÓÏ èÏÓáÑ Ý àÏé ÑßØà ãäÑ
sen θ

θ
≥ 2

π
, 0 ≤ θ ≤ π

2
,

ì èØÓ ÞØ áÏÎáØ
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
≤ 2KR

Rp

π
2∫

0

e−
2sR

π
θdθ

=
2KR

Rp

[ −π

2sR
e−

2sR
π

θ

]π
2

0

=
2KR

Rp

π

2sR

[
1 − e−sR

]

≤ πK

sRp
.

íØßØ
p > 0

Ý àÑ ×Ñ×äÖÑ ÙÚ ÌÛÜ Ì
2

îïðñòóôõö÷ø ù úÎ ÑÞ áÑØÓÑßÏ ÏÎáÑÓÔØÓ éÏàáÏ ÖØÎ
p > 0

Ý Ï ×ÔûÑÓÑÎÖÔÏ ×ÑÞ áÑØÓÑß Ï Ú Ìå Ìæ ãäÑ ÓÑãäÔÑÓÑ
p > 1

Ì ú àáØ
àÑ ×Ñé Ñ Ï ãäÑ ÑÞ éäÑÎ ×ÑÖÏÔß ÔÑÎáØ ÏèØÓáÏ×Ø èØÓ ÑÞ áüÓß ÔÎØ ÖØÓÓÑàèØÎ×ÔÑÎáÑ Ï

eisz èÑÓß ÔáÑ àÑÓ ß ÑÎØà ÓÑàáÓÔÖáÔÐØ
àØéÓÑ ÞÏ ûäÎÖÔâÎ

f(z)
Ì

ýþòþÿôòöþ � ù� ù� ù � ÁÇË
p, q �ÃÄ � Ã �ÉËÃÂ ÉÃÄ � ÆÉÂ ÃÄ ÁËÅÆÁ Ä � ÅÇ�ÁÄ �	Á

q
ËÃ ÅÉÁËÁ ÈÁÆÃÄ ÆÁÇ�ÁÄ 
 Ç�ÁÂ �Ä ÄÁ ÅÉÁË Á

grado(q) ≥ grado(p) + 1.
ÙÚ Ì�Ü

ËÅÃËÈÁÄ � ÇÆÇ ÅÃ�Ã s > 0
ÄÁ ÅÉÁË Á

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
.

�� ñ�� ÿþ � ù� ù� ù À Ç�Ã s ≥ 0� ÈÇ�È	�ÇÆ
∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx, a > 0.



��� � �� �� ������ �� �! ��� �!"�� # !����!� � ! �$!��#!� % &
'()*+,-./ 01234567

h : C → C
518943:1

h(z) =
eisz

z2 + a2;6:1567 <=1
h
17 81 >4 ?6@5 4

h(z) =
p(z)

q(z)
eisz

A63 p(z) = 1 B q(z) = z2 + a2
/ C67 A1@67 81 q(z)

763 795D>17 B 17:E3 84867 D6@ {ai,−ai} * R
/ F815 E7 G

grado(q) = 2 > 0 + 1 = grado(p) + 1
/ C=1H6 G 71 74:97?4A13 >47 I9DJ:1797 81> A6@6>4@96 K /L /M B D6@ >6 :43:6 G D4@41> A476 s > 0

71 :9131
∞∫

−∞

h(x)dx =

∞∫

−∞

1

x2 + a2
· eisxdx

= 2πiRes(h, ai) = 2πi
e−sa

2ai
=

π

a
e−sa,

D=17
Res(h, ai) =

eisia

2ai
=

e−sa

2ai
.

N> A476 s = 0
71 D=181 A4>A=>4@ 89@1A:45 13:1

∞∫

−∞

1

x2 + a2
dx =

1

a
arc tg

(x

a

)∣∣∣
∞

−∞
=

π

a
.

N3 A63A>=79J3 G D4@4 :6 86 s ≥ 0
71 :9131

∞∫

−∞

eisx

x2 + a2
dx =

π

a
e−sa.

O6@ >6 :43:6
∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx =

π

a
e−sa

B 4815 E7
∞∫

−∞

sen sx

x2 + a2
dx = 0.

;6:1567 <=1 17:4 P>:95 4 9813:9848 17 935 1894:4 D=17 71 :@4:4 81> Q4>6@ D@93A9D4> 81 =34 93:1H@4> 95D@6D94 81
−∞ 4 ∞ 81 =3 93:1H@4386 8486 D6@ =34 ?=3A9J3 95D4@ /

2

O4@4 234>9R4@ G 13=3A91567 >67 @17=>:4867 43E>6H67 4> :16@154 K /L /L B 4> A6@6>4@96 K /L /L S
TUVWUXY Z [\ [] [ ' ^_

f : C → C
*._ ` *.+,-. a ^b(a (b` _ ^.

C c d^.(e^a (f g (b P
^) +(.h *.e( d^ )(f g ()(f d^

f i '*g (.j _a (f k*^lm4n
f
_da ,e^ *. .oa ^b( p .,e( d^ g ()(f b^_)^f f,ag )^fq ^f d^+,bq

R ∩ P = {a1, . . . , as}
+(.

aj
g ()( f,ag )^ d^ f imr n

f
_da ,e^ *. .oa ^b( p .,e( d^ g ()(f ^. Int(H)

q ^f d^+,bq Int(H) ∩ P
^f *. +(.h *.e( p .,e(imAn st ,fe^. +(.fe_.e^f

K ≥ 0
q
M ≥ 0 c p > 0

e_)^f k*^

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥ M.



uv wxyz{|} ~ �� � �x} |xw��� �� �� {���x}�� �zx ����� |~�
�������� � ��� ����

s > 0
�� ���� ��

∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(f(z)eisz, w) + πi

s∑

j=1

Res(f(z)eisz, aj).

��������� � �� �  � ¡ ���
p, q

��� � �¢�� �£ ��� � ��£ �� ����� �¤ ��¢�� ¥¦� ¢�� ����� ��
q
��§�� �¢ �̈ � ���¢© �� �ª �����©��� ��£� ¢��© « �� ���� � ���£ ¬�

grado(q) ≥ grado(p) + 1.�������� � ��� ����
s > 0

�� ���� ��
∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, a

)
.

 ®¯ ® °± ²³´µ´µ¶·
¸¹ º»¼½¾ ½ ¿¼½ À

�Á 2π∫

0

dθ

a + cos θ
=

2π√
a2 − 1

, a > 1
¹

§Á 2π∫

0

cos2 3θ

1 − 2a cos 2θ + a2
dθ = π

1 − a + a2

1 − a
, 0 < a < 1

¹

�Á 2π∫

0

cos nθ

cosh a + cos θ
dθ = 2π(−1)n e−na

senh a
, n ≥ 0

½Â ¼Ã ½ÃÄ½»Å Æ
a > 0

¹

� Á π/2∫

−π/2

sen θ

5 − 4 sen θ
dθ =

π

6

¹

v ¹ ÇÈÉÊ¼ É½
2π∫

0

cos nx

1 + a2 − 2a cos x
dx

ÊÅÃ
a ∈ (0, 1)

¹
Ë ¹ º»¼½¾ ½ ¿¼½ À

�Á ∞∫

−∞

dx

1 + x6
=

2π

3

¹

§Á ∞∫

0

x sen x

x2 + a2
dx =

π

2
e−a Ì ÊÅÃ a > 0

¹

�Á ∞∫

0

cos λx

x2 + a2
dx =

π

2a
e−λa Ì ÍÅÃÍ½ λ ∈ R

Æ
a > 0

¹

� Á ∞∫

0

lnx

(1 + x2)n+1
dx = −n

π

4
Ì ÎÈ»È n = 0

Æ
n = 1 ÏÊÅÃÂÐÍ½»½ ÈÑ¾ÅÂ ÊÈÂÅÂ Â½ÎÈ»ÈÍÈÑ½ÃÄ½Á ¹
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Þß ∞∫

0

sen x

x(x2 + a2)
dx =

π

2a2
(1 − e−a) à a > 0 á

â á ãäå D = {x + iy : x > 0, y > 0} æ f : D ⊆ C → C çèéêëéìå äé D æ íèîèïèðñå äé D á ãìòèéóå ôìä äõëöêäìéå çèéöêåéêä M ≥ 0 êåî ôìä |f(z)| ≤ M/|z|2 òåðå êè÷è z ∈ D à |z| ≥ 1 á
ø ß ùðìäú ä ôìä òåðå êè÷è θ ∈ [0, π/2] öä êëäéä

∞∫

0

f(x)dx = eiθ

∞∫

0

f(eiθx)dx.

ûß üêëîëçä îè åéêäðëèð çèé f(z) = exp(iz)/(1 + z)2 æ θ = π/2 òåðå ÷äïèöêðåð ôìä
∞∫

0

cos(x)

(1 + x)2
dx +

∞∫

0

exp(−x)

1 + x2
dx = 1.

ý á þåîçì îä ∞∫

0

dx

x100 + 1

Ü á ÿäïìäöêðä ôìä
∞∫

0

xm

xn + 1
dx =

π

n sen[π(m + 1)/n]
,

÷èé÷ä m æ n öèé äéêäðèö òèöëêë�èö ÷ëöêëéêèö ÷ä çäðè êåîäö ôìä n − m ≥ 2 á �é÷ëçåçë�é � òìä÷ä öäð �êëîçèéöë÷äðåð ìé çåï ëéè çèïè äî ÷ä îå �óìðå � áâ á

RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

2π/n

� ëóìðå � áâ � þåï ëéè çäððå÷è
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@AB
f = u + iv CDB ECDFGHD IJKJLJMEB AD CD NJL GDGJ Ω ⊆ C O @BPALJQ RCA ADSJDFAQ u, v ∈ C∞(Ω) T RCA U L VQBWD U NAP AD QBSGQEBFAM KBQ FJDNGFGJDAQ NA XBCFITYZ GAL BDD

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

AD Ω. [\ O]^
_D FJDQAFCADFGB U

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x

AD Ω.

XJLJ U AD `GMSCN NA KB FJDSGDCGNBN NA KBQ NAMG`BNBQ NA JMNAD QCaAMGJM U KBQ NAMG`BNBQ FMCbBNBQ NA v QJD GcCBKAQ UNANCFGL JQ RCA
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

AD Ω.

dAeDGADNJ AK Ja AMBNJM fgh igjkglmU NADJSBNJ aJM ∆
U BaKGFBNJ B CDB ECDFGHD w = w(x, y) NA FKBQA C2 LANGBDSA

∆w :=
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
,

FJDFKCGL JQ RCA u QBSGQEBFA KB njogjkpl qn fgh igjn QJPMA Ω r
∆u = 0

AD Ω.

sJNB ECDFGHD NA FKBQA C2(Ω) RCA QBSGQEBFA AQSB AFCBFGHD QA NGFA RCA AQ CDB t oljkpl guv plkjg AD Ω O
dA LBDAMB BDVKJcB B KJ MABKGbBNJ FJD u

U QA NANCFA RCA v SBLPGwD AQ BMLHDGFB AD Ω O x Qy U IALJQ aMJPBNJ r
z{|} |~����� � ����� � k f = u + iv

n� � mimv mut g nl ol qmv klkm Ω
nl�mljn� u � v

�ml t oljkmln� guv plkjg� nl
Ω� n� qnjku�

∆u = ∆v = 0
nl Ω.

��
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u = u(x, y) ¿ v = v(x, y)
¸¾ À½¼¾» ÁÂÃ ÄÅÆÇÁÈ ÇÉÅÊ ËÌ ÁÍÁÈ ¾» º» À·Î ½»½·

Ω
¸½ ÏÐ ¹º»¼½Ñ» À¾ ÒÐÓ½ÐÔÏ¾¼·ÎÕÏ¾Ö Ð

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
¾¸ ×·Ï·Î·Ó¹Ð ¾»

Ω Ø Ù» ·ÚÓ·¸ ÚÛÓÎ ½»·¸ Ü
u, v ∈ C2(Ω)

¸¾ À½¼¾» ÐÓÎÑ»½¼Ð¸¼·»Ö ºÝÐÀÐ¸ ¸¸½
u ¿ v

¸ÐÚ½¸¹Ð¼¾» ÏÐ¸ ¼·»À½¼½·»¾¸ À¾ ÞÐº¼×¿ßà ½¾Î Ð»» áâ Øãä Ü ¿ ¾» ÕÐÓÚ½¼ºÏÐÓ ¸¾ Ú½¾»¾
∆u = ∆v = 0¾»

Ω Ø å·Ú¾Î·¸ æº¾ Á ç ÉÈèéÂÆÉÂÆ À·¸ ¹º»¼½·»¾¸ ÐÓÎÑ»½¼Ð¸ ¼·»ÖºÝÐÀÐ¸ ¸·» ¸ºÐÒ¾¸ ê
u, v ∈ C∞(Ω) Øë» ÕÓ·ÔÏ¾Î Ð æº¾ ¸ºÓÝ¾ ½»Î ¾À½ÐÚÐÎ ¾»Ú¾ ¾¸ ÏÐ À¾Ú¾ÓÎ ½»Ð¼½Ñ» À¾ º»Ð ¹º»¼½Ñ» ÐÓÎÑ»½¼Ð

v
æº¾ ¸¾Ð ¼·»Ö ºÝÐÀÐ Ðº»Ð ¹º»¼½Ñ» ÐÓÎÑ»½¼Ð

u
ÀÐÀÐ Øìí îïðñò ó ôõ ôöô Þ·»¸½À¾Ó¾Î·¸ ÏÐ ¹º»¼½Ñ»

u(x, y) = xy. Ù¸ À½Ó¾¼Ú· Ò¾Ó½÷¼ÐÓ æº¾
u
¾¸ ÐÓÎÑ»½¼Ð ¾»

R2 Ø ¶¾ ÏÐ¸¾Ýº»ÀÐ ¾¼ºÐ¼½Ñ» ¾» áâ Øãä Ü À¾Àº¼½Î ·¸ æº¾ ¸½
u
ÐÀÎ ½Ú¾ º»Ð ¹º»¼½Ñ» ÐÓÎÑ»½¼Ð ¼·»Ö ºÝÐÀÐ

v = v(x, y)
Ü Û¸ÚÐ À¾Ô ¾¸ÐÚ½¸¹Ð¼¾Ó

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −x.

øº¾Ý·
v(x, y) = −x2/2 + g(y),

ÕÐÓÐ ÐÏÝº»Ð ¹º»¼½Ñ»
y 7→ g(y)

Õ·Ó À¾Ú¾ÓÎ ½»ÐÓ Ø ùÐÓÐ ¾»¼·»ÚÓÐÓ
g(y)

Ü ½Î Õ·»¾Î·¸ÏÐ ÕÓ½Î ¾ÓÐ ¾¼ºÐ¼½Ñ» ¾» áâ Øãä ê
y =

∂u

∂x
=

∂v

∂y
=

∂

∂y

(
− x2

2
+ g(y)

)
= g′(y),

À¾ À·»À¾ ¼·»¼Ïº½Î ·¸ æº¾
g(y) = y2/2 + C

ÕÐÓÐ º»Ð ¼·»¸ÚÐ»Ú¾
C ∈ R Ø ¶¾ ¾¸ÚÐ ¹·ÓÎ Ð

v(x, y) =
1

2
(y2 − x2) + C, C ∈ R.

áâ Øúä
Ù ¸ ¹û¼½Ï Ò¾Ó½÷¼ÐÓ æº¾ Ü ¾¹¾¼Ú½ÒÐÎ¾»Ú¾ Ü ¾¸ÚÐ üÏÚ½Î Ð ¹º»¼½Ñ» ¾¸ ÐÓÎÑ»½¼Ð ¾»

R2 ¿Ü Î û¸ Ðü» Ü ¾¸ ¼·»Ö ºÝÐÀÐ Ð
u = xy

ÕÐÓÐ¼ÐÀÐ ÒÐÏ·Ó À¾
C ∈ R Ø ý·Î Ð»À· Õ·Ó ¾Ö ¾ÎÕÏ·

C = 0
Ü Ò¾Î·¸ æº¾ ÏÐ ¹º»¼½Ñ» ×·Ï·Î·Ó¹Ð

f = u + iv
¼·ÓÓ¾¸Õ·»À½¾»Ú¾¾¸

f(z) = xy + i1
2 (y2 − x2) = − i

2 (2ixy + x2 − y2) = − i
2z2 Ø 2

ÙÏ Î ÛÚ·À· ¾ÎÕÏ¾ÐÀ· ¾» ¾Ï ¾Ö ¾ÎÕÏ· â Øú Øã ¾¸ Ý¾»¾ÓÐÏ ê ÕÐÓÐ ¾»¼·»ÚÓÐÓ ¹º»¼½·»¾¸ ¼·»Ö ºÝÐÀÐ¸ Ð º»Ð ¹º»¼½Ñ»
u
æº¾ ¾¸ÐÓÎÑ»½¼Ð ¾» Ú· À·

R2 Ü ÔÐ¸ÚÐ ¼·» þ ½»Ú¾ÝÓÐÓÿ ÏÐ¸ ¼·»À½¼½·»¾¸ À¾ ÞÐº¼×¿ßà ½¾ÎÐ»» Ø � ½» ¾ÎÔÐÓÝ· Ü ¼ºÐ»À· ¾Ï À·Î ½» ½·
Ω

»· ¾¸ Ú·À· ¾Ï ÕÏÐ»· Ü Õº¾À¾ ÕÐ¸ÐÓ æº¾ »· ¾� ½¸ÚÐ º»Ð ¹º»¼½Ñ» ¼·»Ö ºÝÐÀÐ ¸½ »· Ð¸ºÎ ½»·¸ º»Ð ×½ÕÑÚ¾¸½¸ ÐÀ½¼½·»ÐÏ¸·ÔÓ¾ ÏÐ »ÐÚºÓÐÏ¾�Ð À¾Ï À·Î ½»½· Ø ùÐÓÐ ½Ïº¸ÚÓÐÓ ¾¸Ú· üÏÚ½Î · Ü ¼·»¸½À¾Ó¾Î·¸ ¾Ï ¸½Ýº½¾»Ú¾ ¾Ö ¾ÎÕÏ· ê
ìí îïðñò ó ôõ ôõ ô �¾Ð Ω = D(0, 2) \ {0} = {z ∈ C|0 < |z| < 2} ¿ ¼·»¸½À¾Ó¾Î·¸

u(x, y) = log(x2 + y2)

Ù¸ À½Ó¾¼Ú· Ò¾Ó½÷¼ÐÓ æº¾
u
¾¸ ÐÓÎÑ»½¼Ð ¾»

Ω Ø Ù» ¾¹¾¼Ú· Ü À¾Ó½ÒÐ»À· ¸¾ ·ÔÚ½¾»¾ æº¾ ÕÐÓÐ Ú·À·
(x, y) 6= (0, 0)

ê
∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2

¿ Ð¸�
∂2u

∂x2
=

2(x2 + y2) − 4x2

(x2 + y2)2
=

2(y2 − x2)

(x2 + y2)Î ½¾»ÚÓÐ¸ æº¾
∂2u

∂y2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
= −∂2u

∂x2
.

øº¾Ý· Ü
∆u = 0

¾»
Ω Ø

�ºÕ·»ÝÐÎ·¸ æº¾
u
ÐÀÎ ½Ú¾ º»Ð ¹º»¼½Ñ» ÐÓÎÑ»½¼Ð ¼·»Ö ºÝÐÀÐ

v = v(x, y)
¾»

Ω
Ü ¿ À¾÷»ÐÎ·¸ ÏÐ ¹º»¼½Ñ» Ðº� ½Ï½ÐÓ

ϕ : [0, 2π] → R
Î¾À½Ð»Ú¾

ϕ(t) = v(cos t, sen t).



� �� � � �	 
��	� ��� �	�
�� 
�	� ������ ��
����

cos2 t + sen2 t = 1 � v ����  �!"# $ �" Ω = D(0, 2) \ {0} % &$ '(")#*" ϕ ���� +#�"  �!"# $ , -� �#�"� .(�
ϕ(0) = v(1, 0) = ϕ(2π). /0 ,12

3 �� �� % ϕ ��  #'�4�")#$+&� )�"
ϕ̇(t) =

∂v

∂x
(cos t, sen t)(− sen t) +

∂v

∂y
(cos t, sen t) cos t, 0 < t < 2π

����
u � v �$�#�'$)�" &$� )�" #)#�"��  � �$()5�67 #�� $"" %  � ()#� �� .(� �$�+#8" �� �#�"� .(�

ϕ̇(t) = −∂u

∂y
(cos t, sen t)(− sen t) +

∂u

∂x
(cos t, sen t) cos t

=
2 sen2 t

cos2 t + sen2 t
+

2 cos2 t

cos2 t + sen2 t
= 2.

9"��:4$" � % ��"���� .(� ;$4$ ��  � t ∈ [0, 2π]

ϕ(t) = ϕ(0) + 2t,

&(�:� ϕ(2π) = ϕ(0) + 2 > ϕ(0) % &� .(� �� #�;��#+&� �" <#4�(  � /0 ,12 , =$ )�"�4$ #))#*" ;4�<#�"�  � �(;�"�4.(� u $ � #�� ("$ '(")#*" $4�*"#)$ )�"> (:$ $ �" Ω ,?" )�")&(�#*" % u(x, y) = log(x2 + y2) �� $4�*"#)$ �" D(0, 2) ;�4� "� �@#��� ("$ '(")#*" v �$& .(� f = u + iv��$ 5�&���4'$ �" D(0, 2) \ {0} , 2

?& ;4�+ &��$ )�" �& �> ��;&� 0 ,A ,A �� .(� �&  �� #"#� D(0, 2) \ {0} �#�"� (" B5���C , 7�)�4 ���� .(� (" $+#�4��"� <$)D� Ω ⊆ C ��  #)� EFGH IJG JKLJ MNKJO N �# �� )�"�@� � �# ��  � )$� #"� )�44$ � )�"��" # � �" Ω "� �")#�44$;("��� '(�4$  � Ω ,PQRSQTU V WX WYW Z J[ u \K[ ] \KMF^K [_G ^KFM[ JK \K `NG FKFN EFGH IJG JKLJ MNKJO N Ω a b KLNKMJE JO FELJ \K[] \KMF^K v [_G ^KFM[ MNKc \d [`[ `J u JK Ω a
e JG NEL_[MF^K, -�$ (x0, y0) ∈ Ω (" ;("�� $4+ #�4$4#� .(� ; �4� $"�)�4� !> � , f�!"$��� ;$4$ ��  � (x, y) ∈ Ω

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(−∂u

∂y
,
∂u

∂x
) · d~r, /0 ,g2

 �" �
(x,y)∫

(x0,y0)

4�;4���"�$ &$ #"��:4$& ��+4� (" )$� #"� )($&.(#�4$ .(� <$  �� � (x0, y0) $ (x, y) ,
h" )$� #"� .(� ("� (x0, y0) � (x, y) �#��;4� �@ #��� �" <#4�(  � &$ )�"�@# $  � Ω , =$ '(")#*"  $ $ ;�4 /0 ,g2���� + #�"  �!"# $ ;(�� �& <$&�4  � &$ #"��:4$& "�  �; �" �  �& )$� #"� ��)�:# � , ?" �'�)�� % �# Γ1 � Γ2 ��"  ��)$� #"�� .(� ("�" (x0, y0) � (x, y) �"��")�� Γ = Γ1 ∪ (Γ2)

− �� (" )$� #"� )�44$ � % �& )($& �*&� �")#�44$ ;("��� � Ω /;(�� Ω �� �#�;&�� �"�� )�"�@�2 , i� ���� �"��")�� $;&#)$4 �& ���4�� $  � j4��" �" �& ;&$"� ;$4$  � ()#4.(� �# D ⊂ Ω �� &$ 4�:#*" �")�44$ $ ;�4 Γ �"��")��
∮

Γ

(−∂u

∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫ ∫

D

[
∂

∂x
(
∂u

∂x
) − ∂

∂y
(−∂u

∂y
)]dxdy =

∫ ∫

D

∆udxdy = 0, /0 ,k2

 �" � &$ l&�#� $ #"��:4$& �� $"(&$ ;(�� �& #"��:4$" � �� # 8"�#)$� �"�� m /4�)�4 ���� .(� u �� $4�*"#)$ �" Ω
2 ,���� % )�" $+(��  � "��$)#*" % �� �#�"�

∮

Γ

=

∮

Γ1∪(Γ2)−

=

∫

Γ1

+

∫

(Γ2)−

=

∫

Γ1

−
∫

Γ2

,



no pqrstuvw x y z u{ p|w{}~ q�� �{|pq~ �} � w~ �q�|q�v}~ �}qv}~
�� �o ��� �� ������ ���

∫

Γ1

(−∂u

∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫

Γ2

(−∂u

∂y
,
∂u

∂x
) · d~r,

�� ��� ������ ������� ���� ����� �
�� �������

v
������� ��� �o ��� �� �������� � � �� � � ¡ �����¢���� ��� ���� ��������� ¡ �� �����

∂v

∂x
(x, y) = ĺım

h→0

v(x + h, y) − v(x, y)

h
= ĺım

h→0

1

h

(x+h,y)∫

(x,y)

(−∂u

∂y
,
∂u

∂x
) · d~r = ĺım

h→0

1

h

h∫

0

(−∂u

∂y
(x + t, y))dt.

£��� ��� ����¤���� ��������� ��
u

��� ��������� ¡ �� ������ ���
∂v

∂x
(x, y) = −∂u

∂y
(x, y),

��� �� ¥ ��������� �� ��¦���� �� ��� ����������� �� £���§¨©ª ��� ��� �o �«� � ¬�� ��������� ¡ �� ������ ��� �� ���
u
¡
v
��������� �� ���� ��� ��������� �� �o �«� � �� �� ����� ¡

v ∈ C2(Ω)
�����

u
�� ��� ¨ �� ������ ���

f = u + iv�� §�������� ��
Ω
¡ �� ��� ������ �� ��������� �

2

�� ������� ����¦��� �o ��� ����������� ��� §����� �����  ��� ���� ��������� ��� ������� ���¥�¦���
v

�� ���������� ��������
u
�� �� ������� ���� ����®� �

¯° ±²³´µ ¶ ·¸ ·¹ º»µ¼½¾¼¿À»¾Á¼ Â � £����������� �� �������
u = xy

¡ ��� �� �������� ��
R2 � Ã�� ����

(x0, y0) =
(0, 0)

¨ ��������

v(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

(−x′dx′ + y′dy′).

Ä������ ���
v(0, 0) = 0

� £��� ������� ����¦�� �� ��� ��� ��
(0, 0)

�
(x, y)

¡ ��� ���� ����� � �� ������ ������ ����¦������ � Å� ���� ���� ¡ ���� �� ��� �� �� ����
u

�� ���� �� ����� ¨ �� ����¦����� �� �� ������� �� �� �������������� ����������� ¡ ��� ���� �� ��� ��� ���� �� ����� �� ��� ��¦� ����� �� ����� ¡ �� ���� ��� ��� ���
(0, 0)���

(x, 0)
������ ����¢��� ���

~r(x′) = (x′, 0), x′ ∈ [0, x])
¨ �� ��¦���� ��� ���

(x, 0)
���

(x, y)
������ ����¢������

~r(y′) = (x, y′), y′ ∈ [0, y′]
� � Æ �Ç

v(x, y) =

x∫

0

−x′dx′ +

y∫

0

y′dy′ = −x2

2
+

y2

2
=

y2 − x2

2
,

��� �� �� ���� ���� ��� �� ������� �������� �� �o �È� ���
C = 0

�
2

É ÊË Ê ÌÍÎÏ ÐÑÒÓÒ ÒÑ ÔÓ ÕÑÒÐÓ Ö ×ØÍÕÙÔÓ ÐÚÛÑÜÍÓÔ ÒÑ ÌÎÐÝÝÎÚ
������ �����¢�� �� ����Ç� �� ��������� §��������� ���� ������� ���� ������� �� ��� ��������� ��������� � Þ��¥ ����� ����������� �� ��������¨� �� ��¦������ ��������� �
ßàµ³ µá¾»¾Á¼ ¶ ·â ·¹· ã äå

u ∈ C2(Ω) æçå è æçéêëç åìí ëçêéå äç æç åîêäìïð Ω çð ñåéòðó ã äå (x0, y0) ∈ Ω ô ρ > 0ïåõ öæä D((x0, y0), ρ) ⊂ Ω
ó ÷ çïðçéäøù ú åìå ïðûð

R ∈ (0, ρ)
ù

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x0 + R cos θ, y0 + R sen θ)dθ.
�o �n�



ü ýþ ý ÿ��ÿ ����� �� �� ����� � 	
�� ��� �� ����� �� ÿ ������ ��
� �� ���������� � !"#$%& &'( $')#'*+ , �- �. /

u
+&* "$' % + 0% 1"2 +#*2 "1+ 1) 3 %4+&+

v
' '( &"51)

D((x0, y0), ρ)
/

6%' '!"&' $'* ' $' '5 5"*7('*' $' 1) '8) � 9+&)
0 < R < ρ

/ 7 )&'*)5 +7 ("1+# '( $')#'* + : �.�. +
f(z) =

u(x, y) + iv(x, y)
7+#+ &'&%1"# &' (+ 02#*%(+ &' ;+%1<= >: �.? 1) 

p = z0 = x0 + iy0
6%'

f(z0) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + Reiθ)

Reiθ
iReiθdθ =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + Reiθ)dθ,

) '6%"!+(' $'* ' $'

u(x0, y0) + iv(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0

[u(z0 + Reiθ) + iv(z0 + Reiθ)]dθ.

@4%+(+ &) (+5 7+#$'5 #'+('5 ' '5$+ '1%+1"2 / )A$' '*)5 >, ��? �
2B+ '1%+1"2 >, ��? +5'4%#+ 6%' '( !+()# &' (+ 0% 1"2 +#*2 "1+

u
' '( 7% $)

z0 = (x0, y0)
'5 "4%+( + (+ * '&"+&' ()5 !+()#'5 6%' $)*+ 5)A#' (+ 1"#1% 0'#' 1"+ &' 1' $#)

(x0, y0)
= #+&")

R
� � #'+("&+& / (+ 02#*%(+ " $'4#+( &';+%1<= >: �.? 7#)7)#1") + * C5 " 0)#* +1"2 7%'5 7'#* "$' '!+(%+# (+ 0% 1"2 <)()*)#0+ ' $)&) 7% $) " $'#")# +(&"51)

D(z0, R)
� D)*'*)5

u
1)*) ' '( ' % 1"+&) &' (+ 7#)7)5"1"2 , �E �. / = 5'+

R ∈ (0, ρ)
=

f = u+ iv
<)()*)#0+' 

D(z0, ρ)
� 9' >: �.? 5' &'&%1' 6%' 7+#+ $) &)

z ∈ D(z0, R)

f(z) =
1

2πi

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − z
dw.

F$"("G+ &)  )$+1"2 7)(+#
z = z0 + reiθ >1) 

r < R
? /

w = z0 + Reiφ &' *)&) $+( 6%' dw = Rieiφdφ
/ =

f(r, θ) = f(z0 + reiθ)
>+ C()4) 7+#+

f(R,φ)
? / 7 )&'*)5 '51#"A"#

f(r, θ) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − reiθ
Rieiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − reiθ

Re−iφ − re−iθ

Re−iφ − re−iθ
Reiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ.

�51#"A "' &)
f(r, θ) = u(r, θ) + iv(r, θ)

' "4%+(+ &) (+5 7+#$'5 #'+('5 / )A$' '*)5

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(R,φ)(R2 − rR cos(φ − θ)) + v(R,φ)rR sen(φ − θ)

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ.

�( " 1) !' "' $' &' '5$+ H ($"* + 02#*%(+ '5 6%' ' '( " $'4#+ &) +7+#'1' (+ 0% 1"2 +#*2 "1+ 1) 3 %4+&+ &'
u
�I+#+ $' '# % + 02#*%(+ &) &' 52() " $'#!' 4+ '87(J1"$+* ' $'

u
/ 7#) 1'&'*)5 1)*) 5"4%' � ;)*' 1'*)5 7)#  )$+#

6%' 7)&'*)5 0+1$)#"G+# '( &' )* " +&)# &'( " $'4#+ &) 1)*)
R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ) = (reiφ − Reiθ)(re−iφ − Re−iθ).

� $) 1'5 / 5%*+ &) = #'5$+ &)
r2 /

f(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ +

1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ.

I'#)
r2 − rRei(φ−θ) = (re−iφ − Re−iθ)reiφ / = ' 1) 5'1%' 1"+

∫ 2π

0

f(R,φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ =

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − (R2/r)eiθ
Reiφdφ =

1

i

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw,

&) &'
ẑ = z0 + (R2/r)eiθ � ;)*) |z − z0| = r < R

/ &'&%1"* )5 6%' |ẑ − z0| > R
� B%'4) / (+ 0% 1"2 

h(w) = f(w)
w−Kz'5 <)()*)#0+ ' 

D(z0, |ẑ − z0|) ) D(z0, R)
=/ ' !"#$%& &'( $')#'* + L �E �. &' ;+%1<=MN)%#5+$ / &'&%1"*)5 6%'
∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw = 0.



OP QRSTUVWX Y Z [ V\ Q]X\^_ R`a b\]QR_ c^ c X_ dR`]ReW^_ `^RW^_
fghijklmniopq r sgtqu jvqwipq xmg

f(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ,

pg pqopg ug pgpmhg xmg
u(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

u(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ − θ)
dφ,

xmg ug hqoq hg hqtq y z{|}~� ����� {�~ �� � ������ � �qlgtqu xmg hmiopq
r = 0

r ug vghmjgvi �� ��� �

� �� � �� ��������
�� �gvk�xmg xmg niu uk�mkgolgu �mohkqogu uqo ivt�okhiu go lq pq

R2   gohmgolvg �mohkqogu ivt�okhiu hqo¡ m�ipiujivi hipi moi pg gnniu ¢
��

u(x, y) = x2 − y2 �£�
u(x, y) = x5 − 10x3y2 + 5xy4 �

¤� u(x, y) = ex cos y + x3 − 3xy2 + 2y
�

� �
u(x, y) = ex cos y + ey cos x + xy

�
¥ � ¦mjqo�i xmg

u = u(x, y)   v = v(x, y)
uqo pqu �mohkqogu ivt�okhiu hqo¡ m�ipiu go mo pqt kokq

Ω
� §gtmgulvgxmg niu uk�mkgolgu �mohkqogu uqo ivt�okhiu go

Ω
¢

� �
f(x, y) = u(x, y)v(x, y)

�
£�

g(x, y) = eu(x,y) cos v(x, y)
�

¤� h(x, y) = cos u(x, y) senh v(x, y)
�

¨ � ©inhm ng gn ªinqv pg ni kolg�vin ∫ 2π

0
cos(sen θ) cosh(cos θ)dθ

�
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ÿ������������� �	 
��� 	��� �� 	� ������� �� ��	�� �� �� ����� ��	���� �� �� �������� 
 �������� ���� ���	���

�� � �
������ 	�����	 �
�� 	� ����� �� 	� �� ������� ���� ��	���� ���� 
��� �
���� �� 	� ���
������ �� ��������� ����� ��	� ���
������� ����������	 � �	 ������ ��	 ������ � ���� �������� 
�� �� ������ ����	��

u = u(t, x)
� 	� ��	 
��
�������

�	 ��	�� �� 	� ���
������ �� 	� ����� �	 ��������
t � �� 	� 
������� 	���������	 x ��
�������� ��

u(t, x) � ����� 	�� ����� �������� �� ��	�������� ��� ��� ���	���� ���� ��� ��������� 
����� ������� ��
�������� �� ����	���� �� ��������� ����� ���� �������� �
� � ���� ������ �� � �� � ���
� ���� ���� ���� �������� � �	 ��	�� ��� ����� 	�� ����� �� ����� ���
����������� 	�� �� � ���� ���
������ �  �� �!� � �� ������ � 	� 	�� �� "����� � 	� ��
���� � 	� ��	 �	 ��	�� �������� ����� �������� �� 
��
�������	 � 	� ���������� �� ���
������� 
�� ����� �� 	������ � � �	 ������ ��
��
�������	���� ��
���� �� 	�� 
��
������� ���������� ��	 ���
� �� ������� �
# �$ � �� �	 ��������

t
� 	� ��
���� ��� �� �	 ��	��

Q
��� ����� � 
��� x

����� �� � � ������� � �������
x+δx���

δx � 1
� 
��� �
��� �� ���� 
��

dQ

dt
≈ k(x)

u(t, x) − u(t, x + δx)

δx
,

�����
k = k(x) > 0

�� � �� �������� �� %&'()%*+,+(-( *./0 +%- �� ��
 ���� ��	 � ������	 ��	 ��	 ���� ����� 	�
����� � �� �	 	$� ��� �� �������

dQ

dt
= k(x)

(
− ĺım

δx→0

u(t, x + δx) − u(t, x)

δx

)
= −k(x)

∂u

∂x
(t, x).

1������ ��
dQ/dt > 0

����� ∂u
∂x (t, x) < 0

� � ��� �� ����������� 
�� �� ∂u
∂x (t, x) < 0

�������� 	� ���
������
�� 2	� ��	�����3 ����������� � �� ���� �� � ��	�� �� ����� � 	� ������� ��	 
���

x
� � 
�� 	� ����� �	 ��	����� ����� 	� ������� � #��	���� ���� � �� ∂u

∂x (t, x) > 0
�������� �	 ��	�� �� 	� ���
������ �� � ���� � 	� ���������	 
���

x
� � 
�� 	� ����� �	 ��	�� ��� ����� 	� �������� � ���� �� � dQ/dt < 0

�
���

(x1, x2)
� ���

x1 < x2
� � �������	� �� ����������� ������
�������� � �� ������� 	���������	 �� 	� ����� �

���
(t1, t2)

� ���
t1 < t2

� � �������	� ������
�������� � � 	�
�� �� ����
� � ÿ��� 	� ����� ���� ���� ���� ����
���	��� 
�� � �
������ 	�����	 � �	 ����������� �� ��	�� ��	� � ���� � ������ �� 	�� 
���� ��������

x1 � x2��	 �������	�
(x1, x2)

� �� ����� �� 	� �������� � 	� �������� ���� �� ��	��
Q1

�� ����� � 	� �������
(x1, x2)

�� �	
	�
��

(t1, t2)
���� ���� 
��

Q1 =

∫ t2

t1

[−k(x1)
∂u

∂x
(t, x1) + k(x2)

∂u

∂x
(t, x2)]dt.

45
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IJKL M NOPQRL JS TJLKJU P VNQRPU JQTPS RJS WXSWNSL M Y LRJULO JOWKZ[ZK

k(x2)
∂u

∂x
(t, x2) − k(x1)

∂u

∂x
(t, x1) =

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dx,

\ JQ WLQOJWNJQWZP
Q1 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dxdt.

]S ZQTJKZLK RJ SP [PKKP YNJRJ ^P[JK NQP _ `abca da efghiM WN\P TPOP RJ YKL RNWWZjQ RJ WPSLK YLK NQZRPR RJ TZJUYL
\ RJ SLQkZTNR JOTX RPRP YLK NQP VNQWZjQ F = F (t, x) l ILK SL TPQTL M SP WPQTZRPR QJTP RJ WPSLK YKL RNWZRP JQ JSOJkU JQTL

(x1, x2)
RNKPQTJ JS SPYOL

(t1, t2)
JOTX RPRP YLK

Q2 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

F (t, x)dxdt.

ILK LTKP YPKTJ M SP WPQTZRPR RJ WPSLK mNJ JQTKP PS OJkU JQTL
(x1, x2)

M n NQTL WLQ JS mNJ OJ YKL RNWJ JQ ON ZQTJKZLK M
YKLoL WPKX NQ WPU[ZL JQ SP RZOTKZ[NWZjQ RJ TJUYJKPTNKP OL[KJ RZW^L OJkUJQTL JQ JS SPYOL RJ TZJUYL mNJ oP RJ
t1
P

t2 l pP WPQTZRPR RJ WPSLK YLK NQZRPR RJ SLQkZTNR QJWJOPKZP YPKP NQ WPU[ZL δu = u(t2, x) − u(t1, x)
RJ SP

TJUYJKPTNKP JQ JS YNQTL
x
JOTX RPRP YLK

c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)],

RLQRJ JS VPWTLK RJ YKLYLKWZLQPSZRPR
c = c(x) > 0

JO SP efq ferdfd efghist ef auq aest efv l pNJkL M SP WPQTZRPR RJWPSLK TLTPS QJWJOPKZP YPKP JS WPU[ZL RJ TJUYJKPTNKP JQ JS OJkUJQTL
(x1, x2)

JO

Q3 =

∫ x2

x1

c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)]dx =

∫ x2

x1

c(x)

∫ t2

t1

∂u

∂t
(t, x)dtdx,

\ wOTJ RJ[ J OJK ZkNPS P SP WPQTZRPR QJTP RJ WPSLK mNJ JQTKP \ mNJ OJ YKLRNWJ JQ JS OJkUJQTL (x1, x2)
RNKPQTJ JS

SPYOL
(t1, t2)

M JOTL JO M
Q3 = Q1 + Q2.xXO JyYSzWZTPU JQTJ M

∫ t2

t1

∫ x2

x1

c(x)
∂u

∂t
(t, x)dxdt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
+ F (t, x)

]
dxdt.

{J SP PK[ZTKPKZJRPR RJ SLO YNQTLO
x1 < x2

\ t1 < t2
M NQ PKkNU JQTL WSXOZWL RJ SL WPSZ|PWZjQ} Y JKU ZTJ WLQWSNZK mNJ

u = u(t, x)
QJWJOPKZPU JQTJ OPTZOVPWJ SP JWNPWZjQ JQ RJKZoPRPO YPKWZPSJO

c(x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x

]
+ F (t, x).

~Z SP [PKKP JO RJ UPTJKZPS � h� h� �bahM JO RJWZK M k(x) = k \ c(x) = c
OJ L[TZJQJ

ut = αuxx + f(t, x), �� l��
RLQRJ

α = k/c
M
f = F/c

M \M WLQ JS �Q RJ OZUYSZ� WPK SP QLTPWZjQ M ^JULO NTZSZ|PRL SPO QLTPWZLQJO

ut :=
∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
.

]S WLJ� WZJQTJ
α > 0

OJ SJ SSPU P dr_ `ur�rdfd c�i� ref RJS U PTJKZPS l��������� �� ��������� ��������� ��� ������ �� �������� ����� �� �����   ���������
t2 ¡ x2

���� ¢����£��� ¡ ����¢� �� �¤�����¥� ��� ���� ���� � t2 ¡ x2

������¢�� ����   ¦���� ������ § ��� ���������� �������� ���� ��� ¡ �� �������� �����¨� �
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¿ ÀÁÀÂ À ÃÄÅÆÇÈÈÉÊÅ ÆËÌ ÈÍÌÄÎ ËÅ ÇÅ ÈÇËÎÏÄ
ÐÑ ÒÓÔÕ ÓÒÖÖ×ØÑ ÙÒÙÚÖ×ÛÒÜÝÓ ÞÕ ÒÖÚÕÖ×ØÑ ÙÒÞ ÖÕÞÝÛ ÒÑ ÒÞ ÖÕÓÝ ßÒÑÒÛÕÞ ÙÒ ÚÑ Ü ÕÔÒÛ×ÕÞ Ý ÖÚàÕÑÙÝ ÚÑÕ Ö×ÒÛÔÕ ÛÒß×ØÑ
Ω ⊂ R3 á âÚÒ ÓÚàÝÑÒÜÝÓ Õã×ÒÛÔÕ ä ÑÝ åÕÖæÕ ç èÒÑÝÔÒÜÝÓ àÝÛ u(t, x, y, z)

ÞÕ ÔÒÜàÒÛÕÔÚÛÕ ÙÒÞ Ü ÕÔÒÛ×ÕÞ ÒÑ ÒÞ àÚÑÔÝ
(x, y, z) ∈ Ω

ä ÒÞ Ô×ÒÜàÝ
t
ç éÚàÝÑÙÛÒÜÝÓ âÚÒ ÞÕ êÚÑÖ×ØÑ

u : [0, T ] × Ω → R
ÒÓ ÓÚë Ö×ÒÑÔÒÜ ÒÑÔÒ ÛÒßÚÞÕÛ ç
ìÑ ÜÝÙÒÞÝ ÓÒÑÖ×ÞÞÝ à ÒÛÝ åíÞ×ÙÝ ÒÑ ÜÚÖîÕÓ Ó×ÔÚÕÖ×ÝÑÒÓ á ÖÝÑÝ Ö×ÙÝ ÖÝÜÝ ÞÕ ÞÒä ÙÒ ïÝÚÛ×ÒÛ á ÓÚàÝÑÒ âÚÒ ÞÕ ÖÕÑÔ×ÙÕÙÙÒ ÖÕÞÝÛ

δQ âÚÒ ÕÔÛÕå×ÒÓÕ ÚÑ ÒÞÒÜ ÒÑÔÝ ÙÒ ÓÚàÒÛëÖ×Ò δA
ÝÛ×ÒÑÔÕÙÕ ÓÒßðÑ ÒÞ ÖÕÜàÝ ÙÒ ÑÝÛÜÕÞÒÓ

n̂ á ÒÑ ÚÑ ÞÕàÓÝÙÒ Ô×ÒÜàÝ
δt
å×ÒÑÒ ÙÕÙÝ àÝÛ

δQ

δt
= −k∇u · n̂ δA,

ÙÝÑÙÒ

∇u =




∂u
∂x
∂u
∂y
∂u
∂z


 ,

ÒÓ ÙÒÖ×Û ∇u
ÒÓ ÒÞ ßÛÕÙ×ÒÑÔÒ ÙÒ

u
ÖÝÑ ÛÒÓà ÒÖÔÝ Õ ÞÕÓ åÕÛ×ÕãÞÒÓ ÒÓàÕÖ×ÕÞÒÓ ç

k > 0
ÙÒÑÝÔÕ ÒÞ ÖÝÒëÖ×ÒÑÔÒ ÙÒ ÖÝÑÙÚÖÖ×ØÑ

ÔñÛÜ ×ÖÕ ÙÒÞ Ü ÕÔÒÛ×ÕÞ ç òãÓÒÛåÒÜÝÓ âÚÒ ÙÕÙÝ âÚÒ k
ÒÓ àÝÓ×Ô×åÝ á ÒÞ ÖÕÞÝÛ óÚäÒ ÙÒ ôÝÑÕÓ ÙÒ ÕÞÔÕ ÔÒÜàÒÛÕÔÚÛÕ Õ ôÝÑÕÓÙÒ ãÕõ Õ ÔÒÜàÒÛÕÔÚÛÕ á àÚÒÓ −∇u

ÒÓ ÞÕ Ù×ÛÒÖÖ×ØÑ ÙÒ Ü íö×ÜÝ ÙÒÓÖÒÑÓÝ ÙÒ ÞÕ êÚÑÖ×ØÑ
u
ç

÷ øùúûüý
éÒÕ

ω ⊂⊂ Ω á ÒÓ ÙÒÖ×Û á ω = ω ∪ ∂ω ⊂ Ω á ä ÛÒÕÞ×ÖÒÜÝÓ ÚÑ ãÕÞÕÑÖÒ ÙÒ ÖÕÞÝÛ ÒÑ ÒÓÔÕ ôÝÑÕ á ÓÚàÝÑ×ÒÑÙÝ ×Ñ×Ö×ÕÞÜ ÒÑÔÒâÚÒ ÑÝ îÕä êÚÒÑÔÒÓ ÙÒ ÖÕÞÝÛ ÙÒÑÔÛÝ ÙÒÞ ÖÚÒÛàÝ ç èÒ ÕÖÚÒÛÙÝ Õ ÞÕ ÞÒä ÙÒ ïÝÚÛ×ÒÛ á ÞÕ ÖÕÑÔ×ÙÕÙ ÙÒ ÖÕÞÝÛ âÚÒ óÚäÒ ÕÔÛÕåñÓ ÙÒ ÞÕ êÛÝÑÔÒÛÕ ÙÒ
ω
îÕÖ×Õ ÒÞ ÒöÔÒÛ×ÝÛ þóÚõ Ý ÑÒÔÝ ÙÒ ÖÕÞÝÛ âÚÒ ÓÕÞÒ ÙÒ ωÿ å×ÒÑÒ ÙÕÙÝ àÝÛ

δQ

δt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · n̂ dA

= −
∫∫

∂ω

k∇u · d~S,

ä îÕÖ×ÒÑÙÝ
δt → 0

dQ

dt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.

�ÝÛ ÝÔÛÕ àÕÛÔÒ Òö ×ÓÔÒ ÚÑÕ ÛÒÞÕÖ×ØÑ ÒÑÔÛÒ ÞÕ ÖÕÑÔ×ÙÕÙ ÙÒ ÖÕÞÝÛ
q
ÕÞÜ ÕÖÒÑÕÙÕ ÒÑ ÒÑ ÒÞÒÜÒÑÔÝ ÙÒ åÝÞÚÜ ÒÑ

δV
ä ÞÕ

ÔÒÜàÒÛÕÔÚÛÕ ÒÑ ÒÓÔÕ ÛÒß×ØÑ �
q = c u ρ δV,ÙÝÑÙÒ

c
ÒÓ ÒÞ ÖÕÞÝÛ ÒÓà ÒÖæë ÖÝ ä

ρ
ÒÓ ÞÕ ÙÒÑÓ×ÙÕÙ ÙÒÞ Ü ÕÔÒÛ×ÕÞ ç èÒÛ×åÕÑÙÝ ÖÝÑ ÛÒÓà ÒÖÔÝ Õ

t
ÓÒ ÙÒÙÚÖÒ âÚÒ ÞÕåÕÛ×ÕÖ×ØÑ ÙÒ ÞÕ ÖÕÑÔ×ÙÕÙ ÙÒ ÖÕÞÝÛ àÝÛ ÚÑ×ÙÕÙ ÙÒ Ô×ÒÜàÝ ÒÑ

δV
ÒÓ

∂q

∂t
= c ρ

∂u

∂t
δV.

èÒ ÒÓÔÒ ÜÝÙÝ ÞÕ åÕÛ×ÕÖ×ØÑ ÙÒ ÖÕÞÝÛ ÕÞÜ ÕÖÒÑÕÙÝ ÒÑ
ω
àÝÛ ÚÑ×ÙÕÙ ÙÒ Ô×ÒÜàÝ ÒÓ

dQ

dt
=

∫∫∫

ω

∂q

∂t
dV =

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV.

é× ÑÝ îÕä êÚÒÑÔÒÓ ÙÒ ÖÕÞÝÛ ÒÑ
Ω
ÒÑÔÝÑÖÒÓ ÞÕ åÕÛ×ÕÖ×ØÑ ÙÒ ÖÕÞÝÛ ÒÑ

ω
àÝÛ ÚÑ×ÙÕÙ ÙÒ Ô×ÒÜàÝ ÒÓ ×ßÚÕÞ Õ ÞÕ ÖÕÑÔ×ÙÕÙ

ÙÒ ÖÕÞÝÛ âÚÒ ÒÑÔÛÕ ÒÑ ω
àÝÛ ÚÑ×ÙÕÙ ÙÒ Ô×ÒÜàÝ ç èÒ ÞÝ ÕÑÔÒÛ×ÝÛ ÓÒ ÝãÔ×ÒÑÒ

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV =

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.



�� �����	
� � � �	������� 
����
�� �� �� �	��� �����
��� �� ������ � �� �� ����� �!"�� �� #�$%%

∫∫

∂ω

k∇u · d~S =

∫∫∫

ω

div(k∇u) dV,

& %� ���$"� '$�
∫∫∫

ω

(
cρ

∂u

∂t
− div(k∇u)

)
dV = 0.

(%�� ) ���� � �% �*���� +��� �� ��
ω ⊂⊂ Ω , ��� $! �� $� �!�� �� �� "���-�"�.! / %� ����% ��% 0$!"��!�% �! �� �!�� ��!��%�! "�!��!$�% / %� "�!"�$&�

cρ
∂u

∂t
− div(k∇u) = 0

%�1��
[0, T ] × Ω,'$� �% �� �"$�"�.! ��� "���� +��� $! "$��+�  �!���� , 2� �� "$��+� �% 3��� 4!�� / �% ��"��

c(x, y, z) = c0
/
ρ(x, y, z) =

ρ0
& k(x, y, z) = k0

�!��!"�%
∂u

∂t
− k0

c0ρ0
div(∇u) = 0.

5�6!��!��
α = k0

c0ρ0

& ��"����!�� '$�

div(∇u) = ∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
,

��� ���% � �� �"$�"�.! ��� "���� +��� $! "$��+� 3��� 4!��
∂u

∂t
− α∆u = 0

%�1��
[0, T ] × Ω, 78 ,9:

��!��
α > 0

�% $!� "�!%��!�� , ;'$<
∆

�� �+ ������ =�+��"��!� "�! ��%+ �"�� � ��% �����1��% �%+�"����% ,=� �"$�"�.! ��� "���� %� "��+��� �!�� "�! "�!��"��!�% �� 1���� ���"��!���% / '$� %��*! �>+��"�����% �! �� %�"?"�.! 8 ,@ ,A$�!�� �! �� �!������ ��� "$��+� 3�& 0$�!��% ��%���1$���%  �!�������% �� "���� / �%�� %$��� �������%� � ����!��$!� 0$!"�.! ��!%���� +�� $!���� �� ���$� �!
f : [0, T ] × Ω → R,

(t, x, y, z) → f(t, x, y, z),�� ���� '$� �� "���� �!%��!�*!��  �!����� �! $!� %$1�� �.!
ω ⊂ Ω

�%�* ���� +��
∫∫∫

ω

f(t, ~r) dV (~r).

2$+�!��!�� '$�
f

�% "�!��!$� & ����� �!�� �� '$� %� 3�-� �!������� �!�� / %� ���$"� '$�
ρc

∂u

∂t
− div(k∇u) = f

�!
[0, T ] × Ω,

�! �� "�%�  �!���� !� 3��� 4!�� , (! �� "�%� 3��� 4!��
∂u

∂t
− α∆u =

f

c0ρ0

�!
[0, T ] × Ω.

B CDCE C FGHIJKLMJ NO PJ QIK OJ PJ RONLS LKMTUSHS V WSRSQXJOS
2$+�! ���% '$� $!�  �% � "$+� $!� �� �.! +���%�

Ω ⊂ R3 �! �� "$�� %� �$��� �� +$!��% �� ���� "�!"�!���"�.!� 1�Y � "�!"�!���"�.! / +�� "�%� '$� %� ��!�� �!� ��0$%�.! , 5�!�����% +��
u(t, x, y, z)

�� "�!"�!���"�.! ���  �% �!�� �!%��!��
t & �� +$!��

(x, y, z) , (!��!"�% 1�Y � �� Z[\ ][ ^ [_`ab & %$+�!��!�� '$� �� � ������� �% 3��� 4!�� ��%���.+�"� / %� +$��� ����6 "�� '$�
u

%���%0�"�
ut = a2∆u

�!
Ω, 78 ,c:��!��

a
�% $!� "�!%��!�� , =� ��& �� d��!%� �% �!*�� � � �� ��& �� e�$���� +��� �� "�!�$""�.! �� "���� ,
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L
¥£ª¨°¦§¬ ¬ «¤¬ ¦¨©°¬ °¨¤¥¦²¤ ³ «³£ ª£´¦ª ¦¨¤°£ ¥¨ £¤µ¤¬ ¬«¤ ¶®¬¤£ · ¸£§¨®¬©¨ª£¥ ®¬ «¨©§¬ £ª£ «¤¬ «©´¬ ³ ¶£© ¥¦ª¶®¦¦§¬§ ¥«¶£¤§©¨ª£¥ ¹«¨ º¥°¬ ¥¨ ¶«¨§¨ ©¨¶©¨¥¨¤°¬©¨¤ ¬§¬ ¦¤¥°¬¤°¨

t
£ª£ ¨® ±©¬»£ §¨ «¤¬ »«¤¦²¤

u(t, ·) : [0, L] → R ¼ ¨¥ §¨¦© ¼ u
¨¥ «¤¬ »«¤¦²¤ §¨ §£¥ ´¬©¦¬½®¨¥

u : [0, T ] × [0, L] → R.

¢£¤ ¨® £½¾ ¨°£ §¨ ¥¦ª¶®¦µ¬© ®¬ §¨©¦´¬¦²¤ §¨ ®¬ ¨«¬¦²¤ ¹«¨ ¥¬°¦¥»¬¨
u ¿¬©¨ª£¥ ®£¥ ¥¦±«¦¨¤°¨¥ ¥«¶«¨¥°£¥ À

Á· ®¬¥ £¥¦®¬¦£¤¨¥ §¨ ®¬ «¨©§¬ ¥£¤ ¶¨¹«¨Â¬¥ ³ ¬§¬ ¶«¤°£ §¨ º¥°¬ ¥¨ ª«¨´¨ ´¨©°¦¬®ª ¨¤°¨ ¼
Ã · ®¬ «¨©§¬ ¨¥°¯ ¥£ª ¨°¦§¬ ¬ «¤¬ °¨¤¥¦²¤ «³¬ £ª¶£¤¨¤°¨ ¿£©¦Ä£¤°¬® τ > 0

¨¥ £¤¥°¬¤°¨ ³ «¤¦»£©ª ¨
Å · ®¬¥ »«¨©Ä¬¥ §¨ »©¦¦²¤ ¶«¨§¨¤ ¥¨© §¨¥¶©¨¦¬§¬¥ ¼
Æ · ¨¤ «¤¬ ¶©¦ª ¨©¬ ¬¶©£Ç¦ª ¬¦²¤ §¨¥¶©¨¦¬©¨ª£¥ ¨® ¨»¨°£ §¨ »«¨©Ä¬¥ ¨Ç°¨©¤¬¥ £ª£ ®¬ ±©¬´¨§¬§ ·

È¬§£
x ∈ (0, L)

³
δx > 0

§¨¤£°¨ª£¥ ¶£©
α

¨® ¯¤±«®£ ¨¤°©¨ ®¬ «¨©§¬ ³ ¨® ¨¾ ¨
x

¨¤ ¨® ¶«¤°£
(x, u(x))

³ ¶£©
α′ ¨® ¯¤±«®£ ¨¤

(x + δx, u(x + δx))
· É ®¬ª ¨ª£¥

τ1
¬ ®¬ °¨¤¥¦²¤ §¨ ®¬ «¨©§¬ ¨¤

(x, u(x))
³

τ2
¬ ®¬ °¨¤¥¦²¤ ¨¤

(x + δx, u(x + δx))
· Ê¨¬®¦¨ª£¥ «¤ ½¬®¬¤¨ §¨ »«¨©Ä¬ ¨¤ ¨® ¥¨±ª ¨¤°£ §¨ «¨©§¬ £©©¨¥¶£¤§¦¨¤°¨ ¬

(x, x + δx)
·¢£ª£ ¥«¶£¤¨ª£¥ ¹«¨ ¨® ª£´¦ª ¦¨¤°£ §¨ ®¬ «¨©§¬ ¨¥ ´¨©°¦¬® ¤£ ¿¬³ ¬¨®¨©¬¦²¤ ¿£©¦Ä£¤°¬® ¼ ¨¥ §¨¦©

τ1 cos α = τ2 cos α′ = τ. ËÌ ·ÆÍ
Î£© £°©£ ®¬§£ ¼ ¨¤ ®¬ §¦©¨¦²¤ ´¨©°¦¬®

τ2 sin α′ − τ1 sin α = ρ δl
∂2u

∂t2
,

§£¤§¨
ρ

¨¥ ®¬ §¨¤¥¦§¬§ ®¦¤¨¬® §¨ ª ¬¥¬ §¨ ®¬ «¨©§¬ ¼ ¹«¨ ¥«¶£¤§©¨ª£¥ £¤¥°¬¤°¨¥ ¼ ³ δl
¨¥ ®¬ ®£¤±¦°«§ §¨ º¥°¬¨¤°©¨

x
³

x + δx
· È ¦´¦§¦¨¤§£ ¬ª½£¥ ®¬§£¥ ¶£©

τ
³ «°¦®¦Ä¬¤§£ ËÌ ·Æ Í £½°¨¤¨ª£¥

tan α′ − tan α =
ρ

τ
δl

∂2u

∂t2
. ËÌ ·ÏÍ

Î¨©£
tan α = ∂u

∂x |x
³

tan α′ = ∂u
∂x |x+δx ¼ ¶ £© ®£ ¹«¨ ¼ §¦´¦§¦¨¤§£ ®¬ ¨«¬¦²¤ ¬¤°¨©¦£© ¶£©

δx
³ ¿¬¦¨¤§£ δx → 0¨¤£¤°©¬ª£¥

∂2u

∂x2
=

ρ

τ

∂2u

∂t2
,

§£¤§¨ ¿¨ª£¥ «°¦®¦Ä¬§£ δl
δx → 0

«¬¤§£
δx → 0

· Ð¦ ¥¨ ¹«¦¨©¨ ¦¤£©¶£©¬© ¨® ¨»¨°£ §¨ »«¨©Ä¬¥ ¨Ç°¨©¤¬¥ ¼ §¨ ª ¬¤¨©¬¬¤¯®£±¬ ¥¨ ¶«¨§¨ ´¨©¦µ¬© ¹«¨
u

¥¬°¦¥»¬¨
utt = c2uxx + F (t, x), ËÌ ·ÑÍ

§£¤§¨
c =

√
τ
ρ > 0 ¼ F (t, x) = 1

τ f(x, t)
³

f(x, t)
¨¥ ®¬ §¨¤¥¦§¬§ ®¦¤¨¬® §¨ »«¨©Ä¬¥ ¨Ç°¨©¤¬¥ ·

É¬¥ £¤§¦¦£¤¨¥ ¬§¦¦£¤¬®¨¥ ¤¬°«©¬®¨¥ ¶¬©¬ £ª¶®¨ª ¨¤°¬© ¨¥°¬ ¨«¬¦²¤ ¥£¤ §¨ §£¥ °¦¶ £¥ À
Á· ¢£¤§¦¦£¤¨¥ ¦¤¦¦¬®¨¥ ¨¤ «¤ ¦¤¥°¬¤°¨

t = 0
¹«¨ §¨¥©¦½ ¨¤ ®¬ ¶£¥¦¦²¤ ³ ´¨®£ ¦§¬§ §¨ ®¬ «¨©§¬ ¨¤ ¬§¬ ¶«¤°£

x ∈ [0, L]
· Ò ¥ §¨¦© ¼

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],³
ut(0, x) = v0(x) ∀x ∈ [0, L].



ÓÔ ÕÖ×ØÙÚÛÜ ÝÞ ß ÕÚÖÕàÜáßâ ÛàáßÖÛßâ ãß âß äÚáãÜ Üåãßá
æ ç èéêëìíìéêîï ëî ðéñëî ïéðñî òéï óôêõéï

0 ö L
ç

÷ðïîñøîùéï úôî û ëìüîñîêíìû ëî òûï îíôûíìéêîï óûñûðýòìíûï þ ëîïëî ôê óôêõé ëî øìïõû üÿïìíé ûò ù îêéï þ îï êîíîïûñìéîê òûï îíôûíìéêîï � ìó îñðýòìíûï ìùóéêîñ íéêëìíìéêîï ìêìíìûòîï ïéðñî
u ö ut

ç
�ûï íéêëìíìéêîï ëî ðéñëî ëîð îê ñî�î� ûñ òûï íéêëìíìéêîï üÿïìíûï û òûï úôî îïõ� ïô� îõû òû íôîñëû ö óôîëîê ïîñ ëîøûñìéï õìó éï ç �éñ î� îùóòé þ ôêû íéêëìíìýê ëî ðéñëî ëî òû üéñù û

u(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ]

úôìîñî ëîíìñ úôî îò î�õñîùé
x = 0

ëî òû íôîñëû îïõ� ��é û ôêû ûòõôñû
0
ç ÷õñé î� îùóòé îï

ux(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ] �	 çÓ

úôî ïì�êì�íû úôî îò î�õñîùé

x = 0
îïõ� òìðñî ç �ê îüîíõé þ ñîõéù ûêëé �	 ç
 íéê

x = 0 ö ïì ïôóéêîùéï úôî òûíéùóéêîêõî øîñõìíûò ëî òû üôîñ�û êîõû îê
x = 0

øûòî íîñé þ øîùéï úôî

τ2 sen α = ρ δl
∂2u

∂t2
.

� ïûêëé úôî
τ2 sen α′ ∼ τ ∂u

∂x

∣∣
δx

ö �ûíìîêëé δx → 0
ñîïô òõû �	 çÓ
 ç�êû õîñíîñû óéïìðìòìëûë îï

u(t, 0) =
1

h
ux(t, 0) ∀t ∈ [0, T ] �	 çÔ


úôî ùéëîòû òû ïìõôûíìýê îê úôî îò î�õñîùé
x = 0

îïõ� ïô� îõé û ôê ñîïéñõî ëî íéêïõûêõî îò�ïõìíû
k = hτ

ç �ê îïõûïìõôûíìýê
τ2 sen α − �üôîñ�û î� îñíìëû óéñ îò ñîïéñõî îê

x = 0


= ρ δl

∂2u

∂t2
,

îï ëîíìñ
τ2 sen α − ku|x=0 = ρ δl

∂2u

∂t2
.

�ôîøûù îêõî þ �ûíìîêëé
δx → 0

îêíéêõñûùéï �	 çÔ 


� �� �� � ������������ �� ��� ��� !���
� ò íûïé ëî òûï éïíìòûíìéêîï ëî ôêû ù îùðñûêû îï ùôö ïìù ìòûñ ûò ëî òûï éïíìòûíìéêîï ëî ôêû íôîñëû ç "îûùéïðñîøîùîêõî íýùé îêíéêõñûñ òû �#� îê îïõû ïìõôûíìýê ç
�û ù îùðñûêû ïî ùéëîòû íéùé ôêû ïôóîñ� íìî îê

R3 ö óéñ ïìùóòìíìëûë ïôóéêëñîùéï úôî îïõû ïôóîñ�íìî ïî óôîëîñîóñîïîêõûñ ù îëìûêõî ôêû üôêíìýê
u(t, x, y) : [0, T ] × Ω → R,

ëî ùéëé õûò úôî îê íûëû ìêïõûêõî
t
òû ùîùðñûêû íéññîïóéêëî û òû ïôóîñ�íìî óûñûùîõñì�ûëû óéñ

(x, y) 7→ u(t, x, y)
ç�ôîøûù îêõî ïôóéêîùéï

$ ç òûï éïíìòûíìéêîï ëî òû ù îùðñûêû ïéê óîúôî%ûï ö íûëû óôêõé ëî &ïõû ïî ùôîøî øîñõìíûòù îêõî þ
æ ç òû ù îùðñûêû îïõ� ïéù îõìëû û ôêû õîêïìýê ïôóîñ�íìûò

τ > 0
íéêïõûêõî ö ôêìüéñùî

' ç òûï üôîñ�ûï ëî üñìííìýê óôîëîê ïîñ ëîïóñîíìûëûï þ
( ç îê ôêû óñìù îñû ûóñé� ìù ûíìýê ëîïóñîíìûñîùéï îò îüîíõé ëî üôîñ�ûï î�õîñêûï íéùé òû �ñûøîëûë ç



) *+ * , -./-012,3 ,456 70-/3 8 9,2 :;,213 ,37/-012/<013 =>
?@AB

(x, y) ∈ Ω C δx > 0 D δy > 0 E F GHIJK@LMG NAG OI@PQAG RI@ ASHTAB GMUP@ NA VMPSKWB J@ NA L @LUPABA GMUP@@N SIAJPAJM [x, x + δx] × [y, y + δy] E XASK@BJM IB UANABS@ J@ NAG OI@PQAG Y@PHKSAN@G C IHKNKQABJM NAG L KGL AGAVPMZ KL ASKMB@G RI@ @B NA G@SSKWB > E[ E\ VMJ@LMG @GSPKUKP
]SMBHPKUISKWB J@ NAG APKGHAG VAPAN@NAG AN @^ @ x_ = τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)

]SMBHPKUISKWB J@ NAG APKGHAG VAPAN@NAG AN @^ @ y_ = τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)

`I@aM VMP NA N@C J@ b@cHMB

ρδxδy
∂2u

∂t2
= τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)
+ τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)
,

JMBJ@ ρ
@G NA J@BGKJAJ GIV@PdSKAN J@ L AGA E e KYKJK@BJM VMP δxδy C fASK@BJM δx → 0 C δy → 0

@BSMBHPALMG
utt = c2(uxx + uyy) = c2∆u

JMBJ@ c =
√

τ/ρ C ∆u = uxx + uyy
@G @N `AVNASKABM J@ u

SMB P@GV @SHM A NAG SMMPJ@BAJAG @GVASKAN@G E?K fAC OI@PQAG @ZH@PBAG ASHIABJM @B NA L@LUPABA D ABgNMaAL @BH@ G@ @BSI@BHPA
utt = c2∆u + F (t, x, y)

]> E>_
JMBJ@ F (t, x, y) = 1

τ f(t, x, y) C f(t, x, y)
@G NA J@BGKJAJ GIV@PdSKAN J@ OI@PQAG @ZH@PBAG ASHIABJM GMUP@ NA L@L hUPABA E

i jk jl j m nopqrnstuv wstxnyz{ntqwuv {u ztq oqppq
|MBGKJ@P@LMG IBA UAPPA J@NaAJA J@ IB L AH@PKAN @NgGHKSM J@ NMBaKHIJ L C GIVMBaALMG RI@ @N MPKa@B @GHg IUKSAJM@B IBM J@ NMG @ZHP@LMG E `AG J@OMPL ASKMB@G NMBaKHIJKBAN@G J@ @GHA UAPPA NAG J@GSPKU KL MG L @JKABH@ IBA OIBSKWB
u : [0, L] × [0, T ] → R J@ LMJM HAN RI@ GK IBA VAPH}SI NA RI@ M SIVA KB KSKANL @BH@ ]@B IBA GKHIASKWB J@ @RIKNKUPKM_NA VMGKSKWB x ∈ [0, L] D @B @N KBGHABH@ t G@ GKHTA @B x + u(x, t) E~ MJ@NABJM NA UAPPA SMLM IBA OAL KNKA J@ N

P@GMPH@G SMB L AGAG C SMBGHABH@G @NgGHKSAG KJ�BHKSAG D C NI@aM SMBhGKJ@PABJM N → ∞ D @G VMGKUN@ J@JISKP RI@ u GAHKGOAS@ NA GKaIK@BH@ Fe�
utt = c2uxx + f(x, t) x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),

JMBJ@ c > 0 J@V@BJ@ J@ NAG VPMV K@JAJ@G J@ NA UAPPA ]J@BGKJAJ J@ L AGA C SMBGHABH@ @NgGHKSA_ D C f
@G ]@ZS@VHMVMP IBA SMBGHABH@_ IBA J@BGKJAJ NKB@AN J@ OI@PQAG @ZH@PBAG E

� �� � ���������� ��������� � ��������� �������������
i jl j�j � u�opqtq ut pu�svs
�@HML ABJM NA G@SSKWB > E[ E[ D GK NA L @LUPABA @GHg @B P@VMGM J@ ]> E>_ Y@LMG RI@ NA OIBSKWB u : Ω ⊂ R2 → R J@U@GAHKGOAS@P NA @SIASKWB

∆u + F (x, y) = 0
@B

Ω
]> E\�_

RI@ G@ SMBM S@ SMLM NA ����� ¡¢ £� ¤ ¥ ¦¦¥¢ E
FB @N SAGM VAPHKSI NAP SIABJM F = 0 D G@ MUHK@B@ NA ����� ¡¢ £� §�¨ ©���

∆u = 0
@B

Ω.
]> E\\_

ªBA OIBSKWB RI@ @G GMNISKWB J@ NA @SIASKWB J@ `AVNAS@ G@ JKS@ IBA OIBSKWB APLWBKSA E



«¬ ®¯°±²³´ µ¶ · ²®¸´¹·º ³¸¹·®³·º »· º· ¼²¹»´ ´½»·¹
¾ ¿À ¿Á ¿ ÂÃÄÅÆÇÈÉÊ ËÅ ÇÉÌÍÃ ÅÊÎÇÄÏÈÇÃ
ÐÑ ÒÓÔÕ ÓÒÖÖ×ØÑ ÒÓÖÙ×Ú×ÙÒÛÜÓ

~x = (x1, x2, x3) Ý ~y = (y1, y2, y3) Þ Ð ß ÖÕÛàÜ ÒßáÖÔÙ×ÖÜ âÒÑÒÙÕãÜ àÜÙ äÑÕ ÖÕÑÔ×ãÕãåÑ×ÔÕ ãÒ ÖÕÙâÕÓ
qj
ÖÜÑ äÚ×ÖÕãÕÓ ÒÑ ßÜÓ àäÑÔÜÓ

~yj æ×ÒÑÒ ãÕãÕ àÜÙ

~E(~x) =

N∑

j=1

qi

4πε0
· ~x − ~yj

‖~x − ~yj‖3
,

ãÜÑãÒ
ε0

ßÕ à ÒÙÛ ×Ô×æ ×ãÕã ãÒß æÕÖçÜ ÞÐ Ó èéÖ×ß æÒÙ×åÖÕÙ êäÒ ~∇× ~E = 0 ë àÜÙ ßÜ ÔÕÑÔÜ Òì ×ÓÔÒ äÑÕ èäÑÖ×ØÑ ÒÓÖÕßÕÙ ϕ : R3 → R
ÔÕß êäÒ

~E = −∇ϕ.

íäÕÑãÜ ßÕÓ ÖÕÙâÕÓ ÓÒ ã×ÓÔÙ×ÚäëÒÑ ÖÜÑÔ×ÑäÕÛ ÒÑÔÒ ãÒ ÕÖäÒÙãÜ Õ äÑÕ ãÒÑÓ×ãÕã æÜßäÛ áÔÙ×ÖÕ ρ(~y)
Òß ÖÕÛàÜ ÒßáÖÔÙ×ÖÜÒÑ äÑ àäÑÔÜ

~x
ÖäÕßêä×ÒÙÕ ÓÒ àäÒãÒ ÒÓÖÙ×Ú×Ù

E(~x) =
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)
~x − ~y

‖~x − ~y‖3
d~y. îï Þðñò

óÕÙÕ ãÕÙ ÓÒÑÔ×ãÜ Õ ÒÓÔÕ ×ÑÔÒâÙÕß ÓäàÜÑãÙÒÛÜÓ êäÒ
ρ : R3 → R

ÒÓ äÑÕ èäÑÖ×ØÑ ÖÜÑÔ×ÑäÕ ë êäÒ
ρ(~y) = 0

Ó×
‖~y‖ ≥ R0 Ý ãÜÑãÒ R0 > 0

ÒÓ äÑÕ ÖÜÑÓÔÕÑÔÒ Þ ôÜÔÒÛÜÓ êäÒ ÓÒ ÔÙÕÔÕ ãÒ äÑÕ ×ÑÔÒâÙÕß ×ÛàÙÜà×Õ à ÒÙÜ ÖÜÑæÒÙâÒÑÔÒ îÒß×ÑÔÒâÙÕÑãÜ ÓÒ ×ÑãÒåÑÒ ÒÑ
~y = ~xò ÞÐ ß ÖÕÛàÜ ÒßáÖÔÙ×ÖÜ îï Þðñò ÔÕÛÚ×áÑ àÙÜæ×ÒÑÒ ãÒ äÑ àÜÔÒÑÖ×Õß Ý ÒÓ ãÒÖ×Ù Ý

~E = −∇φ. îï Þðõò
ö éÓ Õ÷Ñ Ý ÓÒ àäÒãÒ ãÕÙ äÑÕ èØÙÛäßÕ øùú ûüýþÿ� àÕÙÕ φ

φ(~x) =
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)
1

‖~x − ~y‖ d~y.

�ÒÕ
ω ⊂ R3 äÑ ÖÜÑ�äÑÔÜ ÕÚ×ÒÙÔÜ ÕÖÜÔÕãÜ ÑÜ æÕÖçÜ ÖäëÕ èÙÜÑÔÒÙÕ ∂ω

ÒÓ äÑÕ ÓäàÒÙåÖ×Ò ÙÒâäßÕÙ Þ �äÒÙÒÛÜÓ ÖÕßÖäßÕÙÒß �ä�Ü ãÒ ~E
Õ ÔÙÕæáÓ ãÒ ∂ω Ý ÒÓ ãÒÖ×Ù

∫∫

∂ω

~E · d~S(~x) =
1

4πε0

∫∫

∂ω



∫∫∫

R
3

ρ(~y)
~x − ~y

‖~x − ~y‖3
d~y


 d~S(~x)

=
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)



∫∫

∂ω

~x − ~y

‖~x − ~y‖3
d~S(~x)


 d~y.

� Ô×ß×�ÕÑãÜ ÕàÙÜà×ÕãÕÛ ÒÑÔÒ Òß ÔÒÜÙÒÛ Õ ãÒ �ÕäÓÓ ÓÒ àäÒãÒ àÙÜÚÕÙ êäÒ
∫∫

∂ω

~x − ~y

‖~x − ~y‖3
d~S(~x) =

{
4π

Ó×
~y ∈ ω

0
Ó×

~y 6∈ ω Þ
óÜÙ ßÜ ÔÕÑÔÜ

∫∫

∂ω

~E · d~S(~x) =
1

ε0

∫∫∫

ω

ρ(~y) d~y.

�àß×ÖÕÑãÜ Òß ÔÒÜÙÒÛ Õ ãÒ ßÕ ã×æÒÙâÒÑÖ×Õ Õß ÖÕÛàÜ ~E ë ÙÒÖÜÙãÕÑãÜ îï Þðõò ÜÚÔÒÑÒÛÜÓ
∫∫∫

ω

~∇ · ~EdV − 1

ε0

∫∫∫

ω

ρdV = 0



	 
� 
 ��������� ��������� � �� ���� � �
�� ����� ∫∫∫

ω

(
∆φ +

1

ε0
ρ

)
dV = 0.
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9$� P]5 ^� �� �!"'#�" �%&$% -_���$" �%&� �!% �!� &�' !� �� �!%����!%�� $����!%$#�� `

abcdefebcgh dg i bjdg
P�&$� �!%����!%�� $'$����% &$%&! �% '�!- #�"$� �� �;!#)��4% �!"! �% ��)$��!%�� ��&$��!%$��$� 0 :$* ��;���$�$#&��%$&�;$� ��,8% �# ���&�" $ <=���! +)� �� ��&7 "!��#$%�! 0

•  !%����4% �� -!��� &�' ! ]����[#�&k)'!%,$"!� ( '$�$ >R $� ���$� ( +)� Ω ⊆ R3 * ��%!&�"!� '!� ∂Ω
#$ <�!%&��$ �� ��&� �!%R )%&! 0 ]� ��&$<!�" $ ( �% �# �$�! �% +)� u

%! ��'�%�� �� t
#$ �!%����4% �� -!��� �� &�' ! ] ����[ #�& ;��%� �$�$ '!�

u(x, y, z) = g(x, y, z) '$�$ &!�! (x, y, z) ∈ ∂Ω

* �� u ��'�%�� �� t

u(t, x, y, z) = g(x, y, z) '$�$ &!�! (x, y, z) ∈ ∂Ω
* &! �! t ∈ [t0, T ] (

�!%��
g : ∂Ω → R �� )%$ <)%��4% �!%! ���$

P% �# �$�! " _� ,�%��$# g ')��� ��' �%��� ��# &��"'! 0
•  !%����!%�� �� -!��� �� &�' ! 3�)" $%%
9$� �!%����!%�� �� ��&� &�' ! �� �$�$�&���Q$% '!� ;�%�� ��'����%&$�$� �� #$ <!�" $

∇u · n̂ =
∂u

∂n̂
(t, ·) = h(·) �!-�� ∂Ω ∀t ∈ [t0, T ]

�!%�� n̂ ��'����%&$ #$ %!�"$# �?&���!� $ Ω
* �!%�� h : ∂Ω → R �� )%$ <)%��4% �!%! ���$ .�$&! 2 0 P%)% �$�! " _� ,�%��$# h ')��� ��' �%��� ��# &��"'! 0
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• ����������� � ������ ��� ����� �� ����������� ������ �������������� ��� ������������� �� ����������� ��� ��� � � ��������� ���� ��� ����� ��������� �� �� �������� �
����������  �� ���¡¢� 
�� �� £�� ���� ���� � ��� ����������� �� ������� ¤ ¥���� ������ ������� �¦�� �� ������� �� �� �������¦� � �� ����� �� �������� t0 ��� �� ��§ ��� �� ��������� �� ����� ������� ¨����� �� ������������ ¤ ����� ��¥������ ¤��� �© �� t0 ����� ���� Ω � ª� �������¦� ������� � ���� �«����� ���� ���� ��� ��¬� ��� ��� �

u(t0, x, y, z) = u0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ω,

����� u0 : Ω → R �� ���� �
���� �������� £�� ���� £�� ������� ������ ����������� �� ������� ���� �� ����� �� �� �������� ���������� u �� �� ������¦� ¤ �� ����� ¤ �� �� �� ������¦� £�� ������� � �� ��� ���� ��������� ������� �� ��¬������������ �������� �� u ¤ �� ����� £�� ������� ��� ����������� �� ������� � ®�� �� ����� ��� ���� �� ������ ��������� � �� ��¬���� ������ ���� ����� ������¦� ��� �� ���� ��� �������� �������� �� �� �����¦� ���� �������� t0 ¤ � �� �§ �����

∂u

∂t
(t0, x, y, z) = v0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ω

� ��« ��������� ���� ¤ ����� �� �����¦� v0 �� ���� �
¯�� �§ ����� ¤ �� �� ���� �� �� ��������¦� ��� ����� �� ��� ��¬�¦� Ω �� R3 ¨��� �� �����¦�° �±�m© ¤ ����� u ������������ ����������¦� �� ������������ ¤ �� �������¦� �� ����� ��� � ��������� ����������� �� ���� �� £�� ���� ����������¦��� ���� �� ����� �� �������� ��� ��� ���� � ¯�� ���� ���� ¤ �� �� �������¦� �� ����� ��� � ���� ��� �� �� ²�§ � ������� ������� �� £�� ���������� �� ���� � ³ � �������� ���� ¤ ���������� £�� �� ²�§ � �� ����� ��� ������ �� ���� ������ ��� ���� ���

−k∇u · n̂ = −k
∂u

∂n̂
= −kh,

����� h : ∂Ω → R �� ��� �����¦� ���� ���� � k ���������� �� ������������� �¥�� ��� �
´ µ¶ µ ·¸¹º» ¼½¾º½¿ÀÁ¼» Â¼ Ãº ÄÅ»¿½º

±� ������¦� �� ������ÆÇ��È���� ���� ��� �� ²����� ¤ ��� ���������� �� ������ÆÇ��È�� ��� �� ���§���� �� ������ �� ���������� ����������� ��������� £�� ��¬�� �� ����� ����� ��� ²���� �� ������¦� � � ���� �� ���������� �������������� � ��� ¤ �� � ������� � �������� �� ����¬«� ���� �� ���� ���� �� ����� �� ��É������� �� �� ����� ����� ¤����� �� ���� �� ������ �������� ��������� ���¬�������� ¨������ � �� ����������© �
Ç�� ~u(x, y, z, t) �� ����� �� ���� ������� ��� ²� ��� � p(x, y, z, t) �� �����¦� � ª��¬� �� ������¦� ���� ²����������������� ����� ���� ���

ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p + µ∆~u +

µ

3
~∇
(

~∇ · ~u
)

����� µ �� �� �� �É������ �� ���������� ��� ²���� ¤ F �� �� �������� �����¥����� �� ������� �������� ¨����§ ����� �� ¬�������© ¤ ρ �� �� �������� � D~u
Dt �� �� ���������¦� ��� ���� ���� �� ²���� ¤ �����¥� ���� �������� ÊËÌÍÎÏÊÏ Ð ÏÑËÌÍÏÒ¤ �� ���� ����� ��������� ���
D~u

Dt
=

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u,

� ��� ����������� ¤ ����������� ~u = (u1, u2, u3) ¤ �� ���������� iÆ¥��� � �� (~u · ~∇)~u ����� ���� ���
[
(~u · ~∇)~u

]
i
= u1

∂ui

∂x
+ u2

∂ui

∂y
+ u3

∂ui

∂z
.



Ó ÔÕ Ô Ö×ØÙ ÚØÖØÛ ÜÝ Þ ßÖÝ×Ö ÛÞØÚØàÙ áâ
ãä åæç èéêëæç êäìæíîïðçêñåðç ò åó ðìéóìêôä ëð ìæäõêäéêëóë ðç ~∇ · u = 0

ò öò î æï ìæäçê÷éêðäõð åó ðìéóìêôäóäõðïêæï çð ïðëéìð ó
ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p + µ∆~u.

ø ù ãìéóìêôä ëð úìûïüëêä÷ðï îóïó éäó îóïõýìéåó
ãä íðìþäêìó ìéþäõêìó ðÿ êçõð åæ �éð çð ëðäæí êäó åó ëéóåêëóë ðäõð æäëóç ö îóïõýìé åóç ù �ó ëðçìïêî ìêôä ëðéäó îóïõýìé åó � êðäð ëóëó îæï éäó �éäìêôä ëð æäëó

Ψ(~r, t)
�éð õêðäð �óåæïðç ðä åæç ä�íðïæç ìæíîåð�æç ò ðçëðìêï

Ψ(~r, t) ∈ C
ö |Ψ(~r, t)|2 = Ψ(~r, t)Ψ(~r, t)

çð êäõðïîïðõó ìæíæ åó �éäìêôä ëðäçêëóë ëð îïæñóñêåêëóë ëððäìæäõïóï åó îóïõýìé åó ðä åó îæçêìêôä
~r
ðä ðå êäçõóäõð

t
ù

� ð åó õðæïýó ëð åó í ðìþäêìó ìéþäõêìó çð ëðëéìð �éð åó �éäìêôä
Ψ
ëðñð çóõêç�óìðï åó çê÷é êðäõð ðìéóìêôä ðäëðïê�óëóç îóïìêóåðç

i~
∂Ψ

∂t
(~r, t) =

(
− ~2

2m
∆~r + V (~r)

)
Ψ(~r, t) �� ù	
�

ëæäëð
~ = h

2π

ìæä
h
åó ìæäçõóäõð ëð � åóäì ò

m
ðç åó í óçó ëð åó îóïõýìéåó ö

V
ðç éäó �éäìêôä �éð ïðîïðçðäõóðå îæõðäìêóå óå ìéóå ðçõþ çæí ðõêëæ åó îóïõýìéåó ù ã å �óîåóìêóäæ ðä ðçõó ðìéóìêôä ðç çæåóí ðäõð ìæä ïðçî ðìõæ óåóç �óïêóñåðç ðçîóìêóåðç ö îæï ðçæ åó äæõóìêôä

∆~r
ù � çéóåí ðäõð ðçõó ðìéóìêôä çð óìæíîó�ó ëð åó ìæäëêìêôä

�îïæñóñêåýçõêìó � ∫∫∫

R
3

|Ψ(~r, t)|2 d~r = 1.

�æõðíæç �éð �� ù	
� ïðîïðçðäõó éä çêçõðí ó ëð ëæç ðìéóìêæäðç ïðóåðç ðä ëðïê�óëóç îóïìêóåðç ò çêðäëæ åóçêäìô÷äêõóç åóç îóïõðç ïðóå ð êí ó÷êäóïêó ëð
Ψ
ù

â ù ã ìéóìêæäðç ëð � óÿ�ðåå
ãä åó õðæïýó ëð ðåðìõïæí ó÷äðõêçí æ ò ðÿ êçõðä ìéóõïæ ðìéóìêæäðç �éäëóíðäõóåðç �éð îðïí êõðä � êçéóåê�óï åæ�éð çéìðëð ìæä ðå ìóíîæ ðå�ìõïêìæ ~E

ò ð å �ðìõæï ëðçî åó�óí êðäõæ ~D
ò ðå èé�æ ðå�ìõïêìæ ~J

ö ðå ìóíîæ í ó÷ä�õêìæ
~B
ù ã çõóç ðìéóìêæäðç çæä åóç ðìéóìêæäðç ëð � óÿ�ðåå ò åóç ìéóåðç çæä

~∇ · ~D = 0
~∇ · ~B = 0

~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

~∇× ~B = µ0

(
~J +

∂ ~D

∂t

)

ëæäëð
µ0

ðç éäó ìæäçõóäõð �åó î ðïí ðóñêåêëóë ëðå �óìýæ � ù ã çõóç ðìéóìêæäðç çéðåðä ìæíîåðí ðäõóïçð ìæä åðöðçìæäçõêõéõê�óç îóïó �æïí óï åæ �éð çð ëðäæí êäó éä çêçõðí ó ìðïïóëæ ëð ðìéóìêæäðç ù
�óëó éäó ëð ðçõóç ðìéóìêæäðç ðäõïð÷ó êä �æïíóìêôä çæñïð åæç ìóíîæç õïóõóëæç ò î æï ð� ðíîåæ ëð åó õðïìðïóðìéóìêôä çð îéðëð ìæäìåéêï �éð ~B

÷ðäðïó ~E �ëð ëæäëð çð ëðëéìð åó åðö ëð êäëéììêôä � ù � ð ðçõð çðõ õóíñê�äçð îéðëð ìæäìåéêï �éð åóç åêäðóç ëð ìóíîæ í ó÷ä�õêìæ çæä ìðïïóëóç ò ðå èé�æ ëð ~B
ðç ìæäçðï�óõê�æ ö óçýçéìðçê�óíðäõð ù

� �� � ������� ��  ! "#� !�� �"���$�

%ðìæïëðíæç ñïð�ðí ðäõð åó äæ ìêôä ëðå îïêäìêîêæ ëð çéîðïîæçêìêôä îóïó ðìéóìêæäðç ëê�ðïðäìêóåðç æïëêäóïêóç �ã ù� ù& ù� ù�æäçêëðïðíæç éäó ã ù� ù& ù åêäðóå ëðçìïêõó îæï
Ly = 0

ðä éä êäõðï�óåæ
I = (a, b)
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:;<:=

L : Cn(I, R) → C(I, R)
=> ?< ;@=AB:;A :CD=A=<ECBF FC<=BF := ;A:=<

n G H F @AC<EC@C; := >?@=A@;>CECI< :CE=J?= K LM;:B E;NOC<BECI< FC<=BF P<CQB := >;F?EC;<=> := ?<B H GR GS G FC<=BF T;N;UV<=B W => QBNOCV< >;F?ECI<X W =>:=ECA
∀c1, c2 ∈ R, ∀y1, y2 ∈ Ker(L) ⇒ c1y1 + c2y2 ∈ Ker(L)

; QBNOCV<

Lyi = 0 ∀i = 1, 2, ..., n ⇒ L

(
n∑

i=1

yi

)
= 0

YB <;ECI< := ;@=AB:;A=> :CD=A=<ECBF=> FC<=BF=> => DZECFN =<Q= =[Q=<:COF= BF EB>; := ;@=AB:;A=> BEQ?B<:; >;OA=D?<EC;<=> := \BACB> \BACBOF=> W => :=ECA >;OA= D?<EC;<=>
u : Rn → R G ];A =^ =N@F; E;<>C:=A=N;> =F ;@ =AB:;A L = ∆_YB@FBECB<;` J?= BEQaB L : C2(Rn) → C(Rn)

N=:CB<Q=
Lu = ∆u G H< =>Q= E;<Q=[Q; >= BN@FbB FB Q=;AbB c >=@?=:= :=N;>QABA J?= =F @AC<EC@C; := >?@=A@;>CECI< => QBNOCV< \ZFC:; @BAB FB> H GR G]Gd> FC<=BF=> Ge F CU?BF J?= =< =E?BEC;<=> :CD=A=<ECBF=> ;A:C<BACB> FB> >;F?EC;<=> := ?<B HR] FC<=BF <; T;N;UV<=B >= @?=:=<:=>E;N@;<=A =< ?<B >;F?ECI< := FB T;N;UV<=B c ?<B >;F?ECI< @BAQCE?FBA G

f gh g ij klmjlnop qk rms ktulnkr v wpnvjr

H< =>QB >=EECI< @A=>=<QBN;> ?<B :=:?EECI< := FB =E?BECI< := >?@=APEC=> N b<CN B> E;N; ?< =^ =N@F; := ?<B=E?BECI< <; FC<=BF GYB =E?BECI< _x Gyz` J?= N;:=FB ?<B N=NOAB<B =< A=@;>; >= :=:?^ ; >?@;<C=<:; J?= FB> :=D;AN BEC;<=> >;<@=J?={B> G H > C<Q=A=>B<Q= =>Q?:CBA FB =E?BECI< A=>?FQB<Q= >C< TBE=A =>QB TC@IQ=>C> W F; J?= @;A >CN@FCEC:B: TBA=N;>=< =F EB>; J?= <; TBc D?=A|B> =[Q=A<B> G }?@;<:A=N;> J?= FB N =NOAB<B => =FZ>QCEB W J?= =>QZ =< =J?CFCOAC; :=D?=A|B> c =>QZ >;N =QC:B B ?<B Q=<>CI<
T J?= => E;<>QB<Q= G ~;< =F P< := ?QCFC|BA =>QB C<D;ANBECI< CN BUC<BN;> J?=L E;AQBN;>X ?<B @BAQ= := FB N =NOAB<B W ;OQ=<C=<:; ?<B _@ =J?={B` >?@=AP EC= S

E?cB DA;<Q=AB
∂S

=> ?<B E?A\BE=AAB:B =<
R3 G R=<;Q=N;> @;A τ̂

=F \=EQ;A QB<U=<Q= B
∂S

c @;A
n̂
=F \=EQ;A <;AN BF ?<CQBAC; B

S
;AC=<QB:; =<:CA=EECI< :=F =^ =

z G R B:; J?= (x, y) 7→ u(t, x, y)
@BABN =QAC|B

S
W @ ;:=N;> =>EACOCA

n̂ =
1

‖n̂‖



−∂u

∂x

−∂u
∂y

1


 ,

:;<:=
‖n̂‖ =

√
1 +

(∂u

∂x

)2

+
(∂u

∂y

)2

.

SAC=<Q=N;> τ̂
:= N;:; J?= >=B E;<>C>Q=<Q= E;< FB ;AC=<QBECI< := S

@BAB =F Q=;A=NB := }Q;�=> G R= =>Q= N;:; =F\=EQ;A
τ̂ × n̂,B@?<QB D?=AB :=

S
W => @ =A@ =<:CE?FBA B

τ̂
c QB<U=<Q= B FB N=NOAB<B G };OA= S

BEQaB ?<B D?=A|B B F; FBAU; :=
∂S=^ =AEC:B @;A =F E;N@F=N =<Q; := V>QB J?= \C=<= :B:B @;A

T (τ̂ × n̂).

R= =>Q= N;:; W FB D?=A|B <=QB >;OA=
S J?= F= =^ =AE= =F A=>Q; := FB N =NOAB<B =>

~F =

∫

∂S

T (τ̂ × n̂) dr.

}=B ê
?< \=EQ;A _E;<>QB<Q=` ?<CQBAC; =<

R3 G H<Q;<E=>
~F · ê = T

∫

∂S

(τ̂ × n̂) · ê dr = T

∫

∂S

(n̂ × ê) · τ̂ dr.



� ��� �� � ������� �� � ���������� � ������ ��
��������� �� ������ � �� ��� �¡ ¢ �� ����£¤¥�

~∇ =




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z




¡� �¤���
~F · ê = T

∫∫

S

[~∇× (n̂ × ê)] · n̂ dA = T

∫∫

S

[(~∇ · ê)n̂ − (~∇ · n̂)ê] · n̂ dA

= −T

∫∫

S

(~∇ · n̂)(ê · n̂) dA = −T ê ·
∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.z

¦§�¨�
~F = −T

∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.

©��¡���� ��
δS

£��� §�� ��ª§�«� ¡§���¬£¤� �� ����� � �§���
(x0, y0, z0)

�� ���
δA ® �¡£�¤¯���¡ £��� δ ~F

��°§��±� �² ��£¤�� ��� �� ��¡�� �� �� ���¯���� ¡�¯��
δS ® �¡�� �¡

δ ~F = −T (~∇ · n̂)n̂ δA + o(δA).

�¤ �� ³�¢ °§��±�¡ �´�����¡ �£�§���� ¡�¯�� �� � ��¯���� ® £��� µ¡�� �¡� �� ����¡� �� ��¢ ¶�·��� �¡��¯��£� ª§�
δ ~F = 0

¢ ��� �� �����¤��
−T (~∇ · n̂)n̂ δA + o(δA) = 0.¸¤¹¤�¤���� ���

δA
¢ ³�£¤����

δA → 0
�¯������¡

−T (~∇ · n̂)n̂ = 0.

º�£������¡ ª§�
u
�� ������� ��

z ® � �� �� ª§�

−~∇ · n̂ =
∂

∂x


 ux√

1 + u2
x + u2

y


+

∂

∂y


 uy√

1 + u2
x + u2

y


 ,

�����
ux =

∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
.

¦§�¨� �� �£§�£¤¥� ����
u
ª§���

∂

∂x


 ux√

1 + u2
x + u2

y


+

∂

∂y


 uy√

1 + u2
x + u2

y


 = 0. »¼ ½¾¿À

� ¡�� �£§�£¤¥� ¡� £��� £� ���¯¤µ� £��� �� ÁÂÃÄÂÅÆÇ ÈÁ ÉÃÊ ÁËÌ ÂÅÁÉ Í ÎÇÅÍ ÄÉ½¦� ����£¤¥� ����� �� �£§�£¤¥� »¼ ½¾¿À ¢ �� �£§�£¤¥� �� ¦����£� »¼ ½¾¾À �¡ ª§� ¯�² � �� ³¤�¥��¡¤¡ �� � �ª§�«�¡��°����£¤���¡ ® ¡� �§��� ����´ ¤� �� √1 + u2
x + u2

y

��� ¾® ¢ �� �¡�� £�¡� »¼ ½¾¿À ¡� ���§£� �

∆u = 0.
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âãäåæçèé êë

ìíîïðïñòóô õí öïðòï÷øíù ú ùíðòíù õí ûüýðòíð

þÿ �þ � �� ����� ������ 	 �
��
�� ��� 
����
������������ �� ������� � �� ������ � �� !���� �� ��� ����� ���"��� �� ���"�#��

L > 0 $ !������#� ��� ��� �#����� %���"&��� � �� #���� �� !��' !���#� �� ������( ���� #&�� �!�
α > 0 $ ) *�� �� ��!���#�� � ����!#�� ��#�������� ��� �� �����'!�� ��#���� $ ) ��� ����#�� �� !���� �+#����� �!#����� ���#�� �� �� ����� $ �� ��!��

f(x) = 0�� ,- ./0 . 1�� !��� �� ����2 � �� �� ��!!� � - ././$ �� 345 *�� ������ ��#� ��#��!� � ��
ut = αuxx 0 < x < L, t > 0.

,/6 ./0
7� ��! "��#�

u = u(t, x)
�� �� #������#��� �� �� �#��#�

t ) �� �� ����!� �
x

����� �� ����� . 8� ��������� *�� ����+#����� �� � ��#����� � #������#��� !���#��#� �"��� � 6 $ ��#��!�� u
��#����!� �� !����!� � �� ����� �� #�� �4 ���!%��# %���"&���

u(t, 0) = u(t, L) = 0 t > 0.
,/6 .90

�������������� ���� :� �� !����!� � ���!���
u(0, x) = f(x) 0 < x < L.

,/6 .;0
5��� �����(�� ,/6 ./0 ��2� ,/6 .90 ) ,/6 .;0 $ ����!������ �� < =>?@? @A BAC DEDFGHI @A JDEGDKLAB$ �� *�� ���!��� ��������#���������#� � !��#����!� � .

MN OMOMO P QRS TQU TVUWU X YTWUQUQ ZUQRU[ \TY
3� �&#��� �� ���!�� ���!���� ����!����� �� #��(����� �� ,/6 ./0 *�� ���� �� �� ���� �

U(t, x) = T (t)X(x).
,/6 .] 0

8� ��#����!�� ��^ ��� ���(�� ��! "��#�� $ T (t) ) X(x) $ ) ��� �� #��#� ��!���#������ ��� �!��!����� ���� ��#��_� ������� . 8��#�#�)���� ,/6 .] 0 �� ,/6 ./0 $ ��#������
T ′(t)X(x) = αT (t)X ′′(x) 0 < x < L, t > 0.

,/6 .`0
���� � �� ��� ��#������ ����!����� �� #��( ����� $ �� ��*� ���� *�� X(x0) 6= 0

���� ��"a�
x0 ∈ (0, L)

. 4���!�� ���� ,/6 .`0 *�� ���� #� ��
t > 0

�� #����
T ′(t) = αλ1T (t),�����
λ1 =

X ′′(x0)

X(x0)
.

bc



dd efghijkl mno pqgfrfestu vq wfrsfxkqp y pqrsqp vq zljrsqr
{|} |~��} ���� � ���� �� ��

x ∈ (0, L) �� �|���
X ′′(x) = λ2X(x),

�����
λ2 =

T ′(t0)

αT (t0)� t0 > 0
�� ��~ ���

T (t0) 6= 0 � �� ����������|� � �| ����� ��} �}�� ���~��|�� ���
(t, x)

��~ ���
T (t) 6= 0 �

X(x) 6= 0
� ~� �����|�� ������� �

αλ1 =
T ′(t)

T (t)
= α

X ′′(x)

X(x)
= λ2,

����� ~� ������� |���~��� ����|��� �� ��� ��� ��� ���� }��� � �� ������ ���
T (t) � X(x) ���|������ � ���� ���|��} ���� � ~�� �|��|����� �����|���� �|������|�~�����|���|�� �

T ′(t) + αλT (t) = 0, t > 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < L,

���� ��� ��������� λ ∈ R �� ��� �� ��~�� ���� �~ ����} ����
λ
� �� ������ �� ��� ��� ���

T (t) = Ce−αλt,

���� ��� ��������� C ∈ R
� ~� ���~ �� �� ��~� ���� �����}�� ��~��|���� �� ��|� |�~�� ���� ���� ����� � ��}� ��~|���|�� �� ~� ������ ������~ �� ~�� �����|���� �|������|�~�� ���|���|�� ~|���~�� � ��� �}����� ~� ��~��|�� ������~ �� ~� �����|�� �� ������� ����� ��� ��� �� � ����� ��}� ��� ��}�|���|�� ~|���~ �� �������|���� �����}����~�� � ���� ���} � ������� ��~ �|��� ��

λ. ¡�� ����|��} ���� � ��}� �~ ��~|��} |� �����������|����� �|��� � ��� ��� ���� ���� ���
p(m) = m2 + λ

� � ¢��� �|��� ��}� ������£ m1,2 = ±
√
−λ ∈ C

� ������}�� ��� �
{|

λ < 0
�������� m1,2 = ±

√
−λ ∈ R

� ~���� ~� ��~��|�� ������~ �� ��� ��� ���� ���� ���

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx, C1, C2 ∈ R.

{|
λ = 0

�������� m = 0
�� ���¤ �� }�~�|�~|�|��� ¥ � � �� ����������|�

X(x) = C1 + C2x, C1, C2 ∈ R.

{|
λ > 0

�������� m1,2 = ±i
√

λ � ��� ~� �����

X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sen
√

λx, C1, C2 ∈ R.

¦§¨©ª«¬®¯° ±² ³±³±³ ´�����
λ 6= 0

� ��� ���} � �� ��|��� ����� ��� ����|����� ~�� ����� λ < 0 � λ > 0
���

�������� ����|��� �� ��|~|¤�� ~� ����|�� � ������|�~ ��}�~�µ � ������ ����������� � �� ������ � �������}�� ���
λ > 0 � �������� �� �|���

X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sen
√

λx

= C1(e
i
√

λx + e−i
√

λx)/2 + C2(−i)(ei
√

λx − e−i
√

λx)/2

= (C1 − iC2)/2ei
√

λx + (C1 + iC2)/2e−i
√

λx

= C̃1e
i
√

λx + C̃2e
−i

√
λx.¶·¸¹º ¹»¼½¼¾¿ÀÁÂ ½¿ Ã¿º¾ Ä¹¿ÅÃ¿Å¿ ÆÇ Æ½ Ä¹ÆÃÈ Á ÅÆ ½ÁÂ ÄÁÀÈ½ÆÉ ÁÂ Ê



ËÌ ÍËÍ Î ÏÎÐÑÒÓ Ð ÓÔÎÒÓÕ Î Ö×ØÖÙÚÛ ÔÎÒ ÖØÒÓÜ ÝÞ
ßàáà

i
√

λ =
√
−1

√
λ =

√
−λ â ãä åà æçèäéêàé ãäãëìêá àí îëä ïàãäáàí äíìéêðêé åæ íàåëìêñç òäçäéæå ãä åæ óàéá æ

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,

ãàçãä åàí ìàäôìêäçèäí C1 â C2 õêäçäç ãæãàí ïàé
C1, C2 ∈ R,

íê λ < 0

C1, C2 ∈ C,
íê λ > 0

ö åàí ìàäôìêäçèäí ìàáïåä÷ àí C1
ö C2

íàç ëçà äå ìàç÷ ëòæãà ãäå àèéà ø 2
ùëíèêèëöäçãà åæí äúïéäíêàçäí æíû àðèäçêãæí ïæéæ T (t) ö X(x) äç üýþ øÿ � â íä ìàçíèéëöäç íàåëìêàçäí ãä üýþ øý� äç
õæéêæð åäí íäïæéæãæí îëä íàç ãä åæ óàéáæ

Uλ(t, x) = e−αλt(C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx),

üýþ ø��
ìëæçãà � λ 6= 0 â á êäçèéæí îëä ïæéæ λ = 0

íä èêäçä
U0(t, x) = C1 + C2x.

�àèäáàí îëä èäçäáàí ãàí èêï àí ãä òéæãàí ãä åêð äéèæã � äå ïéêá äéà æíà ìêæãà æå ïæé�áäèéà λ � äå íäòëçãà â æ åàíìà äôìêäçèäí C1 â C2
ø ßàáà õäéäáàí á �í æãäåæçèä â äíèæ íëäéèä ãä � êçãäèäéá êçæìêñç �ãä åæ íàåëìêñç â îëä íä ãäð ä æîëä 	æíèæ æ	àéæ íñåà 	äáàí ëèêåê
æãà åæ äìëæìêñç üýþ øý� â çàí ï äéá êèêé� êá ïàçäé åæ ìàçãêìêñç ãä ðàéãä üýþ ø�� ö

åæ êçêìêæå üýþ ø�� æ ìàáðêçæìêàçäí åêçäæåäí ãä íàåëìêàçäí ãä äíèä èêï à ø

� ��� � ������� ����� � ������� ���������� �� !����

" ìàçèêçëæìêñç ðëíìæéäáàí íàåëìêàçäí çà èéêõ êæåäí ãä üýþ øý� äç õæéêæð åäí íäïæéæãæí îëä íæèêíóæòæç åæ ìàçãêìêñçãä ðàéãä üýþ ø�� ø # íèà éäíèéêçòêé� åà í õæåàéäí æãá êíêðåäí ïæéæ λ
æ ëç íëð ìàç÷ëçèà çëáäéæð åä ãä R

ø
#ç ïéêá äé åëòæé â àðíäéõæáàí îëä íê λ äí äå ïæé�áäèéà êçèéàãëìêãà æçèäéêàéá äçèä äçèàçìäí äå ìæíà λ = 0

îëäãæãäíìæéèæãà ø #ç äóäìèà â èàáæçãà U0(t, x) = C1 + C2x â ãäãëìêá àí ãä U0(t, 0) = 0
îëä C1 = 0 â åà îëä ÷ ëçèà ìàç

U0(t, L) = 0 êá ïåêìæ îëä C2 = 0 â àðèäçêäçãà æíû åæ íàåëìêñç èéêõ êæå ø
$ëíîëäáàí äçèàçìäí λ 6= 0 ãä áàãà èæå îëä äúêíèæ ëçæ óëçìêñç Uλ ãä åæ óàéá æ üýþ ø�� â îëä çà íäæ êã%çèêìæá äçèäçëåæ ö îëä íæèêíóæòæ

Uλ(t, 0) = Uλ(t, L) = 0, ∀t > 0.

& ä Uλ(t, 0) = 0 ãäãëìêá àí îëä
e−αλt(C1 + C2) = 0, ∀t > 0,

öâ ìàáà
e−αλt > 0 â íä èêäçä

C2 = −C1.

'ëäòà â ïæéæ æåòëçæ ìàçíèæçèä C ∈ C
üá �í æëç C äí ëç êá æòêçæéêà ïëéà â ïëäí C1

ö C2 äéæç ëçà äå ìàç÷ ëòæãàãäå àèéà ö C1 = −C2
� â îëä íä íëïàçä çà çëåæ( â èäçäáàí

Uλ(t, x) = Ce−αλt(e
√
−λx − e−

√
−λx),

üýþ ø)�
ä êáïàçêäçãà Uλ(t, L) = 0 â àðèäçäáàí

e
√
−λL − e−

√
−λL = 0.

üýþ øÝ �
*+,-./0

λ > 0 1 ,23435-607 4- 8,.93:. ;<=0.;.93-4 906=4;> - ? 90;@93;.2;7 906=4;> 07 ABC;90D/;607 E,; .07 3.2;D;7-. 704,930.;7 .0 2D3F 3-4;7 A
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_`ab cdaef b ghdbiejk lhm h ekahgnghabg`h iofo pkb hipbiejk nbgb
λ

lhmelo b qph
L > 0

h` pk lbao lhd ngomdhf b r
shioglbklo qph iok`elhgbfo` db tpkiejk hunokhkiebd lh vbgebm dh iofndhw b ipbklo

λ > 0 x ghioglbklo `p
nhgeoleielbl y z{H r|} ioklpih b

e
√
−λL = e−

√
−λL ⇔ e2

√
−λL = 1 ⇔ 2

√
−λL = i2kπ, k ∈ Z

⇔ λ = (kπ/L)2, k ∈ Z.

~ofo ko` ekahgh`b
λ 6= 0 x blhf �` db` `odpieokh` nbgb

k x −k
ioekielhk y mb`ab qph

k
ghioggb aolo` do` hkahgo`

no`eaevo` nbgb omahkhg aolo` do` vbdogh` no`emdh` nbgb
λ
y h`ao h`

λk = (kπ/L)2, k ∈ N \ {0}, z{H rG}

x ahkhfo` qph db` `odpieokh` hk vbgebmdh` `hnbgblb` ioggh`noklehkah` z{H r�} `ok lh db togf b

Uλk
(t, x) = Cke−α(kπ/L)2t

[
eikπx/L − e−ikπx/L

]

= Cke−α(kπ/L)2t2i sen(kπx/L)

= AkΦk(t, x),

iofo
Ak := 2iCk

y hd ipbd n hgahkhih b
R

nph`
Ck

h` pk ef b�ekbgeo npgo y `h aehkh

Φk(t, x) = e−α(kπ/L)2t sen(kπx/L).
z{H r{H}

�b ��pgb {H r{ edp`agb do` ib`o`
k = 1 x k = 2. �hfo` omahkelo b`� pkb tbf edeb {Φk(t, x)}k∈N\{0}

lh ����������
� ����� ������� lh db hipbiejk z{H r{} qph `bae`tbihk db iokleiejk lh moglh z{H r�} r
_k db ahgihgb habnb lhd f �aolo y vhghfo` ijfo efnokhg db iokleiejk ekeiebd z{H r�} r
����������  ¡¢ £¡£¤ £ ¥kah` lh iokaekpbg y h` ekahgh`bkah om`hgvbg qph do ghbde¦blo bqp� nphlh ekahgnghabg`h
iofo db gh`odpiejk lh pk § ¨�©��� � �� ª���¨�� § ¨�§ ��� ��� ��§ � « ��¨� ¬ ���ª�� ��r _k hthiao y b nbgaeg lh do ghbde¦blo
hk db ngef hgb habnb lhd f �aolo y lhlpiefo` qph nbgb qph db `odpiejk hk vbgebmdh` `hnbgblb` z{H r®} y `pnph`ab ko
agevebd y `bae`tb�b db iokleiejk lh moglh z{H r�} `h ghqpehgh qph

{
−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < L,
X(0) = X(L) = 0,

nbgb bd�ck
λ ∈ R

r ¯h�kehklo hd on hgblog lethghkiebd dekhbd

A : V → C([0, L])

f 7→ Af := −d2f

dx2

`omgh hd h`nbieo vhiaogebd
V = {f ∈ C2(0, L)∩C([0, L]) | f(0) = f(L) = 0}, hd ngomdhf b bkahgeog nphlh h`igemeg`h

AX = λX
r �o` h`ibdbgh`

λk
lblo` nog z{H rG} `ok do` vbdogh` ngoneo` lhd on hgblog

A
y f ehkagb` qph do` h`nbieo`

ngoneo` ioggh`noklehkah` `ok pkelef hk`eokbdh` x h`a�k �hkhgblo` nog db` tpkieokh` ngoneb`
Xk(x) = sen(kπx/L).

2

°± ²°²³ ² ´µ¶·µ¶¸ µ¹¸º¸ » ¼½º¾¿µ¶ À¸ ·¾¿Á¼·¼Â¿ ¼¿¼·¼¸ À

~ok`elhghfo` bÃogb db iokleiejk ekeiebd z{H r�} r Äbgb foaevbg do qph `e�ph y iof hkihfo` nog hd ib`o hk qph

f(x) = A sen(k0πx/L)
z{H r{{}
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Φ1(t, x)

0

1

L

t = 0

t > 0

x

Φ2(t, x)

0

1

L

t = 0

L
2

t > 0

x

ÙÚÛÜÝÞ Øß àØá âãä äãåÜæÚãçèä éÜçêÞë èçìÞåèä êè åÞ èæÜÞæÚíç êèå æÞåãÝ

îÞÝÞ ÞåÛïç îÞÝ êè æãçäìÞçìèä
A ∈ R ð k0 ∈ N \ {0} à âÞêã ñÜè åÞ

kòóäÚë Þ äãåÜæÚíç éÜçêÞë èçìÞå ôØß àØßõ äÞìÚäéÞæè
Φk(0, x) = sen(kπx/L) ö èçìãçæèä èä êÚÝèæìã ÷èÝ ñÜè åÞ äãåÜæÚíç êè ôØß àØõò ôØß àøõ æãÝÝèäîãçêÚèçìè Þ ôØß àØØõ èä

u(t, x) = AΦk0
(t, x) = Ae−α(k0π/L)2t sen(k0πx/L).

ùúä ÛèçèÝÞåëèçìè ö äÚ

f(x) =

m∑

i=1

Ai sen(kiπx/L)

îÞÝÞ æÚèÝìÞä æãçäìÞçìèä
A1, . . . , Am ∈ R ð 0 < k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ km,

èçìãçæèä åÞ äãåÜæÚíç ûÜäæÞêÞ èä

u(t, x) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, x) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπx/L).

üç èéèæìã ö êè ÞæÜèÝêã Þå îÝÚçæÚîÚã êè äÜîèÝîãäÚæÚíç ô÷èÝ äèææÚíç × àýõ ö åÞ åÚçèÞåÚêÞê êè ôØß àØõ ÚëîåÚæÞ ñÜè æÜÞåñÜ ÚèÝ
æãëûÚçÞæÚíç åÚçèÞå êè äãåÜæÚãçèä èä ìÞëûÚóç äãåÜæÚíç êè ôØß àØõ à þêèë úä ö æãëã æÞêÞ äãåÜæÚíç éÜçêÞëèçìÞå äÞìòÚäéÞæè åÞ æãçêÚæÚíç êè ûãÝêè ôØß àÿõ ö äÜä æãëûÚçÞæÚãçèä åÚçèÞåèä ìÞëûÚóç åÞ äÞìÚäéÞæèç á

u(t, 0) =
m∑

i=1

AiΦki
(t, 0) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(0) = 0,

u(t, L) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, L) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπ) = 0.

ÙÚçÞåëèçìè ö èä êÚÝèæìã ÷èÝÚ�æÞÝ ñÜè
u(0, x) = f(x)

à

��Üè ã æÜÝÝè îÞÝÞ ÜçÞ æãçêÚæÚíç Úç ÚæÚÞå æãÝÝèäîãçêÚèçìè Þ ÜçÞ éÜçæÚíç
f(x)

ëúä ÛèçèÝÞå� �ãÝ è� èëîåã ö æãëã
îÝã æèêèÝ äÚ

f(x)
çã ìÚèçè êèäæãëîãäÚæÚíç æãëã äÜë Þ �çÚìÞ êè äèçãä ð æãäèçãä ö æãëã åÞ éÜçæÚíç äÚÛÜÚèçìè
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f

xll
2

0

�

� !"# #$ #$%&!'!&
f(x)

"# ( )*&+ 
f(x) =

∞∑

k=1

Ak sen(kπx/L) ,-. /-�0
1 2*+ & %*+* $*(3%!45 "# 53#$2&* 6&*'(#+   ( )35%!45

u(t, x) =

∞∑

k=1

AkΦk(t, x) =

∞∑

k=1

Ake−α(kπ/L)2t sen(kπx/L)
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f(x)

%*+* #5 ,-. /-�0=
� / :;4+* $# *'2!#5#5 (*$ %*#> %!#52#$ Ak

=
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f : [−`, `] → R
35 )35%!45 %*52!53 ,' $2 %*52!53 6*& 2&*P*$0 / @ ( +Q2*"* "# $#6 & %!45 "# 9 &! ' (#$"#$%&!2* #5 ( $#%%!45  52#&!*& %*5"3%# "# )*&+  5 23& (  ( $!83!#52# 6&#8352 R :S*"#+*$ #T6&#$ &

f
%*+* 35 %*+'!5 %!45 (!5# ( ,#9#523 (+#52# U %*+* 35 $#&!# !5>5!2 0 "# )35%!*5#$ $!53$*!" (#$= V !&#+*$ B3#
f

 "+ !2#35 "#$ &&*((* #5 WXYZX [X \]^YZXY #5
[−`, `]

$! #T !$2#5 #$% ( &#$
a0, a1, ...

1 b1.b2, ...
2 (#$ B3#

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

[
an cos

(nπx

`

)
+ bn sen

(nπx

`

)]
, ∀x ∈ [−`, `]

=
a0

2
+ ĺım

N→+∞

N∑

n=1

[
an cos

(nπx

`

)
+ bn sen

(nπx

`

)]
, ∀x ∈ [−`, `]

736*58 +*$ B3# #$2 !83 (" " #$ 9<(!" / :;4+* $# *'2!#5#5 (*$ %*#>%!#52#$ #5 2Q&+ !5*$ "#
f(x)

= S & &#$6*5"#& Q$2* U 9# +*$ 6&!+ #&* ( $#&!# "# _*3&!#& #5 )*&+  %*+6(#A  / `#%*&"#+*$ B3#

cos α =
eαi + e−αi

2

sen α =
eαi − e−αi

2i



ab cd c efghfe if jklghfg mn
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f(x) vwx uyq pz wqtv{{s||s qz tq{uq wq }sp{uq{ ~ qzysz�qt �swqxst {qqt�{u� u{ qtyq wqtv{{s||s �sxs

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

[1
2
(an − ibn)e

inπx
l +

1

2
(an + ibn)e

−inπx
l

]

=

∞∑

k=−∞
Cke

−ikπx
l

��� ��n�

wszwq C0 = a0

2 �
Ck =

{
1
2 (an − ibn)

tu
k ≥ 1

1
2 (an + ibn)

tu
k ≤ −1

�v{v wqyq{x uzv{ |st �sq��uqzyqt �sx�|q� st ~ �� vxst
k0 ∈ N ~ xp|yu� |u�vxst |v q�pv�u�z ��� ��n� �s{ e−

ik0πx

l

quzyqr{vxst qz q| uzyq{�v|s [−`, `]
�v{v s�yqzq{

∫ `

−`

f(x)e−
ik0πx

` dx =

∞∑

k=−∞
Ck

∫ `

−`

e−
ikπx

` e−
ik0πx

` dx

= 2`Ck0
+

∞∑

k=−∞
k 6=k0

Ck

∫ `

−`

e−
i(k−k0)πx

` dx

�q{s zsyqxst �pq �v{v k 6= k0

∫ `

−`

e
−i(k−k0)πx

` = − `

i(k − k0)π
e−

i(k−k0)πx

`

∣∣∣
`

−`
= 0,

wszwq �qxst ptvws |v 2πi�� q{uswu�uwvw wq |v q��szqz�uv| �sx�|q� v ~ � �s{ |s yvzys

Ck0
=

1

2`

∫ `

−`

f(ξ)e
−ik0πξ

` dξ

��s{v �swqxst {qr{qtv{ v |st �s q��uqzyqt {qv|qt � �{ux q{s ~ qt �|v{s �pq

a0 = 2C0 =
1

`

∫ `

−`

f(x)dx

�u
n ≥ 1

qzysz�qt �

Cn =
1

2
(an − ibn)

� qz �sztq�pqz�uv
an = 2<(Cn) =

1

`

∫ `

−`

f(x) cos
(nπx

`

)
dx

bn = −2=(Cn) =
1

`

∫ `

−`

f(x) sen
(nπx

`

)
dx

��tq{�qxst �pq wq |vt {q|v�uszqt wq s{ysrszv|uwvw
`∫

−`

e
inπx

` e−
imπx

` dx =

{
0

tu
n 6= m

2`
tu

n = m
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∫̀
−`

sen(
nπx

`
) sen(

mπx

`
)dx =

{
0 ¸ n 6= m

` ¸ n = m

∫̀
−`

cos(
nπx

`
) cos(

mπx

`
)dx =

{
0 ¸ n 6= m

` ¸ n = m

∫̀
−`

sen(
nπx

`
) cos(

mπx

`
)dx = 0 ∀n,m ∈ N

º®±´·¸¹°³´²¯µ » ¸ f ® ®¼·¶®´½ ³® ®² ®¶¸® ¯® ¾µ°¶¸®¶ ®²¹µ²±®

f(x) =

∞∑

k=−∞

[
1

2`

∫ `

−`

f(ξ)eikπξ/`dξ

]
eikπx/`

=
1

2`

∫ `

−`

f(ξ)dξ +

∞∑

n=1

{[
1

`

∫ `

−`

f(ξ) cos

(
nπξ

`

)
dξ

]
cos
(nπx

`

)
+

+

[
1

`

∫ `

−`

f(ξ) sen

(
nπξ

`

)
dξ

]
sen
(nπx

`

)}

¿°²À°® °·°¸Áµ À°® f ® ±µ²¹¸²°´ » ®² ¶®´³¸¯´¯ ½´¹´ À°® ®´ ¸²¹®Â¶´½³® ·´¶´ À°® ³µ ±µ®Ã±¸®²¹® ¯® ¾µ°¶¸®¶®¹Ä² ½¸®² ¯®Ã²¸¯µ Å Æ´¯´ °²´ Ç°²±¸È² f ¸²¹®Â¶´½³® ®² [−`, `] » ¯®Ã²´Áµ

Sf (x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(
nπx

`
) + bn sen(

nπx

`
),

¯µ²¯® ³µ ±µ®Ã±¸®²¹® ® ±´³±° ³´² ±µÁµ ´²¹® Å É² Â®²®¶´³ » ²µ ® ¹¸®²® À°® f(x) = Sf (x) » ∀x ∈ [−`, `] Å Æ®¯® Ê´·´¶´ ¹®²®¶ ®¹´ ·¶µ· ¸®¯´¯ ® ²®±®´¶¸µ À°® f(`) = f(−`) » ®¹µ ® ³´ 2`Ë· ®¶¸µ¯¸±¸¯´¯ ¯® f Å
Ì¸² ®Á½´¶Âµ ® ·°®¯®² ¯®Áµ¹¶´¶ ³´ ¸Â°¸®²¹® ·¶µ· ¸®¯´¯® Í
Ì®´

SN (x) =
a0

2
+

N∑

n=1

an cos
πx

`
+ bn sen

nπx

`

³´ ®¶¸® ¯® ¾µ°¶¸®¶ ¹¶°²±´¯´ ´³ µ¶¯®² N ·´¶´ f : [−`, `] → R Å

ÎÏÐÑ ÒÓÔÕÔ ÖÅ Ì¸ f ® ¯® ±°´¯¶´¯µ ¸²¹®Â¶´½³® (
∫̀
−`

f2(t)dt < ∞) » Ê ®² ·´¶¹¸±°³´¶ ¸ f ® ´±µ¹´¯´ » ® ¹¸®²® SN → f

®² Á ®¯¸´ ±°´¯¶×¹¸±´ Í
`∫

−`

[f(t) − SN (t)]2dt → 0 ±°´²¯µ N → ∞.

ÎÏÐÑ ÒÓÔÕÔ Ø Å Ì¸ f ® ¯®¶¸Ù´½³® ®² [−`, `] » ® ¯®±¸¶ ±µ²¹¸²°´ ®² [−`, `] » ¯®¶¸Ù´½³® ®² ] − `, `[ » ¯®¶¸Ù´½³® ´ ³´¯®¶®±Ú´ ®² −` Ê ´ ³´ ¸ÛÀ°¸®¶¯´ ®² ` » ®²¹µ²±® SN
±µ²Ù®¶Â® ·°²¹°´³Á ®²¹® Ú´±¸´ f » ´³Ùµ ®² ³µ ®¼¹¶®Áµ ±`±°´²¯µ f(`) 6= f(−`) » ® ¯®±¸¶

f(x) = Sf (x) ∀x ∈] − `, `[

Sf (`) = Sf (−`) =
1

2
[f(`) + f(−`)].



ÜÝ Þß Þ àáâãáà äá åæçâãáâ èé
êëìí îïðñð ò ó ôõ

f ö÷ øöùõúûüýö öþ [−`, `] ÿ f(`) = f(−`) öþ��þ�ö÷ f = Sf öþ [−`, `]
ó ôõ ûøö� �÷ f ′ ö÷ øö ��ûøùûø�õþ�ö�ùûüýö ýû ��þúöù�öþ�õû øö SN �û� õû f ö÷ �þõ��ù� ö ó

	ìëì 
ñëîì ó ôõ
f : R → R ö÷ 2`�� öùõøõ�û øö �ýû÷ö C1 öþ��þ�ö÷ f = Sf öþ R ÿ SN ��þúöù�ö �þõ��ù� ö� öþ�ö �û�õû

f
ó

���ïë�ñ�î�� �� �� ��� � ûøû÷ ø� ÷ ��þ�õ�þö÷ f, g : [−`, `] → C øö�þõ� � ÷
〈f, g〉`2 ≡

∫ `

−`

f(x)g(x)dx

���ö� � ÷ � ��ö øûøû ýû øö�þõ�õþ ûþ�öùõ�ù � ÷ö ��� � ýö ��ö
〈f, f〉`2 =

∫ `

−`

f(x)f(x)dx

=

∫ `

−`

|f(x)|2 dx ≥ 0.

� ö ö÷�û ��ù� û � õöþö ÷öþ� õø� øö�þõù
‖f‖`2 ≡

√
〈f, f〉`2

=

(∫ `

−`

|f(x)|2 dx]

)1/2

.

�þ öý �û÷� øö ýû ö���þöþ�õûý ��� � ýö û øö ýû ÷öùõö øö !��ùõöù

‖e ikπx
` ‖`2 =

(∫ `

−`

e
ikπx

` e
−ikπx

` dx

)1/2

=
√

2`

"�ö�� � ý�÷ ��ö�� õöþ�ö÷ øö !��ùõöù #öþ ÷� ��ù� û ��� � ýö û $ úõöþöþ øûø� ÷ ��ù
Ck =

1

‖e ikπx
` ‖`2

〈
f, e

ikπx
`

〉
`2

ÿ ��ù ý� �ûþ�� � ýû øö÷��� �� ÷õ�õþ øö f
úõöþö øûøû ��ù

f(x) =

∞∑

n=1

〈
f, e

ikπx
`

〉
`2

‖e ikπx
` ‖`2

· e
ikπx

`

‖e ikπx
` ‖`2%øö� �÷ � ÷ö � õöþö ��ö �ûùû k 6= j

〈
e

ikπx
` , e

ijπx
`

〉
`2

=

∫ `

−`

e
ikπx

` e
ijπx

` dx

=

∫ `

−`

e
i(k−j)πx

` dx

= 0,

ø�þøö ýû & ý� õ� û õ��ûýøûø ÷ö �ü� õöþö �ùû�õû÷ û ýû � öùõ�øõ�õøûø øö ýû ��þ� õþ ö���þöþ� õûý ��� � ýö û ó���ö� � ÷ ýû ûþûý��'û ��þ Rn ûý � �� öþ�� øö øö÷��� ��þöù �þ úö���ù ~x öþ �þû üû÷ö �ù����þûý {e1, . . . , en}

~x =

n∑

k=1

〈~x, ek〉
‖ek‖

ek

‖ek‖
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@AB@C DE FEGC HIJ KDC

〈ek, ej〉 = 0, ∀k 6= j.LGM N DE GCOPC @C QAIOPCO @C
f

NCB RAOJ E HAJ KDCS E N GC KIC@C PBTCOKOCTEO HAJ A IBE @CGHAJ KAGPHPUB CB IBE FEGCAOTAVABED @C DE RIBHPUB CWKABCBHPED X

YZ[\]^_`abc ad e f]g_cg\
hP

g : [−`, `] → R
CG IBE RIBHPUB PJ KEO N CBTABHCG i

`∫

−`

g(x)dx =

0∫

−`

g(x)dx +

`∫

0

g(x)dx = −
0∫

−`

g(−x)dx +

`∫

0

g(x)dx

=

`∫

0

g(−x)dx +

`∫

0

g(x)dx =

`∫

0

[g(−x) + g(x)]dx = 0

DICVA i
jkl hP

f
CG KEO CBTABHCG

f(t) sen(nπt
` )

CG PJ KEO @C @AB@C
bn = 0

N ∀n ≥ 1.mICVA
Sf (x) = a0

2 +
∞∑

n=1
an cos nπx

`

X
jnl hP

f
CG PJ KEO CBTABHCG

f(t) cos(nπt
` )

CG PJ KEO @C @AB@C
an = 0

N ∀n ≥ 1.mICVA
Sf (x) =

∞∑
n=1

bn sen nπx
`

X

oB CD KOPJ CO HEGA
f

E@J PTC IB @CGEOOADDA CB TpOJ PBAG @C GUDA HAGCBAG N J PCBTOEG qIC CB CD GCVIB@A EKEOCHCB GUDAGCBAG X

rs \d etf X uCGEOOADDA CB GCOPC @C QAIOPCO @C
f(x) = x

CB
[−π, π]. vAJ A

f
CG PJ KEO

an = 0 ∀n ∈ N
N @C @AB@C

Sf (x) =
∑
n≥1

bn sen nx w DAG HACxHPCBTCG
bn yPCBCB @E@AG KAO

bn =
1

π

π∫

−π

x sen nx dx =
1

π
− x

n
cos nx|π−π +

1

π

π∫

−π

1 − cos nx

n
dx = − 2

n
(−1)n

b1 = 2, b2 =
−2

2
, b3 =

2

3
, b4 =

−2

4
, . . .

oG @CHPO
Sf (x) = 2[senx − 1

2
sen 2x +

1

3
sen 3x + . . .

oB KEOTPHIDEO N GC @C@IHC
π

2
= f(

π

2
) = 2

[
1 − 1

3
+

1

5
− ...

]
,

DA qIC GC KIC@C CGHOPFPO
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
.

rs \d etf X hCOPC @C QAIOPCO @C
f(x) = x2 CB

[−1, 1]
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��� �
f �� ��� �������� 1∫

−1

f(x) sen nπxdx = 0, �� ��� �� ����� ��� bn = 0.

�����
Sf (x) = a0

2 +
∞∑

n=1
an cos(nπx) �����

a0 =

1∫

−1

x2dx =
2

3

�

an =

1∫

−1

x2 cos(nπx)dx

= x2 sen(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

− 2

nπ

1∫

−1

x sen(nπx)dx

=
−2

nπ


−x cos(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

+

1∫

−1

cos(nπx)

nπ
dx




�� �����
an =

2

(nπ)2
[cos nπ + cos(−nπ)] =

4

(nπ)2
(−1)n.

 � ������������
x2 =

1

3
+

4

π2

[
− cos(πx) +

1

4
cos(2πx) − 1

9
cos(3πx) +

1

16
cos(4πx) − 1

25
cos(5πx) + . . .

]
.

¡� ��������� ����������� �� �� ¢£����� �������� ��
1 =

1

3
+

4

π2

[
1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ . . .

]

�� ����� ∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.
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 � � ¹�� �� �� ��������£� �� º����»��� �������� �� ��������� �� ������£� u �� ���  ¼½ ��� � �����������£� ������������ ���� ������� Uk �� �� ������£� ¾ �� ����� u =

∑
αkUk ¿ ��� ���À������� αk �� �Á ����� �� � ����� ��� u�����¢��� ��� ����������� �� »���� �Â� ��������� ¿
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ÐÏÕ

Ü���� �� �� �� ������£� ��� ����� ���� �� ���� �� ��� »���� À���� Ý
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 ≤ x ≤ `

(CB) u(0, x) = f(x) 0 ≤ x ≤ `

(CI) u(t, 0) = u(t, `) = 0 t > 0

����� α > 0 ¿



Þß àáâã ä åæ ç èéê ëìâá íá àî ïð ñì òá íîáóæì ë ô ëìíîì ë ñì õ ç åíîìí

`

u = 0 u = 0

ö÷øùøúûü øý þÿý��÷ ýø �ÿ��øúûý û �ûü ûú���ûý ûú ��÷ ��þ �ûý ýûù�÷���ý �
U(t, x) = T (t)X(x)

(EC) T ′(t)X(x) = αT (x)X ′′(x) ⇒ T ′(t)

T (t)︸ ︷︷ ︸�	
��  
� �
= α

X ′′(x)

X(x)︸ ︷︷ ︸�	
��  
� �
⇒
{

T ′(t)
T (x) = λ

��û
X′′(x)
X(x) = λ/α

��û

�û øþ��ûúûú �û ûý�û ü ø�ø ��ý ý��ÿ �ûú�ûý � �� �� �ý �
{

T (t) = aeλt

X(x) = be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αx

�ÿû�ø

U(t, x) = a · eλt[be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αx]

�ø�ûü øý �ÿû �� �øúý��ú�û
a

ùÿû�û ýû÷ �þýø÷þ ��� ûú
αk � ûý ùø÷ ûýø �ÿû �� ùø�ûü øý ýÿù÷�ü �÷ �û �� ��ü ���� �ûýø �ÿ��øúûý

U(t, x)
� ���ü �úûü øý ��ø÷� �� �øú�����ú �û þø÷�û ûú

x = 0

(CB) u(t, 0) = 0 ∀t > 0

����ÿ�ú�ø � ýû øþ��ûúû
b + c = 0

û�ÿ ����ûú�ûü ûú�û
c = −b.

�ÿû�ø

U(t, x) = b ·
[
e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx
]
eλt

 ú!�ø��ü ûú�û � �ø �ú�û÷ �ø÷ � �ûü øý �þýø÷þ ��ø ûú
αk

�� �øúý��ú�û
b."ú�ø÷ùø÷ûü øý �� �ú!��ý�ý �� ø�÷� �øú�����ú �û þø÷�û #ûú

x = `$
(CB) u(t, `) = 0 ∀t

����ÿ�ú�ø � ýû øþ��ûúû
e
√

λ/α` = e−
√

λ/α`,
ûý �û��÷

e2
√

λ/α` = 1

%ûýø �� �ûú�ø
2
√

λ/α` = 2kπi k ∈ Z
λ

α
= −(

kπ

`
)2

λ = −α(
kπ

`
)2



&' () ( *+,-.*.-/0 * ,* 1234, 5.-/0 62 26+3 77
89:;<=>:?> @ AB?>:>=AC

U(t, x) = [e
kπi

`
x − e−

kπi
`

x]e−α( kπi
`

x)2t = 2i sen
kπx

`
e−α( kπx

`
)2t

DA:E> <; FA:C?;:?>
2i
>C ;BCAGB9E; >:

αk H
D> >C?; IAG= ; @ C> AB?9>:> JK> L;G; F;E;

k ∈ Z
C> ?9>:> <; CA<KF9M: ><>= >:?;<

Uk(t, x) = sen

(
kπx

`

)
e−α( kπx

`
)2t

NOPQ R SA=A
U−k(t, x) = −Uk(t, x)

B;C?; FA:C9E>G;G >< FA:T K:?A E> CA<KF9A:>C ><>= >:?;<>C ?;<>C
Uk(t, x); k =

1, 2, 3, ... Uk ∈ NV
S;E; IK:F9M:

Uk
C;?9CI;F> UWSV X USYV @ E> =AEA JK>∑αtUt(t, x)

?;=B9Z: H [A<A :AC JK>E; ;T KC?;G <;C FA:C?;:?>C
αk

E> = ;:>G; E> C;?9CI;F>G US\V H ]AC?K<;=AC

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk sen
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

];G; t = 0
C> E>B > ?>:>G

f(x) =
∞∑

k=1

αk sen
kπx

`

LAG <A FK;<
αk

FAGG>CLA:E> ;< FA>^F9>:?> E> 8AKG9>G E> <; >_?>:C9M: 9=L;G
f̃ : [−`, `] → R

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ [0, `]

−f(x) x ∈ [−`, 0]

αk =
1

`

`∫

−`

f̃(x) sen
kπx

`
dx =

2

`

`∫

0

f(x) sen
kπx

`
dx

W: FA:F<KC9M:

u(t, x) =

∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ


 sen

kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

`A?>=AC JK>
u(t, x) → 0

FK;:EA
t → ∞ X JK> <;C IG>FK>:F9;C = aC ;<?;C E>F;>: = aC GaL 9E;= >:?> H

bc de df d ghijhklm nop hjpqr om imj sjrrj tmkuj d vqmnkhkqmow no sqrno no ukxq yoiz
{jmm

|:;<9F>=AC >< >T >=L<A ;:?>G9AG FA: FA:E9F9M: E> BAGE> ?9L A `>K= ;:: R

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < `

(CB) ux(t, 0) = ux(t, `) = 0 t > 0

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < `



}~~ �������� ��� ���������� �� ��������� � ������ �� �������

`

����� ������� � � ¡ � �� ¢���� £

z

y

x

¤¥¦§¨©¥ª«¬ «¦««ª®¯¦«¬ ° ±² ³´µ¶²·²· ¸² ¹º » ¶¼» º ½³¾» º ¿À² ²· ²¹ Áº¼³ º·µ²¾¶³¾

U(t, x) = T (t)X(x) = ... = eλt
[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
]

(CB) ux(t, 0) = 0 ∀t > 0

ÂÃº¹Àº·¸³ ²·
x = 0

¼² ³´µ¶²·²
a
√

λ
α − b

√
λ
α = 0,

¹³ ¿À² ²¿À¶Ãº¹² º
λ = 0

³ ´¶²·
a = b.Â· ²¹ Ä¾¶» ²¾ Áº¼³

Uo = cte = 1, Å ²· ²¹ ¼²ÆÀ·¸³ ¼² µ¶²·² °

U(x, t) = a · eλt
[
e
√

λ
α

x + e−
√

λ
α

x
]

Ç³»³ ¼² Èº È²ÁÈ³ ²· Áº¼³¼ º·µ²¾¶³¾²¼ º´¼³¾´ ²»³¼
a
²·

αk. É²º»³¼ ºÈ³¾º ¿ÀÊ Äº¼º Á³· ¹º Á³·¸¶Á¶Ë· ²· x = `

(CB) Ux(t, `) = 0 ∀t > 0

ÂÃº¹Àº·¸³ ²·
x = `

¼² ³´µ¶²·²
√

λ

α

[
e
√

λ
α

` − e−
√

λ
α

`
]

= 0

¸² ¸³·¸²
λ = 0 ÌÅº Ã¶¼µ³Í ³ ´¶²· e

√
λ
α

` = e−
√

λ
α

` Î²¼º¾¾³¹¹º·¸³ ²¼µ³ Ï¹µ¶» ³ ¹¹²Æº»³¼ º

λ = −α

(
kπ

`

)2

k ∈ Z

Â·Á³·µ¾º»³¼ º¼Ð Ñ ¸º¸³
k ∈ Z,

¹º ¼³¹ÀÁ¶Ë· ²¹²» ²·µº¹ º¼³ Á¶º¸º º ²¼²
k
¿À² ¼² ²¼Á¾¶´ ²

Uk(t, x) = [e
kπi

`
x + e−

kπi
`

x]e−α( kπ
`

)2t = cos
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t,

¸³·¸² ²¹ ½ºÁµ³¾ Ò Ä¾³ ¸ÀÁ¶¸³ Ä³¾ ²¹ Á³¼²·³ ²¼ º´¼³¾´¶¸³ ²· ½³¾» º Á¹Ó¼¶Áº ÔÕÄ¹¶Áº·¸³ ²¹ Ä¾¶·Á¶Ä¶³ ¸² ¼ÀÄ²¾Ä³¼¶Á¶Ë· Ä³¸²»³¼ Á³·Á¹À¶¾ ¿À²

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk cos
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t =

∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) cos
kπξ

`
dξ


 cos

kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

Öº¾º ²¼µ³ Ï¹µ¶» ³ ÈÀ´³ ¿À² ²×µ²·¸²¾
f
¸² ½³¾» º Äº¾ ¼³´¾²

[−`, `]
Ô
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ëì íî íî í ïðñòðóôõ ö÷ø ðòøùú ÷õ ûòúúò üõóýò í þùõöóðóùõ÷ÿ � ó�ýòÿ
������ �� �	
�	�� ��� 	���� � �� 	��� 	� 	���	���� � ����� � �� ��	�� � ���	� ��� � 
 ������� � ��
� � �
�� ���� �

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < `

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < `

(CB) u(t, 0) = 0 t > 0
��������
�� �� �

ux(t, `) = −βu(t, `) t > 0
������� ��� ���������

u = 0

����� ! "� # $#"%$&!

'() *(+*,- ). +(/0'1'010'+*0-(/ (/ 2(/30). 3.41.'(35'(

u = 0

x = 0

6��� ���� �� �7����
U(t, x) = eλt

[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
] � �� 869 :

u(t, 0) = 0 t > 0
�� ���	�

a + b = 0
��

���� ;
� �� ���
	�� �� �
U(t, x) = eλt[e

√
λ/αx − e−

√
λ/αx]

<� 869 : � �� ������� ��� ���7����� �� ��	��7 �
√

λ

α

[
e
√

λ/α` + e−
√

λ/α`
]

= −β[e
√

λ/α` − e−
√

λ/α`]

=
��>���� ;
�
λ < 0

8�� ;
� �� �� ?�	� 	��� ��������� �� ����@�� � �
�� ��� ����� 	���� ����>� ���
	����
���A�����: � �������

iµ =
√

λ
α B C��� �� ���������� 	������������ �� ��� �����	����� �� ���>� �

2iµ cos µ` = −βxi sen µ`

� �;
�A������ ��� � ��� ���
y = µ` B

y

`
cos y = −β sen y

� 7��
− y

`β
= tan y

D��� �	
�	�� ����	����� ����>� 
� E�� ���� �� ���
	���� 
� ���7��� � ��>���� {yj}∞j=0

�� 	
�� �� �
���
�	����� � ������ �F����� 
�F��	�� B D ���� �� �
��� ���������� 	��� ��� ������		���� �� ��� >�G�	�� ��
��� E
	���� − y

lβ

	�
tan y

8�� ;
� �� �
��� ����	��� � �� ��>
���� >�G�	�: BHIJKLMN
6���

yk 6= kπ
� ��� 	� ��	�����

αk
� 	��������� � ��� 	���	����� �� O�
���� 	�G��	�� � � ��� ���� �	��������

�� ��@�� �� � ���� �G��>� B D �E�	��

u(t, x) =
∞∑

k=0

αkUk(t, x) ∀t > 0, 0 < x < `



PQR STUVWXYZ [\] ^_UT`TSabc d_ eT`aTfY_^ g ^_`a_^ d_ hZX`a_`

ij klmnopq rlm

u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=0

αkUk(0, x)

psj
Uk(t, x) = ey2

k/`2αt
[
eyk/`x − e−yk/`x

]

tuv

f(x) =

∞∑

k=0

αk

[
eyk/`x − e−yk/`x

]

wsxs yk

` =
√

λk

α

ui noiji yk ∈ C y z ir kms{rix l ui mi|qpi l ijpsjnmlm rsu psi}poijniu αk
|i xs|s ~qi

f(x) =

∞∑

k=0

αk sen
ykx

`

t�sml y xqrnok roplj|s ksm sen
yjx
`

i ojni�mlj|s us{mi [0, `] �|sj|i uqksj|mixsu ~qi ir ojnimplx{os |i rl uqx lnsmol
psj rl ojni�mlr iu ��ro|s� ui s{noiji

∫ `

0

f(x) sen
yjx

`
dx =

∞∑

k=0

∫ `

0

αk sen
ykx

`
sen

yjx

`
dx

t�sml jsnixsu ~qi
∫ `

0

sen
ykx

`
sen

yjx

`
≡ 0 ∀k 6= j

z ksm rs nljns
∫ `

0

f(x) sen
yjx

`
dx = αj

∫ `

0

sen2 yjx

`
dx

αj =

∫̀
0

f(x) sen
yjx
` dx

∫̀
0

sen2 yjx
` dx

������������ ��il k 6= j � ijnsjpiu ui noiji ~qi
`∫

0

sen
ykx

`
sen

yjx

`
dx =

sen(yk − yj)
x
`

2(yk − yj)/`
− sen(yk + yj)

x
`

2(yk + yj)/`

∣∣∣∣
`

0

=
`

2

[
sen(yk − yj)

yk − yj
− sen(yk + yj)

yk + yj

]

=
`

2

[
sen yk cos yj − cos yk sen yj

yk − yj
− sen yk cos yj + cos yk sen yj

yk + yj

]

=
1

2β

[
yk cos yk cos yj − yj cos yk cos yj

yk − yj
− yk cos yk cos yj + yj cos yk cos yj

yk + yj

]

= 0
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x

y

u = 0

`

u = 0

u = f(x)

¨©ª«¬ ¥¦ ®¯ ° ±²³ ©´©² µ¶³ ©·©´¸´©¹² º¬ » ¶¼«¼©½´ ¾¶ ¿º»¼¶

ÀÁ ÂÃ ÂÄ Â ÅÆÇÈÆÉÊË ÌÍ ÎÈÏ ÐÈÆÍ ÍË ÑÈËÌÈ ÒÍÓ ÉÔÉËÕËÉÖÈ Â
×´ ¶µ¹ µ¶¼¼©½´ ¼²´µ©¾¶¬³²µ » ¶¼«¼©½´ ¾¶ ¿º»¼¶

(EC) 0 = uxx + uyy y > 0, 0 < x < `

(CB) u(0, y) = u(`, y) = 0 y > 0

u(x, 0) = f(x) 0 < x < `

u(x,∞) = 0 0 < x < `

¶´ «´ ¬¶ª©½´ ¼²³² µ¶ ³«¶µ¹¬  ¼²´¹©´«¼©½´ ØÙÚÛÜÝÙÞßà ßÚßáßÞâãÚßà ä ¿µ µ«º²´¶³²µ ¶´ å¬©æ»¶µ µ¶º¬¾µ
U(x, y) = X(x)Y (y)

ç¶ ¹©¶´¶
X ′′(x)Y (y) + X(x)Y (y)′′ = 0.

±©å©¾©¶´¾² º²¬
XY

µ¶ ²æ¹©¶´¶
X ′′

X
= −Y ′′

Y
= λ = cte.

×µ¹² ´²µ ¼²´¾«¼¶  ¾²µ × ®± ®è éµ ê «´ º¬
X ë ²¹¬ º¬

Y ì«¶ ¬¶µ²»å¶³²µ º¬ »»¶ª¬ 
{

X(x) = ae
√

λx + be
√

λx

Y (y) = ce
√
−λy + de

√
−λy

í¹©»©î´¾² » ¼²´¾©¼©½´ ¾¶ æ²¬¾¶
U(0, y) = 0 ∀y²æ¹¶´¶³²µ

a + b = 0,
¾¶ ¾²´¾¶

X(x) = e
√

λx − e−
√

λx

ï²¬ ²¹¬² »¾²
U(`, y) = 0 ∀y×å»«´¾² µ¶ ¹©¶´¶

e
√

λ` = e−
√

λ` ì«¶ ¬¶µ« »¹ ¶ì«©å»¶´¹¶  e2
√

λ` = 1.
±¶ ¶µ¹² ð»¹©³ ² µ¶ ¾¶µº¬¶´¾¶ ì«¶

2
√

λ` = 2kπi k ∈ Z
ñµò

λ = −
(

kπ

`

)2

ï²¾¶³²µ ¶´¹²´¼¶µ ¬¶¶µ¼¬©æ©¬ »µ ¶óº¬¶µ©²´¶µ ¾¶
X(x) ë ¾¶

Y (y),
³½¾«»² «´ ¼²´µ¹´¹¶

{
X(x) = sen kπx

`

Y (y) = c · e kπ
`

y + d · e− kπ
`

y



ôõö ÷øùúûüýþ ÿ� � ��ùø�ø÷��� �� 	ø��ø
ý�� � ������ �� �þü����

x = `x = 0

u(x, t)

����� ôõ �� � ������ �� �����
` ��� �� �������  ! � " �� ���� ��#��

$� �� �������%�
U(x,∞) = 0

&� ��&'����� (��
c = 0, '��& �� ���� ���� �� &�����%� ��)���� * ��&� (�� �� �& ���'��#�� ��&�� �� '���� �� )�&���� �� +,&��� � -�����& (�� ∀k ∈ Z

Uk(x, y) = e
−kπy

` sen
kπx

`.���� * �� )����� ��� '�����'�� �� &�'��'�&���%� * �� &�����%� ����� �� +����

u(x, y) =
∑

αke
−kπy

` sen
kπx

`

/0��� #���
u(x, 0) = f(x) =

∞∑
k=1

αk sen kπx
` ,

�� (�� ��& ' ��� ��� ��'��&�� ��& ��� ������& αk ����

αk =
2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ

��������� * �#������& ��� +%����� ��'�,���� '��� �� &�����%�

u(x, y) =
∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ


 e−kπy/` sen

kπx

`

12 3456567 8 9�&��)�� �� ������%� �� ����& �� ��� ������ �� �����
` ��� �� �������  ! � " �� ���� ��#�� �

:; <= <> < ?@ABCDABEFG@ GF HFD IGIJKDFD KGALDFMHCDK

���&�������& ��� � ��#���� ����������� � ���� &� )�� �� �� &����%� N �� �ô �� ������%� (�� ������ �&�� &������%��&
(EO) utt = γ2(uxx + uyy)

��
R ⊆ R2

(CB) u = 0 &�#�� ∂R

(CI) u(0, x, y) = f(x, y)
��

R

ut(0, x, y) = g(x, y)
��

R



OP QR Q STUVWSWVXY S US Z[\]U ^WVXY _[ [_T\ `ab

b

x

z

y

a
R

cdecf gh ifjkle mkfef chch ndi
R = [0, a] × [0, b] o

pdqd herfs t sfnhihqds mhikhu gfs v
U(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y) o wffqnghxhecd t ggfjhqds h

T ′′XY = γ2[TX ′′Y + TXY ′′].

ykmkckfecd ndi
XY T

sf durkfef

T ′′

T
= γ2

[
X ′′

X
+

Y ′′

Y

]
0 < x < a, 0 < y < b, t ∈ R+

pdqd gh kjzhgchc herfikdi fs {kfirh nhih {zhg|zkfi mhgdi |zf rdq fe ghs mhikhugfs
x, y } t,

sf rkfef v

T ′′

T
= K0

X ′′

X
= K1

Y ′′

Y
= K2

cdecf
K0,K1 } K2,

{desrherfs t nhih ghs {zhgfs hcfq ~s sf shrks�h{f gh ifgh{kle
K0 = γ2(K1 + K2) o� s{iku kq ds ghs sdgz{kdefs cf ghs � oy o� �s {diifsndeckferfs

T (t) = a0e
√

K0t + b0e
−
√

K0t

X(x) = a1e
√

K1x + b1e
−
√

K1x

Y (y) = a2e
√

K2y + b2e
−
√

K2y

�qndejhqds ghs {deck{kdefs cf udicf

u(t, 0, y) = 0 ∀t > 0,∀y ∈ [0, b]

�mhgzhecd durfefqds
a1 + b1 = 0. �di drih nhirf

u(t, a, y) = 0 ∀t > 0,∀y ∈ [0, b]

�zfjd t ndcfqds fs{iku ki
e
√

K1a = e−
√

K1a,
|zf f|zkmhgf h

2
√

K1a = 2k1πi, k1 ∈ Z

yfshiidgghecd �srd �grkq d durfefqds
K1 = −

(
k1π

a

)2



��� �������� ��� ���������� �� ��������� � ������ ��  ������

¡¢£¤¥¦§¨ ¥ ©ª¥ £«¬£¨®¯ª ¬¥¥
X

X(x) = sen

(
k1π

a
x

)
k1 ∈ Z

°ª±¢§¤¥¦ £ª²£ ³ ©²®¢®´¥ªµ§ ¢¥¨ ¶§ªµ®¶®§ª£¨

CB : u(t, x, 0) = 0 ∀t > 0,∀x ∈ [0, a]

u(t, x, b) = 0 ∀t > 0,∀x ∈ [0, a]

§·²£ª£¦§¨ ©ª¥ £«¬£¨®¯ª ¬¥¥
Y

Y (y) = sen

(
k2π

b
y

)
k2 ∈ Z

¸£ ²®£ª£ ¥µ£¦ ±¨

K0 = γ2(K1 + K2) = −γ2π2

[(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2
]

¹§µ£¦§¨ ¶§ª £¨²§ £¨¶®·® ©ª¥ ¨§¢©¶®¯ª £¢£¦ £ª²¥¢ º »ª £¨²£ ¶¥¨§ ¼©£µ¥ ¬¥¥¦ £²®´¥µ¥ ¬§
k1 ½ k2.

Uk1,k2
= sen

k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2

sen wk1k2
t + βk1k2

cos wk1k2
t]

µ§ªµ£

wk1k2
= γπ

√(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2

°¬¢®¶¥ªµ§ £¢ ¬®ª¶®¬®§ µ£ ¨©¬£¬§¨®¶®¯ª ³ £¨¶®·®¦§¨ ¢¥ ¨§¢©¶®¯ª ¤£ª£¥¢

u(t, x, y) =

∞∑

k1,k2=1

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2

sen wk1k2
t + βk1k2

cos wk1k2
t]

¡§¨ ¶§£¾ ¶®£ª²£¨
αk1k2 ½ βk1k2

¨£ ¥¿ ©¨²¥ª µ£ ¦§µ§ µ£ £¬§µ©¶® ¢¥¨ ¶§ªµ®¶®§ª£¨ ®ª®¶®¥¢£¨ ÀÁÂÃ Ä

u(0, x, y) =
∑

k1k2

βk1k2
sen

k1πx

a
sen

k2πy

b
= f(x, y)

Å£ £¨²£ ¦§µ§

βk1k2
=

4

ab

a∫

0

b∫

0

f(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx

¹¥¥ ¢¥ §²¥ ¶§ªµ®¶®¯ª

ut(0, x, y) =
∑

k1k2

αk1k2
wk1k2

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= g(x, y)

Æ £¢ ¶§ £¾¶®£ª²£
αk1k2

¼©£µ¥ £ª²§ª¶£¨ µ£²£¦ ®ª¥µ§ ¬§

αk1k2
=

4

abwk1k2

a∫

0

b∫

0

g(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx



ÇÈ ÉÊ É ËÌÍÎÏËÏÎÐÑ Ë ÍË ÒÓÔÕÍ ÖÏÎÐÑ ×Ó Ó×ÌÔ ØÙÚ

x

y

u = T = ÛÜÝ

a

b

u = 0

u = 0

u = 0

Þßàáâã ØÙ äå æ çèé ßêßè âëìíãêàáîãâ ïãâã îã ëìáãìßðê ñë òãïîãìë

óô õö õ÷ õ øùúûùüýþ ÿ� �û��ûù� �þ úþ ��ù��þ�ú ��
	êãîßìëéè
 ã�èâã ëî ìã
è ñë áêã é ëé�âãêã âëìíãêàáîãâ ëê âàßé ëê ë
íãìßèêãâßè � ë
 ñëìßâ

(L) uxx + uyy = 0 0 < x < a, 0 < y < b

(CB) u(x, 0) = u(x, b) = 0 0 < x < a

u(0, y) = 0 0 < y < b

u(a, y) = T 0 < y < b,

ñèêñë
T

ë
 áêã ìèê 
íãêíë ä
�ëïãâãêñè �ãâßã� îë
 
ë è�íßëêë Y ′′

Y = −X′′

X = λ =
ìíë ä �
íè ìèêñáìë ã ñè
 �ç� �
 ìá�ã
 
èîáìßèêë
 
èê

{
Y = ae

√
λy + be−

√
λx

X = ce
√
−λx + de−

√
−λx

ñèêñë
a, b, c

�
d


èê ìèê 
íãêíë
 ã ñëíëâé ßêãâ ä �éïèêëéè 
 îã ìèêñßìßðê ñë �èâñë
u(x, 0) = 0

� îã ìáãî êè
 ëêíâëàã
a + b = 0

ä òáëàè
Y (y) = a

(
e
√

λy − e−
√

λy
)

� íßîß�ãêñè ã�èâã
u(0, y) = 0,


ë è�íßëêë
c + d = 0

� ìèê îè �áë 
ë ìèêìîá�ë �áë
X(x) = c

(
e
√
−λx − e

√
λx
)

�ìáïãêñè
u(x, b) = 0

� 
ë íßëêë �áë
e2

√
λb = 1

� îè �áë êè
 îîë�ã ã áêã ëìáãìßðê ïãâã
λ

√
λb = 2kπi

λ = −
(

kπ

b

)2

	
� � 
ë ëêìáëêíâã �áë
Y (y) = 2ai sen

kπy

b�
X(x) = 2c senh

kπx

bòáëàè � ë
ìâß� ßéè 
 îã 
èîáìßðê ëîëéëêíãî

Uk(x, y) = senh
kπx

b
sen

kπy

b



��� ��� ! "# $ %&' ()��*� �+,- .) /�*+�0#)( 1 ()*+)( .) 2$ "*+)*
3456789:; <5 4=697646; :< >?4<=4;>676@9

u(x, y) =

∞∑

k=1

αk senh
kπx

b
sen

kπy

b

A?<B; C 48=8 7857?58= 58> 7;9>D89D<>
αk

:<E96F;>
T

F<:689D<

T (y) =

{
T 0 < y < b

−T − b < y < 0,

<> :<76= C
T

<> 58 <GD<9>6@9 6F48= :< 58 H?976@9 I?< J85< 58 7;9>D89D<
T

>;K=< <5 69D<=J85;
(0, b) L M;D8= I?< <5J85;= :<

T
<9 � 9; <> =<5<J89D< LN=8768> 8 58 7;9:676@9 :< K;=:<

u(a, y) = T =
∞∑

k=1

αk sen h
kπa

b
sen

kπy

b
,

<5 7; <E76<9D< :< O;?=6<=
αk

C J 6<9< :8:; 4;=

αk sen h
kπa

b
=

2T

b

b∫

0

sen
kπy

b
dy =

2T

kπ
[1 − (−1)k]

O6985F<9D< ;KD<9<F;>

u(x, y) =
∞∑

k=1

4T

(2k − 1)π senh[(2k − 1)πa/b)]
senh

(
(k − 1)

πx

b

)
sen
(
(2k − 1)

πy

b

)
.

PQ RS RT R U VWXVYZ[ \] ^[\X_ R `W]a\X b[YcX R
A8> ;>765876;9<> :< ?98 7?<=:8 <5d>D678 J6<9<9 :<>7=6D8> 4;= 58 <7?876@9

utt − α2uxx = 0 0 < x < `, t > 0
u(t, 0) = u(t, `) = 0 t > 0

u(0, x) = f(x) 0 < x < `
ut(0, x) = g(x) 0 < x < `

efgh

i<48=8F;> J8=68K5<> j
U(t, x) = T (t)X(x).

35 =<<F458k8= <>D; <9 58 <7?876@9 >< ;KD6<9<
T ′′X = α2TX ′′,

<> :<76=
T ′′

T
= α2 X ′′

X
= cte = λ

l< <>D< F;:; C ?98 J<k F d> 848=<7<9 :;> f Ll Lg m>
{

T ′′ = λT
X ′′ = λ

α2 X

7?n8> =<>4 <7D6J8> >;5?76;9<> >;9
{

T (t) = ae
√

λt + be−
√

λt

X(x) = ce
√

λx/α + de−
√

λx/α



op qr q stuvws wvxy s us z{| }u ~wvxy �{ {�t| ���
���������� ��� ����������� �� �����

u(t, 0) = 0 ⇒ X(0) = 0 ⇒ c + d = 0.

u(t, `) = 0 ⇒ X(`) = 0 ⇒ e
√

λ`/α − e−λ`/α = 0 ⇒ e2
√

λ`/α = 1

�� �����
2
√

λ`/α = 2kπi k ∈ Z
√

λ =
αkπi

`
k ∈ Z

������ �� �� �� �������� ���� �����
Uk(t, α) =

[
ae

αkπti
` + be−

αkπti
`

]
· c ·

[
e

αkπxi
` − e−

αkπxi
`

]

︸ ︷︷ ︸
2i sen( kπx

` )

������������ � ����������� ���������� � �������� �

Uk(t, α) =

[
ã cos

αkπt

`
+ b̃ sen

αkπt

`

]
sen

kπx

`
, k ∈ N

��� �� ��������� �� �������������

u(t, x) =

∞∑

k=1

[ak cos
αkπt

`
+ bk sen

αkπt

`
] sen

kπx

`

�� �������� �� �� �������� �
������� ��� ��� ����� �� ���������� ��� ������ ����  

ak
�

bk
� ���� ��� ���� ���� ���������� �� ��������� ������������

u

u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=1

ak sen
kπx

`

� ���������
ak =

2

`

`∫

0

f(x) sen
kπx

`
dx

��� ����������� �� ���¡������ �� ¢������ �� �� �£������� ����� ��
f(x)

�
���� ���������

bk
������� ��������� �� ��������� �����

ut
 

ut(0, x) = g(x)

�� ��� ����¤��� �
∞∑

k=1

(
bk

αkπ

`

)
sen

kπx

`
.

�� ���� �������� �����¤���� ��� (
bk

αkπ
`

) ���� ��� �� ���¡������ �� ¢������ �� �� �£������� ����� ��
g
� �������� �� ���

bk =
2

αkπ

`∫

0

g(x) sen
kπx

`
dx.
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Æ Ç È É Ç Ê Ë ÌÍ É Î Ç Ï Ç Ï Ð ÑÍ Ò É ÓÐ É

ÔÔÕÔÕ Ö ×Ø ÙÚÛÚÜÙ Ý ×Þ ß×àá×â ã ä× ÚÙå×áæÚÜÙ
çèé

f : R → R êëé ìêëíîïë íðëñîëêé ò ó ô õðôîö÷è øèùðôñúéú ûêè èë èôñè íéôð ü øéøð ` > 0,
ôè ñîèëè ûêè õéúé ñðøð

x ∈ [−`, `]

f(x) = ĺım
N→+∞

N∑

k=−N

Ckei kπx
` =

∞∑

k=−∞
Ckei kπx

`

øðëøè
Ck =

1

2`

∫ `

−`

f(ξ)e−i kπξ
` dξ, Ck ∈ C.

ýþêÿ ð íêúúè íêéëøð ` → +∞��èèôíúîöéùðô ÷ð éëñèúîðú øè ÷é ôî�êîèëñè ùéëèúé

f(x) =

∞∑

k=−∞

1

2`

∫ `

−`

f(y)ei(x−y) kπ
` dy ∀x ∈ [−`, `].

� è�ëîùðô
gx,`(s) =

∫ `

−`

f(y)ei(x−y)sdy.

� è èôñé ìðúù é ü f
ôè èôíúîö è

f(x) =
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,`

(kπ

`

)π

`

=
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,`

(kπ

`

)[
(k + 1)

π

`
− k

π

`

]
.

óôñé � ÷ñ îù é è�õúèôîïë õêèøè �èúôè íðùð ÷é ôêù é øè � îèù éëë øè ÷é ìêëíîïë gx,`
ôðöúè (−∞,∞) íðë êë õéôð

∆ = π
`

ò ó ô í÷éúð ûêè ôî ` → ∞ èëñðëíèô è÷ õéôð øè ÷é õéúñîíîïë ∆ = π
` ñîèëøè é íèúð � ûêè

gx,`(s) → gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy.

	é
ð íîèúñéô íðëøîíîðëèô ôè õêèøè éú�êùèëñéú èëñðëíèô ûêè ÷éô ôêùéô øè � îèù éëë øè
gx,` íðë�èú�èë é ÷é îëñè�úé÷∫∞

∞ g(s) ds
ò �è èôñè ùðøð øèøêíîù ðô ûêè

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
gx(s) ds

øðëøè
gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy ��� ò�

���



��� ������� � ��� �� ������������ � ����! �
"#$%&'()*+, --.-.-. /0 12345605 20 74 8690 56:;5071<4234 =;47 >17 7;< 17 ?4 @ 64<122 A05547=02?42 1 B;2A60247
C;4 ?4= 42?42 ?4

l D ,E ( F,( GF,)*+, HI ( J 762 4<K15:0 J ?1?0 C;4 gx,l → gx
A;12?0

l → ∞,
4734 L=170 1>>M< 634N 7M 74 =;4?4 O ;736PA15 ?4 < 12451 56:;5071 Q

R 7M J 3424<07 C;4 S

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy

]
ds

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ ∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds T��Q�U

V %H,*)*+, --.-.-. W XY
f : R → C Z[Y \ Z[]^_[ ^[`Xa bYcdX e^fX ∫∞

−∞|f(y)|dy < ∞g fW X hXi [X dY j5127B05< 1?1 ?4 k0;5645 hX dY \ Z[]^_[ f ]lm l
f̂ : R → C

s → f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

T��QnU

oEp()*+, .
Tf(s), f̂(s),Ff(s)q036r1?07 =05 >1 Bs5<;>1 T��Q�U ?4P26< 07 >0 C;4 ?420< 621<07 >1 123635127B05< 1?1 ?4 ;21 B;2A6s2 g

A0<0 76:;4
V%H,*)*+, --.-.t . W XY

g : R → C Z[Y \ Z[]^_[ ^[`Xa bYcdXW X hXi [X Yuv dY R23635127B05< 1?1 ?4 k0;5645 hX
g ]lm l

ǧ : R → C

x → ǧ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(s)eixsds

T��Qw U

oEp()*+, .
T−1g(x), ǧ(x), F−1g(x)x%E&%y( --.-.- z{% *,'%&$*+, |. W XY

f : R → C Z[Y \ Z[]^_[ ^[`Xa bYcdX e} ~ lb dl `Y[`l ~ luXX `bY[u\ lbm YhY hX
�lZb^Xbg } uZ~ l[a Ym lu YhXm �u �ZX Tf = f̂ : R → C

Xu ^[`Xa bYcdXf � [`l[]Xu uX `^X[ X �ZX u^ f
Xu ]l[`^[ZY�

f(x) = T−1
(
Tf
)
(x) =

ˇ̂
f(x)

Xu hX]^b
f(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds T��Q�U

�E&E�(&*E --.-.-. W ^ f, g : R → C
ul[ ]l[`^[ZYu X ^[`Xa bYcdXu� } f̂ = ĝ,

X[`l[]Xu f = g.

"#$%&'()*+, .
T D T−1 702 >6241>47 Q � 730 74 ?47=542?4 ?654A31< 4234 ?4 >1 >6241>6?1? ?4 >1 6234:51> Q

���� � ����������� �������������
���� ��� ��  ¡�¢£¤¥¡¦�§� §¨ ©¢� §¨¡ª«�§�
¬&E E$*)*+, --.t .-. W XY

f : R → C Z[Y \ Z[]^_[ ^[`Xa bYcdX ]l[ hXb^®YhY f ′ : R → C `Ym c^¯[ ^[`Xa bYcdX el uXY
f
}

f ′ ~ luXX[ `bY[u\ lbm YhY hX �lZb^Xbg f � [`l[]Xu
f̂ ′(s) = isf̂(s) T��Q°U
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ÄÅÆÇ ÆÈÉÊÉËÌ ÍÍÎÏ ÎÏ Î Ð ÑÒ

f : R → C ÓÔÒ Õ ÓÔÖ×ØÔ ×ÔÙÑÚ ÛÒÜÝÑÞ k ßÑÖÑà áÑÛ×ßÒÜÝÑÞ ÙÒÝ âÓÑ f (k) : R → C ÙÒã Ü×äÔ Ñà
×ÔÙÑÚ ÛÒÜÝÑÞ Ñà áÑÖ×Û f

Þ
f ′ Þ f ′′ Þ ååååÞ f (k) æ çàÑÑÔ ÙÛÒÔàÕ çÛã ÒáÒ áÑ èçÓÛ×ÑÛå é ÔÙçÔÖÑà

f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)

êë ìíÇîÆ ÍÍÎÏ ÎÍ ïð ìÈÆîñÊÉËÌ òì ñÌó êôõöÎ ÷çÔà×áÑÛÑã çà ÝÒ ÑÖÓÒÖ×ØÔ á×Õ ÑÛÑÔ Ö×ÒÝ çÛá×ÔÒÛ×Òø
3y′′ + 2y′ + y = f(x), ùÂÂúûü

áçÔáÑ f(x)
Ñà ÓÔÒ Õ ÓÔÖ×ØÔ ÖçÔçÖ×áÒå

ýþÿ������ �����	��� �
� 
� ������

3ŷ′′ + 2ŷ′ + ŷ = f̂(s)

(−3s2 + 2is + 1)ŷ(s) = f̂(s)

� ����ÿ���� ��
ŷ(s) =

f̂(s)

−3s2 + 2is + 1
.

ýþÿ����
� ���������	��� �
�

y(x) = T−1(û(s))

= T−1
( f̂(s)

−3s2 + 2is + 1

)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eisx f̂(s)

−3s2 + 2is + 1
ds. ùÂÂú� ü

���� �� 	�����
f = f(x)

þ����� ÿ�� �� ���� � ÿ �� ÿ� ÿ� ��þÿ����� 
� ���� ������� ÿ ���
� ��� þ���� ÿ� ú
õ� ÈìÅ�óÊÉËÌ ÍÍÎÏ ÎÍÎ � çÙÒÛ âÓÑ áÑ ÝÒ ÙÑçÛ�Ò áÑ é� �à Ý×Ô ÑÒÝÑà àÒÜÑã çà âÓÑ ÑÝ Ñàæ ÒÖ×ç áÑ ÝÒà àçÝÓÖ×çÔÑà áÑ
ùÂÂúûü Ñà áÑ á×ã ÑÔà×ØÔ � å é Ô çÙÛÒà æ ÒÝÒÜÛÒàÞ ÑÔ ÝÒ àçÝÓÖ×ØÔ ùÂÂú�ü Õ ÒÝÙÒÔ áçà ÖçÔàÙÒÔÙÑà Ý×ÜÛÑà å  ! ÓÑáÑ Ñ"æ Ý×ÖÒÛÑàÙç #
$$%& %& % ' ( )*+,*-. /* 0+12+(30451
ôì6ÌÉÊÉËÌ ÍÍÎÏ ÎÍÎ � ÒáÒà

f, g ×ÔÙÑÚ ÛÒÜÝÑàÞ áÑ7 Ô×ã çà ÑÝ æ ÛçáÓÖÙç áÑ ÖçÔßçÝÓÖ×ØÔ áÑ
f 8 g

ã Ñá×ÒÔÙÑ

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞
g(x − y)f(y)dy

9ìÆÅìíó ÍÍÎÏ ÎÍ ïòì ÊÆÌ�ÆîñÊÉËÌ öÎ Ð ÑÒÔ f, g : R → C
Õ ÓÔ Ö×çÔÑà ×ÔÙÑÚ ÛÒÜÝÑà å é ÔÙçÔÖÑà àÑ ÖÓãæ ÝÑ âÓÑ

f̂ ∗ g(s) = f̂(s)ĝ(s)
√

2π ùÂÂú: ü
ç Ü×ÑÔ ÑÔ Õ çÛã Ò ×ÔßÑÛàÒ

T−1
(
f̂(s)ĝ(s)

)
(x) = (f ∗ g)(x)

1√
2π

ùÂÂúÂ;ü
� Ñã çàÙÛÒÖ×ØÔ å

f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy(f ∗ g)(y)dy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy

∫ ∞

−∞
f(y − ξ)g(ξ)dξdy
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PQRSTUVWX YR ZYX[Y\ U WY ]^_SVS QU[U SVZY[TU\_SU[ YR X[WYV WY SVZY`[UTSaV bY X_ZSYVY

f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isξg(ξ)

∫ ∞

−∞
e−is(y−ξ)f(y − ξ)dy

︸ ︷︷ ︸
√

2πf̂(s)

dξ

=
√

2πf̂(s)ĝ(s)

ccde df d g hij klmnmlo ml pn qhnrosihtnmn ml uivhklh
wSVYURSWUW

̂αf + βg = αf̂ + βĝ

x[YTS\ SYVZX YV YbQUTSX
̂f(x − x0)(s) = eisx0 f̂(s)

x[YTS\ SYVZX YV y[YT^YVTSU
̂eis0xf(x)(s) = f̂(s − s0)

zXW^RUTSaV

̂f(x) cos(w0x)(s) =
1

2
[f̂(s − wo) + f̂(s + wo)]

̂f(x) sen(w0x)(s) =
1

2i
[f̂(s + wo) − f̂(s − wo)]

xU\_SX WY YbTURU
f̂(ax)(s) =

1

|a| f̂(
s

a
) a 6= 0

{V|Y[bSaV WYR YbQUTSX }X WYR ZSY\QX~
f̂(−x)(s) = f̂(−s)

xXV|XR^TSaV
f̂ ∗ g(s) =

√
2πf̂(s)ĝ(s)

�Y[S|UTSaV
f̂ ′(x)(s) = isf̂(s)

WY YbZX �RZS\ X bY WYW^TY �^Y
f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)

���� � �� ������ �� ������������� �� �������

�� ����� ���� ���  ¡¢£¤¢¡¥ ¢¡ ¦¥¡§ ©̈ ª¥« ¡¬¡ ¬ ®ª¤¥¯¥ ¬

f(x) = e−x2



°°±² ± ³ ´³µ¶·¸¹ º³ »¼½¾¹¿¸¼µ½º½¹ º³ ¿¸À¼Á³¼ ÂÂÃ

ÄÅÆÅÇÈÉ ÊËÅ
f(x)

ÅÉ ÌÆÍÅÎÏÐÑÒÅ Ç ÓÉ ÐÔÆ ∫∞
−∞ f(x)dx =

√
π Õ ÅÉ ËÆÐ ÖËÆ×ÌØÆ ÙÈÉÌÍÌÚÐ Û ÜÈÏ ÝÅÞÆÌ×ÌØÆ

f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2

e−isxdx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2− s2

4 dx

=
e−

s2

4√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx.

ßÒÐÇ ÅÇÈÉ
I

Ð ÒÐ ÌÆÍÅÎÏÐÒ
I =

∫∞
−∞ e(x+ is

2 )2dx
Û ÜÐÏÐ ×ÐÒ×ËÒÐÏÒÐ ×ÈÆÉÌÝÅÏÅÇÈÉ ÅÒ ÉÌÎËÌÅÆÍÅ ×ÐÇ ÌÆÈ àÚÅÏ ÞÎËÏÐ ÂÂÛÂá

Õ ÒÐ ÖËÆ×ÌØÆ ÝÅÞÆÌÝÐ ÅÆ ÅÒ ÙÒÐÆÈ ×ÈÇÙÒÅâ È
f(z) = e−z2 ÒÐ ×ËÐÒ ÅÉ ãÈÒÈÇÈÏÖÐ ÙÈÏ ÉÅÏ ×ÈÇÙÈÉÌ×ÌØÆ ÝÅ ÖËÆ×ÌÈÆÅÉ

ãÈÒÈÇÈÏÖÐÉ Û äÆÍÈÆ×ÅÉ

0 =

∮

CR

e−z2

dz =

4∑

j=1

∫

Cj

R

e−z2

dz.

R

iR

i s
2

R + i s
2−R + i s

2

R−R

C1
R

C2
R

C3
R

C4
R

åÌÎËÏÐ ÂÂÛÂæ çÐÇ ÌÆÈ ÝÅ ÌÆÍÅÎÏÐ×ÌØÆ ÙÐÏÐ ×ÐÒ×ËÒÐÏ
ê−x2

ÜÐÏÐ ×ÐÝÐ ËÆÈ ÝÅ ÒÈÉ ÉÅÎÇ ÅÆÍÈÉ ÝÅ ÅÉÍÅ ×ÐÇ ÌÆÈ ÍÅÆÅÇÈÉ æ
ÂÛ

∫

C1
R

e−z2

dz =

∫ −R

R

e−(x+i s
2 )2dx

= −
∫ R

−R

e−(x+i s
2 )2dx

è Û
∫

C2
R

e−z2

dz =

∫ 0

s
2

e−(−R+iy)2idy

= −i

∫ s
2

0

e−(−R+iy)2dy

é Û
∫

C3
R

e−z2

dz =

∫ R

−R

e−x2

dx



êêë ìíîïðñò ó ôôõ òí ðöí÷øùóöúíûí ûü ùóñöýüö

þ ÿ
∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2dy

������� ���
∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2 − e−(−R+iy)2dy

= ie−R2

∫ s
2

0

ey2
[
e−i2Ry − ei2Ry

]
dy

= 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

sen(2Ry)dy.

���	 
���� 	 ��	��	� �� ����	 ���
∣∣∣∣
∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

dy
R→∞−−−−→ 0.

��� 	��� ��� ��� ��	���
R → ∞ �� ∮

CR
e−z2

dz
�� ������ ���

−
∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx +

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 0

� ��� �� �	���
I =

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π.

�� �����������	
f̂(s) =

e−
s2

4√
2π

I =
1√
2
e−

s2

4 .

���� ������� �� !  � " #
a ∈ R \ {0} $ g(x) = f(ax) %&'(&)%*

ĝ(s) =
1

|a| f̂(
s

a
) +êêÿêê,

- %. (*'/0)#1& 2
ĝ(s) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxg(x)dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxf(ax)dx

3	������ �� �	�4�� �� 5	��	4���
y = ax

ĝ(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−is y

a f(y)
1

a
dy

=

{
1
a

1√
2π

∫∞
−∞ e−is y

a f(y)dy
��

a > 0
1
a

1√
2π

∫ −∞
∞ e−is y

a f(y)dy
��

a < 0

=

{
1
a f̂( s

a )
��

a > 0

− 1
a f̂( s

a )
��

a < 0

=
1

|a| f̂(
s

a
)
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a = 1√
2 Z f(x) = e−x2 [\X\V U]

g(x) = f(ax) = e−
x2

2

Z ^_\`U
ĝ(s) =

√
2f̂(

√
2s)

=
√

2
1√
2
e−

(
√

2s)2

4

= e−
s2

2

a^`_XW] [bWX]cUbV WYW] Y\ dU_be\b ]\ b\]_V \X \X ^W [Wf^W FFgh g
f(x) f̂(x)

F {
e−x x ≥ 0

0 x < 0
1√
2π

1
1+is

i
e−a|x|, a > 0

√
2
π

a
a2+s2h

e−ax2

, a > 0 1√
2a

e−
s2

4aj 1
a2+x2 , a > 0

√
π
2

1
ae−a|s|

k {
−k |x| ≤ a

0 |x| > a

√
2
π k sen(as)

s

l_WYbU FFgFm a ^`_XW] [bWX]cUbV WYW] Y\ dU_be\b

nnop o q r stuv utwx v sv yz{| s} utwx ~ z � � � {
�W [bWX]cUbV WYW Y\ dU_be\b \] _[e^e�Wf^\ �WbW \�_W�eUX\] \X �_\ _XW U V �] �WbeWf^\] ]\ V_\�\X ]Ufb\ YUV eXeU]eX�Xe[U] �UV U

R
U

[0,∞)
g �^_][b\V U] \^ V �[UYU W [bW��] Y\ W^`_XU] \� \V �^U] g

���� ��� � ������� ��� ����� �� ��� ����� ��� ����
lUX]eY\b\V U] ^W \�_W�e�X Y\^ �W^Ub \X _XW fWbbW eX�Xe[W

(EC) ut = αuxx t > 0,−∞ < x < ∞
(CI) u(0, x) = f(x) −∞ < x < ∞

(CB)
∞∫

−∞
|u(t, x)|dx < ∞ t > 0

�W �UXYe�e�X ∞∫
−∞

|f(x)|dx < ∞ [e\X\ _XW YUf^\ �XW^eYWY g  Ub _X ^WYU XU] `WbWX[e�W �_\
u(t, ·) �U]\\ [bWX]cUbV WYW

Y\ dU_be\b ¡ � \bU [WVfe�X Ye�\ �_\ ¢
u(t,−∞) = u(t,∞) = 0

£ ¡ \] Y\�eb ¡ ]eb�\ �UV U �UXYe�e�X Y\ ¤¥¦§¨ ¨© ª©« ©ª¬¥g
a�^e�WXYU

TF
\X ^W �WbeWf^\ x

W ^W \�_W�e�X
EC

]\ Uf[e\X\
ût = αûxx = −s2αûaUbW fe\X

ût(s) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−isx ∂u

∂t
(t, x)dx =

∂

∂t
û(t, s)



®®¯ °±²³ ´ µ¶ · ¸¸¹ ¶± ´º±» ¼½ ·º¾ ±¿± ¿À ½ · µºÁÀº
ÂÃ Ä ÅÂÅ ÆÇÃ

∂

∂t
û(t, s) = −s2αû(t, s).

ÈÉÊÅ ËÅÌÂÇËÃ Í
û(t, s) = û(0, s)e−s2αt = f̂(s)e−s2αt

Î ÂÃ ÍÆÇÏ

u(t, x) =
1√
2π

∞∫

−∞

eixse−s2αtf̂(s)ds.

ÐÉÍÌÂÅ ÑÍ ÒÓÔÄÇÑÍ ÂÃ ÑÍ ËÅÌÕÅÑÇËÖÓÌ Î ÑÃ ×ÃË×Å ÆÇÃ
T−1(e−s2αt) = 1√

2αt
e−x2/4αt ÂÃÂÇËÖÄ ÅÉ ÆÇÃ

u(t, x) =
1√
2π

∞∫

−∞

1√
2αt

e−(x−y)2/4αtf(y)dy

ØÃÙÌÍÄ ÅÉ
G(t, x)

4
=

1√
4παt

e−x2/4αt

ÆÇÃ ÉÃ ËÅÌÅ ËÃ ËÅÄÅ ÑÍ ÒÇÌËÖÓÌ ÂÃ ÚÔÃÃÌ ÂÃ ÑÍ ÃËÇÍËÖÓÌ ÛÈ ÜÝ Þ ßÃÄ ÅÉ ÃÌÊÅÌËÃÉ ÆÇÃ

u(t, x) =

∞∫

−∞

G(t, x − y)f(y)dy.

àá âãäåäåæ ç èÔÅéÍÔ
u(t, x) = 1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(ξ) cos(s(ξ − x))e−s2αtdξds

êëìâãíãâìîäåïë ð ñÅÊÃÄ ÅÉ ÆÇÃ
ĺım

t→0+
G(t, x) =

{
0

ÉÖ
x > 0

+∞ ÉÖ
x = 0òèÍÔÃËÖÃÔÍ ÆÇÃ

G(0, x)
ÃÉÊó Ä ÍÑ ÂÃÙÌÖÂÅ ô

õÖÌ ÃÄéÍÔöÅ ÷ ÅéÉÃÔÕÃÄ ÅÉ ÆÇÃ
∞∫

−∞

G(t, x)dx = 1 ∀t > 0.

øÉÏ
G(0, ·) ùÇÃÂÃ ÖÌÊÃÔùÔÃÊÍÔÉÃ ËÅÄ Å ÑÍ ÒÇÌËÖÓÌ

δ(·) ÂÃ ØÖÔÍË Þ ñÅÊÃÄ ÅÉ ÍÂÃÄ óÉ ÆÇÃ ð
∂G

∂t
=

e−x2/4αt

√
4παt

[
x2

4αt2
− 1

2t

]

=
e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2t
− α

]

∂G

∂x
= − x

2αt

e−x2/4αt

√
4παt

∂2G

∂2x
=

e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2αt
− 1

]
=

1

α

∂G

∂t
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�
� ���� ��� ��

G(t, x) ��� ���������� ���� �� �������� �
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x)

���� ����
vy(x, t) = G(t, x − y)f(y) ��� ��� ���� �������� �

(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x − y)f(y)

� ���� ∞∫
−∞

f(y)G(t, x − y)dy
� �������� �

(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) =

∞∫

−∞

f(y)δ(x − y)dy = f(x)

������� �� �

(1)
∂

∂t

∞∫

−∞

f(y)G(t, x − y)dy =

∞∫

−∞

f(y)
∂G

∂t
(t, x − y)dy = α

∞∫

−∞

f(y)
∂2G

∂x2
(t, x − y)dy

= α
∂2

∂x2

∞∫

−∞

f(y)G(t, x − y)dy

(2) ĺım
t→0

∞∫

−∞

f(y)G(t, x − y)dy = f(x).

 � �� ���!�� "#$% & "$'% (
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ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

u(t, 0) = 0 t > 0

"

(
G%

H��� ������ �� ���F�� � � I��� �� �� ���� � J������ ��� � ��� K������ w : [0,∞) → R
"�� ��� ������������E� �� �� �������� ��� w : R → R

%

w(x) =

{
w(x) x ≥ 0

−w(−x) x < 0

L����
w

� �������� �
R

�� & ���� ��
w

� �������� �
[0,∞)

&
w(0) = 0

(
M����E���� ��

u
� �������� � "

(
G% & �!�����

v
���� �� J������ ����� � u

��� ��� ��� � �� �����F�
x N � ����

v(t, x) =

{
u(t, x) x > 0

−u(t,−x) x < 0



OPQ RSTUVWX Y ZZ[ XS V\S]^_Y\`SaS ab _YW\cb\
de fghijkh

v(t, x) lemjlfein
vt = αvxx

v(0, x) = f(x).

opq pmqp resp t lj qnlprunvpl re nigeijkh weqe
v x nhiphmqevpl ghe lprgijkh jvweq t ipvp rel lprgijphnl sn nlmenigeijkh lph iphmjhgel ln mjnhn

v(t, 0) = 0
t ∀t > 0 x nh iphlnignhije qnlmqjhyjnhsp v

e
[0,∞)

pzmnhnvpl re
lprgijkh snr wqpzrnv e pqjyjher {
|pmnvpl }gn f

nl jvweq sn vpsp }gn

f̂(s) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(ξ)e−isξdξ =
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

−∞

−f(−ξ)e−isξdξ]

=
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

∞

f(ξ)eisξdξ]

=
1√
2π

∞∫

0

f(ξ) [e−isξ − eisξ]︸ ︷︷ ︸
−2i sen(sξ)

dξ

=
−2i√

2π

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ)dξ

~nnvwre�ehsp ln pzmjnhn

v(t, x) =
1√
2π

∞∫

−∞

eisxe−s2αtf̂(s)ds =
1

π

∞∫

−∞

e−s2αteisx[

∞∫

0

f(ξ)i sen(sξ)dξ]ds

=
1

π

∞∫

0

∞∫

−∞

f(ξ) sen(sξ)[−i cos sx + sen(sx)]e−s2αtdsdξ

=
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ) sen(sx)e−s2αtdsdξ

x hpmnvpl �hervnhmn }gn v
nl jvweq iph qnlw nimp e re ueqjezrn

x
{

���� �� � �������� ��� ����� �� ��� ����� ��� ��������� � ��������� �� �������
�r wqpzrnv e nl eh�rpyp er ehmnqjpq t n�inwmp wpq re iphsjijkh sn zpqsn �





ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

∂u

∂x
(t, 0) = 0 t > 0

�OO{O��

oeqe mqemeq nlmn wqpzrnv e iphujnhn gmjrj�eq re hp ijkh sn n�mnhljkh weq sn ghe fghijkh
w : [0,∞) → R

t }gnsnhpmevpl wpq w̄ : R → R

w̄(x) =

{
w(x) x ≥ 0

w(−x) x < 0.
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w̄ ²³´µ ¶·¸ ´³² ¹º»·¼»µ¸ ´¼ ½ ´¾¶º ´¼ w ³´ ¹º»·¼»µ¸ ¿ ÀÁ³Â Ã´ w̄ ³´ Á³²¼Ä¸Å ¶³ ³» Æ ´¼ ½ ´¾¶º w ³´ Á³²¼Ä¸Å¶³ ³» ÆÇµ·¼¶¼È¸»Áº ¶¸ Á³É»¼¹¼¾» Á³ Á³²¼Ä¸Á¸ ¹º» ¶ÊÂ ¼·³ ¶¸·³²¸¶Ë ½ dw
dx = 0 ¿Ì¼ u ³´ ´º¶µ¹¼¾» Á³ Ç°°¿°ÍË ½ ´³ Á³É»³ v(t, x) ¹ºÂº

v(t, x) =

{
v(t, x) x ≥ 0

v(t,−x) x < 0

³»·º»¹³´ v(t, x) ´¸·¼´Î¸¹³
vt = αvxx t > 0,−∞ < x < ∞

v(0, x) = f̄(x) −∞ < x < ∞
Ïº² º·²º ¶¸Áº Ð ´¼ ²³´º¶Ä³Âº´ ¶¸ ³¹µ¸¹¼¾» Ñ¸²¸ v ½ ³»¹º»·²¸Âº´ Òµ³ v ³´ Ñ¸² Ð Á³²¼Ä¸Å¶³ ½ Òµ³ ∂v

∂x (t, 0) = 0 Ð ³»·º»¹³´
·³»³Âº´ ¶¸ ´º¶µ¹¼¾» Á³ Ç°°¿°ÍË Ç²³´·²¼»Ó¼³»Áº v ¸ [0,∞)Ë ¿
ÔÕ Ö×ØÙØÙÚ Û Ï²ºÅ¸² Òµ³

v(t, x) =
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) cos(sξ) cos(sx)e−s2αtdsdξ.

ÜÜÝÞ ÝÞ Ý ß àáâ ãäåæ çä è éàéêëãäì äí îí ïäå éðãæíá
ñ» ³´·¸ ´³¹¹¼¾» ¹º»´¼Á³²¸Âº´ ³¶ Ñ²ºÅ¶³Â ¸





uxx + uyy = 0 y > 0,−∞ < x < ∞
u(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞

u(x,∞) = 0 −∞ < x < ∞

Ç°°¿°òË

ÀÑ¶¼¹¸»Áº TF ³» ¶¸ Ä¸²¼¸Å¶³ x ´³ ºÅ·¼³»³
ûxx + ûyy = 0

½ Ñº² ¶º ·¸»·º
−s2û +

∂2û

∂y2
= 0 ⇒ ∂2û

∂y2
= s2û ⇒ û(s, y) = a(s)esy + b(s)e−sy

ó´¸»Áº ¶¸´ ¹º»Á¼¹¼º»³´ Á³ Åº²Á³
û(s, 0) = f̂(s) = a(s) + b(s)

û(s,∞) = 0 ⇒
{

a(s) = 0 s > 0

b(s) = 0 s < 0





⇒ û(s, y) = f̂(s)e−y|s|

Á³ Áº»Á³

u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

eixse−y(s)f̂(s)ds

ó´¸»Áº ³¶ ô³º²³Â ¸ Á³ ¶¸ ¹º»Äº¶µ¹¼¾» ½ ³¶ õ³¹õº Òµ³ A(e−s|y|) =
√

2
π

y
y2+x2 ²³´µ¶·¸

u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(x − z)

√
2

π

y

y2 + z2
dz =

∞∫

−∞

1

π

y

y2 + z2
f(x − z)dz



ö÷÷ øùúûüýþ ÿ ��� þù ü�ù���ÿ��ù�ù �� �ÿý�	��

������

G(x, y)
4
=

1

π

y

y2 + x2
,

��� �� �� ���� � ����� �� ���� �� ��� ����� �� ������� � ��� ��� ����� �
����� �

u(x, y) = [G(·, y) ∗ f ](x) =

∞∫

−∞

f(x − z)G(z, y)dz =

−∞∫

∞

f(z)G(x − z, y)dz !öö �ö"#

$% &'()()* + ,����� ���

1) ĺım
y→0

G(x, y) =

{
0 x 6= 0

+∞ x = 0

2)

∞∫

−∞

G(x, y)dx = 1

3)
∂2G

∂x2
+

∂2G

∂y2
= 0

- ����� ��
G

���� ������� �� !öö �ö.# �� ������� �� �����
u(x, y) = δ(x) / � � ����� �� ������� !öö �ö"#�
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IJ KIK L MNOPQRSR RQ TS U QRPS O SMS VWXYPNXQZ SMU [XPYSZ
\]^_`abcbd]_ e^ f]^ge^h] ij`bch]

Ω ⊂ Rn k u : Ω → R
e^i le^f`m^ icdm^`fi b^

Ω n b_ abf`c
u ∈ C2(Ω), ∆u = 0

b^
Ω op ia] e^ qe^h]

p ∈ Ω ri j]ri
BR(p) = {x ∈ Rn : ‖x − p‖ < R}b_hs f]^hb^`ai b^

Ω
_`

R > 0
b_ _etf`b^hbd b^hb q buebv] opbt^id]_ ri le^f`m^
f(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u(x) dA(x), r ∈ [0, R]

a]^ab
αn

b_ br scbi abr d i^h] ab ri b_lbci ab cia`] w b^
Rn k αnrn−1 f]ccb_q]^ab ir scbi abr d i^h] ab ri b_lbciab cia`]

r o xi fi^h`aia
f(r)

b_ br qc]d ba`] ab ri le^f`m^
u

_]jcb ri b_lbci f]^ fb^hc]
p k cia`]

r oyeb_hc] ]jg bh`z] b_ firfe ric ri abc`ziai ab
f n k qici hir blbfh] f]^z`b^b `^hc]aef`c e^ fidj`] ab zic`ijrb_

f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂B1(0)

u(p + ry) dA(y).

{^h]^fb_
df

dr
(r) =

d

dr

1

αn

∫

∂B1(0)

u(p + ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

d

dr
u(p + ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p + ry) · y dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p + ry) · n̂ dA(y)

ki ueb _]jcb ri _eqbct f`b
∂B1(0)

_b h`b^b
n̂(y) = y o |]c r] hi^h] n fidj`i^a] ab zic`ijrb_ ^ebzid b^hb

df

dr
(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

∂u

∂n
dA

=
1

αnrn−1

∫

Br(p)

∆u

= 0,

w}~



��� ������� � �� � ������� ����������� �� ����
�� ��� u �� �������� �  ��¡¢ f �� �¢��£��£� � ¤��� �¥���¡��� ��¦§ �� ��£� �¢��£��£� ¢¨���¥��¢� ���

|f(r) − u(p)| =

∣∣∣∣∣
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

(u(x) − u(p)) dA(x)

∣∣∣∣∣
≤ máx

x∈Br(p)
|u(x) − u(p)| → 0 ����©¢ r → 0,

©�¨�©¢ � §� �¢�£����©�© ©� u �
ª��¢� ¤�¢¨�©¢ ��«
¬®¯°± ²³ ´²´²´ µ ¶·

Ω ⊂ Rn ¸¹ º»¹¼ ¸¹½» ·¾¿¶À½» Á u : Ω → R ¸¹· Â ¸¹º¿Ã¹ ·ÀÄ Ã¹¿º·Å Æ ¹½»¹º¶Ç Ç¿
p ∈ Ω Á

BR(p) ⊂ Ω
Ç¶ ½¿¶¹ ¶

u(p) =
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u dA, ∀0 < r < R,

Á
u(p) =

n

αnrn

∫

Br(p)

u dV, ∀0 < r < R.

 � ��¡��©� �¡��§©�© �� ©�©��� ©� ��§£�¤§���� §� ¤��� ��� ¤¢� rn−1 � ��£�¡��� � È¨���¥��¢� ��� §� ¤��� ��� ©���£�� É����§�� ©��� ��� �� u �� �������� ��£¢���� u(p) �� �¡��§ �§ ¤�¢� �©�¢ ©� u �¢¨�� §� ��É��� ∂Br(p) � §���¡��©� �Ê�� � ��� u(p) �� �¡��§ �§ ¤�¢� �©�¢ ©� u �¢¨�� §� ¨¢§� Br(p) �
ËÌ ÍÌ Í Î ÏÐÑÒÐÓ ÐÔ ÕÖ× Ø ÙÚÐØ Ô Ó ÛÏÛ ÜÝÑÒÐÔÑÖÞ ÛÏØ ßÑÐÒÛÞ
¬®¯°± ²³ ´³ ´²´ µ ¶·

Ω ⊂ Rn ¸¹ º»¹¼ ¸¹½» ·¾¿¶À½»à º»¹¶á » Á Ç¶·
u : Ω → R ¸¹· Â ¸¹º¿Ã¹ ·ÀÄ Ã¹¿º· �¢ �¢��£��£� ÅÆ ¹½»¹º¶Ç u ¹» ·âº·¹ã· Ç¸ Ä äá ¿Ä » ¹¿ Ç¸ Ä å¹¿Ä » ¶¹ Ω

Å
æ ¶Ä »Ç½À·º¿Ã¹� ç�¤¢�¡��¢� ��� u �§���è� �� � ¦é��¢ �� Ω ê �� ©���� ê ��� �é ��£� x0 ∈ Ω £�§ ���

u(x) ≤ u(x0) ∀x ∈ Ω.ë¢���©����¢� R > 0 £�§ ��� BR(x0) ⊂ Ω � ì�£¢���� ¤��� £¢©¢ 0 < r < R ¤¢� §� É����§� ©� §� � �©�� ©�©����¢����
0 =

1

αnrn−1

∫

∂Br(x0)

(u(x0) − u(x)) dA(x).

í��¢ ¤¢� î�¤�£���� u(x0)− u(x) ≥ 0 ¤��� £¢ ©¢ x ∈ ∂Br(x0)
¤¢� §¢ ��� u(x0)− u(x) = 0 ¤��� £¢©¢ x ∈ ∂Br(x0)ï�� u(x0) − u(x) > 0 ¤��� �§¡ð� ¤��£¢ x ∈ ∂Br(x0)

§� ��£�¡��§ ���� §£��«� ¤¢��£�¥� �ñ
ì �£¢ ����£�� ��� u(x) = u(x0)

¤��� £¢ ©¢ x ∈ BR(x0)
� ò���¢� �î¢�� ��� u(x) = u(x0)

¤��� £¢©¢ x ∈ Ω �ó��¢�©��¢� ��� ©�©¢ x̄ ∈ Ω �¢�¢ Ω �� �¢��é¢ �é��£� �� ��� ��¢ γ �¢�£���¢ ��� ��� x0
�¢� x̄ � ��� ��£¦�¢�£���©¢ �� Ω � ô£�§�è��©¢ �§ î��î¢ ��� Ω �� �¨���£¢ � �§ ��� ��¢ γ �� �¢�¤��£¢ �� ¤��©� ���¢�£��� ������������ Ê��£� ©� ¤��£¢� x1 ê x2 ê x3, . . . , xm = x̄ �� γ � R > 0 ê £�§�� ��� §�� ¨¢§�� BR(xk) k = 0, 1, . . . ,m��£¦� �¢�£���©�� �� Ω � xk+1 ∈ BR(xk) ¤��� k = 0, 1, . . . ,m − 1 � ª��¢� ¤�¢¨�©¢ ��� u(x) = u(x0)

¤��� £¢©¢
x ∈ BR0

(x0)
� §��¡¢ u(x1) = u(x0) = máxΩ u � ó�¤�£���©¢ �§ ��¡����£¢ ��£���¢� �� ������£�� ��� u(x) = u(x1)¤��� £¢©¢ x ∈ BR(x1) ê � ¤¢� ��©������ �� ¤���¨� ��� u(x̄) = u(x0)

�  ��¡¢ u �� �¢��£��£� �� Ω ê §¢ ���§ �� ����¢�£��©������ �
õ �©���£� ��� ©��¢�£������ ��¦§¢¡� �� ¤���¨� ��� u �¢ ¤��©� �§���è�� �� � «��� ¢ �� Ω �

2ö®¯®÷±¯ø® ²³ ´³ ´²´ µ¸ù »¹ú ·Ä »Ç û¸¶
Ω ⊂ Rn ¶Ç ·¾¿¶À½»à º»¹¶á » Á ·º»½·ü» Á û¸¶

u : Ω → R
¶Ç º»¹½¿¹¸· Á·ÀÄ Ã¹¿º· ¶¹ Ω

Å Æ ¹½»¹º¶Ç
máx

Ω
u = máx

∂Ω
u

Á
mı́n

Ω
u = mı́n

∂Ω
u.

ó��¢�©��¢� ��� Ω ©��¢£� §� �©î������� ©� Ω �



ýþ ÿ� ÿ ���� ����� ��	 
���
 � �� 	 � ������ ��	 �	�� ���
� �� ����������  !" # $!% &'()*+%'% ,+ +%*+ -#.#$!.'# / +$ 0 12'0# ,+

u
%+ !$-!34! +3 !$563 (73*#

x0 ∈ Ω
� 8'

x0 ∈ Ω(#. +$ *+#.+0 ! !3*+.'#.
u
+% -#3%*!3*+ 9 :�� ��; +% -'+.*# � 8'

x0 ∈ ∂Ω <+0#% =7+ :�� ��; *!0>'?3 <!$+ � 2@$ *+#.+0 ! �� �� �� +% 0 1% A7+.*+ =7+ +$ -#.#$!.'# �� �� ��/ 9! =7+ 0 '+3*.!% +%*+ 6$*'0 # .+%7$*!,# ,'-+ =7+ %'
u
+%!.0)3'-! +3*#3-+%

u
%'+0(.+ !$-!34! 73 0 12'0# +3

Ω
/ +$ *+#.+0 ! !B.0 ! =7+ %' +$ 0 12'0# %+ $$+5!.! ! !$-!34!.,+3*.# ,+

Ω
+3*#3-+%

u
%+.C! -#3%*!3*+ � D#. +%*+ 0#*'<# !$ (.'0 +.# ,+ +%*#% .+%7$*!,#% %+ $+ $$!0! +$ (.'3-'('#,+$ 0 12'0# A7+.*+ / 0 '+3*.!% =7+ !$ %+573,# %+ $+ ,'-+ (.'3-'('# ,+$ 0 12'0# ,?>'$ �

EF GH G IJKLMKN KO PQR STUKSO NVJV RV QMWVMKXL PQR MVROJ
Y#3%',+.!0#% $! +-7!-')3 ,+$ -!$#. +3 73! .+5')3

Ω ⊂ Rn !>'+.*! 9 !-#*!,! � @3 .+!$',!, / $! .+5')3 ,#3,+ %+($!3*+! $! +-7!-')3 ,+$ -!$#. +%
QT = (0, T ) × Ω,,#3,+

T > 0
�

87(#3,.+0#% =7+
u = u(t, x)

+%*1 ,+B3',! (!.!
(t, x) ∈ QT

9 =7+
u
+% 73! A73-')3 -#3*'37! +3

QT

9
C2(QT )

�Z '.+0#% =7+
u
%!*'%A!-+ $! +-7!-')3 ,+$ -!$#. %'

ut(t, x) = ∆u(t, x) ∀(t, x) ∈ QT = (0, T ) × Ω.
:�� ��;

Z+B3!0#%
ΓT = ({0} × Ω) ∪ ([0, T ] × ∂Ω).[3*7'*'<!0 +3*+ QT

+% 73 -'$'3,.# 3# 73'A#.0 + -#3 >!%+ '57!$ !
Ω
9 !$*7.!

T
/ 9

ΓT
+% 73! (!.*+ ,+ $! A.#3*+.!,+

QT
=7+ -#..+%(#3,+ ! $! >!%+ 9 +$ 0 !3*# $!*+.!$ :%'3 '3-$7'. $! \*!(!] %7( +.'#.; �

^_`a_bc de fg fdf h ��
u : QT → R i�� j i����� ������i� ��k li� u ∈ C2(QT )

li� �����j ��� k� ��i����� m�k ��k��:�� ��; ��
QT n o �������

máx
QT

u = máx
ΓT

u,
:�� ��;

p
mı́n
QT

u = mı́n
ΓT

u.

qrs_atcuvwx f @ %*+ *+#.+0 ! %+ -#3# -+ -#0# +$ y ��� ��y �� m�k � z{ �� � m|}�k (!.! $! +-7!-')3 ,+$ -!$#. 9 +%*!>$+-+=7+ +$ 0 12'0# ,+
u
%'+0(.+ %+ !$-!34! +3 !$563 (73*# ,+

ΓT
� @3 #*.!% (!$!>.!% +$ -#0(#.*!0 '+3*# ,+

u
%)$#*#0 ! +3 -7+3*! $#% <!$#.+% ,+ +%*! A73-')3 +3

ΓT
/ +% ,+-'. $#% <!$#.+% +3 +$ '3%*!3*+ '3 '-'!$ :

t = 0
; 9 $#% <!$#.+%+3 +$ >#.,+ ,+

Ω
(!.! *#,#

t ∈ (0, T )
� @ %*# -#3-7+.,! -#3 $! 3# -')3 ,+ =7+ $! <!.'!> $+ t

.+(.+%+3*! +$ *'+0(# / 9=7+ $# =7+ # -7..+ +3 +$ *'+0(#
t = T <'+3+ ,+%-.'*# (#. $! -#3,'-'#3+% ,+$ (.#>$+0 ! �

� �� ���������� D.#>!.+0#% =7+ %'
0 < S < T

+3*#3-+%
máx
QS

u = máx
ΓS

u.

~! -#3-$7%')3 %+ #>*'+3+ $7+5# &!-'+3,#
S ↗ T

�87(#35!0#% =7+
máxQS

u
%+ !$-!34! +3 73 (73*#

(t0, x0)
=7+

3# (+.*+3+-+ !
ΓS

� @3*#3-+% / 5.!-'!% ! $!% -#3,'-'#3+% 3+-+%!.'!% ,+ #(*'0 !$',!, %!> +0#% =7+ ∇xu(t0, x0) = 0
/$! 0 !*.'4 �+%%'!3! ∇2u(t0, x0)

+% %+0 '�,+B3',! 3+5!*'<! 9 ut(t0, x0) ≥ 0
� �#0 !3,# $! *.!4! ,+ ∇2u(x0) <+0#%=7+

∆u(t0, x0) ≤ 0
/ ( #. $# =7+

ut(t0, x0) − ∆u(t0, x0) ≥ 0.@%*# 3# +% %7B-'+3*+ (!.! 73! ,+0#%*.!-')3 (+.# %)$# A!$*! 73 (+=7+�# ��i��� @3 +A+-*# / -#3%',+.+0#%
ε > 0

9$! A73-')3
v(t, x) = u(t, x) + ε‖x‖2.



��� �������� �� � ������� ����������� �� ����

v �� �������� �� QS   ¡�¢ £� ����� máxQS
v �� �£���¤� ¥ ¦�§�¨�� �� (t1, x1) ∈ QS © ª� (t1, x1) �� ¡�¢������ � ΓS¢�¡�����¦� �£ �¢§�¨ ���� ����¢��¢ ¡�¦�¨�� �«¢¨ �¢ ¬�� ∆v(t1, x1) ≤ 0   vt(t1, x1) ≥ 0 ¥ ¡ �¢ £� ¬��
vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) ≥ 0.

�¢� �� �®£��£� ¦�¢���� ¨����¢� ¬��
vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) = ut(t1, x1) − ∆u(t1, x1) − 2nε = −2nε < 0,

£� ¬�� �� ��� ����¢�¦����¯� © °�¨�� ¡¢�±�¦� ¬�� ������¢��¨ ���� (t1, x1) ∈ ΓS ¥ ¡�¢ £� ¬��
máx

(t,x)∈QS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
= máx

(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
.

²� �¬�³ �� ¦�¦���
máx

(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
≤
(

máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x)

)
+ ε

(
máx

(t,x)∈ΓS

‖x‖2

)

  ´�����¦� ε → 0 �±����¨��
máx

(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x).

µ� ¦���§��£¦�¦ máx
(t,x)∈QS

u(t, x) ≥ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x) �� ���¨¡¢� ���¢�� ¦�¦� ¬�� ΓS ⊂ QS © ¶ ��� ¡¢��±� ·�� ©�¸ © 2

¹º »¼ » ½¾¿À¿ÁÂÁ ÃÂÄÂ ÅÂ ÆÀÇÂÀ¿È¾ ÁÆ ÉÂÃÅÂÀÆ Ê ÆÅ ÀÂÅËÄ
ÌÍÎÏÍÐÑ ÒÓ ÔÕ ÔÒÔ Ö ×Ø

Ω ÙÚØ Û×Ü ÝÞÚ ØßÝ×ÛàØ á ØâãàØäØ ×Ú Rn å á æ×ØÚ f : Ω → R
á

ϕ : ∂Ω → R ç ÙÚâÝãÚ×æ èé ÚàãÚâ×æ ×ê Ýæà× Ø ëã ì íæ ÙÚØ ç ÙÚâÝÞÚ u
×Ú C(Ω) ∩ C2(Ω)

æãëÙâÝÞÚ ä×
{

∆u = f
×Ú Ω

u = ϕ
æãßÛ×

∂Ω.

î ×ì ãæàÛØâÝÞÚ© ª� u1 ¥ u2 ��� ¦�� ��£������� ¦�£ ¡¢�±£�¨ � ����¢��¢ ¥ �������� u = u1 − u2 �����ï��� ∆u = 0 �� Ω

  u = 0 ��±¢� ∂Ω © ¶ � ¦���¢ u �� �¢¨¯���� �� Ω   ¡�¢ �£ ¡¢����¡�� ¦�£ ¨ ®ð�¨� ·��¢�£�¢�� �� ©� ©�¸ �� ¦�¦��� ¬��
u ≡ 0 �� Ω © 2

ÌÍÎÏÍÐÑ ÒÓ ÔÕ ÔÓ Ô Ö ×Ø
Ω ÙÚØ Û×Ü ÝÞÚ ØßÝ×ÛàØ á ØâãàØäØ ×Ú Rn å á æ×ØÚ f : (0, T ) × Ω → Rå ϕ : (0, T ) × ∂Ω → Rá

u0 : Ω → R ç ÙÚ âÝãÚ×æè é ÚàãÚâ×æ ×ê Ýæà× Ø ëã ì íæ ÙÚØ ç ÙÚâÝÞÚ u
×Ú C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω)

æãëÙâÝÞÚ ä×




ut − ∆u = f
×Ú (0, T ) × Ω

u = ϕ
æãßÛ×

(0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0
×Ú Ω.

µ� ¦�¨���¢���¯� �� ��� �¡£�����¯� ¦�¢���� ¦�£ ���¢�¨ � �� ©ñ ©� ©
òó ÍÏôõôõÎ Ô
²� ��� ¦�¨���¢���¯� ¦�£ ���¢�¨ � ¦� �����¦�¦ ¡�¢� £� ������¯� ¦� µ�¡£��� ·���¢�¨ � �� ©ö ©�¸ ±�÷ � £� ´�¡¯�����¬�� u1 ¥ u2 ��� ��£������� ¦� �£��� C1(Ω) ∩ C2(Ω) ¦�

{
∆u = f �� Ω

u = ϕ ��±¢� ∂Ω,

���£�¤��¦� �£ ��§������ ��¬��¨ �



øù úû ú üýþÿþ��� ���� �� � ÿü�ÿþ�ý �� �����ÿ� � �� ÿ�� �� 	
�
� ����� � �� ���� ����� ������� � �� u � v ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) ��������

∫

Ω

∆uv =

∫

∂Ω

∂u

∂n
v −

∫

Ω

∇u∇v,  	
 !"
#��#� n �� �� $����� �� ������ ���� �� � �� �������� #� Ω

!%�#������� � ������� �� ������ � #� �� #�$�������� ��� �� ���&� $�������� v∇u
!

�  ����� � '�� �� u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω) ( ∆u = 0 �� Ω ( u = 0 ����� ∂Ω �������� �&�����#� �� ������� ���������� #�#��� '�� ∇u = 0 �� Ω ( ������(� !
)* +,-.-./ 0 ����� � �� &�����&�� #�� � 12��� #3���  ��������� 	
 !
 !	 �� �� ��������� ���� � �� u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω)��������� {

∆u ≥ 0 �� Ω

u ≤ 0 ����� ∂Ω,��������
u ≤ 0 �� Ω.4��� ��� ���� ������ &���� �

� 5������(� ��� ������� ρ : R → R
#� ����� C2 ��� �� ���� ������ &��&��#�#��

� ρ(t) = 0 &��� ��#� t ≤ 0 ��� ρ(t) > 0 &��� ��#� t > 0
!

�  6&��'�� �� �������  	
 !" � v = ρ ◦ u ( #�#�7�� '�� �� x ∈ Ω ( u(x) > 0 �������� ∇u(x) = 0
!

� ��#���� ��&���� '�� Ω �� ����2� ! 4�&������� '�� �2 ���� �� &���� x ∈ Ω ��� u(x) > 0 ( ��� γ ����� ��� #������������ ��� γ(t) ∈ Ω &��� t ∈ (0, 1] � γ(0) = x0 ∈ ∂Ω ( γ(1) = x
! 4�� t1

�� 8 9:;< = t
#��#�

u(γ(t)) = 0 � �� ����� &�������
t1 = sup{t ∈ [0, 1] : u(γ(t)) = 0}>����$� '�� u(γ(t1)) = 0 ( &�� �� &���� �������� d

dtu(γ(t)) = 0 &��� ��#� t ∈ (t1, 1)
! 5�����(� !

)* +,-.-./ 0 ���� �� �������� #�� ����� �����3� �� &���� �� &����� �� ������ � #� �����#�# ( �� &�����&�� #��� 12��� #3��� ;?:@A BC?D= E =B E CB:@F! ���� �� ������� #� �����#�# &��#� &�� ��#�� #�� ���� ����� ��#� � ��&����'�� u ∈ C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω) ���������




ut − ∆u = 0 �� (0, T ) × Ω

u = 0 ����� (0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0
�� Ω.G�H��

E(t) =

∫

Ω

|∇u(t, ·)|2

( &���� � '��
d

dt
E(t) = −2

∫

Ω

ut(t, ·)2 ≤ 0.

 ∇ �� ��H��� ���� � ��� $�������� ��&������� ! G�#�7�� '�� �� u0 ≡ 0 �������� ∇u(t, ·) ≡ 0 ( ������(� !
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ij� j �q�wt� w�rswq� xt |q omsxqx j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j �
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� ji j ksuwom�tutmwsq wtmpuqxq tm t| lus~tm j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j � i
� jz j koqxuqxl wtmpuqxl tm t| lus~tm j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j �z
� jy j kq� sml �ot t�spq q| lus~tm j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j �y
� ji j � uwl xt �t� swsuwom�tutmwsq j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j ��
� jz j �t~� tmpl xt quwl xt wsuwom�tutmwsq j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j ��
� jy j kq� sml �ot t�spq |l� }l|l� utq|t� j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j ��
� j� j kq� sml wtuuqxl j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j �y
i� jij �l� �l|owslmt� �omxq�tmpq|t� xt |q twoqws�m xt| wq|lu j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j � i
i� jz j �l� smsl �t� s�sm�mspl }quq |q twoqws�m xt �q}|qwt j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j i�y
i� jy j kotuxq xt |qu~l

`
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i� j� j �l� smsl utwpqm~o|qu }quq |q twoqws�m xt �q}|qwt j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j i��
iijij kq� sml xt smpt~uqws�m }quq wq|wo|qu
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±²³ ´ µ ¶·¸ ¹ º µ´ µ »¼½¾·¿ ¹ ÀÁÂÃ ÄÅÆ ÇÈÉÄÊËÌË¹ ÍÎÏÐ¿Ñ¼ÏÒÓ¼ÏÔ·Ñ ¹ »¼½ ÕÖÏ¸ ¹ ²××Ø µ
±Ù³ Ú µ Û·ÜÝÏÖ ¹ ÀÞßËÁ àáËÌâÁ ãÅ ÅâÞÉâÌÁÈÅË ÅÈ ãÅßÌäÉãÉË Ã ÉßâÌÉÄÅË¹ ÚååÐÜÖ¿Òæ¼ÜÔ¼ç èé ¼ÏÖ·¾ ¼ÏÐê·¿· ¹ ²××Ø µ
±ë³ ì µÓ µ ÛíîÏêíÐÔÔ ¹ ïÅÁßðÉ ãÅ ñÞÈâÌÁÈÅË ãÅ òÉßÌÉàÄÅ ÀÁÂÃ ÄÅó É¹ ô êõÏ·½Òö ÐÔÔ ¹ »¼½ ÕÖÏ¸ ¹ ²×÷÷ µ
±ø³ ùµÓ µ ú û»¼ÐÔ ¹ ü ÉýÅÂ áýÌâÉË ÉäÉÈþÉãÉË Ã ÉßÉ ÌÈÿ ÅÈÌÅßðÉ¹ ÓÖÔ µ Ù ¹ ÛÖ¾Î·��· �åÐÝÖÏÐ·Ô ÛÖ¿ÝÐ¿¼¿Ý·Ô ¹ ô �� ÐêÖ º µ� µ¹²××ø µ
±�³ Ú µº µ æî¿Üêí ¹ òÉßÌÉàÄÅ âÁÂÃ ÄÅó É âÁÈ ÉÃ ÄÌâÉâÌÁÈÅË¹ ÚååÐÜÖ¿Òæ¼ÜÔ¼ç èé ¼ÏÖ·¾ ¼ÏÐê·¿· ¹ ¶î¼¿ÖÜ Ú ÐÏ¼Ü ¹ ²××Ø µ
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