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Prefacio

El calculo diferencial e integral de funciones de variable compleja es una materia fundamental del andlisis
matematico, tanto por su interés en matemaéticas puras como por su utilidad para modelar y resolver problemas
en ingenierfa. Una gran variedad de estos tltimos se expresan en términos de ecuaciones en derivadas parciales
(EDP), para cuya resolucién los métodos basados en variable compleja son de gran eficacia.

El objetivo de estos apuntes es proporcionar los elementos basicos de la teoria de funciones de variable compleja
e ilustrar su utilizacién en la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales, tal como se expone en el curso de
Matematicas Aplicadas. Esta es una de las asignaturas del segundo afio de la carrera de Ingenieria Civil de la
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile.

Estos apuntes se basan en las notas escritas en colaboraciéon con mi colega el Profesor Roberto Cominetti, y se
han beneficiado de una activa participaciéon del Profesor Juan Diego Dévila. Buena parte del material referente
a la teoria de EDP se debe a este ultimo. Agradezco a ambos las multiples e interesantes discusiones que hemos
tenido sobre diversos aspectos del curso.

Mis mas sinceros agradecimientos a Claudio Pizarro, quien particip6 activamente en la confeccion de este apunte
al transcribir en LaTeX buena parte de las notas manuscritas, elaborar todas las figuras y sugerir varias ideas
para mejorar la presentacion. Sin su ayuda, la version actual de los apuntes no existiria. También debo agradecer
a Regina Mateluna por su eficiente y siempre bien dispuesta colaboracion.

Finalmente, quisiera agradecer el financiamiento proporcionado por el Departamento de Ingenieria Matemaética
de la Universidad de Chile y por el proyecto Fondef IDEA+.

Felipe Alvarez
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Capitulo 1

Ecuaciones lineales de segundo orden

1.1. Ecuaciones parabdélicas y fenémenos de difusiéon

1.1.1. Conduccidén del calor en una barra unidimensional

Consideraremos el problema de la difusién de calor en una barra delgada que se encuentra perfectamente aislada
por su superficie lateral.

Si la barra es lo suficientemente delgada como para suponer que la temperatura es constante sobre cualquier
seccién transversal, el estado del sistema est4 descrito por una funcién escalar v = u(t, z), la cual proporciona
el valor de la temperatura de la barra al instante ¢ y en la posicion longitudinal .

Supondremos que u(t, z) y todas las otras funciones que utilizaremos son tan regulares como sea necesario para
que ciertas expresiones que involucran sus derivadas estén bien definidas.

Es bien sabido que, en un cuerpo térmicamente conductor, el calor fluye desde las zonas de mayor temperatura
hacia las de menor temperatura. Mas ain, de acuerdo a la ley de Fourier, la rapidez a la cual el calor fluye
entre zonas contiguas es proporcional a la diferencia de temperaturas por unidad de longitud, y el factor de
proporcionalidad depende de las propiedades conductoras del cuerpo en cuestion.

Asi, en el instante ¢, 1a rapidez con que el calor ) fluye desde un punto x hacia uno a su derecha, digamos = + dx
con dx < 1, puede aproximarse por

dQ u(t,x) — u(t,x + )

a ~ k@ ox ’
donde k = k(x) > 0 es un coeficiente de conductividad térmica que depende del material del cual est4 hecho la
barra. En el limite se obtiene

dQ )
o k(ac)( — lim

dx—0 ox
Notemos que d@/dt > 0 cuando %(t7 x) < 0. Esto es consistente pues si %(t7 x) < 0 entonces la temperatura
es (localmente) decreciente, de modo que su valor es menor a la derecha del punto z, y por lo tanto el calor
fluye hacia la derecha. Analogamente, si % (t,z) > 0 entonces el valor de la temperatura es mayor a la derecha
del punto z, y por lo tanto el calor fluye hacia la izquierda, esto es, dQ/dt < 0.

u(t, = + 6x) — uft, x)) = —k(x)%(fa z).

Sea (x1,x2), con 1 < xe2, un intervalo de observacién correspondiente a una secciéon longitudinal de la barra.
Sea (t1,t2), con t; < to, un intervalo correspondiente a un lapso de tiempo. Como la barra estd térmicamente
aislada por su superficie lateral, el intercambio de calor sélo ocurre a través de los puntos extremos x1 y o
del intervalo (1, z2). En virtud de lo anterior, la cantidad neta de calor ()1 que entra a la seccién (z1,z2) en el
lapso (t1,t2) esta dada por

a- | k) gt 1) + k() o

- (t, o)]dt.
ty
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Pero, usando el teorema fundamental del calculo, podemos escribir

k(xg)%(t,xz) - k(m)%(t,xl) = /I a% [k(x)%(t,x) dz,

1

Q1= /t . / - %[k(x)%(t,x)}dmt.

Al interior de la barra puede haber una fuente de calor, cuya tasa de producciéon de calor por unidad de tiempo
y de longitud est4 dada por una funciéon F' = F(¢,x). Por lo tanto, la cantidad neta de calor producida en el
segmento (z1,x2) durante el lapso (¢1,¢2) estd dada por

QQ—/ / F(t,z)dxdt.

Por otra parte, la cantidad de calor que entra al segmento (x1,x2), junto con el que se produce en su interior,
provocara un cambio en la distribucién de temperatura sobre dicho segmento en el lapso de tiempo que va de
t1 a tz. La cantidad de calor por unidad de longitud necesaria para un cambio du = u(te,z) — u(t1,x) de la
temperatura en el punto z estad dada por

yen consecuencia

c(x)[ulte, ) — u(ty, )],

donde el factor de proporcionalidad ¢ = c(x) > 0 es la capacidad calorifica especifica’. Luego, la cantidad de
calor total necesaria para el cambio de temperatura en el segmento (x1,x2) es

Qo= [ ewutta) —utirolde = [ etw) [ e yaz,

1 T t1

y éste debe ser igual a la cantidad neta de calor que entra y que se produce en el segmento (z1,z2) durante el
lapso (t1,t2), esto es,

Q3 = Q1+ Q2.

Mas explicitamente,

// txdxdt // [&E (,x)}—I—F(t,x)} dzdt.

De la arbitrariedad de los puntos 1 < x2 ¥ t1 < t2, un argumento clésico de localizacion? permite concluir que
u = u(t, z) necesariamente satisface la ecuacion en derivadas parciales

ou 0 ou

@5 = g5 [H0gg) + F(E2)

Si la barra es de material homogéneo, es decir, k(z) = k y c(x) = c se obtiene
U = Qugg + f(t,2), (1.1)

donde oo = k/¢, f = F/c, y, con el fin de simplificar la notacion, hemos utilizado las notaciones

ou 0%u
Ut i= ——, Ugy ‘— @

ot’

Al coeficiente o > 0 se le llama difusividad térmica del material.

1Densidad de capacidad calorifica por unidad de longitud.
2Por ejemplo, considere t2 y x2 como variables y derive la expresién con respecto a ta y x2 sucesivamente, “eliminando" asf la
integral temporal primero y la espacial después.
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1.1.2. Conduccién del calor en un cuerpo

En esta seccion deduciremos la ecuacion del calor en el caso general de un material ocupando una cierta region
Q C IR?, que suponemos abierta y no vacia. Denotemos por u(t, x,y, z) la temperatura del material en el punto
(z,y,2) € Qy el tiempo ¢t. Supondremos que la funcion

u:[0,T)]xQ— R
es suficientemente regular.

Un modelo sencillo pero valido en muchas situaciones, conocido como la ley de Fourier, supone que la cantidad
de calor 6Q) que atraviesa un elemento de superficie § A orientada segin el campo de normales 7, en un lapso
de tiempo 4t viene dado por

ot
donde
du
Vu= |51,
5
0z

es decir Vu es el gradiente de u con respecto a las variables espaciales. &k > 0 denota el coeficiente de conduccién
térmica del material. Observemos que dado que k es positivo, el calor fluye de zonas de alta temperatura a zonas
de baja temperatura, pues —Vu es la direccion de maximo descenso de la funciéon wu.

DIBUJO?

Sea w CC 2, es decir, o = wU dw C 2, y realicemos un balance de calor en esta zona, suponiendo inicialmente
que no hay fuentes de calor dentro del cuerpo. De acuerdo a la ley de Fourier, la cantidad de calor que fluye a
través de la frontera de w hacia el exterior (flujo neto de calor que sale de w) viene dado por

0Q

g / kVu-ndA

/ kVu - dS,
- / / kVu - dS.
Ow

Por otra parte existe una relacion entre la cantidad de calor ¢ almacenada en en elemento de volumen 6V y la
temperatura en esta region:

y haciendo §t — 0

qg=cupdV,

donde c es el calor especifico y p es la densidad del material. Derivando con respecto a ¢ se deduce que la
variacién de la cantidad de calor por unidad de tiempo en dV es

3q ou
ot~ Pt

De este modo la variacién de calor almacenado en w por unidad de tiempo es

// % gy — ///—dv

Si no hay fuentes de calor en €2 entonces la variacion de calor en w por unidad de tiempo es igual a la cantidad
de calor que entra en w por unidad de tiempo. De lo anterior se obtiene

// cp— v = / kVu - dS.
ow

V.
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Por el teorema de la divergencia de Gauss

8/! kVu - dS = /w//div(kVu) dv,
// (Cp% - div(kVu)) dv = 0.

w
Esto altimo es valido para todo w CC 2. Por un argumento de localizacién, si todas las funciones en el integrando
son continuas, se concluye

y se deduce que

cp% —div(kVu) =0 sobre [0,7] x ©,

que es la ecuacion del calor para un cuerpo general. Si el cuerpo es homogéneo, es decir ¢(x, y, z) = ¢, p(z,y,2) =

po v k(z,y,z) = ko entonces
ou k'()
— — ——div(Vu) =0.
5 come iv(Vu)
ko
€0 pPo

Definiendo « = y recordando que

llegamos a la ecuacioén del calor para un cuerpo homogéneo

% —alAu =0 sobre[0,T] x Q, (1.2)

donde « > 0 es una constante. Aqui A el operador Laplaciano con respecto a las variables espaciales.

La ecuacién del calor se complementa con condiciones de borde adicionales, que seran explicitadas en la sec-
cién 1.4.

Cuando en el interior del cuerpo hay fuentes distribuidas generadoras de calor, esto suele modelarse mediante
una funcién densidad por unidad de volumen

f:00,T)xQ— R,
(tﬂ x’ y7 Z) - f(t7x7y7 Z)7

de modo que el calor instantdneo generado en una subregién w C € estd dado por

// £t 7) dV ().

Suponiendo que f es continua y retomando lo que se hizo anteriormente, se deduce que

0
pca—1: —div(kVu) = f en[0,T] x Q,
en el caso general no homogéneo. En el caso homogéneo
0
2 a u:i en [0,T] x €.
ot CopPo

1.1.3. Expansiéon de un gas en un medio isétropo y homogéneo

Supongamos que una gas ocupa una regiéon porosa 0 C IR* en la cual se mueve de puntos de alta concentraciéon
a baja concentracién, proceso que se denomina difusién. Denotemos por u(t, z,y, z) la concentracién del gas en
el instante t y el punto (z,y, z). Entonces bajo la ley de Nernst y suponiendo que el material es homogéneo e
isotrépico, se puede verificar que u satisface

u; = a?Au  en (1.3)

donde a es una constante. La ley de Nernst es andloga a la ley de Fourier para la conduccién de calor.
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1.2. Ecuaciones hiperbélicas y fenémenos oscilatorios

1.2.1. Oscilaciones de una cuerda

Consideremos una cuerda eléstica de longitud L sometida a una cierta tensién y cuyo movimiento se confina a
un plano. Modelaremos la cuerda como una curva y por simplicidad supondremos que ésta se puede representar
en cada instante ¢ como el grafo de una funcion u(t,-) : [0, L] — IR, es decir, u es una funcién de dos variables

w:[0,7] % [0,L] — R.

Con el objeto de simplificar la derivacion de la ecuacion que satisface v haremos los siguientes supuestos:

1. las oscilaciones de la cuerda son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,
2. la cuerda esta sometida a una tensién cuya componente horizontal 7 > 0 es constante y uniforme
3. las fuerzas de friccion pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacién despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la gravedad.

Dado = € (0,L) y dx > 0 denotemos por « el dngulo entre la cuerda y el eje x en el punto (z,u(z)) y por
o' el angulo en (z + dx,u(x + dx)). Llamemos 71 a la tensiéon de la cuerda en (z,u(x)) y 72 a la tension en
(z + 0x,u(x + 0x)). Realicemos un balance de fuerza en el segmento de cuerda correspondiente a (x,z + dx).
Como suponemos que el movimiento de la cuerda es vertical no hay aceleracién horizontal, es decir

Ticosa = Tocosa’ =T. (1.4)
Por otro lado, en la direccién vertical

., ) 0%u
Tasina — T sina = pdl —

o2’
donde p es la densidad lineal de masa de la cuerda, que supondremos constantes, y d! es la longitud de ésta

entre x y x + dx. Dividiendo ambos lados por 7 y utilizando (1.4) obtenemos

p .. 0%u
tana’ — tana = ;51 ey (1.5)

Pero tana = %h y tana’ = g—g|m+5z, por lo que, dividiendo la ecuacién anterior por dx y haciendo dx — 0
encontramos

u  pd*u

0x2 1 ot2’
donde hemos utilizado % — 0 cuando dx — 0. Si se quiere incorporar el efecto de fuerzas externas, de manera
analoga se puede verificar que u satisface

Ugy = gy + F(t, 1), (1.6)
donde ¢ = \/% >0, F(t,z) = 2 f(x,t) y f(z,t) es la densidad lineal de fuerzas externas.

Las condiciones adicionales naturales para complementar esta ecuacién son de dos tipos:

1. Condiciones iniciales en un instante t = 0 que describen la posicion y velocidad de la cuerda en cada punto
x € [0, L]. Es decir,
u(0,2) = up(xz) Va €]0,L],

ur(0,2) = vo(z) VY €l0,L]



8 CAPITULO 1. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN
2. Condiciones de borde sobre los puntos 0 y L.

Observemos que a diferencia de las ecuaciones parabdlicas, desde un punto de vista fisico al menos, es necesario
en las ecuaciones hiperbdlicas imponer condiciones iniciales sobre u y u;.

Las condiciones de borde deben reflejar las condiciones fisicas a las que esta sujeta la cuerda y pueden ser de
varios tipos. Por ejemplo, una condicién de borde de la forma

u(t,0) =0 Vte[0,T]
quiere decir que el extremo z = 0 de la cuerda esta fijo a una altura 0. Otro ejemplo es
Uy (6,0) =0 Vt € [0,T] (1.7)

que significa que el extremo x = 0 esta libre. En efecto, retomando (1.5) con x = 0 y si suponemos que la
componente vertical de la fuerza neta en x = 0 vale cero, vemos que

82
Tasena = p 6l gu

o2’

Usando que 3 sena’ ~ 7 ou y haciendo dx — 0 resulta (1.7).
ox |z

Una tercera posibilidad es
1
u(t,0) = Eux(t,O) vVt € [0,T] (1.8)
que modela la situacién en que el extremo x = 0 est sujeto a un resorte de constante elastica k = h7. En esta
situaciéon
. 0%u
79 sen o — (fuerza ejercida por el resorte en 2z = 0) = pdl 2

es decir
0%y

— k| gp—g = pdl —=.
To sen o Uzmo = p 52

Nuevamente, haciendo dx — 0 encontramos (1.8)

1.2.2. Oscilaciones de una membrana

El caso de las oscilaciones de una membrana es muy similar al de las oscilaciones de una cuerda. Veamos
brevemente como encontrar la EDP en esta situacion.

La membrana se modela como una superficie en IR y por simplicidad supondremos que esta superficie se puede
representar mediante una funcién

u(t,z,y): [0,T] x Q@ — R,

de modo tal que en cada instante ¢ la membrana corresponde a la superficie parametrizada por (x,y) — u(t, z,y).
Nuevamente suponemos

1. las oscilaciones de la membrana son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,
2. la membrana estd sometida a una tension superficial 7 > 0 constante y uniforme
3. las fuerzas de friccién pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacion despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la gravedad.
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Sean (z,y) € Qy dxz > 0, dy > 0. Estudiemos las fuerzas que actiian sobre la porcién de la membrana sobre
el cuadrado [z,2 + dz] X [y,y + dy]. Haciendo un balance de las fuerzas verticales y utilizando las mismas
aproximaciones que en la seccién 1.2.1 podemos escribir

0 0
(contribucién de las aristas paralelas al eje ©) = Tox <_u‘ — _u‘ )
Oy ly+sy  Oyly
o, . . ou ou
(contribucion de las aristas paralelas al eje y) = 70y [ — - =
833 4+ 833 T
Luego por la ley de Newton
0%u ou ou ou ou
55—:5—‘ ——‘ sy (24—,
poey ot? ToT <3y y+dy 8y y) 7oy <8(E 4oz ox r)

donde p es la densidad superficial de masa. Dividiendo por dzdy y haciendo dx — 0 y dy — 0 encontramos
U = 2 (Uga + Uyy) = AAu
donde ¢ = \/% Yy Au = Uy + uyy es el Laplaciano de u con respecto a las coordenadas espaciales.
Si hay fuerzas externas actuando en la membrana, anilogamente se encuentra
ug = *Au+ F(t,2,y) (1.9

donde F(t,z,y) = % ft,x,y) y f(t,z,y) es la densidad superficial de fuerzas externas actuando sobre la mem-
brana.

1.2.3. Vibraciones longitudinales de una barra

Consideremos una barra delgada de un material elastico de longitud L y supongamos que el origen esta ubicado
en uno de los extremos. Las deformaciones longitudinales de esta barra las describimos mediante una funcién
w: [0, L] x [0,T] — IR de modo tal que si una particula que ocupa inicialmente (en una situacion de equilibrio)
la posicién x € [0, L], en el instante ¢ se sitia en = + u(x,t).

Modelando la barra como una familia de N resortes con masas y constantes eldsticas idénticas, y luego con-
siderando N — o0, es posible deducir que u satisface la siguiente EDP

Upp = g + flz,t) x€(0,L), te(0,T),

donde ¢ > 0 depende de las propiedades de la barra (densidad de masa y constante elastica), y f es (excepto
por una constante) una densidad lineal de fuerzas externas.

1.3. Ecuaciones elipticas y fendmenos estacionarios

1.3.1. Membrana en reposo

Retomando la seccion 1.2.2, si la membrana esta en reposo de (1.9) vemos que la funcion u : Q C R? — IR debe
satisfacer la ecuacién
Au+ F(z,y) =0 en (1.10)

que se conoce como la ecuacion de Poisson.

En el caso particular cuando F' = 0, se obtiene la ecuacion de Laplace
Au=0 en . (1.11)

Una funcién que es solucion de la ecuaciéon de Laplace se dice una funcién arménica.
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1.3.2. Potencial de campo eléctrico

En esta seccion escribiremos ¥ = (x1,x2,23), ¥ = (y1,y2,y3).- El campo eléctrico generado por una cantidad
finita de cargas ¢; con ubicadas en los puntos ¥; viene dada por
N P
By =Y A
 Treg 7 — 0]

donde ¢¢ la permitividad del vacio.

Es facil verificar que VxE=0 y por lo tanto existe una funcién escalar ¢ : IR* — IR tal que
E = —Vop.

Cuando las cargas se distribuyen continuamente de acuerdo a una densidad volumétrica p(%) el campo eléctrico
en un punto Z cualquiera se puede escribir

) r—y .
dy. 1.12
33 47‘1’80 ﬂ/ f ZJ 3 4 ( )

Para dar sentido a esta integral supondremos que p : IR® — IR es una funcién continua y que p(7) = 0 si
|7l > Ro, donde Ry > 0 es una constante. Notemos que se trata de una integral impropia pero convergente (el
integrando se indefine en § = 7).

El campo eléctrico (1.12) también proviene de un potencial, es decir,
E=-Vg¢. (1.13)

Maés aun, se puede dar una férmula ezplicita para ¢
1 1
<Z5 T) = /// 27 T= = dg
= T )l T
BS

Sea w C IR® un conjunto abierto acotado no vacio cuya frontera dw es una superficie regular. Queremos calcular
el flujo de F a través de Ow, es decir

L -7 | g

/ E - dS(Z) Tneo // /// TZ=7 = dy | dS(T)

Ow Ow

1 0] L .

s ] 79 // e 4@ | 47
R3

Utilizando apropiadamente el teorema de Gauss se puede probar que

// =l ”‘{Sm o
[ B as@ == [|] iz
Ow w

Aplicando el teorema de la divergencia al campo E y recordando (1.13) obtenemos

// 6-EdV—i///pdvzo
€o

Por lo tanto
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[// (A¢+ 8—10p> dv = 0.

Como lo anterior se tiene para todo w, se concluye que el integrando debe ser nulo, es decir

CAg = %p. (1.14)

es decir

Notemos que esta ecuacion es una Poisson (1.10) y en ausencia de carga ésta tltima queda como
Ap=0
la cual resulta ser una ecuacion de Laplace (1.11).

Hemos visto que estas dos tltimas ecuaciones modelan diversos sistemas fisicos. Lo que diferencia un problema
de otro es el significado fisico de las variables y las condiciones iniciales y de bordexs, tema a tratar en la
siguiente seccidn.

1.4. Condiciones iniciales y de borde

En esta seccién veremos cémo complementar las ecuaciones en derivadas parciales antes mencionadas, es decir,
daremos condiciones que definen y caracterizan los problemas.

En todos los ejemplos anteriores, la situacién fisica se describe mediante una variable de estado o funcién u que
puede ser escalar o vectorial y que depende de variables espaciales x € Q C R" (n = 1,2 0 3) y en algunos
casos u depende de una variable adicional ¢ que se interpreta como el tiempo. Este es el caso en los problemas
que llamamos de evoluciéon como las ecuaciones parabélicas de la seccién 1.1 y las hiperbélicas de seccién 1.2.
En esta situacién supondremos que ¢ € [to, T].

Las EDP’s se complementan basicamente con dos tipos de condiciones adicionales:

= Condiciones de borde
Estas condiciones aparecen tanto en problemas de evolucién como en ecuaciones estacionarias. Hay diversas
alternativas segun el sistema fisico que se esté modelando.

e Condicién de borde tipo Dirichlet

Supongamos, para fijar ideas, que Q C IR® y denotemos por 92 la frontera de este conjunto. De esta
forma, en el caso en que u no depende de ¢ la condicién de borde de tipo Dirichlet viene dada por

uw(z,y,2) = g(z,y,2) para todo (z,y, z) € OQ
y si u depende de ¢
u(t,z,y,2) = g(z,y,2z) paratodo (z,y,2z) € 9Ny todo ¢ € [tg, T,
donde

g: 00 — IR es una funcién conocida

En el caso méas general g puede depender del tiempo.
e Condiciones de borde de tipo Neumann

Las condiciones de este tipo se caracterizan por venir representadas de la forma,
_ Ou
- 0n

donde 7 representa la normal exterior a ) y donde h: 02 — IR es una funcion conocida (dato). En
un caso més general h puede depender del tiempo.

Vu-h (t,-) = h(-) sobre 9Q Vit € [to, T
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e Condiciones mixtas

Esta clase de condiciones vienen caracterizadas por combinaciones de condiciones del tipo Dirichlet
y Neumann sobre porciones de la frontera.

» Condiciones iniciales

En lo que respecta a las condiciones iniciales, éstas tienen sentido s6lo en problemas de evolucién y se dan
en un instante to con el objeto de describir el campo tratado (campo de temperaturas, campo eléctrico,
etc.) en ¢y sobre todo 2. La condicién inicial viene tipicamente dada por algo del tipo

U’(t()vxvyaz) = uO(may7z) \V/(.I‘,y,Z) € Qv

donde ug : Q — IR es dato.

Cabe destacar que habra que imponer tantas condiciones iniciales como el orden de la derivada temporal
de u en la ecuacién, es decir, si en la ecuacién que describe el proceso estudiado aparece la segunda
derivada temporal de u, se tendra que imponer dos condiciones iniciales. Una de estas serd como la antes
mencionada y la segunda usualmente tendra relaciéon con la primera derivada temporal de la funcién en

el instante ¢y, por ejemplo

0
8—1:(t0,x,y,z) =v(x,y,2) VY(z,y,z) €Q

y asi sucesivamente, donde la funcién vy es dato.

Por ejemplo, en el caso de la conduccion del calor en una region Q de IR? (ver la seccionl.1.2), donde u representa
la distribucion de temperaturas, la condicién de borde tipo Dirichlet corresponde al caso en que esta distribucion
se conoce sobre la frontera del dominio. Por otro lado, en la condicién de borde tipo Neumann es el flujo de
calor puntual el que constituye un dato. Mas precisamente, recordemos que el flujo de calor por unidad de area

y tiempo esté dado por
CkVuei = k2~ g,
on

donde h : 92 — IR es una funcién conocida y k representa la conductividad térmica.

1.5. Otras ecuaciones de la fisica

1. Ecuacién de Navier-Stokes

En dindmica de fluidos, las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto no lineal de ecuaciones en
derivadas parciales que rigen el movimiento del fluido en cuestion. Estas se encuentran considerando
la masa, el momentum y balances de energia para un elemento de volumen infinitesimal en movimiento,
sobre el cual se pueden producir tensiones tangenciales (debido a la viscosidad).

Sea i(x,y, z,t) el campo de velocidades del fluido y p(z,y, 2, t) la presién. Luego la ecuacién para fluidos
compresibles viene dada por

Di - e (=
—r = PF—Vp+udi+ £V (V-q)
p Di p P+ pAu+ 3 U
donde 1 es el coeficiente de viscosidad del fluido, F' es la densidad volumétrica de fuerzas externas (por
ejemplo la gravedad), p es la densidad y % es la aceleracion del elemento de fluido, también conocida
como derivada material, la cual viene expresada por
Di  0u
= (i V)i,
Di o PV

—

o por componentes, escribiendo @ = (uq,us,us), la componente i-ésima de (@ - V)4 viene dada por

N 8u1 8u1 8u1
{(u . V)U:|Z = Ulg +U26—y “+ us 92 .
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En los fluidos incompresibles, la ecuacién de continuidad es i U = 0, y, por consiguiente la ecuacion
anterior se reduce a
ﬂ: - F v A"
_—_ = — u.
P oy = PE = Vptpu

2. Ecuacién de Schrédinger para una particula

En mecéanica cudntica existe lo que se denomina la dualidad ente ondas y particulas. La descripcién de
una particula viene dada por una funcién de onda (7, t) que tiene valores en los nimeros complejos, es

decir ¥(7,t) € C y |¥(7t)|? = U(7, t)¥(F,t) se interpreta como la funcién densidad de probabilidad de
encontrar la particula en la posicién 7 en el instante ¢.

De la teoria de la mecénica cuantica se deduce que la funcién ¥ debe satisfacer la siguiente ecuaciéon en
derivadas parciales

m%—‘f(ﬁ t) = (—;—mA;+ V(F)) U(7,t) (1.15)

donde i = % con h la constante de Planck, m es la masa de la particula y V es una funcién que representa
el potencial al cual estd sometido la particula. El Laplaciano en esta ecuacién es solamente con respecto a
las variables espaciales y por eso la notaciéon Ay. Usualmente esta ecuacién se acompana de la condicién

(probabilistica)
// ()2 dF = 1.
RS

Notemos que (1.15) representa un sistema de dos ecuaciones reales en derivadas parciales, siendo las
incoégnitas las partes real e imaginaria de .

3. Ecuaciones de Maxwell

En la teoria de electromagnetismo, existen cuatro ecuaciones fundamentales que permiten visualizar lo
que sucede con el campo eléctrico E, el vector desplazamiento D, el flujo eléctrico J y el campo magnético
B. Estas ecuaciones son las ecuaciones de Maxwell, las cuales son

V-D = 0
V-B 0
. - 0B
VxE+— = 0
BT

VxB =

-~ 0D

donde pg es una constante (la permeabilidad del vacio). Estas ecuaciones suelen complementarse con leyes
constitutivas para formar lo que se denomina un sistema cerrado de ecuaciones.

Cada una de estas ecuaciones entrega informacion sobre los campos tratados, por ejemplo de la tercera
ecuacion se puede concluir que B genera E (de donde se deduce la ley de induccién). De este set también

se puede concluir que las lineas de campo magnético son cerradas, el flujo de B es conservativo y asi
sucesivamente.

1.6. Principio de superposicion

Recordemos brevemente la nocién del principio de superposicién para ecuaciones diferenciales ordinarias (E.D.O.).
Consideremos una E.D.O. lineal descrita por

Ly =0 en un intervalo I = (a,b)
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donde L : C"(I,IR) — C(I, IR) es un operador diferencial lineal de orden n. El principio de superposicién dice
que: “Toda combinacién lineal finita de soluciones de una E.D.O. lineal homogénea, es también solucién”, es
decir

Ver, c2 € R, Yy1,y2 € Ker(L) = c1y1 + coy2 € Ker(L)

o también

Ly;=0Vi=1,2,...n =L <Zy> =0

=1

La nocién de operadores diferenciales lineales es facilmente extendible al caso de operadores actuando sobre
funciones de varias variables, es decir sobre funciones u : IR"™ — IR. Por ejemplo consideremos el operador
L = A (Laplaciano) que acttia L : C?(IR") — C(IR") mediante Lu = Au. En este contexto se amplia la teoria
y se puede demostrar que el principio de superposicién es también vélido para las E.D.P.’s lineales.

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias las soluciones de una EDP lineal no homogénea se pueden
descomponer en una solucién de la homogénea y una solucién particular.

1.7. La ecuaciéon de superficies minimas

En esta seccion presentamos una deduccion de la ecuacién de superficies minimas como un ejemplo de una
ecuaciéon no lineal.

La ecuacion (1.10) que modela una membrana en reposo se dedujo suponiendo que las deformaciones son
pequenas. Es interesante estudiar la ecuacion resultante sin hacer esta hipétesis, lo que por simplicidad haremos
en el caso que no hay fuerzas externas. Supondremos que la membrana es elastica, que estd en equilibrio de
fuerzas y estd sometida a una tensién 7' que es constante. Con el fin de utilizar esta informacién imaginamos que
“cortamos” una parte de la membrana, obteniendo una (pequefia) superficie S cuya frontera 9S es una curva
cerrada en IR®. Denotemos por 7 el vector tangente a 0S y por 7 el vector normal unitario a S orientado en
direccion del eje z. Dado que (z,y) — u(t, z,y) parametriza S, podemos escribir

_Ou

N
n= = oy |

Tl |~

donde

17l 1+(8u)2+(8u)2
n|| = — — .

ox dy
Orientemos 7 de modo que sea consistente con la orientaciéon de S para el teorema de Stokes. De este modo el
vector

T XN,

apunta fuera de S, es perpendicular a 7 y tangente a la membrana. Sobre S actda una fuerza a lo largo de 0S
ejercida por el complemento de ésta que viene dada por

T(7 X n).
De este modo, la fuerza neta sobre S que le ejerce el resto de la membrana es
ﬁ:/ T(+ % #) dr.
a8

Sea é un vector (constante) unitario en IR®. Entonces

ﬁ.é:T/ (%xﬁ)-édr:T/ (A x &) - 7 dr.
oS o8
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Empleando el teorema de Stokes y la notacion

se tiene "
Foo=t [[9x@xe)-ada=T [[ (900 (9 0)e]-nda
1 [[ @y —re. [ @it
Luego S S

ﬁ:—Tg/(ﬁ-ﬁ)ﬁdA.

Pensando en 45 como una pequena superficie en torno a punto (zo, yo, z0) de area J A, escribamos como §F la
fuerza ejercida por el resto de la membrana sobre 6.5, esto es

6F = —T(V-A)16A + o(5A).
Si no hay fuerzas externas actuando sobre la membrana, como ésta esta en reposo la ley Newton establece que

0F =0

y por lo anterior .
—T(V-n)ndA+o(6A) =0.

Dividiendo por 6 A y haciendo 6 A — 0 obtenemos

—T(V -a)a = 0.
Recordemos que u no depende de z, por lo que
BSOS R I
Ox /1 U2 4 dy \/ 1+ u2 +u
donde
Lo
T 0x Y oy
Luego la ecuacion para v queda
9 o 0 Yy =0. (1.16)
ox

1+ u2 4 dy /14 u2 +u?

Esta ecuacion se conoce también como la ecuacion de superficies minimas.

La relacion entre la ecuacion (1.16) y la ecuacion de Laplace (1.11) es que bajo la hipdtesis de pequenas

deformaciones, se puede aproximar /1 + u? + uZ por 1, y en este caso (1.16) se reduce a

Au = 0.
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Capitulo 2

Separacion de variables y series de Fourier

2.1. Ejemplo modelo: ecuaciéon del calor

Consideremos el problema de difusion de calor en una barra delgada de longitud L > 0, compuesta por un
material homogéneo e isétropo de coeficiente de difusividad térmica o > 0, y que se encuentra perfectamente
aislada por su superficie lateral, y sin fuentes de calor externas actuando dentro de la barra, es decir f(z) =0
n (1.1). Tal como se dedujo en la seccion 1.1.1, la EDP que modela esta situacion es

U= Uz O0<z<L,t>0. (2.1)

La incégnita v = u(t, x) es la temperatura al instante ¢ y en la posicién x sobre la barra. Si suponemos que sus
extremos se mantienen a temperatura constante igual a 0, entonces u satisface la condicién de borde de tipo
Dirichlet homogéneo

u(t,0) =u(t,L)=0 t>0. (2.2)

Consideraremos ademés la condicién inicial
u(0,2) = f(z) 0<z<L. (2.3)

Para resolver (2.1) bajo (2.2) y (2.3), aplicaremos el método de separacion de variables, el que describiremos
detalladamente a continuacion.

2.1.1. Primera etapa: separar variables

El método se inicia buscando soluciones no triviales de (2.1) que sean de la forma
Ut,z) =T ()X (x). (2.4)

Se introducen asi dos nuevas incognitas, T'(t) y X (z), y por lo tanto necesitaremos dos ecuaciones para deter-
minarlas. Sustituyendo (2.4) en (2.1), obtenemos

T't)X(z) =aT(t)X"(z) 0<z<L,t>0. (2.5)

Como s6lo nos interesan soluciones no triviales, se requiere que X (xg) # 0 para algiun xg € (0, L). Deducimos
de (2.5) que para todo ¢ > 0 se tiene
T'(t) = aMT(t),

donde
B X (330)

A= X(o)

17
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Similarmente, para todo = € (0, L) se tiene
X" (z) = M X(2),
donde

_ T'(t)
~ aT(to)

A2

y to > 0 es tal que T'(ty) # 0. En consecuencia, si ahora tomamos cualquier par (¢,z) tal que T'(t) # 0y
X (x) # 0, lo anterior conduce a
_T'(t) X"(x)

N0 T X )

= )\27

donde la segunda igualdad proviene de (2.5).

De este modo, se deduce que T'(t) y X(x) satisfacen, respectivamente, las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias:

T'(t)+aXT(t) = 0, t>0,
X"z)+ XX (x) = 0, 0<x<L,

para una constante A € IR.
Dado un valor para el parametro A, se deduce de (2.6) que
T(t) = Ce M,

para una constante C' € IR, la cual es no nula pues buscamos soluciones no triviales.

Por otra parte, como aplicacién de la teoria general de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, sabemos
que la solucién general de la ecuacion de segundo orden (2.6) se expresa como una combinacién lineal de dos
funciones fundamentales, cuya forma depende del signo de A. Més precisamente, como el polinomio caracteristico
asociado a (2.6) estd dado por p(m) = m? + ), y éste tiene como raices! m; 5 = £1/—X € C, obtenemos que:

» Si A <0 entonces my 2 = £v—X\ € IR, luego la solucién general de (2.6) esta dada por

X(z) = CreV™2 + Che V2, Cy,Ch € R.

= Si A =0 entonces m = 0 es raiz de multiplicidad 2, y en consecuencia

X(JJ) =C1 4+ Chx, C1,Cy € R.

= Si A > 0 entonces my 2 = +iv/\ y por lo tanto

X (z) = Cy cos Vz + Cs sen\/Xx, C1,05 € IR.

Observacion 2.1.1. Cuando A # 0, una forma de evitar tener que considerar los casos A < 0 y A > 0 por
separado consiste en utilizar la funcién exponencial compleja cuando corresponda. En efecto, supongamos que
A > 0. Entonces se tiene
X(z) = Cjcos VAz + Cysen Vx
_ Cl (ei\/Xac + efi\/xr)/2 + 02(_7;)(61'\/Xw _ 671‘ )\w)/2
= (C1 —iC2)/2e™% 4 (Cy +iCy)/2e~ V"
= éleiﬁz + 6«26—1\51.

L Aqui utilizamos la raiz cuadrada en el cuerpo de los complejos.
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Como iV = V=1V = v/=X , de lo anterior deducimos que podemos escribir la solucién general de la forma
X(z) = CreV= 4 Cpe= VA2,
donde los coeficientes C7, Cy vienen dados por

C1,Coe R, siA<O0
C,CoelC,siA>0

y los coeficientes complejos C7 y C5 son uno el conjugado del otro. O

Sustituyendo las expresiones asi obtenidas para T'(t) y X(x) en (2.4), se construyen soluciones de (2.1) en
variables separadas que son de la forma

Un(t,z) = e M (CreV ™2 4 Che VA7), (2.6)
cuando? X # 0 , mientras que para A = 0 se tiene

Uo(t, {E) =(Cq + Cyz.

Notemos que tenemos dos tipos de grados de libertad: el primero asociado al pardmetro A; el segundo, a los
coeficientes C1, C3. Como veremos més adelante, esta suerte de “indeterminacion"de la solucién, que se debe a
que hasta ahora s6lo hemos utilizado la ecuacion (2.1), nos permitird imponer la condiciéon de borde (2.2) y la
inicial (2.3) a combinaciones lineales de soluciones de este tipo.

2.1.2. Segunda etapa: imponer condiciones de borde

A continuacioén buscaremos soluciones no triviales de (2.1) en variables separadas que satisfagan la condicién de
borde (2.2). Esto restringira los valores admisibles para A a un subconjunto numerable de IR.

En primer lugar, observamos que si A es el pardmetro introducido anteriormente entonces el caso A = 0 queda
descartado. En efecto, tomando Uy(t,x) = C1 + Cax, deducimos de Uy(t,0) = 0 que C; = 0, lo que junto con
Uo(t, L) = 0 implica que Cy = 0, obteniendo asi la solucién trivial.

Busquemos entonces A\ # 0 de modo tal que exista una funcién U, de la forma (2.6), que no sea idénticamente
nula y que satisfaga
Ux(t,0) = Ux(t,L) =0, ¥Vt > 0.

De Uj(t,0) = 0 deducimos que
e MO 4 Cy) =0, YVt >0,

y, como e~ > 0, se tiene

Cy = —C1.
Luego, para alguna constante C' € C (més aun C es un imaginario puro, pues C; y Cs eran uno el conjugado
del otro y 7 = —C3), que se supone no nula®, tenemos
Ux(t,z) = Ce™ M (eV ™A — g~V =A2), (2.7)

e imponiendo U (t, L) = 0, obtenemos
eV VAL — (2.8)

2Cuando A > 0, utilizamos la funcién exponencial compleja y coeficientes complejos.
3Recordemos que nos interesan soluciones no triviales.
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Esta dltima relaciéon debe interpretarse como una ecuaciéon para A debido a que L > 0 es un dato del problema.
Recordando que consideramos la funcién exponencial de variable compleja cuando A > 0 y recordando su
periodicidad, (2.8) conduce a

VAL — oo VEAL o VAL | s 9\ /CNL = 2k, k€ Z
e A= (kr/L)?, ke 2.

Como nos interesa A # 0 y ademas las soluciones para k y —k coinciden, basta que k recorra todos los enteros
positivos para obtener todos los valores posibles para A, esto es

M = (kn/L)%, k€ N\ {0}, (2.9)
y tenemos que las soluciones en variables separadas correspondientes (2.7) son de la forma

Uy, (t, x) = Ckefa(kw/[,)% |:eik7'rm/L _ efikmc/L}

= Cre*m/Ll*t9; sen(kmz /L)
- Akq)k(ta x)a

como Ay, := 2iC}, el cual pertenece a IR pues Cj es un imaginario puro, se tiene
Oy (t,x) = ea(km/L)% sen(kmx/L). (2.10)

La figura 2.1 ilustra los casos & = 1y k = 2. Hemos obtenido asf una familia {®(t,7)}renn {0} de soluciones
fundamentales de la ecuacion (2.1) que satisfacen la condiciéon de borde (2.2).

En la tercera etapa del método, veremos como imponer la condicién inicial (2.3).

Observacion 2.1.2. Antes de continuar, es interesante observar que lo realizado aqui puede interpretarse como
la resolucién de un problema de valores propios del tipo Sturm-Liouville. En efecto, a partir de lo realizado en la
primera etapa del método, deducimos que para que la solucién en variables separadas (2.4), supuesta no trivial,
satisfaga la condicion de borde (2.2) se requiere que

—X"(x)=2X(z), 0<z <L,
{ X(0) = X(L) = 0,

para algin A\ € IR. Definiendo el operador diferencial lineal

sobre el espacio vectorial V = {f € C?(0, L)NC([0, L)) | £(0) = f(L) = 0}, el problema anterior puede escribirse
AX = AX. Los escalares A\, dados por (2.9) son los valores propios del operador A, mientras que los espacios
propios correspondientes son unidimensionales y estan generados por las funciones propias Xy (x) = sen(kmwx/L).
O

2.1.3. Tercera etapa: imponer la condicién inicial

Consideremos ahora la condicién inicial (2.3). Para motivar lo que sigue, comencemos por el caso en que

f(x) = Asen(komz/L) (2.11)
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Figura 2.1: Dos soluciones fundamentales de la ecuacién del calor

para algin par de constantes A € Ry ko € N\ {0}. Dado que la k-ésima solucién fundamental (2.10) satisface
D4 (0, ) = sen(kmx/L), entonces es directo ver que la soluciéon de (2.1)-(2.3) correspondiente a (2.11) es

u(t,x) = ADy, (t,x) = Ae~ekom /L)t sen(komz/L).

Maés generalmente, si

flx) = Z A;sen(k;mx/L)

i=1

para ciertas constantes Ay,..., A, € Ry 0 < k; <k <...<k,, entonces la solucién buscada es
m m 5
u(t,x) = ZAZ‘(I)I% (t,x) = ZAie*a(k”/L) Psen(k;mx/L).
i=1 i=1

En efecto, de acuerdo al principio de superposicion (ver secciéon 1.6), la linealidad de (2.1) implica que cualquier
combinacién lineal de soluciones es también solucién de (2.1). Ademaés, como cada solucién fundamental satisface
la condicién de borde (2.2), sus combinaciones lineales también la satisfacen:

ut,0) =Y Ay, (£,0) = > Age T/ D gen(0) = 0,
i=1 i=1

u(t,L) = ZA@;% (t,L) = ZAie*a(k’i”/L)% sen(k;m) = 0.
i=1 i=1

Finalmente, es directo verificar que u(0,z) = f(x).

iQue ocurre para una condicién inicial correspondiente a una funcion f(x) mas general? Por ejemplo, como
proceder si f(x) no tiene descomposiciéon como suma finita de senos y cosenos, como la funcién siguiente
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La idea es escribir f(x) de la forma

f(z) = Z Ag sen(kma/L) (2.12)

k=1

y tomar como solucién de nuestro problema a la funcién
u(t,z) = Z Ap®p(t,x) = Z Ape—etbm/L)t sen(kma/L)
k=1 k=1

Surgen varias preguntas

1. ;Cuéando es posible descomponer una funcién f(z) como en (2.12)?
2. ;Como se obtienen los coeficientes A7

3. (Es valido el principio de superposicién para combinaciones lineales infinitas?

El objetivo de la siguiente seccién es mostrar que todas estas preguntas pueden responderse afirmativamente.

2.2. Series de Fourier

Sea f : [-¢,¢] — IR una funcién continua (basta continua por trozos). El método de separaciéon de variables
descrito en la seccién anterior conduce de forma natural a la siguiente pregunta: ;Podemos expresar f como una
combinacion lineal (eventualmente, como una serie infinita) de funciones sinusoidales? Diremos que f admite
un desarrollo en serie de Fourier en [—/, (] si existen escalares ag, a1, ... y b1.be, ... tales que

flz) = % +,§ {an cos (?) + by, sen (ntg)} , Vo e [-4,4]

I
|
_|_
5

a2 N;Jroo i {an cos (?) + b, sen (nt;x)} , Vo e [—£,0]
1

Supongamos que esta igualdad es valida. ; Cémo se obtienen los coeficientes en términos de f(x)? Para responder
a ésto, veamos primero la serie de Fourier en forma compleja. Recordemos que

eai + e—on'
cos = —————

sen o =
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Luego si f(z) admite un desarrollo en serie de Fourier, entonces podemos reescribir este desarrollo como

oo

1 inmtax 1 —inmTx
fla) =3 +nzl (5 (an = i)™ + S (a + iby)e ™
o (2.13)
— Z Cke—ulwra:
k=—o00
donde Cp = % y

Lan —ib,) sik>1

Cr = { %(an—f—ibn) sik<—1
Para determinar los coeficientes complejos, fijamos kg € N, multiplicamos la ecuaciéon (2.13) por e e

integramos en el intervalo [/, ] para obtener

¢ ikgme > ¢ ikmx ikgm
/ flx)e 7 da = Z C’k/ e L e T f dx
—t k=—o0 —t
> ¢ i(k—kg)mx
=2Cy, + > Ck/ e T gy
k=—o0 —¢
k£ko

pero notemos que para k # kg

¢ —i(k—kg)mx Y/ _i(k—kg)me
e [ = ——¢ [
iy Z(k — ko)ﬂ'

donde hemos usado la 2mi-periodicidad de la exponencial compleja, y por lo tanto

£

= O’
-0

1/ —ikgne
Cuo = 57 [ Fl€) e

Ahora podemos regresar a los coeficientes reales. Primero, es claro que

1 Z
ag =2Co = Z/ f(z)dz
—¢

Si n > 1 entonces:

y en consecuencia
—m(C )—1/2 f()cos (“T2)d
ap = W=7/, z) cos (= i

1t
b, = —2Im(C,) = 7 /—e f(x)sen (—m;x)dx
Observemos que de las relaciones de ortogonalidad

‘
inrz _ immz 0 sin 7é m
/e e T dr= {

20 sin=m

—L
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se deducen las correspondientes relaciones

Ik sen(w)sen(w)dm = {0 sin#m

12 { sin=m
Z .
R o

i sen(?)ces(%)dx:O Vn,m e N
.

Recapitulando, si f es expresable en serie de Fourier entonces

) 1 ¢ , ,
f)= 3 [g / f(@e““f/fdf] il
k=—o00 —¢

= %/i F(6)dE + nij:l { l% /Zf(g) oS (%ﬁ) d{] Cos (?) +
7 if(f) sen (15° ) dé] sen (”—7)}

Aunque supusimos que f es continua, en realidad basta que sea integrable para que los coeficientes de Fourier
estén bien definidos. Dada una funcién f integrable en [—/, ¢], definamos

+

a, > nmnr nmnr
Sy(x) = 70 +3 an cos(—;~) + by sen(—=),
n=1

donde los coeficientes se calculan como antes. En general, no se tiene que f(z) = Sf(x), Vo € [—£, (]. Desde ya
para tener esta propiedad es necesario que f(¢) = f(—/), esto es la 2¢-periodicidad de f.

Sin embargo se pueden demostrar las siguientes propiedades:

Sea
T

N
Sn(z) = %0 + Zan COST +bnsen$
n=1

la serie de Fourier truncada al orden N para f : [-{,{] — R.

¢
Propiedad 1. Si f es de cuadrado integrable ( [ f?(t)dt < o), y en particular si f es acotada, se tiene Sy — f
—¢
en media cuadrética:

‘
/[f(t) — Sy(t))?dt -0 cuando N — oo.
e

Propiedad 2. Si f es derivable en [/, /], es decir continua en [—/,{], derivable en | — ¢, £[, derivable a la
derecha en —/¢ y a la izquierda en ¢, entonces Sy converge puntualmente hacia f, salvo en los extremos £/
cuando f(¢) # f(—¥), es decir

f@) = Si(a) Veel -t
S(=) = S[£(0) + F(=D)]

N
)

P
~
—
N =
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Propiedad 3. Si f es derivable en [—¢, (] y f({) = f(—¢) entonces f = Sy en [, {]. Si ademas f’ es de cuadrado
integrable la convergencia de Sy hacia f es uniforme.

Corolario. Si f : IR — IR es 2(-peri6dica de clase C' entonces f = Sy en IR y Sy converge uniformemente
hacia f.

Observacién 2.2.1. Dadas dos funciones f,g : [/, ¢] — C definimos

2
f g = / | f@)gla)da

Notemos, que dada la definicién anterior, se cumple que

2
o f)po = / S

2
- / F(@)2dz > 0.
—7

[fllez = /(s Pz

’ 1/2
( / |f<x>|2da:]> .
",

En el caso de la exponencial compleja de la serie de Fourier

’ 1/2
Lk7r.n iknx —ikwax
e ua—(/ . dx>
—L
=Vv2/

Luego, los coeficientes de Fourier (en su forma compleja) vienen dados por

1 ke
Cr = —z— ( )
e T e

y por lo tanto, la descomposicién de f viene dada por

De esta forma tiene sentido definir

<f, ikxs > e'”“g'm
f(x) = Z ikmax B : 1k7rz
2

n=t e e e

Ademss, se tiene que para k # j

207

donde la altima igualdad se obtiene gracias a la periodicidad de la funcién exponencial compleja.

Notemos la analogia con IR" al momento de descomponer un vector # en una base ortogonal {ej,...,e,}

nﬂ
p=y )

= lexll ||€1c|\
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donde la base cumple
<6k,6j>:0, Vk#]

Asi, la serie de Fourier de f ,en forma compleja, se puede interpretar como una descomposicién en una base
ortogonal de la funcién exponencial.

Observaciéon importante

Si g:[—4,¢] — IR es una funcién impar, entonces:

4
/ g(z)dx =
¢

¢ ¢
g(gc)dx—i—/g(x)dac =— g(—x)dac—l—/g(x)dac
0 0

[9(—=) + g(x)]dz =0

O\& ‘“\o

0

/

¢ ?

o(~)dz + / o(x)dz = /
0 0

luego:

nnt

(1) Si f es par entonces f(t)sen("7") es impar de donde b, =0, ¥n > 1.
Luego Sy(x) = % + > ay,cos “J%.

n=1

nnt

(2) Si f es impar entonces f(t) cos(*7*) es impar de donde a,, =0, Vn > 1.

nmwT

Luego Sy(x) = ) bysen 7%,
n=1

En el primer caso f admite un desarrollo en términos de sé6lo cosenos, mientras que en el segundo aparecen sélo
senos.

Ejemplo. Desarrollo en serie de Fourier de f(z) = x en [—7, w|. Como f es impar a, = 0 Vn € N, de donde
S¢(x) = Y bysenna y los coeficientes b, vienen dados por

n>1

1] 1 17 ; 2

bn:—/xsennx dx:——zcosnxﬂ,r—l——/l—COandx:——(—l)"
T T n T n

-2 2 -2
by =2,bp=—,bg=—-,bs=—,...
1 , U2 273 3;4 4
Es decir

1 1
S¢(z) = 2[senz — §sen2:c+ §sen3x+...

En particular, se deduce

lo que se puede escribir

Ejemplo. Serie de Fourier de f(z) = 22 en [—1,1]
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1
Como f es par entonces [ f(z)sennmazdx = 0, lo que implica que b, = 0.
21

Luego Sy(x) = @ + > a, cos(nmx) donde
n=1

1

2

aoz/xgd;v: 3
21

y
1
ay = /a:2 cos(nmx)dx
21
1 5 1
= xzw — — [ xsen(nmx)dx
nt |, nm
21
2 Lo
_ 2  xcos(nmw) +/cos(n7mc) A
nw nw 1 nmw
21
es decir
2 3 leos i + cos(—nm)] = s (~1)"
apn, = cosnm + cos(—nw)] = 1™
(nm)? (nmr)?
En consecuencia
1 4 1 1 1 1
= 3 + | cos(mx) + 1 cos(2mx) — 9 cos(3mx) + T cos(4mx) — % cos(bmzx) +...| .

Un corolario interesante de la férmula anterior es

14{1111
1=<+

st It tgt et T

49 16 25

es decir
2

=1
>E

2.3. Abplicaciéon a la resoluciéon de EDPs

El método de separacién de variables consiste en encontrar la solucién v de una EDP como superposicién de
soluciones elementales Uy, de la ecuacion, es decir u = Y aUy,. Los coeficientes oy, se ajustan de manera que u
satisfaga las condiciones de borde y/o iniciales.

2.3.1. Ecuacioén del calor en una barra finita: condiciones de borde de tipo Dirich-
let

Retomemos la ecuacion del calor para el caso de una barra finita:

(EC) Ut = QUgy t>00<z</
(CB) u(0,2) = f(x) 0<z<Y?
(C1) u(t,0) =u(t,£) =0 t>0

donde a > 0.
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u=20 uw =0

Proponemos buscar soluciones elementales en variables separadas: U(t,z) = T'(t) X ()
T'(t) X" (z) W _ ) cte
EC) T'#)X(z)=aT(x)X"(z) = =« = T
——— ———
indep. de x indep. de t

Se obtienen de este modo las siguientes E.D.O‘s:
T(t) = aeM
X (z) = be"VNoT eV aw
Luego
Ult,z) = a-eMbe” VA az 4 eV aa]

Notemos que la constante a puede ser absorbida en ay; es por eso que la podemos suprimir de la familia de
soluciones U (¢, ). Examinemos ahora la condicién de borde en 2 =0

(CB) u(t,0)=0 VYt>0
Evaluando, se obtiene b + ¢ = 0 equivalentemente ¢ = —b. Luego
U(t,z) =b- eVMaw _ o=/Nas| ot
Anéalogamente a lo anterior, hemos absorbido en «y, la constante b.
Incorporemos al analisis la otra condicién de borde (en x = {)
(CB) wu(t,f)=0 V¥t

Aol _ e~ Aol

Evaluando, se obtiene e , es decir

62\ / )\/Otf — 1
Resolviendo

2V ol = 2kmi keZ

> R
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Finalmente, obtenemos

ki kri (%z)Q

Ult,z)=e T —e T %le®

. kmx kmz 2
! = 2isen Te_"‘(T) ¢

Donde la constante 27 es absorbida en .

De esta forma, se obtiene que para cada k € Z se tiene la solucion elemental

Uk(t, x) = sen (?) e (M)

Nota: Como U_(t,z) = —Ui(t,z) basta considerar el conjunto de soluciones elementales tales Uy (¢, x); k =
1,2,3,... (k€ \)

Cada funcion Uy, satisface (EC) y (CB), de modo que Y Ui (¢, z) también. Solo nos queda ajustar las constantes
ay de manera de satisfacer (CI). Postulamos

s k’fr$ _a(k_ﬂ)Qt
x) = Zak sen —,—e ¢
k=1

Para t = 0 se debe tener

fz) = ay sen k%

k=1

por lo cual oy, corresponde al coeficiente de Fourier de la extensién impar f : -4, — R

z _ Jf@) z€l0.]
T = { f@) we L0
¢ ¢
1 kmx 2 kmx
ap = - ) sen —da: = - sen—da:

En conclusién
u(t, ) = 7 / £(€) sen %dg sen %‘%w(’%)%
0
Notemos que u(t,z) — 0 cuando t — oo y que las frecuencias més altas decaen mas rapidamente.

2.3.2. Ecuacion del calor en una barra finita. Condiciones de borde de tipo Neu-
mann

Analicemos el ejemplo anterior con condicién de borde tipo Neumann:

(EC) Ut = QUgy t>0,0<z</?
(CB) ugy(t,0) = wu,(t,)=0 t>0
(CI) u(0,z) = f(x) O<ax<t
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| borde aislado, flujo de calor 0

Soluciones elementales: Se obtienen de la misma forma que en el caso anterior
Ult,z) = T X (2) = ... = e [ae ’\/O“'E—Fbe’\/’\/w}

(CB) ua(t,0)=0 Vt>0

Evaluando en x = 0 se obtiene a\/j — b\/j =0, lo que equivale a A = 0 o bien a = b.
En el primer caso U, = cte = 1, y en el segundo se tiene:

Py _JE
Uz, t) =a-eM [e\/:gc fe V3
Como se ha hecho en casos anteriores absorbemos a en «j. Veamos ahora qué pasa con la condicién en z = ¢

(CB) Uy(t,t)=0 Yt>0

@ B -

de donde \ = 0 (ya visto) o bien eV2! = e~ V2! Desarrollando esto tltimo llegamos a

2
Az—a(kl) keZ

Evaluando en x = ¢ se obtiene

L
Encontramos asi, dado k € Z, la solucién elemental asociada a ese k que se escribe

Uk(t,z) = [ek?iw + eszigc]e*a(h)% = cos k—?e*a(%ﬂ)%,

donde el factor 2 producido por el coseno es absorbido en forma, clésica.
Aplicando el principio de superposiciéon podemos concluir que

S k - k .
z) = Zak cos %xefa(% /f —df %xefa(%)%
k=1

Para esto altimo hubo que extender f de forma par sobre [—¢, ¢].
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2.3.3. Ecuacion del calor en barra finita. Condiciones mixtas

Veamos la ecuacién del calor en el caso con condiciones mixtas, es decir Dirichlet en un extremo y Neumann en
el otro:

(EC) Ut = QUze t>0,0<x</t
(CI) u(0,z) = f(z) O0<z<{
(CB) u(t,0) = 0 t>0 temperatura fija
ug(t,€) = —pu(t,f) t>0 extremo semi-aislado

extremo semi aislado

| u=0

radiacién de calor
proporcional al salto
de temperatura

Como antes se obtiene U(t,z) = e |aeVN % 4 be™V ’\/M} y la (CB) u(¢,0) =0 ¢t > 0 implica a +b =0 de

modo que nos reducimos a
U(t,l‘) — e)\t[e\/k/omc _ e—\/A/az]

La (CB) en el extremo semi-abierto se escribe

\ﬁ[e Mat 4 o=y/Nat] _ —ﬁ[e‘/’\/‘”—e* ,\/ae]
[0

Supongamos que A < 0 (ya que es el tinico caso interesante de analizar, pues los otros casos entregan soluciones

triviales) y definamos iy = \/g . Tras el desarrollo correspondiente de las exponenciales se llega a
24 cos pl = —Bxisen ul
o equivalentemente, tomando y = puf.

cosy = —fseny

NS

o bien

Y
—— = tan

03 Y
Esta ecuacion trascendente entrega una familia de soluciones numerables, digamos {y; };’;0 la cual se puede

encontrar mediante métodos numéricos. Estas se pueden representar como las intersecciones de los gréficos de
las funciones —% con tany (lo que se puede apreciar en el siguiente grafico).

GRAFICO

Como yy # k, los coeficientes «y no corresponden a los coeficientes de Fourier clésicos, pero para encontrarlos
se razona de manera anéloga. En efecto

ult,) = Y apUi(t,z) V>0, 0<z </l
k=0
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en particular

u(0,2) = f(z) = ZakUk(O,x)
k=0

con

Us(tiz) = evb/ot |em/to _ gmu/te]

Asi

f(x) = iak [eyk/h _ efyk/h}

k=0

Como ¥ = /=& Ak ge tiene yy € C, y el problema se reduce a encontrar los coeficientes oy, de modo que

oo
E ap sen 22
A Ik
14

k=0

Ahora, multiplicando por sen % e integrando sobre [0, /] (donde supondremos que el intercambio de la sumatoria
con la integral es valido) se obtiene

/f ) sen =— J dr = Z/ aksen%sen%da@
k=0"0

Ahora notemos que

i ,
/sen%senwzo Vk #j
0 4 4

y por lo tanto

Q5 = 7
[ sen? L2 dy
0
Demostracion.
Sea k # j; entonces se tiene que
¢ z z |l
/ Yk sen(yr —y;)7  sen(yr +y;)%
sen —— sen —dgc = —
) 20k — )/t 2k +y)/L |
_ ¢ [Sen K —y;)  sen(yy + yj)}
20 ye—y; Yk +Yj
! [ enyi CoSY; — COSYLSENy,;  Senyy CoSY; + COS Yk sen yj]
2 Yk — Yj Yk + Y5
1 {yk COS Y COSYj — Y;j COSYR COSYj Yk COS Y COSY;j + Yj COS Yk, COS yj}
B Yk — Yj Yk +yj

Il
[N
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Figura 2.2: Dominio semi-infinito para la ecuacién de Laplace

2.3.4. Ecuacion de Laplace en banda semi-infinita.

En esta seccién consideramos la ecuacién de Laplace

(EC) 0 = UpgFuy y>0, 0<z<l
(CB) u(0,y) = ull,y)y=0 y>0

u(z,0) = f(x) O<az</t

u(z,o0) = 0 O0<zx</

en una regién como se muestra a continuacién Soluciones elementales: Las suponemos en variables separadas
Ulz,y) = X(2)Y (y)
Se tiene X" (2)Y (y) + X (x)Y (y)” = 0. Dividiendo por XY se obtiene
X// Y//
7 = —7 = A = cte.
Esto nos conduce a dos E.D.O’s, una para X y otra para Y que resolvemos para llegar a

X(z) = aeVAT 4 peVAz
Y (y) = ceV=N + deV—y

Utilizando la condicion de borde
U(,y) =0 Vy

obtenemos a + b = 0, de donde
X(z) = eVre _ o=V

Por otro lado
Ull,y)=0 Wy

Evaluando se tiene eV = e~V que resulta equivalente a 2V = 1. De esto tltimo se desprende que

VN =2kmi keZ

\_ k>
B 1
Podemos entonces reescribir las expresiones de X (z) y de Y (y), médulo una constante

krx
X(w):senke )
Y(y)=c-e7V+d-e” 7Y

Asi
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Figura 2.3: Cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro libre

De la condicion
U(x,00) =0

se desprende que ¢ = 0, pues de otro modo la solucién diverge, cosa que no es aceptable desde el punto de vista
de la fisica. Tenemos que Vk € Z

—kn k
Up(z,y) = e~ sen%

Luego, en virtud del principio de superposicion, la solucién tiene la forma

— ke knax
y) = Zake z ysenT

o0
Ahora bien u(z,0) = f(z) = 3 apsen 22Z lo que nos permite expresar los coeficientes ay, como
k=1

1
2
an =7 [ Hesen i
0

Finalmente, obtenemos una férmula explicita para la solucion

u(z, /f d§ e kmy/t senkﬂ%

Ejercicio. Resolver la ecuacion de ondas de una cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro libre.

2.3.5. Oscilaciones en una membrana rectangular

Consideremos una membrana rectangular. Como se vio en la seccién 1.3.1 la ecuacién que modela esta situacién
es

(EO) Ugp = 72(Um +uyy) enRC R?
(CB) u=20 sobre OR
(CI) u(O,x,y) :f(%y) en R

ut(oaxay) :g((E,y) en R
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donde la region viene dada por R = [0, a] x [0, b].

Como antes, separamos variables: U(t,z,y) = T(t) X ()Y (y). Reemplazando, llegamos a
T'XY =~4*[TX"Y + TXY"].

Dividiendo por XY T se obtiene

X// Y//
=2 [74-7] 0<z<a,0<y<btelR:

T//
T

Como la igualdad anterior es cierta para cualquier valor que tomen las variables z,y y ¢, se tiene:

T//
T = Ko
XI/
x - o
Y//
y -

donde Ky, K; y K2, constantes, para las cuales ademaés se satisface la relacion Ko = v2(K; + Ka).

Escribimos las soluciones de las E.D.O’s correspondientes

Tt) = ageV Kot 4 pye= VKot
X(z) = ale‘/K_”” + ble_‘/K_lr
Y(y) = aze@y + b2eﬂ/K72y

Impongamos las condiciones de borde

u(t,0,y) =0 Vit>0,Vy € [0,b]
Evaluando obtenemos a; 4+ by = 0. Por otra parte

u(t,a,y) =0 Vt>0,Vy € [0,b]
Luego, podemos escribir eVEia — ¢=VEia que equivale a

2\/K1a:2k1m', ki€ Z

2
Kl:_(’ﬁ_ﬂ)
a

Desarrollando ésto tltimo obtenemos

35
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Llegamos a una expresion para X

X (x) = sen <kl—ﬂx> ke Z
a

Anélogamente, utilizando las condiciones

CB :u(t,z,0) = 0 Vt>0,Vze|[0,a
u(t,z,b) = 0 Vt>0,Yx € |[0,a]

obtenemos una expresiéon para Y’

Y (y) = sen <k277ry> ko€ Z

Ko =7*(K; + K3) = —y*n* K%)Q + <k—b2>2]

Podemos con esto escribir una solucién elemental. En este caso queda parametrizada por ki y ko.

Se tiene ademés

kimx kot
sen 2

B\ (k)2
v = (2) (%)
a b

Aplicando el principio de superposicion, escribimos la soluciéon general

Y
Uk, ,k, = sen [aklkg SeN W, kot + Bhyky COS Wiy kg t]

donde

o0

u(t,x,y) = Z sen

k1,ka=1

kimx komy
a sen > [Oéklk2 SeN Wi, kot + By ky COS wk1k2t]

Los coeficientes g, k, ¥ Bk, k, s€ ajustan de modo de reproducir las condiciones iniciales (CI):

kimx ko
u(0,z,y) = Z Bk, SEN 1@ sen 2b J_

kikz

f(z,y)

De este modo

a

b
4
Biony = —//f(a:,y) sen kimax sen kﬂ-ydydl‘
0 0

ab a b

Para la otra condicién

e komy
sen

kq
ut(07 x, y) = Z aklkzwklkg sen = g(‘r’ y)

kl kz
Y el coeficiente ay,, queda entonces determinado por

a b
4 k k
Oy ky = — //g(x,y)sen 1T en 2;Tyalydac
1rR2
0

S
abw a
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Y
b u=20
u=0 u =T = cte
N
u=0 a X

Figura 2.4: Dominio rectangular para la ecuacién de Laplace

2.3.6. Ecuacioén de Laplace en un rectangulo

Analicemos ahora el caso de una membrana rectangular en régimen estacionario, es decir

(L) Upet+uyy, = 0 0<z<a,0<y<bd
(CB) wu(z,0) = wu(z,b)=0 0<z<a
u(0,y) = 0 O<y<b
u(a,y) = T 0<y<b,
donde T es una constante.
Separando variables se obtiene YTH = —XTH = )\ = cte. Esto conduce a dos EDO’s cuyas soluciones son

Y = aeVM + be—VAz
X = ceVre + de—V—Az

donde a, b, ¢ y d son constantes a determinar. Imponemos la condicién de borde u(z,0) = 0, la cual nos entrega
a+ b= 0. Luego

Y(y)=a (eﬁy — e‘ﬁy)
Utilizando ahora u(0,y) = 0, se obtiene ¢ + d = 0, con lo que se concluye que

X(zx)=c (e\FM — eﬁw)

Ocupando u(z,b) = 0, se tiene que e2VAb — 1, lo que nos lleva a una ecuacién para A

Vb = 2kmi
- ()
b

k
Y (y) = 2aisen %y

Asi, se encuentra que

k
X (z) = 2¢senh %;v
Luego, escribimos la solucién elemental

Uk(x,y) = senh k% sen k%
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Aplicando el principio de superposicion

= krx kmy
= S h _— _
u(z,y) ,;:1 ax senh — = sen —

Luego, para calcular las constantes «y definimos T' mediante

T T O<y<bd
-T —-b<y<0,

es decir,_T es la extension impar de la funcién que vale la constante T' sobre el intervalo (0,b). Notar que el
valor de T en 0 no es relevante.

Gracias a la condicién de borde

kmy

= k
u(a,y) =T = Zamenh% sen —-=,

k=1

el coeficiente de Fourier oy, viene dado por

kra 2T kry 2T &
ag senh = /sen 2 dy = kw[l (=1)¥]
0

Finalmente obtenemos

- 4T X Ty
u(r,y) = ,; 2k = D) sonb[(2k — ma/D)] senh ((k - 1)7) sen ((2k - 1)7) :

2.3.7. Ecuacion de ondas. Cuerda finita.

Las oscilaciones de una cuerda eléstica vienen descritas por la ecuacion

Ut — QPUgy =0 O<z</l t>0
u(t,0) =u(t,f) =0 t>0
w(0,2) =fl@)  O<z<f (EO)
ut(0,2) = g(x) O<z<?

Separamos variables: U(t, z) = T'(t) X (z). Al reemplazar esto en la ecuacién se obtiene 7" X = o*T X", es decir

T// X//
? = 027 =cte =\

De este modo, una vez méas aparecen dos E.D.O’s

{ T" = \T
X'=2X

cuyas respectivas soluciones son

T(t) = ae¥V™ + be= VAt
X(z) = ceVre/a 4 Je=VAz/a
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Imponiendo las condiciones de borde
u(t,0) =0=X(0)=0=c+d=0.
u(t,l) =0=X{)=0= eV o _ g M/a — g = 2VM e — |
De donde
2N/ =2kni ke Z

R Y

Escribimos la solucién elemental

akati —aknti akmxi _ akmzi
Ui(t,a) = [ - +be }-c-[e T —e ¢

2isen(%)

Reemplazando y absorbiendo constantes, llegamos a

ad akmt akmt kmx
u(t,x) = Z[ak cos 7 + by, sen 7 | sen ~

es solucién de la ecuacion.

Tenemos dos familias de constantes que determinar: ax y bg. Para las primeras utilizamos la condicién inicial

sobre u
oo
krax

u(0,2) = f(z) = ay sen —
k=1 ¢

¢
k
/ ) sen Lx dx
0

que corresponde al coeficiente de Fourier de la extension impar de f(z).

y obtenemos

Nll\)

Para encontrar by debemos imponemos la condicién sobre wu;:

ui(0,2) = g(x)

lo que equivale a
= akm kmx
E bp,—— | sen —.
l 12
k=1

De esta relacién observamos que (by 0"”)

deducimos que

debe ser el coeficiente de Fourier de la extensién impar de g, y

¢
k
k:—k /g benﬂdaj
0
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Capitulo 3

La transformada de Fourier

3.1. Definicién y el teorema de inversiéon

Sea f: IR — IR una funcién continua. Es posible demostrar que en este caso, dado £ > 0, se tiene que para todo
€[4, ¢

fla :Nlﬂloo Z Cre' % Z Cre' T

k=—oc0

donde ,
Ch = i/ FO)e- " Fde, e
2/,

., Qué ocurre cuando ¢ — +o00?

Reescribamos lo anterior de la siguiente manera

flay=> 2€/f ) Edy e e [0, 4.

k=—c0
Definimos

Gou(s /f T3 gy,

De esta forma, f se escribe

1 ( km ) T

o Gz b\ — |7

21 W {70

1 ™

o Y g“(ke){UH )e Kl

~

—~

&
Il

sta tltima expresion puede verse como la suma de Riemann de la funcién g, ¢ sobre (—oo,00) con un paso

Est
A = 7. Es claro que si £ — oo entonces el paso de la particion A = 7 tiende a cero y que

Ga,0(8) = ga(s / fly)e'==vsqdy.

Bajo ciertas condiciones se puede argumentar entonces que las sumas de Riemann de g, o convergen a la integral
[ g(s) ds. De este modo deducimos que

f(z) = %[ gz(s)ds donde g.(s / fy e T3 gy (3.1)

41
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Observacion 3.1.1. Lo anterior no se hizo rigurosamente pues las sumas de Riemann corresponden a funciones
que dependen de [ y no a una funcién fija, sin embargo, dado que ¢,; — g, cuando | — oo, este “paso al
limite” si se puede justificar de manera rigurosa.

Asi, tenemos que:

% _Z [/_O; f(y)e“””‘y)sdy} ds

= % O:O e'rs {/O:O f(y)eiiysdy} ds

- [l Lo e

Definicién 3.1.2. Sea f: IR — C una funcion integrable (i.e [~ |f(y)|dy < oo).

f(x)

Se define la Transformada de Fourier de la funcion f como

f:IR—C

£ 1 > —iys
SHf(S)ZE/_OOf(y)e dy

Notacién. T f(s), f(s), Ff(s)
Motivados por la férmula (3.2) definimos lo que denominamos la antitransformada de una funcién g como sigue

Definicién 3.1.3. Sea g: IR — C una funcidn integrable

Se define asi la Antitransformada de Fourier de g como

g:IR—C

Notacién. T 1g(x), §(x), F 'g(x)

Teorema 3.1.4 (de inversién). Sea f: IR — C una funcion integrable (y por lo tanto posee transformada de

Fourier) y supongamos ademds que Tf = f: IR — C es integrable. Entonces se tiene que si [ es continua:

f(x) =T (Tf) (@) = f(x)

f@)=—=[ O:O em[% / Z f(y)eindy} ds (3.5)

Corolario 3.1.5. Si f,g: IR — C son continuas e integrables, y f = g, entonces f = g.

es decir

Observacién. T y T~ son lineales. Esto se desprende directamente de la linealidad de la integral.

3.2. Propiedades fundamentales

3.2.1. La transformada de una derivada

Proposicién 3.2.1. Sea f: IR — C una funcidn integrable con derivada f': IR — C también integrable (o sea
f y [’ poseen transformada de Fourier). Entonces

f'(s) =isf(s) (3.6)
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Proposicién 3.2.2. Sea f: IR — C una funcion integrable, k veces derivable, tal que f*): R — C también es
integrable, es decir f, f', f",...., f*) poseen transformada de Fourier. Entonces

F® (@) (s) = (is)" f(s)
Ejemplo 3.2.3 (Resolucién de una EDO). Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria:
3"+ 2y +y = f(x), (3.7

donde f(x) es una funcion conocida.

Aplicamos transformada de Fourier

3y + 2y +§ = f(s)
(—3s% 4 2is + 1)g(s) = f(s)

y concluimos que

e
—3s82 4+ 2is+1°
Aplicando antitransformada

- T_1<—352 Jj—(z)zs + 1)

= —/ e Lds
Vor J_o —3s2+2is+1

Para una funcion f = f(z) particular se hace el calculo explicito de esta integral cuando sea posible.

(3.8)

Observacion 3.2.4. Notar que de la teoria de EDOs lineales sabemos que el espacio de las soluciones de (3.7)
es de dimensidon 2. En otras palabras, en la solucion (3.8) faltan dos constantes libres. ;Puede explicar esto?

3.2.2. El teorema de convolucién

Definicion 3.2.5. Dadas f,g integrables, definimos el producto de convolucion de f y g mediante

(f +g)(x /f:v— s = [ gte sy

—00

Teorema 3.2.6 (de convolucién). Sean f,g: IR — C funciones integrables. Entonces se cumple que

Frgls) = f(s)g(s)V2r (3.9)
o bien en forma inversa .
T (f()g(s)) () = (f * g)(%); (3.10)

Demostracién.

- = 1 e [ f- o€y
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Aplicando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracion se obtiene

—

Frals) = # [ (o [ Ty — Oy de

V27 f(s)

= V2 f(5)g(s)

3.2.3. Propiedades de la transformada de Fourier

» Linealidad
af +Bg=af + 34

= Crecimiento en espacio

—

fx = wo)(s) = € f(s)

» Crecimiento en frecuencia

= Modulacién

() contuoa)(s) = 5L (s = we) + (s + o)
(e senCuor) () = (s 1) — (s = wo)]
= Cambio de escala
Flaz)(s) = 17/(5) a0
« Inversion del espacio (o del tiempo) -

= Convolucién

» Derivacién

de esto ultimo se deduce que

3.3. Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplo 3.3.1. Calcular la transformada de Fourier de

2

flz)=e™*
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Tenemos que f(z) es integrable més atn [~ f(z)dz = /7 y es una funcién positiva. Por definicion

f(S) = \/% /OO e—QTQe—isxdm

2
w+1s 754 dx

m/

’LS
~@+5) 4y,

\/ﬂ

Llamemos I a la integral I = ffooo e(@+%)*dx. Para calcularla consideremos el siguiente camino (ver figura 3.1)

y la funcién definida en el plano complejo f(z) = e=*" la cual es holomorfa por ser composiciéon de funciones

holomorfas. Entonces
4
2
0:?{ e ” dz:Z/_e
Cr j=17Ch

iR
Cl i3
~R+i3 i 2 R+i3
Ch Ch
Ch
—R R R

—

Figura 3.1: Camino de integracién para calcular e—**

Para cada uno de los segmentos de este camino tenemos:

1.
2 - s0\2
/ e % dz :/ e~ (@F13)" gy
cL R
R
-R
2.
2 0 . 2
/ e * dz:/ e~ TR i dy
C% 3
= _i/Q e~ (BT gy
0
3.
2 R 2
/ e ? dz':/ e " dx
c3, -R
4.

s

/ e dy = z/E e_(R+iy)2dy
cs 0

R



46

Notemos que

/ e dz + /
c 1

2 4
R R

Esta ultima igualdad implica que

‘/ eiZde—F/ e dz
C% Ch

CAPITULO 3. LA TRANSFORMADA DE FOURIER

e Fdz = i/§ e~ (BFiw)® _ 67(7R+iy)2dy

0

s

_ . —R? 2| —i2R i2Ry

= ie /ey {e Y — e dy
0

2
= 2€_R2/ e sen(2Ry)dy.
0

Tomando limite cuando R — oo en fC’R e~ dz se deduce que

/.

y por lo tanto
1

En consecuencia

f(s) =

/ e~ @+E)’ gy — /

< 2e—F’ /2 edey Bz,
0
e~ @5 gy + / e dr =0

e~ dr = /7.

o0

2

4

e

Ver

2
4

1
I=—e
V2

Proposicion 3.3.2. Sia € R\ {0} y g(z) = f(ax) entonces

Demostracién.

Haciendo el cambio de variables y = ax

(s)

5~
)

-

g

—N—

B

| 2= gl=eal=

| —

i) = () (3.11)
\/%_ﬂ_ /:)O e % g(z)dx
1 o0

8

. 1
—iSy —d
e f(y)a Yy

8

= /e fy)dy sia>0
T S e f(y)dy sia <0
f2)  sia>0
1f(2) sia<0
~ S
f(a)
B Observacién. Tomando a = \/Li y f(z) = e—%° tenemos
g(x) = f(az) =7
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y luego

\/5% <f>

2

z

g(s)

I
)

Algunas transformadas de Fourier se resumen en la tabla 3.3.

f(z) f(z)

1 e x>0 1

0 <0 Vo Th
2__a

2| el a>0

2
3| e, a>0 L e
1 1 ,—als]
4 a2+w2’a>0 \/;a

5 —k |'T| <a \/zksen(as)
0 |z|>a o

Cuadro 3.1: Algunas transformadas de Fourier

3.4. Aplicacién a la resolucién de EDPs

La transformada de Fourier es utilizable para ecuaciones en que una o més variables se mueven sobre dominios
infinitos como IR o [0, 00). Tlustremos el método a través de algunos ejemplos.

3.4.1. Ecuacidén del calor en una barra infinita

Consideremos la ecuacion del calor en una barra infinita

(EC) on = QUgy t>0,—oc0o<x <
(CI) u(0,z) = f(x) —o00< T <00
(CB) J lu(t,z)|de < oo  t>0

o0

La condicién [ |f(z)|dz < oo tiene una doble finalidad. Por un lado nos garantiza que u(t, -) posee transformada
o0

de Fourier, pero también dice que “u(t, —o0) = u(t, 00) = 07, es decir, sirve como condicién de borde en infinito.

Aplicando T'F en la variable = a la ecuacion EC se obtiene

U = Qlpy = —S%00
Ahora bien
ur(s) / —isa 04 t (t,x)dx = é@(t s)
t \/ﬁ - at 9
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de modo que

0 . TP
Eu(t, s) = —s“au(t, s).

Esto conduce a
(t,s) = (0, s)e = = F(s)e ¥

y de aqui

(S N
u(t,x)z\/—Z_ﬂ_ / e ST f(5)ds.

Usando la férmula de la convolucion y le hecho que T’l(e’SQO‘t) = ﬁe’ﬁ/ 4ot deducimos que

Definamos

que se conoce como la funcién de Green de la ecuacion (EC). Vemos entonces que

ult,z) = / Gtz — ) f(y)dy.

Ejercicio. Probar u(t,z) = 5 70 70 f(&) cos(s(€ — x))e*SQO‘tdfds

— 00 —O0

Interpretacion: Notemos que

lim G(t,z) = {0 S%$>0
t—0+ +oo sixzx=0

jPareciera que G(0, z) estd mal definido !

Sin embargo, observemos que

/ G(t,z)de =1 Vt>0.

— 00

Asi G(0, -) puede interpretarse como la funcién 4(-) de Dirac. Notemos ademas que:

oG e~z dat [ 42 1
= - =|&=-3

—22/4at 22
" 2atvaral [27‘“}
oG z e~ /4at
ox 20t /arwat
S [x_2_1] 190G
0%z 2at\/Amat | 2at
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de modo tal que G(¢,x) puede interpretarse como la solucién de

(EC) Ut = gy
(CI) u(0,2) = ()

Asimismo vy(z,t) = G(t,z — y) f(y) puede verse como solucion de

(EC) U = Qlgy
(CI)  u(0,2) = dz—y)f(y)

es decir | f(y)G(t,z — y)dy es solucién de
(EC) Ut = Qlgy

©n  u0,2) / F)3(x — y)dy = f(x)

Formalmente:

W 5 [ 16—y - / 1) 2 12— y)dy = / 1) TS 1w~ )y

_a@/f —y)dy

(2) hm/f G(t,x —y)dy = f(x).

t—0

Lo que verifica (EC) y (CI).

3.4.2. Ecuacion del calor en una barra semi-infinita. Condicién en el extremo de
tipo Dirichlet

Consideremos ahora el siguiente problema:

Ut = QUg, t>0,2>0
u(0,2) = f(z) >0 (3.12)
u(t,0) =0 t>0

Para resolver este problema es til la nocion de extension par de una funcién w : [0, 00) — IR (que por simplicidad
seguimos denotando por w : IR — IR)

>0
w(z) = w(x) x>
—w(—z) <0
Notar w es continua en IR si y s6lo si w es continua en [0, 00) y w(0) = 0.

Supongamos que u es solucién de (3.12) y definamos v como la extension impar de u con respecto a la variable
x, es decir

ot z) = {u(t,x) x>0

—u(t,—z) x<0
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La funcién v(t, z) satisface
UVt = QUgy
v(0,z) = f(x).

Por otro lado, si resolvemos la ecuacién para v y encontramos una solucién impar, como las soluciones de esta
ecuaciéon son continuas se tiene v(¢,0) = 0, V¢ > 0 y en consecuencia restringiendo v a [0,c0) obtenemos la
soluciéon del problema original.

Notemos que f es impar de modo que

fs) = ;Wff@fmﬁ— /} —m@+/'f e~ de]
/f

—M%+/f E)ei*de

ﬁ\

\/T
_ L T —is§ _ isE
= o= [ o - e
0 —2isen(s)
—2i [
- %E/ﬂ@wm@%
Reemplazando se obtiene
o(t,x) = %ﬂ_/e“xe_szo‘tf(s)ds:%/e_szo‘temc[/f({)isen(sf)dﬁ]ds
— 0 —o0 0
= %//f(g)sen(sg)[—icossx+sen(sx)]e_520‘tdsd§
0 —oo
2
= - f(€)sen(s€) sen(sx)e —s*at g d¢
]

y notemos finalmente que v es impar con respecto a la variable .

3.4.3. Ecuacion del calor en una barra semi-infinita. Condicién de Neumann

El problema es analogo al anterior, excepto por la condicién de borde:

Ut = QUz, t>0,2>0
u(0,2) = f(z) x>0

ou

ox

(3.13)
(t,0) =0 t>0

Para tratar este problema conviene utilizar la nocién de extension par de una funciéon w : [0,00) — IR, que
denotamos por w : IR — IR

w(z) = {w(x) v=0

w(—zx) = <0.
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w resulta ser continua si y so6lo si w es continua. Ademas w es derivable en 0 si y s6lo w es derivable en 0

utilizando la definicién de derivada con limite lateral) y 22 = 0.
( dx

Si w es solucion de (3.13) y se define v(¢, ) como

(t,—x) =<0
entonces v(t, z) satisface

V¢ = QUzg t>0,—oco< <00
v(0,2) = f(2) —oo <z <00

Por otro lado, si resolvemos la ecuacién para v y encontramos que v es par, derivable y que % (t,0) = 0, entonces

tenemos la solucion de (3.13) (restringiendo v a [0, 00)).

Ejercicio. Probar que

=m\>

//f ) cos(s) cos(sz)e™? fot gg d¢.
00

3.4.4. Problema de Dirichlet en un semiplano

En esta seccién consideramos el problema

Ugy + Uyy = 0 y>0,—00 <z <00
u(z,0) = f(r) —oco<z<o0
u(z,00) =0 —oo <z <00

Aplicando T'F en la variable x se obtiene
Uy + Uyy =0

y por lo tanto

—s%0 + % =0= giy? = s%0 = (s, y) = a(s)e™ + b(s)e ™Y

Usando las condiciones de borde

a(s,0) = f(s)=als) +b(s)

i(s,00) = 0= bg;:g Zg = i(s,y) = f(s)e P!
de donde

L —y(s) f
u(z,y) oz e f(s)ds

Usando el Teorema de la convolucion y el hecho que A(e‘s|y|) = \/g ygiﬁ resulta

oo oo

2 1
we) == [ e Etga= [V e

— 0o

z)dz

(3.14)
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Definamos

Al y

G(l‘,y):;mv

que se le llama funcion de Green de asociada al problema del semiplano.

Resulta

u(y) = [G(y) * fl(z) = / f(&— )Gz y)dz = / F(2)G(z — 2, )d= (3.15)

Ejercicio. Probar que

0 x#0
1 lim G(x,y) =
) Jiany (z,y) {+OO .

2) 7 G(z,y)dz =1

G PG
= =0

3) ox? = Oy?

Interpretar G como solucién de (3.14) con condicién de borde u(x,y) = §(x), e interpretar formula (3.15).



Capitulo 4

Topicos adicionales en EDPs

4.1. Propiedad de la media para funciones armoénicas

Consideremos un conjunto abierto  C IR" y u: Q — IR una funcién armoénica en €2, es decir
ueC?Q), Au=0 enQ.

Dado un punto p € (2 la bola
Br(p) = {z € R" : |z —p|| < R}

esta contenida en () si R > 0 es suficientemente pequefio.

Definamos la funcién )
1) = | @@, rebR
9B, (p)

oprn—1

donde o, es el drea del manto de la esfera de radio 1 en IR" y a,, 7"~ ! corresponde al 4rea del manto de la esfera
de radio r. La cantidad f(r) es el promedio de la funcién u sobre la esfera con centro p y radio 7.

Nuestro objetivo es calcular la derivada de f, y para tal efecto conviene introducir un cambio de variables

1
frzif w(p + ry) dA(y).
") =gt |, v ) dAw)
Entonces
df d 1
- - A
dr(r) dr o 8B1(O)u(p+ry)d )

1 d
=— —u(p+ry) dA(y)
Qn JoB, (0) 4T

1
=— Vu(p+ry) -y dA(y)
Qn JoB,(0)

1
= — Vu(p+ry) - ndA(y)
Qn JoB,(0)

ya que sobre la superficie 9B1(0) se tiene 71(y) = y. Por lo tanto, cambiando de variables nuevamente

By L[ By

dr anr™ 9B, (p) on
1
= 771_1/ Au
QnT Br(p)
= O7

53
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va que u es armonica. Luego f es constante y para averiguar cudl es esta constante observemos que

1

Oén’/’n_l

[f(r) —u(p)| =

/ (u(x) — u(p)) dA(z)
9B (p)

< méx |u(z) —u(p)] — 0 cuando r — 0,

wEET(p)
debido a la continuidad de u.
Hemos probado asi

Teorema 4.1.1. Sea Q C IR" un conjunto abierto y u: Q) — IR una funcion armdnica. Entonces sip € Q y
Br(p) C Q se tiene

1
u(p) = — / udA, Y0<r<R,
Qnpr™ 9B,.(p)
Y
u(p) = n / udV, Y0<r<R.
T JB,(p)

La segunda igualdad se deduce de multiplicar la primera por "1 e integrar. Observemos que la primera de
estas férmulas dice que si u es arménica entonces u(p) es igual al promedio de u sobre la esfera 0B, (p) y la
segunda afirma que u(p) es igual al promedio de u sobre la bola B,.(p).

4.2. Principio del maximo para funciones armdnicas

Teorema 4.2.1. Sea Q C IR" un conjunto abierto, conexo y sea u: ) — IR una funcién arménica no constante.
Entonces u no alcanza su mdzimo ni su minimo en €.

Demostracion. Supongamos que u alcanza su méximo en 2, es decir, que existe zg € {2 tal que
u(z) <u(xg) Ve

Consideremos R > 0 tal que Bgr(zg) C Q. Entonces para todo 0 < r < R por la féormula de la media deducimos

que .
0=—— /8&(%)(11(950) —u(z)) dA(z).

Oén’/’n_l

Pero por hipotesis u(xg) — u(x) > 0 para todo x € B, (xg) por lo que u(xg) — u(x) = 0 para todo = € IB,.(xg)
(si u(xo) — u(z) > 0 para algin punto x € 0B, (o) la integral resultaria positiva.)

Esto muestra que u(x) = u(zg) para todo x € Bg(xp). Veamos ahora que u(z) = u(xg) para todo = € Q.
Recordemos que dado T € € como {2 es conexo existe un camino <y continuo que une xy con T y que esti
contenido en (). Utilizando el hecho que 2 es abierto y el camino v es compacto se puede encontrar una
secuencia finita de puntos z1, x2, 23,...,%, = T en vy R > 0, tales que las bolas Br(xx) £ = 0,1,...,m
estan contenidas en Q y xp4+1 € Br(zy) para k= 0,1,...,m — 1. Hemos probado que u(z) = u(xo) para todo
x € Bp, (o) y luego u(x1) = u(xo) = méxq u. Repitiendo el argumento anterior se encuentra que u(x) = u(x)
para todo x € Bg(x1), y por induccién se prueba que u(z) = u(xo). Luego u es constante en €, lo cual es una
contradiccion.

Mediante una demostracién andloga se prueba que u no puede alcanzar su minimo en ). O

Corolario 4.2.2. Supongamos que ) C IR" es abierto, conexo y acotado y que u : Q — IR es continua y
armonica en ). Entonces
max u = Maxu
Q a9

min v = min u.
Q F)

Recordemos que Q denota la adherencia de .
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Demostracion. Bajo las hipotesis de este corolario, el méaximo de u se alcanza en algtn punto zo € Q. Si o €
por el teorema anterior u es constante y (4.2) es cierto. Si zg € 02 vemos que (4.2) también vale. 0

El teorema 4.2.1 es més fuerte que el corolario 4.2.2, ya que mientras este tltimo resultado dice que si u es
armonica entonces u siempre alcanza un méximo en €, el teorema afirma que si el maximo se llegara a alcanzar
dentro de () entonces u serfa constante. Por este motivo al primero de estos resultados se le llama el principio
del méaximo fuerte, mientras que al segundo se le dice principio del maximo débil.

4.3. Principio del maximo para la ecuaciéon del calor

Consideramos la ecuacion del calor en una regiéon 2 C IR™ abierta y acotada. En realidad, la region donde se
plantea la ecuacién del calor es
QT = (07 T) X Q7

donde T' > 0.

Supondremos que u = u(t,z) est4 definida para (t,2) € Qr y que u es una funcién continua en Qr y C?(Qr).
Diremos que u satisface la ecuacién del calor si

ue(t,x) = Au(t,xz) VY(t,xz) € Qr = (0,T) x . (4.1)

Definamos
Ty = ({0} x Q) U([0,T] x 09).

Intuitivamente Q7 es un cilindro no uniforme con base igual a  y altura T, y I'r es una parte de la frontera
de Q7 que corresponde a la base y el manto lateral (sin incluir la “tapa” superior).

Teorema 4.3.1. Sea u: Qp — IR una funcion continua tal que v € C?(Q7) que satisface la ecuacion del calor
(4.1) en Qr. Entonces

MAX U = MAX U, (4.2)
Qr Ir

minu = min u.
Qr I'r

Observacion. Este teorema se conoce como el principio del mdzrimo débil para la ecuacién del calor y establece
que el maximo de u siempre se alcanza en algin punto de I'r. En otras palabras el comportamiento de u sélo
toma en cuenta los valores de esta funcion en I'r, es decir los valores en el instante inicial (¢ = 0) y los valores
en el borde de Q para todo ¢ € (0,T). Esto concuerda con la nocién de que la variable ¢ representa el tiempo, y
que lo que ocurre en el tiempo ¢ = T viene descrito por la condiciones del problema.

Demostracion. Probaremos que si 0 < S < T entonces

mMAaX U = MAax U.
Qs s

La conclusién se obtiene luego haciendo S ' T.Supongamos que méxés u se alcanza en un punto (tp,zo) que
no pertenece a ['s. Entonces, gracias a las condiciones necesarias de optimalidad sabemos que V u(tg,z¢) = 0,
la matriz Hessiana V2u(to, z¢) es semi-definida negativa y u;(to, o) > 0. Tomando la traza de V2u(zy) vemos
que Au(tg,zo) < 0, por lo que

ut(to, 330) - Au(to, x()) Z 0.

Esto no es suficiente para una demostracién pero sélo falta un pequefio truco. En efecto, consideremos € > 0 y
la funcion
v(t,x) = u(t, ) + e|=[|*.
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v es continua en Q¢ y por lo tanto méxg v se alcanza, digamos en (t1,21) € Qg. Si (t1,71) no pertenece a I'g
repitiendo el argumento anterior podemos afirmar que Av(ty,x1) < 0y vi(t1, 1) > 0, por lo que

ve(t1,x1) — Av(tr,z1) > 0.
Pero un calculo directo muestra que
ve(t1, 1) — Av(tr, 1) = ue(tr, 1) — Au(ty, 1) — 2ne = —2ne < 0,
lo que es una contradicciéon. Hemos probado que necesariamente (¢1,x1) € I'g, por lo que

max  (u(t,z) +e|z||?) = méx (u(t,z) +e||z||?).
s (u(ta) - elel?) = mix (u(t2) + <))

De aqui se deduce
méx  u(t,z) < max ( (t.x) +ellz]?) < ( max u(t x)) —l—s( max |x||2)
(t,2)€Qs (t,z)el (t,x)er (t,z)er
y haciendo € — 0 obtenemos
mix u(t,z) < mix u(t,x).
(t,)E€Qg (t,w)el's

La desigualdad méx u(t,z) > ( m)a)lg u(t, ) es siempre cierta dado que I's C Qg. Esto prueba (4.2). O
(t.x)€Qs tw)€ls

4.4. Unicidad para la ecuaciéon de Laplace y el calor

Teorema 4.4.1. Sea () una region abierta y acotada en R", ysean f : Q — R y ¢ : 00 — IR funciones.
Entonces existe a lo mds una funcion u en C(Q) N C?(Q) solucién de

Au=f en§
u=@ sobre 0.

Demostracion. Si up, ug son dos soluciones del problema anterior, entonces u = u; — us satisface Au = 0 en 2
y u = 0 sobre Q. Es decir u es armonica en ) y por el principio del maximo (corolario 4.2.2) se deduce que
u=0en . O

Teorema 4.4.2. Sea () una region abierta y acotada en IR", y sean f: (0,7) x Q@ — IR, p: (0,T) x 0Q — IR
y uo :  — IR funciones. Entonces existe a lo mds una funcién u en C([0,T] x Q) N C?((0,T) x Q) solucion de

—Au=f en(0,T)xQ
u=¢ sobre (0,T) x 00
u(0,) =ug en Q.

La demostracion es una aplicacion directa del teorema, 4.3.1.

Ejercicio.

De una demostracion del teorema de unicidad para la ecuacion de Laplace (teorema 4.4.1) bajo la hipotesis que
u1, ug son soluciones de clase C1(2) N C?(2) de

Au=f en
u =@ sobre 0,

utilizando el siguiente esquema
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a) Pruebe la siguiente formula: si u, v € C*(Q) N C?(2) entonces

ou /
Auv = —uv — [ VuVu, 4.3
/Q a0 On Q (4.3

donde n es el vector unitario normal a la frontera de €.
Indicacion: utilice el teorema de la divergencia con el campo vectorial vVu.

b) Pruebe que siu € C1(Q)NC?(Q) y Au=0en Qy u = 0 sobre 95 entonces aplicando la férmula anterior
se deduce que Vu = 0 en (2 y concluya.

Ejercicio. Pruebe el principio del méximo débil (corolario 4.2.2) en el siguiente caso: si u € C*(Q) N C%(Q)

satisface
{ Au>0 en(

u <0 sobre 0,

entonces
u<0 en Q.

Siga los siguientes pasos:

a) Construya una funcién p : IR — IR de clase C? con la siguientes propiedades

i) p(t) = 0 para todo t < 0,
ii) p(t) > 0 para todo t > 0.

b) Aplique la férmula (4.3) a v = pou y deduzca que si z € Q y u(z) > 0 entonces Vu(z) = 0.

c¢) Podemos suponer que € es conexo. Supongamos que existe un punto z € Q con u(z) > 0 y sea v un
camino diferenciable con «(t) € Q para t € (0,1], v(0) = 2o € 9Ny ¥(1) = x. Sea t1 el 4ltimo ¢t donde
u(y(t)) = 0, en otras palabras
t1 = sup{t € [0,1] : u(y(¢t)) = 0}

Observe que u(7(t1)) = 0 y por la parte anterior %u(y(t)) = 0 para todo ¢ € (t1,1). Concluya.

Ejercicio. Para la ecuacion del calor también es posible probar el teorema de unicidad y el principio del
maximo débil integrando por partes. Para el teorema de unicidad puede proceder del siguiente modo: suponga
que u € C([0, 7] x Q) N C?((0,T) x Q) satisface

uy—Au=0 en (0,T)xQ

u=0 sobre (0,7) x 02
u(0,-) =wuo en Q.

Defina
E(t) = /Q Vu(t, )

y pruebe que
d

%E(t) = —2/Qut(t, )2 <.

(V se refiere solo a las variables espaciales.) Deduzca que si ug = 0 entonces Vu(t,-) = 0 y concluya.
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