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'�� 4 ��Y�821 J�xE�����������=f�
	�����
���O���
f(x) = x2 ��� [−1, 1]
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� {7K
e?
	.0


f
�G'Y/��#�O�!����
	�D�C�!' 1∫

−1

f(x) sen nπxdx = 0,
��
6q������
.0/����,���0q����

bn = 0.

t^���� 	

Sf (x) = a0

2 +
∞∑

n=1
an cos(nπx)

��
	�����

a0 =

1∫

−1

x2dx =
2

3

F

an =

1∫

−1

x2 cos(nπx)dx

= x2 sen(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

− 2

nπ

1∫

−1

x sen(nπx)dx

=
−2

nπ


−x cos(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

+

1∫

−1

cos(nπx)

nπ
dx




�!'O���!�C�
�
an =

2

(nπ)2
[cosnπ + cos(−nπ)] =

4

(nπ)2
(−1)n.

���i�C
&��'��!�C���������
�

x2 =
1

3
+

4

π2

[
− cos(πx) +

1

4
cos(2πx) − 1

9
cos(3πx) +

1

16
cos(4πx) − 1

25
cos(5πx) + . . .

]
.

K[�i��
	��
	�,�#����
V�������!���G'��	�����:�����
�V��W&��.V���
�9�#����������
&�N�G'

1 =
1

3
+

4

π2

[
1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ . . .

]

�!'O���!�C�
�
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.
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�� 
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���B.0@C��
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i���6'3�!/��#�"�	����W&�����0)7�#���
�	-����G'$��
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&�&�����	�$�,�('3
&��������W&�
u
���0�����(�AS$T �C
&.9
Q'���/D�!��/>
&'��,�C�
W	�*���

'�
	�
���C�

	���G'N���
��.0�������	���G'
Uk

���;�,�9�!�����	����W&�^<E�!'Y���!�����
u =

∑
αkUk

J�t^
&'Y��
���ZD�C�
�������!'
αk

'��:�#12��'3���#�(���:.6�#���!���9q����
u'��7���,'3� �# &�V�,�	'O�C
&�����,�C�

	���G'Y����-D
&�����;F��7
9�
���,�C�,�#�
�!'!J

� 5���5"#65 �����	�
��� 9�� �	�.! � �
!"� � ��� �*�	� ;����<�<��� ��� �Z� � � ���*���"���"���	�.���	� ; � ���	����� �<� 
 � � �"���"� ���
!
� �

jO����
	.0�!.9
�'Y�
�9�G�C���&�C�
W	�Q�����^�!�#�

	�O/��	���V���^�!�	'�
0���;�����0-��#���"�=Z����h�"�<e
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 ≤ x ≤ `

(CB) u(0, x) = f(x) 0 ≤ x ≤ `

(CI) u(t, 0) = u(t, `) = 0 t > 0

��
&�����
α > 0

J
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`

u = 0 u = 0

T���
	/>
	���!.0
&'N-���'����	�['3
&��������
&���!'N�!���!.9�!�����#�
�!'Y�!�Q)+�	���,�#-����G'N'���/D�#�"�	���&' e
U(t, x) = T (t)X(x)

(EC) T ′(t)X(x) = αT (x)X ′′(x) ⇒ T ′(t)
T (t)︸ ︷︷ ︸

� �������	������


= α
X ′′(x)

X(x)︸ ︷︷ ︸
� ��������������


⇒
{

T ′(t)
T (x) = λ

�C���
X′′(x)
X(x) = λ/α

�s���

xE��
&-����
�����!�(�����!'3���:.0
E��
6�
�&'O'3�
 	���
�������!'N�[J S]JTL�� ' e
{

T (t) = aeλt

X(x) = be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αx

t^���� 	


U(t, x) = a · eλt[be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αx]

f[
	���!.9
�'�q����6�
�i��
	��'3���	�����
a
/����G���L'����=�	-�'3
&��-��
���X���

αk �
�!':/>
	�=�G'3
iq����6�,�Q/D
����!.9
�'='���/�����.0�
�=���6�
�(� �	.0���
�
�i���

'�
	�
���C�

	���G'
U(t, x)

JD�BP��#.0������.0
&'O�	g�
	�"�]�,�0�C
&�����,�C�
W	�Q���:-D
&�����:�!�
x = 0

(CB) u(t, 0) = 0 ∀t > 0

��)7�#�
���	����
�<�'���
	-����
�����
b + c = 0

�Gq&����)7�#�
��������.0�������
c = −b.

tr���� &


U(t, x) = b ·
[
e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx
]
eλt

`[�D�#�

	 &�	.0�������:�9��
4�	�&��������
&�!<�g��!.9
�'O�#-�'�
	��-��,��
9���
αk

�,�6�C
	�D'2�"�#�����
b.cd����
	��/D
&���!.9
�'?�	�r�#�D�#�
�
'��
'N�,�9
#���"�0�C
&�����,�C�
W	�Q���:-D
&����� R ���

x = `
U

(CB) u(t, `) = 0 ∀t

��)7�#�
���	����
�<�'���
	-����
�����
e
√

λ/α` = e−
√

λ/α`,
�G'O���!�����

e2
√

λ/α` = 1

jO�G'3
&��)E�
������


2
√

λ/α` = 2kπi k ∈ Z
λ

α
= −(

kπ

`
)2

λ = −α(
kπ

`
)2
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� {0Q
fa���D�#�
.9�!�����	<�
	-��������!.9
�'

U(t, x) = [e
kπi

`
x − e−

kπi
`

x]e−α( kπi
`

x)2t = 2i sen
kπx

`
e−α( kπx

`
)2t

S$
	�������,�0�C
&��'2�"�#�����
2i
�G'[�#-D'3
&��-��,���]���

αk
J

S$���!'3���V��
	��.6��<�'��;
&-����
�����=q&���;/D�#�"�V�!�	���
k ∈ Z '��;���
�������,�0'3
&��������W&�X�!���!.0�������	�

Uk(t, x) = sen

(
kπx

`

)
e−α( kπx

`
)2t

� 1 � - eae?
&.0

U−k(t, x) = −Uk(t, x)

-��	'3���Q�C
&��'��
���!���	�:���A��
	�712������
Q���L'3
&���D�C�

	���G'$�!���!.0�������	���G':���	���G'
Uk(t, x); k =

1, 2, 3, ...
R
k ∈ N U

eN�	���Y����������W&�
Uk

'��7���
'3� �	��� R �YeYU^F R eNnOUC<+���A.0
���
�q���� ∑
αtUt(t, x)

���	.]-��
@��rJ+xE
&��
���
&'aq����!�����712��'3���	�r�,�	'r��
	��'3���	�����!'
αk

���;.6�	�����"�0����'��#���,'2� �&�C��� R e?c3UsJ�TH
�'2�����
�	.0
&'

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk sen
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

TB�#�"�
t = 0

'��=����->�;���!�����

f(x) =

∞∑

k=1

αk sen
kπx

`

/>
	�O�

0�����#�
αk

�C
&�����!'�/D
&�����:�#�^��
���ZD�C�
�������:���=f�
	�����
���O�����,�9�CPE���!��'3�
W	�(�
.9/D�#�
f̃ : [−`, `] → IR

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ [0, `]

−f(x) x ∈ [−`, 0]

αk =
1

`

`∫

−`

f̃(x) sen
kπx

`
dx =

2

`

`∫

0

f(x) sen
kπx

`
dx

���i�C
&���C�
��'���W&�

u(t, x) =
∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ


 sen

kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

f[
	���!.9
�'Oq����
u(t, x) → 0

�����#����

t → ∞ FLq������,�	'N�����!�������D�C�,�	'N.6�	'[�	�h�"�	'Y���!�!�#�!�X.6�	'Y�"�#/��
���	.0�������&J

� 5���5�� 5 �����	�
��� 9�������!b� ��!"� � ��� ����� ;*���<�<� � ��� �Z��5 8 � ����� ���
����������� ; �����	� ��� �Z� 
 ��� ��� �
= ���*�

`[�D�#�
�
����.0
&'Y�!�o�212��.0/��

4�#����������
&�Y��
	�Q�C
&�����,�C�
W	�Q����-D
&�����$����/>
gf[�!��.6�#����e
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < `

(CB) ux(t, 0) = ux(t, `) = 0 t > 0

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < `
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`

����� ����� � �	� � �
����
����	� ��������� �����

z

y

x

W�1B8:+.),/21&3.4;6>478:4 ��4;3 � -<8:476 e�xE��
	-������!�����Q�����,�9.9�,'�.0�9��
&��.6�9q��������(���r�!�	'�
9�	���������

	�
U(t, x) = T (t)X(x) = ... = eλt

[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
]

(CB) ux(t, 0) = 0 ∀t > 0

��)7�#�
���	����
0���
x = 0

'���
	-������!���
a
√

λ
α − b

√
λ
α = 0,

�

0q������Gq�����)7�	�����
λ = 0


0-��
���
a = b.���Q���r/����
.0���[�!�	'�


Uo = cte = 1,
F4�!�Q���r'��� &������
0'3�:�����!���0e

U(x, t) = a · eλt
[
e
√

λ
α

x + e−
√

λ
α

x
]

e?
	.0
6'��;gD�Vg��!�"g�
0���i�!�	'�
&'Y�#�����!���

	���!'N�#-D'3
&��->��.0
&'
a
�!�

αk.
OB�!�#.0
�'O�#g�
&���9q���@:/��	'��0�C
	�(�,�9��
	�����
����W&�X�!�

x = `

(CB) Ux(t, `) = 0 ∀t > 0

��)7�#�
���	����
0���
x = `

'3��
&-����
�����
√

λ

α

[
e
√

λ
α

` − e−
√

λ
α

`
]

= 0

���=��
&�����
λ = 0

R F&�9)E�
'3��
EUN
0-����!�
e
√

λ
α

` = e−
√

λ
α

` S��G'��	����
	�
�,�#����
V�!'3��
0M������
.0
6���
�� ��#.0
&'Y�

λ = −α

(
kπ

`

)2

k ∈ Z

������
	�����"�#.0
�'N�&'3Ik<����&��

k ∈ Z ,

�,�0'3
&���D�C�
W	�(���
��.0�������	�^�	'�
��C�,�	���9�9�!'��
k
q�����'3�:�G'������
-D�

Uk(t, x) = [e
kπi

`
x + e−

kπi
`

x]e−α( kπ
`

)2t = cos
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t,

��
&�����:���o� �&�s��
	��{V/���
E�����C�,��
0/D
&�O���^��
&'�����
0�!'O�	-�'�
	��-��
��
V�!�X��
&��.6�9�C�,�	'��
�!��J
`[/����,���	����
0���^/����
���C�
/��

6���='3��/D�!��/>
&'��
����W&�L/>
�����.0
&'��C
	�D�C�
�����Oq����

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk cos
kπx

`
e−α( kπ

`
)2t =

∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) cos
kπξ

`
dξ


 cos

kπx

`
e−α( kπ

`
)2t

TB�#�"�]�G'2��
0M��h����.0
6gE��->
4q����:�CPE���!�������
f
���;��
	��.6�9/��#�['�
	-����

[−`, `]
J
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OB�!�	.0
&'?�
�]�!�C�D�	�C�
W	�X�����l���	��
&�?�!�4���o���&'3
V�C
	�X�C
	�D���
����
&���!'?.0�hPE�"�	'!<&�G'N���!�C�
�YS��
���,�"g��
�C�N���L���L�CPE�����!.9
VF9f[����.0�	���L�!�
���r
#����
�e

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < `

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < `

(CB) u(t, 0) = 0 t > 0
����.0/D�!���#�����"�VZ#13�

ux(t, `) = −βu(t, `) t > 0
��P������!.0
0'���.0��� �	�
'��,�	��


u = 0

� 
 
 � � � � � � � � � � �	� � �
�

������� �
	�� ��
�����	��
� ���
������������	�� �

��
���������
� ���
��������� ����������!����

u = 0

x = 0

e?
	.0
L�	�����!'$'3�]
	-������!���
U(t, x) = eλt

[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
] F(�,� R eNnYU

u(t, 0) = 0 t > 0
��.0/��
�
�!�

a + b = 0
���

.0
���
6q&������
&'Y���!���D�C�
.9
�'Y�

U(t, x) = eλt[e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx]

tr� R eNnYUN�!�Q���o�CPE�����!.9
6'���.0��� �	-����!�3��
9'��:�!'��C����->�
√

λ

α

[
e
√

λ/α` + e−
√

λ/α`
]

= −β[e
√

λ/α` − e−
√

λ/α`]

xE��/>
	�� &�#.0
�'Aq����
λ < 0

R F&�Vq����$�G'A�!�lM����,�C
0���	'�
=�
���������!'��#���������:�#���	���
\!�	�!<&/����!'N�

&'?
#����
�'A���&'3
�'��!�&�����! &�	�4'3
&��������
&���!'
�����
)��,�#�
�!'"U?FL����Z����#.0
�'

iµ =
√

λ
α

J�ur�"�	'Y�!�^���!'��#����
	�
��
9�C
	�����!'�/D
&�����
�������:�����,�	'Y�CP�/>
	���!���C�,�#�
�!'Y'������
�� ��V�
2iµ cosµ` = −βxi sen µ`


0�!q����
)7�#�
�������!.9�!�����	<E��
	.6�#�D��

y = µ`

J
y

`
cos y = −β sen y


0-��
���
− y

`β
= tan y

�A'3���*�!�����	����W&�8���"�	'��C�!�����������L���������! &�i���D�%� �	.9�
�
�
� ���Q'3
&��������
&���!'V�E��.0���"�#-��
�!'!<H���� ��#.0
&' {yj}∞j=0

�
� �C���	�N'��(/����!���
���D�C
	�������	�[.0�!���,�#�����].9@���
���
�'[�E��.0@����
��
&'!J��A'3���&'�'��=/����G���������!/����G'3�!�����#�[��
	.0
4�,�	'��������!��'��!�!�C�

	���G'[���V��
�'[ 	�"�7Z>�C
&'O���
�,�	'N����������
&���!' − y

lβ

��
	�
tan y

R �

0q����='��:/����G���=�#/����!���
�	�?�!�Q���r'��� &���
�������: 	�"�7Z>�C
�UCJ
"$#&% c � � �
e?
	.0


yk 6= kπ
<��

&'N�C
E�CZD�����!�����!'

αk
��
V�C
&�����!'�/>
	�����!�L�=�

&'Y��
���ZD�C�
�������!'N���;f�
	�����
���Y�C�,�	'��
��
&'!<&/>����
]/��	���]������
	�����"�#���

&'

'��;�"�#\!
	���9����.6�#�����"�V�	���#�

	 ���J����i�C���G�s��


u(t, x) =
∞∑

k=0

αkUk(t, x) ∀t > 0, 0 < x < `
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u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=0

αkUk(0, x)

�C
&�
Uk(t, x) = ey2

k/`2αt
[
eyk/`x − e−yk/`x

]

`�'�I

f(x) =

∞∑

k=0

αk

[
eyk/`x − e−yk/`x

]

e?
	.0
 yk

` =
√

λk

α

'��;���
�����
yk ∈ C <�FL���o/���
&-����!.6�9'��:���G�������:�9�!���C
&�&�����	�Y��
�'O�C
E�CZD�����!�����!' αk

����.0
���
6q&���

f(x) =

∞∑

k=0

αk sen
ykx

`

`[g�
	�"��<C.V���h����/����,���	����
[/>
	�
sen

yjx
`

�A�
������ &���	����
O'�
	-����
[0, `]

R ��
	�D���A'���/D
&��������.0
&'rq&�����������������"���#.V-��

Y���A�,�['3��.0�#��
&���,�
�C
&�X�,�9�������� 	�"�#�o�G'Y)7�#�
�
��
EUN'3��
&-����
�����

∫ `

0

f(x) sen
yjx

`
dx =

∞∑

k=0

∫ `

0

αk sen
ykx

`
sen

yjx

`
dx

`[g�
	�"�V��
#���!.0
&'Yq����
∫ `

0

sen
ykx

`
sen

yjx

`
≡ 0 ∀k 6= j

F4/>
	�[�

9���	�&��

∫ `

0

f(x) sen
yjx

`
dx = αj

∫ `

0

sen2 yjx

`
dx

αj =

∫̀
0

f(x) sen
yjx
` dx

∫̀
0

sen2 yjx
` dx

 X4 �S1B6 � DE-<),/2[&3 J
xE�G�

k 6= j �
�!����
	�D�C�!'O'��;���
�����=q����

`∫

0

sen
ykx

`
sen

yjx

`
dx =

sen(yk − yj)
x
`

2(yk − yj)/`
− sen(yk + yj)

x
`

2(yk + yj)/`

∣∣∣∣
`

0

=
`

2

[
sen(yk − yj)

yk − yj
− sen(yk + yj)

yk + yj

]

=
`

2

[
sen yk cos yj − cos yk sen yj

yk − yj
− sen yk cos yj + cos yk sen yj

yk + yj

]

=
1

2β

[
yk cos yk cos yj − yj cos yk cos yj

yk − yj
− yk cos yk cos yj + yj cos yk cosyj

yk + yj

]

= 0
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� � ����� ��� 	�� �
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�
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� H,H

x

y

u = 0

`

u = 0

u = f(x)

fa�� &���"�9{�J {<e�S�
&.9�
���

6'3�!.9��� ����ZD���h��
6/��#�"�V�
�9�!�����	����W&�(���=tr�#/��
�&�C�

� 5���5�� 5 �����	�
��� 9�� �	��� � 
 !
�
� �P��� ;��
�*�	� �,�4= � �^� � � �*� �Z� 5
���Q�!'3���0'��!�!�C�
W	�Q�C
	�D'3�,�����"�#.0
�'A�,�0�!�����	����W&�X���=ty�#/��,�	���

(EC) 0 = uxx + uyy y > 0, 0 < x < `

(CB) u(0, y) = u(`, y) = 0 y > 0

u(x, 0) = f(x) 0 < x < `

u(x,∞) = 0 0 < x < `

���V�����$���! 	�
W	�]��
	.0
:'3�N.]���G'2�����$�$��
	�����
�E���	����W&� W�1B8:+.),/21&3.4;6	4;824 ��4;3 �@-<824;6�� ty�	'H'���/D
&����.0
�'r�!�])7�#���
�	-��
�!'a'3�!/��#�"�	���&'
U(x, y) = X(x)Y (y)

xE�:�����!���
X ′′(x)Y (y) + X(x)Y (y)′′ = 0.

S$��)E�,���
������
6/>
	�
XY

'��:
	-������!���
X ′′

X
= −Y ′′

Y
= λ = cte.

�A'3��
6��
�'O�C
&���������:�0��
�'Y�[J S]JTL � '!<����D�0/��#�"�
X
F4
	���"�V/D�#�"�

Y
q��������!'�
	�
)	��.0
�'A/��	���V�
���! &�#�O�

{
X(x) = ae

√
λx + be

√
λx

Y (y) = ce
√
−λy + de

√
−λy

KO�����
�
\!�#�D��
0�
�6��
	�����,�C�
W	�Q���:->
	�"���
U(0, y) = 0 ∀y
	-���������.0
&'

a + b = 0,
������
	�����

X(x) = e
√

λx − e−
√

λx

TH
	�O
	����
V�,�	��

U(`, y) = 0 ∀y

��)7�#�
���	����
6'3�:�����!���
e
√

λ` = e−
√

λ` q����:���G'3�������9�Gq&����)7�#�
�������:� e2
√

λ` = 1.
S$���!'3��
0M������
.0
4'3�����G'3/������D����q&���

2
√

λ` = 2kπi k ∈ Z
`�'�I

λ = −
(

kπ

`

)2

TH
�����.0
&'Y�!����
	�D�C�!'Y�����G'������
-��
�Y�
�&'Y�CP�/����!'���
&���!'Y���
X(x)

FX���
Y (y),

.0W������

0�����6�C
&��'3���#�����
{

X(x) = sen kπx
`

Y (y) = c · e kπ
`

y + d · e− kπ
`

y
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��� � 	�� � 	
� ��	 �
� � ��� 	��

x = `x = 0

u(x, t)

fy�
 	�����0{�J H<eDe?���!�����9�����
�	�� &

`
�C
	�(���Q�CPE�����!.9
VZ#12
6F4�!�^
#����
0�
��-����

S$���
�0�C
&�����,�C�
W	�
U(x,∞) = 0

'��;���G'3/����!�����$q����
c = 0,

/����!'Y���;
#����
=.0
���
9�
�V'3
&��������W&�L���
)	�!�� &�	<E�C
&'��=q����;��
9�!'N�	�C�!/����	-��
�$���G'����;���l/����&��
9���$)E�,'2�"�
�����,�V��I
'��
�!��J�uy�����!.0
&'Oq���� ∀k ∈ Z

Uk(x, y) = e
−kπy

` sen
kπx

`t^���� 	
D<����()E���������Q���!�^/������D�C�
/���
6����'���/>����/D
�'3�,�C�
W	�^<��,�0'3
&���D�C�
W	�X���
�������,�V��
	��.0�

u(x, y) =
∑

αke
−kπy

` sen
kπx

`

`[g�
	�"�V-����!�
u(x, 0) = f(x) =

∞∑
k=1

αk sen kπx
` ,

�

0q�������
&'Y/>����.9��������P�/����G'��	�?�

&'O��
E�CZD�����!�&���!'
αk

�C
	.0


αk =
2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ

fa���D�#�
.9�!�����	<�
	-��������!.9
�'Y�����V��W	��.]���
�V�CP�/��
I
���h�"�0/��#�"�V�
�0'�
	�
���C�
W	�

u(x, y) =

∞∑

k=1


2

`

`∫

0

f(ξ) sen
kπξ

`
dξ


 e−kπy/` sen

kπx

`

'�� 47DE)0/:)0/:1�% jO�G'3
&��)&���Y�
�9�G�C���&�C�
W	�X����
	�����&'O���:�����6�������"���9�����
�	�� &

`
�C
&�X���Q��P������!.0
VZ	12
6F4���^
	����
V�
�
-����&J

� 5���5�� 5 	S�7��� !
�
���
� �	���C��� �*�	� = � = ;��<�
�	� �<��� �Z�
� ���*!
���
e?
	�D'3�,��������.0
�'H������.0��.V-��"�#���;���!�s�"�#�� &���,�#�GJ&e?
	.0
='3��)��

����6�,��'��!������W&� G J H�J G �
�:�G�C���&�C�
W	�6q����[.0
������,�:�!'3���='��������&�C�
W	�
�!'

(EO) utt = γ2(uxx + uyy)
�!�

R ⊆ IR2

(CB) u = 0
'3
&-����

∂R

(CI) u(0, x, y) = f(x, y)
�!�

R

ut(0, x, y) = g(x, y)
���

R
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�
� � ����	 	��:�
� H7I

b

x

z

y

a
R

��
&�����:�
�0���� &��W&�L)E�
���������&���9/D
&�
R = [0, a]× [0, b]

J
e?
	.0
6�#�����!'!<�'3�!/��#�"�#.0
&'?)7�#���
�	-��
�!' e

U(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y)
J�j[����.0/��,�#\G�#����
�<E���
�� ��#.0
&'Y�

T ′′XY = γ2[TX ′′Y + TXY ′′].

S$��)E�,�����!����
6/>
	�
XY T

'��:
	-������!���
T ′′

T
= γ2

[
X ′′

X
+

Y ′′

Y

]
0 < x < a, 0 < y < b, t ∈ IR+

e?
	.0
0�,�V�
 	�D�#�,���	�(�#�����!���

	�N�!'��C�
�������V/��#�"�0�C���	�
q����
���Y)7�#�

	�[q����;��
&.0���Q�
�&'Y)7�#���
�	-����G'
x, y

F
t,
'��$�����!���0e

T ′′

T
= K0

X ′′

X
= K1

Y ′′

Y
= K2

��
&�����
K0, K1

F
K2,

�C
&��'2�"�#�����G'�<�/D�#�"�]�,�	'O�����#�
�!'O�&����.6�	'O'���'��#���,'2� �&�C�;�
�0�����,�	����W&�
K0 = γ2(K1 + K2)

J
�A'��C����-���.0
&'Y�,�	'O'�
	�
������
&���!'Y�����,�	'Y�[J SVJRL � '[�C
&�����!'�/>
	�����
�������!'

T (t) = a0e
√

K0t + b0e
−√

K0t

X(x) = a1e
√

K1x + b1e
−√

K1x

Y (y) = a2e
√

K2y + b2e
−√

K2y

cd.0/D
&�� &�	.0
&'N�
�&'O�C
&�����,�C�

	���G'O���:-D
&�����
u(t, 0, y) = 0 ∀t > 0, ∀y ∈ [0, b]

��)7�#�
���	����
0
	-��������!.0
&'
a1 + b1 = 0.

Ta
&�Y
#���"�9/��#�����
u(t, a, y) = 0 ∀t > 0, ∀y ∈ [0, b]

t^���� 	
D<�/D
����!.0
&'Y�!'��C���
-����
e
√

K1a = e−
√

K1a,
q&���;�Gq�����)7�	�����

2
√

K1a = 2k1πi, k1 ∈ Z
S$�!'��#����
&���,�#����
]@!'3��
0M������
.0
6
	-��������!.0
&'

K1 = −
(

k1π

a

)2
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t^�
�� ��#.0
&'Y�9�����9��PE/����G'3�
W	�(/��#�"�
X

X(x) = sen

(
k1π

a
x

)
k1 ∈ Z

`[�D�#�

	 &�	.0�������&<������
���
\!�	����
6�,�	'Y�C
&�����,�C�

	���G'

CB : u(t, x, 0) = 0 ∀t > 0, ∀x ∈ [0, a]

u(t, x, b) = 0 ∀t > 0, ∀x ∈ [0, a]


	-���������.0
&'Y���D�V��P�/����G'3�
W	�(/��	���
Y

Y (y) = sen

(
k2π

b
y

)
k2 ∈ Z

xE�:�����!���=�	���!.6�	'

K0 = γ2(K1 + K2) = −γ2π2

[(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2
]

TH
�����.0
&'O��
	�(�!'3��
0�!'��C���
-����O�����0'3
&��������W&�X�!���!.0�������	� J����Q�G'2���=���	'�
0q&���!���9/��	���	.9��������\G�	���]/D
&�
k1

F
k2.

Uk1,k2 = sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2 sen wk1k2 t + βk1k2 coswk1k2 t]

��
&�����
wk1k2 = γπ

√(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2

`[/����,���	����
0���^/����
���C�
/��

6���='3��/D�!��/>
&'��
����W&�^<E�!'��C����-���.0
&'Y�,�0'3
&���D�C�
W	�L &�����!���	�

u(t, x, y) =

∞∑

k1,k2=1

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2 sen wk1k2 t + βk1k2 coswk1k2 t]

t^
�'O�C
E�CZ>�C�
�������G'
αk1k2

F
βk1k2

'3���#12��'2�"�#�Q����.0
���
6���:���!/���
����D�C�
�O�
�&'O�C
	�D���
����
&���!'N�
���,�C�,�#�
�!' R e?c3U e

u(0, x, y) =
∑

k1k2

βk1k2 sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= f(x, y)

S$���!'3���:.0
E��


βk1k2 =
4

ab

a∫

0

b∫

0

f(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx

TB�#�"�]�,�0
#�����9�C
&�����,�C�
W	�

ut(0, x, y) =
∑

k1k2

αk1k2wk1k2 sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= g(x, y)

�w���y�C
E�CZD�����!�����
αk1k2

q����!���9�!�&��
	�����!'O�������!��.0�
���	��
0/>
	�

αk1k2 =
4

abwk1k2

a∫

0

b∫

0

g(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx
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� H;K

x

y

u = T =
� 
 �

a

b

u = 0

u = 0

u = 0

fy�
 	�����6{�J }�e�S$
	.0�
����
6���!�C���	�� 	���,�#�N/��	���9�,�V�G�C���&�C�
W	�(���=tr�	/��
�&�C�
� 5���5�� 5 �����	�
��� 9�� �	��� � 
 !
�
� �P��� ��� �<�.� ���
� ����!"�
`[�D�#�
�
����.0
&'O�	g�
	�"�]�!�^���&'3
6���:�����0.0�!.]-��"�#���V���!�s�"�#�� &���,�#�N���Q��@! 	�
.0���(�!'3���	����
&���#���

�<��!'O���G�C�
�

(L) uxx + uyy = 0 0 < x < a, 0 < y < b

(CB) u(x, 0) = u(x, b) = 0 0 < x < a

u(0, y) = 0 0 < y < b

u(a, y) = T 0 < y < b,

��
&�����
T
�G'Y�����6��
	��'3���	�&���	J

xE�!/��#�"�#����
V)7�#���,�#-��
�!'Y'���
	-������!��� Y ′′

Y = −X′′

X = λ =
�s���	J��?'2��
4�C
	�D�����C���0��
�'Y�AS L � '[����F&�&'O'3
&��������
&���!'Y'�
	�

{
Y = ae

√
λy + be−

√
λx

X = ce
√
−λx + de−

√
−λx

��
&�����
a, b, c

F
d
'�
	�(�C
	�D'2�"�#�����G'?�9���C������.0�����	�!J�cd.0/D
&����.0
�'?�,�9�C
	�D���
����W&�X���;->
	�"���

u(x, 0) = 0
<E�
�9�C�D�#�l��
&'N�!�&�����! &�

a + b = 0
J�tr���� &


Y (y) = a
(
e
√

λy − e−
√

λy
)

KO�����
�
\!�#�D��
6�#g�
&���
u(0, y) = 0,

'3��
&-����
�����
c + d = 0

<��C
&�X�

6q&���='3���C
&���C�
��F&�:q����

X(x) = c
(
e
√−λx − e

√
λx
)

L;�C��/��#����

u(x, b) = 0

<�'��$�����!���=q����
e2

√
λb = 1

<��

6q�������
&'Y�
�
��)7�0�V�����0�!�����	����W&�L/��	���
λ

√
λb = 2kπi

λ = −
(

kπ

b

)2

`�'�Ik<�'3�:�!���C���!�����"�9q����
Y (y) = 2ai sen

kπy

bF
X(x) = 2c senh

kπx

bt^���� 	
D<��!'��C����-���.0
&'N�,�0'3
&��������W&�X�!���!.0�������	�

Uk(x, y) = senh
kπx

b
sen

kπy

b
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`[/����,���	����
0���^/����
���C�
/��

6���='3��/D�!��/>
&'��
����W&�

u(x, y) =

∞∑

k=1

αk senh
kπx

b
sen

kπy

b

t^���� 	
D<�/��#�"�9���#�,�C���
�	�N�,�	'O��
	��'3���	�����!'
αk

���CZ�����.0
&'
T
.0�!���,�#�����

T (y) =

{
T 0 < y < b

−T − b < y < 0,

�!']���!�����G<
T
�G'��,�Q�CPE���!��'3�
W	� �
.9/D�#�]���6�,�(����������W&�8q&���6)+�	���0�,�i�C
&��'2�"�#�����

T
'3
&-����9�!���
�&������)7�#�



(0, b)
J�f�
#���	�=q����6���

)7�#�

	�O���
T
���Q|0��
0�!'Y�����
��)7�#�����	J

�;�"�	�C�,�	'Y�9�,�9��
	�����
����W&�(����->
	�"���

u(a, y) = T =
∞∑

k=1

αk sen h
kπa

b
sen

kπy

b
,

���y�C
E�CZD�����!����������f�
&�����
���
αk
<�)E�
���������&��
0/D
&�

αk sen h
kπa

b
=

2T

b

b∫

0

sen
kπy

b
dy =

2T

kπ
[1 − (−1)k]

fa���D�#�
.9�!������
	-���������.0
&'

u(x, y) =
∞∑

k=1

4T

(2k − 1)π senh[(2k − 1)πa/b)]
senh

(
(k − 1)

πx

b

)
sen
(
(2k − 1)

πy

b

)
.

� 5���5���5 �����	�
��� 9�� �	�P���*�	�
�F5W8C�	�����	� � ��� �Z��5
tr�&'Y
&'��C�
�
�&�C�

	���G'?���������0�C���!�����V�!�
�&'2���
�!�9)��
�������Q���!'��C���h�"�	'Y/>
	�O�,�9�!�C�D�	�C�
W	�

utt − α2uxx = 0 0 < x < `, t > 0
u(t, 0) = u(t, `) = 0 t > 0

u(0, x) = f(x) 0 < x < `
ut(0, x) = g(x) 0 < x < `

R � L:U

xE�!/��#�"�#.0
&'A)7�#���
�	-����G' e
U(t, x) = T (t)X(x).

`��l���!��.0/��,�#\!�	���!'3��
V���X�
�]�!�C�D�	�C�
W	�4'���
&-����
�����
T ′′X = α2TX ′′,

�!'Y���G�C�
�
T ′′

T
= α2 X ′′

X
= cte = λ

S$���!'3���:.0
E��
�<����D�V)&��\:.6�	'O�	/��#���!�����X��
&'Y�[J S]JTL � '
{

T ′′ = λT
X ′′ = λ

α2 X

�C��F&�	'N���!'�/D�G�s����)7�	'O'�
	�
������
&���!'Y'�
	�
{

T (t) = ae
√

λt + be−
√

λt

X(x) = ce
√

λx/α + de−
√

λx/α
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u(t, 0) = 0 ⇒ X(0) = 0 ⇒ c + d = 0.

u(t, `) = 0 ⇒ X(`) = 0 ⇒ e
√

λ`/α − e−λ`/α = 0 ⇒ e2
√

λ`/α = 1

S$�=��
	�����
2
√

λ`/α = 2kπi k ∈ Z
√

λ =
αkπi

`
k ∈ Z

�A'��C����-���.0
&'Y�,�0'3
&���D�C�
W	�(���
��.0�������	�
Uk(t, α) =

[
ae

αkπti
` + be−

αkπti
`

]
· c ·

[
e

αkπxi
` − e−

αkπxi
`

]

︸ ︷︷ ︸
2i sen( kπx

` )

jO�!��.0/��,�#\!�	����
9FX�	-�'3
&��-����!����
0�C
	�D'2�"�#�����G'�<E�
���! &�#.0
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Uk(t, α) =

[
ã cos

αkπt

`
+ b̃ sen

αkπt

`

]
sen

kπx

`
, k ∈ N
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&'��,�C�
W	�

u(t, x) =

∞∑

k=1

[ak cos
αkπt

`
+ bk sen

αkπt

`
] sen

kπx

`

�!'O'�
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F

bk
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'�
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u

u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=1

ak sen
kπx

`

F4
&-����!����.0
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ak =
2

`

`∫

0

f(x) sen
kπx

`
dx
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���ZD�C�
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f(x)

J
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ut
e

ut(0, x) = g(x)

�

0q������Gq�����)7�	�����
∞∑

k=1

(
bk

αkπ

`

)
sen

kπx

`
.
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bk

αkπ
`
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g
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bk =
2

αkπ

`∫

0

g(x) sen
kπx

`
dx.
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f : IR → IR
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�<����	��

` > 0,

'3�����
�����;q&����/��	���:��
���

x ∈ [−`, `]

f(x) = ĺım
N→+∞

N∑

k=−N

Ckei kπx
` =

∞∑

k=−∞
Ckei kπx

`

��
&�����
Ck =

1

2`

∫ `

−`

f(ξ)e−i kπξ
` dξ, Ck ∈ C.

� �$��@:
��C�������������#����

` → +∞ �

jO�!�!'��C����-��	.0
&'N��
6�	�&��������
&�O���:�
�6'��� &���
�������:.6�#���!���

f(x) =

∞∑

k=−∞

1

2`

∫ `

−`

f(y)ei(x−y) kπ
` dy ∀x ∈ [−`, `].

S$�CZ����
.0
&'
gx,`(s) =

∫ `

−`

f(y)ei(x−y)sdy.

S$���!'3���V��
	��.6��<
f
'��:�!'��C����->�

f(x) =
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,`

(kπ

`

)π

`

=
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,`

(kπ

`

)[
(k + 1)

π

`
− k

π

`

]
.
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	.0
i�
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�X�����D�C�
W	�
gx,`

'�
	-����
(−∞,∞)

�C
	� ��� /��&'3

∆ = π

`

J��A'��C�,�#��
9q����='��
` → ∞ ������
&���C�G'Y���o/��&'3
6���:�,�0/��#�����,�C�
W	�

∆ = π
`

���
�������=�0������
VF(q&���

gx,`(s) → gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy.

nY�712
��C�
�������&'B�C
&�����,�C�

	���G'B'3�Y/����G���[�#�� 	��.9�!�����#�H�!�&��
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gx,`

�C
	�E)&���� 	���V�:�
�;�
�&���� &���	�
∫∞
∞ g(s) ds

J�S$���!'3����.0
���
6���!���D�C�
.9
�'Oq����

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
gx(s) ds

��
&�����
gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy
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�b_�6@4,D^]<-<),/2[&3CF�%2$&%2$&% tr
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gx,l → gx
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l → ∞,
�G'2��� �2/��&'3
(�#�

�
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f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy

]
ds

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ ∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds
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f : IR → C G C OS�XG CF@�J
�.C JMCHIZ��'DT O 	�� ��� J�� � ∫∞
−∞|f(y)|dy < ∞ � �
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��� E�� � O �XG C @)J
�DC
f
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f̂ : IR → C

s → f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy
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Tf(s), f̂(s),Ff(s)_i
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g : IR → C G CFO �XG CF@�J
�.C JMC I���'QT O
	�� �

�)�WEF� �7C)�0O��9� � O(`[���������"�#��'3��
	��.6�	���V���=f�
&�������!�WEF�
g
@XADU A

ǧ : IR → C

x → ǧ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(s)eixsds

R H�J }EU

� 1 � -<),/2[&3�%
T−1g(x), ǧ(x), F−1g(x)
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f : IR → C G CFO��XG CF@�J
�.C JMC I���'QT O
	�� ��� �>�HA.T^� A I ODCHISA��HA3���9� I T ODCN�Q�)A.TVU OQEPO�E��

�4A.G TVJC��T � ���VG"�HA.C*'PODU A���OPEF��U�
����)G��
Tf = f̂ : IR → C ���%JMC I���'QT O
	�� ������CHISA.C @9��������IKJC�)C)����G��>�VJ

f
���%@XADCHIKJMCHGHO��

f(x) = T−1
(
Tf
)
(x) =

ˇ̂
f(x)

����E��X@)JMT
f(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds
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f, g : IR → C ��ADC'@XA.C I JMC GHO3� ��JMC I���'QT O
	�� �������
f̂ = ĝ,

�)C I ADCF@9���
f = g.
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T
F
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f : IR → C G C O��XG C @)J
�DC JMCHIZ�5'QT O 	�� � @XADC E��)TVJML.OQEPO
f ′ : IR → C I ODU 	�JNR)C JMC I���'QT O
	�� ��� A ���XO

f
�

f ′ �HA3���9��C IKT O.C�� �)ADTVU OPEQO�EF��� ADG TVJC�)T � ��� CHISA.CF@9���
f̂ ′(s) = isf̂(s)

R H�J J&U
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f : IR → C G CFO:�XG CF@�J
�.C JMCHIZ�5'QT O 	�� � �
k
L��X@9��� E��)TVJML.O
	�� � � ISO�� �)G��

f (k) : IR → C I ODU 	�JNR�C ���
JMCHIZ��'DTBO
	�� � �E���0EF�X@�JMT

f
�
f ′ � f ′′ � � � � � � f (k) � A����9��C IKT O.C��Q�)A.TVU OQEQO�E�� �4A.G TVJC��T � ��CHISA.C @9���

f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)

'�� 4 ��Y�821CFV% U�% F � # 4;6@1B8:+.),/2[&3a=54?+53.-C'� ��
E% � ADCN�VJNEF��T(��U A�� � O �X@�GHOQ@�J
�.C E.J ����T(�)C @)JNO�� ADT E.JMC O.TVJNO��
3y′′ + 2y′ + y = f(x),

R H�JTK#U
EQADCFE��

f(x)
���%G CFOS�XG C @)J
�DC'@XA.C A�@�JNEQO��

`[/����,���	.9
�'N���"�#��'3��
	��.6�	���V���=f�
&�������!�
3ŷ′′ + 2ŷ′ + ŷ = f̂(s)

(−3s2 + 2is + 1)ŷ(s) = f̂(s)

FL��
	���������
.0
&'Oq����
ŷ(s) =

f̂(s)

−3s2 + 2is + 1
.

`[/����,���	����
6�#���������"�#�D'2��
&��.6�	���
y(x) = T−1(û(s))

= T−1
( f̂(s)

−3s2 + 2is + 1

)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eisx f̂(s)

−3s2 + 2is + 1
ds.

R H�J N&U
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f = f(x)
/��#�����,�C���
�	�Y'���g��&�C�:���^�!�#�,�C���

0�CP�/��
I
���h��
0�����!'3���9�������� 	�"�#�o�����#����
0'��!�9/>
&'���-����&J

�b_�6@4,D^]<-<),/2[&3aF�% UV%��.% �0ADI ODT ��G��%EF� � OWI��XADT��NO EF� �������:� JMC �XO�� �����)O 	9�)U A3� �)G�� ��� ���5�HOQ@�JNA E��>� O3����A�� GH@�JNA.C)����EF� R H�JRK	U
����E�� EDJMU���CN�VJ
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f, g
JMC I���'QT O
	�� ��� ��EF� �7C JMU A�� ���*� T A�EDGH@)ISA E�� @BADCHL.A�� GH@�J
�.C EF�

f
�

g
U �BEDJNO.C I��

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞
g(x − y)f(y)dy

� 471BDE4 ��- F�% UV%
� �
=54�)01&3 ]B1&82+5)0/:[B3�
^% �)�XODC
f, g : IR → C �XG CF@�JNA.C ���%JMCHIZ��'DT O 	�� ��� ����C I ADCF@9���:���W@)G U�� � � ��G��

f̂ ∗ g(s) = f̂(s)ĝ(s)
√

2π
R H�J Q&U

A�	�JC��C���C �)A.TVU O JMCHL��)T9��O
T−1

(
f̂(s)ĝ(s)

)
(x) = (f ∗ g)(x)

1√
2π

R H�J G |�U
 X4 �S1B6 � DE-<),/2[&3�%

f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy(f ∗ g)(y)dy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy

∫ ∞

−∞
f(y − ξ)g(ξ)dξdy
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f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isξg(ξ)

∫ ∞

−∞
e−is(y−ξ)f(y − ξ)dy

︸ ︷︷ ︸
√

2πf̂(s)

dξ

=
√

2πf̂(s)ĝ(s)
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�	���S�	� !
� �Z�<�
�*��� � � = �
��� �	��� � �	���"�V�
t^�
���!�	���,���	�

̂αf + βg = αf̂ + βĝ

e?���G�C�
.9�
������
V�!�(�G'3/D�	�C�


̂f(x − x0)(s) = eisx0 f̂(s)

e?���G�C�
.9�
������
V�!�X�����!�������D�C�,�
̂eis0xf(x)(s) = f̂(s − s0)

_i
������,�	�C�
W	�

̂f(x) cos(w0x)(s) =
1

2
[f̂(s − wo) + f̂(s + wo)]

̂f(x) sen(w0x)(s) =
1

2i
[f̂(s + wo) − f̂(s − wo)]

eN�#.]-���
0�����!'����	�
�
f̂(ax)(s) =

1

|a| f̂(
s

a
) a 6= 0

cd��)&���"'3�
W	�X�����^�G'3/D�	�C�

 R 
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��.0/>
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f̂(−x)(s) = f̂(−s)

e?
	�E)	
&��������W&�
f̂ ∗ g(s) =

√
2πf̂(s)ĝ(s)

S��!���
)7�	�C�
W	�
f̂ ′(x)(s) = isf̂(s)

���:�!'3��
0M������
.9
4'������!�����C�=q����
f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)
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f(x) = e−x2
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4 dx
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∮
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∫
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∫ s
2

0

e−(−R+iy)2dy

H�J
∫

C3
R

e−z2

dz =
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∫
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√

2f̂(
√
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√
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1√
2π

1
1+is

{
e−a|x|, a > 0

√
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√
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(EC) ut = αuxx t > 0,−∞ < x < ∞
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∂t
(t, x)dx =

∂

∂t
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√
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ut = αuxx t > 0, x > 0
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v(t, x)
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v(t, x) =

{
v(t, x) x ≥ 0

v(t,−x) x < 0
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	�����!'
v(t, x)

'��#���,'2� �&�C�
vt = αvxx t > 0,−∞ < x < ∞

v(0, x) = f̄(x) −∞ < x < ∞
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∂x (t, 0) = 0
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v(t, x) =
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) cos(sξ) cos(sx)e−s2αtdsdξ.
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


uxx + uyy = 0 y > 0,−∞ < x < ∞
u(x, 0) = f(x) −∞ < x < ∞

u(x,∞) = 0 −∞ < x < ∞
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ûxx + ûyy = 0
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−s2û +
∂2û

∂y2
= 0 ⇒ ∂2û

∂y2
= s2û ⇒ û(s, y) = a(s)esy + b(s)e−sy
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û(s, 0) = f̂(s) = a(s) + b(s)

û(s,∞) = 0 ⇒
{

a(s) = 0 s > 0

b(s) = 0 s < 0





⇒ û(s, y) = f̂(s)e−y|s|
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u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

eixse−y(s)f̂(s)ds
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A(e−s|y|) =

√
2
π

y
y2+x2
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u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(x − z)

√
2

π

y

y2 + z2
dz =

∞∫

−∞

1

π

y

y2 + z2
f(x − z)dz
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G(x, y)
4
=

1

π

y

y2 + x2
,
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u(x, y) = [G(·, y) ∗ f ](x) =

∞∫

−∞

f(x − z)G(z, y)dz =

−∞∫

∞

f(z)G(x − z, y)dz
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1) ĺım
y→0

G(x, y) =

{
0 x 6= 0

+∞ x = 0

2)

∞∫

−∞

G(x, y)dx = 1

3)
∂2G

∂x2
+

∂2G

∂y2
= 0
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u(x, y) = δ(x)
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Ω ⊂ IRn F

u : Ω → IR
�����V�����D�C�
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Ω
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u ∈ C2(Ω), ∆u = 0
���

Ω
J

S;�	��
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p ∈ Ω

�,�0->
	�,�
BR(p) = {x ∈ IRn : ‖x − p‖ < R}�!'3���0��
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Ω
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R > 0
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&'Y�,�]�������C�
W	�
f(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u(x) dA(x), r ∈ [0, R]
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f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂B1(0)

u(p + ry) dA(y).
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&���C�G'
df

dr
(r) =

d

dr

1

αn

∫

∂B1(0)

u(p + ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

d

dr
u(p + ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p + ry) · y dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p + ry) · n̂ dA(y)
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∂B1(0)
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n̂(y) = y
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df

dr
(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

∂u

∂n
dA

=
1

αnrn−1

∫

Br(p)

∆u

= 0,
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|f(r) − u(p)| =

∣∣∣∣∣
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

(u(x) − u(p)) dA(x)

∣∣∣∣∣
≤ máx

x∈Br(p)
|u(x) − u(p)| → 0
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r → 0,
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Ω ⊂ IRn G C @XA.C��VG CHISA O
	�JC��TVI A �
u : Ω → IR

G CFO>�XG C @)J
�DC O.TVU �.C JN@BO�� ��C I ADCF@9��� �VJ
p ∈ Ω

�

BR(p) ⊂ Ω
���0I JC��C �

u(p) =
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u dA, ∀0 < r < R,
�

u(p) =
n

αnrn

∫

Br(p)

u dV, ∀0 < r < R.
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∫

∂Br(x0)

(u(x0) − u(x)) dA(x).
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u(x) = u(x0)

/��#�"�i��
E��

x ∈ Ω

J
jO�G�C
	�"���!.9
�'Vq����i���&��


x̄ ∈ Ω
�C
&.9


Ω
�G'0�C
	���CP�
*��P��
'3���(���p���#.0�
��


γ
��
	�����
�E��
 q&���(�����

x0
��
	�

x̄
F�q����Q�G'2�"�

�C
&���������
��
 ���
Ω
JOK[���
���
\!�	����
��!�:g��!�"g�
 q&���

Ω
�!'(�#-����!�3��
�Fp�������	.0����


γ
�G'(��
	.0/��&�s��
 '3�*/����!���*�!���C
&�&�����	�4�����

'��!�C���������
�QZD���h�"�%���X/�������
�'
x1
<
x2
<
x3, . . . , xm = x̄

���
γ
F

R > 0
<^���	���G']q����4�,�	']-D
&�
�&'

BR(xk) k = 0, 1, . . . , m�!'3���	�%�C
&�&�������,���&'O���
Ω
F
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u(x) = u(x0)
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u(x1) = u(x0) = máxΩ u
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u = u(t, x)
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(t, x) ∈ QT
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ΓT

u,
R }DJ {&U

�

mı́n
QT

u = mı́n
ΓT

u.

�b_�6@4,D^]<-<),/2[&3�% �?'2���[���!
	����.6��'����C
&��
��C�[�C
&.0
����b� TVJMCF@�J �FJNA E���� U 
 �PJMU AWEPR 	�J �#/��	���:�,���G�C���&�C�
W	�6�����>���	��
&��FV�G'2�"�#-��
�!���
q����=�!�y.6�7P��
.0
L���

u
'3�
��.0/����]'��]�#�,���	��\!�0�!���#�
 	M��i/�������
L���

ΓT
J����%
	���"�	'�/��#�,�#-��"�	'Y�!�a��
	.0/>
	�����#.0�
������
4���

u
'�W	�



��
&.6�0���i�C���!�����0�

&'Y)7�#�

	���!'O�����G'2�"�9����������W&�(�!�
ΓT

<��!'[���!�C�
�[�

&'Y)7�#�

	���!'Y�!�Q���^�
��'3���#�����������,�C�,�#� R
t = 0

UNFL�

&'O)7�	��
&���G'
���X���o->
	�"���$���

Ω
/��#�"����
E��


t ∈ (0, T )
J��A'2��
9��
	���������"���V�C
	�X�
�V��
��C�
W	�(���:q&���$�,�])7�	���,�#-��
�

t
���!/����!'����������!�>���
��.0/D
D<�F

q����:��
4q����:
��C�������:���(���o�����!.9/>

t = T

)E�
�����=���!'��C���h��
V/>
	�O�,�6�C
&�����,�C�

	���G'N�����^/���
	-����!.0��J
� �)U A3�VIKT OQ@�J
�.CDJ�T���
	-��	���!.9
�'Yq&���:'��

0 < S < T
������
	�����!'

máx
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máxQS

u
'��]�#�,���	��\!�0�!�%���i/����&��


(t0, x0)
q&���

��
0/>�����������!�C���
ΓS
J�������
&���C�G'�<� &���&�C�,�	'N�]�,�	'O��
	�����
����
&���!'N���G�C�!'��#���,�	'N���:
	/�����.6�#�
�,���	�('��	-D�!.0
&'Yq���� ∇xu(t0, x0) = 0

<
�,�0.0�#������\ ���!'�'3�,�#�D� ∇2u(t0, x0)

�!'�'���.0��� ���CZ����,���0���! &�#���
)+�9F
ut(t0, x0) ≥ 0

J�uy
	.6�#����
9�,�0�����	\!�0��� ∇2u(x0)
)	��.0
�'

q����
∆u(t0, x0) ≤ 0

<�/>
	�O�

6q����
ut(t0, x0) − ∆u(t0, x0) ≥ 0.

�A'3��
6��
6�G'['���ZD�C�
��������/��#�"�9�����6���!.9
�'2�����&�C�
W	�(/D�!��
6'�W	�

9� �#�����0���i/>�!q����!b�
 I TVGH@XA#J����Q�C���G�s��
D<D��
	��'��
��������.0
&'
ε > 0

F
�,�]�������C�
W	�

v(t, x) = u(t, x) + ε‖x‖2.



I J � � ������� �
� �N
 � � � ���S�S� �������
���
����� 	
�"	�� 	������

v
�!'O��
	�����
�E���V���

QS

F4/>
	�O�

V�"�#����
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