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Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Elementales

1.1. Introduccién

Definicién 1.1.1. Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una identidad de la forma

F(a,y'(z),y"(@),....y"(2)) = 0

donde x es la variable independiente e y es la incégnita (funcion).

Se dice que es ordinaria si se deriva con respecto a una variable. Si se deriva con respecto a varias
variables, se habla de ecuacion diferencial parcial.

El orden de una ecuacion diferencial es el grado de derivacion mdzrimo que aparece en la ecuacion.
El grado de una ecuacion diferencial es el exponente de la derivacion de mayor orden.

Una EDO es lineal si tiene gradol, orden n y es de la forma

an(@)y™ + ap_y™ 4+ a2y +ay = Qx)

, con a;(x) € R,Vi € {1,...,n} (coeficientes).

Si Q(z) =0, la ecuacion se dice homogénea. Si Q(x) # 0, la ecuacion se dice no homogénea.
Si los coeficientes a;(x) no dependen de x, se dice que la EDO es a coeficientes constantes. De
lo contrario se dice que es a coeficitentes variables.

Si a,(x) =1, la EDO esta en forma normal (normalizada,).

Ejemplo 1.1.1. zy’ + csen(x)y = tan(z). EDO lineal, de orden 1, grado 1, a coeficientes variables,
no homogéna.

Ejemplo 1.1.2. 3" —2y = 0. EDO lineal, de orden 2, grado 1, a coeficientes constantes, homogénea.

Ejemplo 1.1.3. 2gy(1+ (3/)?) = 0. EDO no lineal, de orden 1, grado 2, a coeficientes constantes.



En este capitulo se estudiaran 4 tipos de EDO elementales:

1. Integracién directa (v = f(x)).

2. Variables separables (v = f(z)g(v)).

3. EDO lineal de orden 1 homogénea (y' + ao(z)y = 0).

4. EDO lineal de orden 1 no homogénea (y' + ao(z)y = Q(z)).

1.2. Integracién Directa

Para la EDO

se obtiene que

con C € R constante.
Ejemplo 1.2.1. ¢y = sen(z) :
y = /sen(x)d:p+0
= —cos(z)+C

Ejemplo 1.2.2. ¢/ =z :

1
Ejemplo 1.2.3. ¢y = —, 2 #0:
x

y:/—+0

= In(|z|)+C
In(|z|) + In(k), (k > 0)
— In(kfz)

10



Siy' = f(z) con x € I, intervalo real no vacio y conexo, se tiene para xg € I :

/; y'(x)dx = /: fx)de,z €1

Por teorema fundamental del célculo (TFC), se tiene que

y(x) = /:v f(z)dz + y(xg), con y(zo) constante.

1
Ejemplo 1.24. y/ = — 2 #0:20=1,2>0:
x

Sizg=-1,-1<z<0:

1.2.1. Unicidad

Si se tiene el siguiente sistema para x € I (intervalo conexo no vacio):

n(z) = f(z)

vol) = flx)
Restando ambas ecuaciones, se obtiene

(=) = 0

-y = C
1 =y2+C

las 2 soluciones son iguales salvo una constante C' € R en un intervalo /. Por lo tanto, la solucién
de una EDO es una familia uniparamétrica de curvas en un intervalo I.

En la figura (1.1), se observa que en cada intervalo, ambas curvas presentan la misma derivada,
y' = 0, lo que implica que son soluciones de la EDO 3y’ = 0 en cada intervalo [i,7 + 1],7 € N.

11



15 15

0.5 0.5

-0.5 -0.5

Figura 1.1: Dos soluciones de la EDO ¢’ = 0 iguales salvo constante en cada intervalo (2).

1.3. Variables Separables

Para x € I (intervalo conexo no vacio), se tiene la EDO:

/()
/ﬂ = /f(:c)d:c—i—C’

con C' € R constante.

Ejemplo 1.3.1. v/ =y : f(z) =2,9(y) =y,y # 0

@ = /xd:erC
Yy
72
(ly) = L +0
2
ly] = exp <%+C>

T

oyl = exp(C) - exp (5)

ly| = k-exp (%) k= exp(C)

2

Por lo tanto la soluciéon es y = kexp (%), con k # 0. Si agregamos la solucién y = 0, se tendra y =

k exp (”;—2), con k € R.

12



Cuando se considera g(y) # 0, se estdn eliminando posibles soluciones constantes de la EDO que
no hay que despreciar.

Ejemplo 1.3.2. ¢/ = cos*(y) : f(z) = 1,9(y) = cos®(y),y # g ko

/coiy(y) B /dx+c

/ sec’(y)dy = x+C
tan(y) = z+C
y = arctan(x 4+ C),C € R

. ) T
Finalmente, hay que agregar las soluciones constantes y = 5 + k.

Si se integra entre o € I y x € I a ambos lados de (1.1), se tiene que

i AL

considerando s = y(z) = ds = y/(x)dx,

Jroies = Ly

1
Si G(s) es primitiva de — 7 y F(z) es primitiva de f(x), se tiene que
g\s
Gy(z)) = F(x) = F(xo) + G(y(wo))
= Fx)+C
con C' = F(zo) + G(y(xo)) constante. Las condiciones para que (1.1) son que ( ; sea integrable con

respecto a y y que f(x) sea integrable con respecto a x.

Ejemplo 1.3.3 (Braquistécrona). Se denomina asi a la curva que describe un cuerpo que se
desplaza desde un punto a otro de menor altura (no en la misma vertical), bajo la accién de la
gravedad terrestre, en el menor tiempo posible.

t

La EDO que describe el movimiento es (con k € R):

y1+ ()Y = K

13



-0.2

-0.41

-0.6

-0.81-

Figura 1.2: Curva Braquistécrona con z € [0, 3], y € [-1,0] , pardmetro k = 1 y constante C' = 0.

utilizando el método de separacion de variables, se tiene

2 _,\3
J = (k y) 1
Y ~~
—_——— f(x)
9(y)
2d
A /d:c+C
VE2—y

haciendo el cambio de variable y = k*sen? § = dy = 2k*sen 6 cos 0d6,
/ k sen 62k sen 6 cos 0d6

k cos @ = z+C

2k2/sen29d9 = z+C

1_ 2
21{2/%%0 — z4C

NE <€_sen20) _ sicC

2 4
6 sen20
= 2k*( = — —
T <2 1 ) C

por lo tanto, se tiene que x = x(f) e y = y(0) :
2

r = %(29—5@129)—0

/{ZQ
y =5 (1 — cos 20)

14



siw=20,weR,

kQ

r = ?(w—senw)—C
kQ

y = ?(1—(:05@0)

la solucion es una familia biparamétrica de curvas.

1.4. EDO lineal de primer orden homogénea
Para x € I (intervalo conexo no vacio) se tiene la EDO:
ar(z)y’ +ao(r)y = 0

ao()
a1 ()

7(],1(37) # 0:

Normalizando los coeficientes, es decir, con Go(z) =

Se puede aplicar el método de variables separables con f(x) =ap(z) y g(y) =y :

In(ly]) = —/Eo(x)dx+0

ly| = kexp (—/ao(:c)dx) k>0
y = kexp (-/Eo(x)dx) keR

y:O:x#g+k7T

Ejemplo 1.4.1. y' cosx +
CoS T

, 1
y+—y =0
COos“ T

y +ysectr = 0

y = —ysec’x
d
9 _ —/sechderC
Y
In(ly|]) = —tanz+C

y = kexp(tanz), k€ R

15



1.5. EDQO lineal de primer orden no homogénea
Para x € I (intervalo conexo no vacio), se tiene la ecuacion:
ar(r)y" + ao(r)y = Q(x)

Normalizando (@y(z) = ,Q(x) = yap(x) #0):

En esta etapa se utiliza el método del factor integrante, que consiste en multiplicar a ambos lados

de la ecuacion por el factor exp ( / Eo(x)dx), de manera que en el miembro izquierdo aparezca

una expresion que resulta de derivar y exp ( / Eo(x)dx> con respecto a x:

y' exp ( / ao(x)d:c) + ydo () exp ( / ao(a:)da:) = Q(z)exp ( / ao(a:)da:)
(v ([astor)) = @ore [ aor)
Y exp ( / Eo(x)dx) = / Q(x) exp ( / ao(s)ds) dz + C

Multiplicando por exp (— / Eo(a:)dx>, la soluciéon queda de la forma:

y = f,*exp (- / Eo(x)dx)l+iaxp (- / Eo(x)dx) / Q(x) exp ( / Eo(s)ds) dyi

v~

Yh Yp

donde y, se dice solucién homogénea (si Q(z) = 0) e y, se dice solucién particular (si Q(r) #
0).

1.5.1. Existencia y Unicidad

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién de una EDO lineal de primer orden no
homogénea con condiciones iniciales dadas, se puede ver la demostracion realizada en la seccién
(2.2.2) para el caso n = 1.

16



Ejemplo 1.5.1 (Ley de Osmosis). La Osmosis se define basicamente como el movimiento de
agua desde una solucion con baja concentracién de soluto (solucién A) a traves de una membrana
semipermeable hasta una solucion con alta concentracion de soluto (solucién B). Si Ca(t) es la
cantidad de agua que hay en la solucién A, C es la cantidad inicial de agua en A y C% la cantidad
inicla de agua en B, la EDO que modela este fenémeno es:

0 0
eyt = (S o) -0

CY+CY%

renombrando = M, se tiene

CA—FUCA = oM

C'y exp </ crdt) + oCexp </ crdt) = oMexp (/ crdt)

Che® +oCyue” = oMe™
(CAe"t)/ = oMe°

Cyue’t = /oMe"tdtJrC

Cy = Ce"t—l—aMe"t/e"tdt

1
como / e’tdt = —e" | se tiene que
o

CA<t) =Ce '+ M

con C' € R. El resultado es una familia uniparamétrica de curvas ( parametro C ). Si evaluamos en
el tiempo inicial t = 0, se puede encontrar el valor de la constante C, es decir, C4(0) = C + M y

CO _ CO
C4(0) = CY, luego C = CY — M = =2 =8 Por lo tanto, la solucién es

CO —CO CO CO
CA(t):( A2 B)€0t+ A—g B

Ejemplo 1.5.2 (Ley de enfriamiento de Newton). Cuando la diferencia de temperaturas entre
un cuerpo y el medio ambiente es pequena, el calor transferido en una unidad de tiempo hacia el
cuerpo o desde el cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo (T') y el
medio ambiente (T4). La EDO que modela la variacién de temperatura de un cuerpo en funcién
del tiempo es (suponiendo T4 constante)

T'(t) = k(Ta = T(t))

17



donde k es una constante que depende del érea, calor especifico y masa del cuerpo. Si T(0) = Tj es
la temperatura inicial del cuerpo, y suponindo que Ty > T4, se tiene

T + kT = kTy
T'e 4 kTeM = kTyeM
(Tekt)/ = kTyc"

Tek = k / Taektdt + C

T = Ce™+Ty

evaluando en t = 0, se obtiene C' =Ty — T4, por lo tanto
T(t) = (TO — TA)e_kt + Ty

10

Figura 1.3: Comportamiento de la temperatura de un cuerpo 7T'(t) frente a una temperatura ambiente
constante Ty (t) =0 (k= 1,w = 1) y constante C' = 10.

Si T4 esta en funcién del tiempo de la forma Ta(t) = T + Asen(wt) (oscilante) la solucién se
obtiene de la forma

T(t) = Ce ™ + T + ke ™ / Asen(wt)eMdt (1.1)
Desarrollando / Asen(wt)edt se obtiene

/Asen(wt)ektdt = A/sen(wt)ektdt
-1
k

—w? 1
d /sen(wt)ektdt v cos(wt e + z sen(wt)ekt)

1
= A /w cos(wt e dt + z sen(wt)ekt)

= A

k2

k2

18



lo que implica que

<1+Z}—22) / sen(wt)etdt = %M(sen(wt)—%cos(wt))

Ak
k2 + w?

luego, /Asen(wt)ektdt = et (sen(wt) — %COS(Mt)). Por lo tanto (1.1) queda de la forma

2

Ak w
_ —kt | 0 _
Tt) = Ce™+T4+ R (sen(wt) ’ cos(wt))

Ak k w
T(t) = Ce™4+79+ ( sen(wt —7coswt)
Q AT e \ Vi e ) s cos(wl)
w
Si consideramos sen ) = ——y cos ¢ = ———, se tiene
(b k2+w2y (b ,/k2+w2
k
)
w

Figura 1.4: Relacion entre sen ¢ = ﬁ y cos ¢ = ﬁ

Ak
THt)=Ce ™™ 4+T9 4+ —— (sen(¢) sen(wt) — cos(d) cos(wt
— cos(wt+¢)
Finalmente, T'(t) = Ce ™™ +T9 — _ Ak cos(wt + ¢)
Y T A k:2 + w2 )

-~

Yp

1.6. Ecuaciones reductibles a los casos elementales

1.6.1. Ecuaciones "homogéneas” de algiin grado

Diferentes a las EDO lineales homogeneas, donde ) = 0. Son del tipo




10

Figura 1.5: Comportamiento de la temperatura de un cuerpo 7'(¢) frente a una temperatura ambiente
oscilante T4 (t) =0+ 10sen(t) (k = 1,w = 1) y constante C' = 10.

donde f(A\x, \y) = £N f(z,y) y g(\x, \y) = £ kg(x, ). Se dice que f y g son homogéneas de grado
k.

Para resolverlas, se procede de la siguiente manera:

y = 1@
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Haciendo el cambio de variable » = Z =y =1xz=1y =z + 2, se tiene que
x

xZ + z

/

Ejemplo 1.6.1. Sobre un rio, en la posicion P

h(z) —z

h(z)
h(z) —z
1

T

d
Yo

= (¢,0), un bote trata de alcanzar la orilla situada

en la posicién O = (0,0) como se muestra en la figura. Se quiere caracterizar la posicién en el eje
OY con respecto a la posicion en el eje OX. La rapidez de la corriente del rio es a en direccién

(0, —1). La rapidez del bote es b en direcciéon (—

cos 6, sen #) apuntando hacia O. Si las coordenadas

del bote en un tiempo dado son B = (x, —y), la rapidez en cada eje esta dada por

da
dt
dy
dt

—bcos b

bsenf —a

Figura 1.6: Bote con rapidez b cruzando un rio cuya corriente tiene rapidez a.

Aplicando regla de la cadena a 7
x

y, y recordando que cosf =

-y

y senf = se

i
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tiene que

dyde _ dy
de dt —  dt
dy
dy _ 4t
dx_d_x
dt

B —bcos b
a bsenf — a
/y2+x2
o
/y2+$2
—a /l»2+y2_by

—bx

esta ultima ecuacién es homogénea de grado 1, por lo tanto ( recordando el cambio de variable
z=4=xd+2=y")

, —av'1+ 22— bz

y = _b
v +z = %\/1+z2+z
4 _a
Vit2  bx
dz a
= -1
V1422 b not
In(z+V1+2%) = %lnx+glnk,k>0
In(z+vV1422) = In(kz)?
+V1I+22 = (kx)b
1+22 = (k:x)%a — 22(kx)% + 22
1 [ a —a
2= (k:x)F — (k:p)T
1 [ a 7(1_
% = 5 (k)P = (k)|
y o= 5 |ke)f = (k)

la constante k se puede calcular de la condicién inicial y(z =c¢) =0=k =< .
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1.6.2. Bernoulli

La ecuacién de Bernoulli es de la forma (n # 0)

n

v +p)y = qlx)y

con p, q funciones de z. Se realiza el cambio de variable z = y'™™ = 2/ = (1 —n)y ™y'. Multiplicando
(1 —n)y~™ a ambos lados de la ecuacién, queda

(L =n)y™y +p(x)(1-n)y'™ = (1-n)g(x)
dtpla)l-n)z = (1-mn)g(x)
que resulta ser una ecuacién lineal no homogénea de primer orden normalizada.

Ejemplo 1.6.2 (Modelo Logistico de poblacién). El modelo logistico se explica en la subseccién
(1.7.3).

1.6.3. Riccati

La ecuacion de Riccati es de la forma

/

y' = pl@)y* + q(z)y + r(z) (1.2)

1
con p, q, r funciones de x. Se realiza el cambio de variable y = y; +—, donde y; es solucién "trivial” de
z
/

(1.2) (yy = p(x)y? + q(x)ys +r(x)). Derivando con respecto a x se tiene y' = y; — 2—2 y reemplazando
z

n (1.2),
=5 = o) (n+ 1) a0 (- 5) +re)
R (] (LU Lo 2
vi— 5 = bt + oo+ () + 2p() 2 + 2 1 90D
Z = =2p(@)yiz —plz) - q(z)z
7+ (2p@)y +a(x))z = —p(2)

que resulta ser una EDO lineal de primer orden no homogénea en la variable z.

1.6.4. EDO de segundo orden donde no aparece la variable dependiente

En la ecuacién

G(z,yy") = 0
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no aparece la variable y explicitamente. En estos casos se realiza el cambio de variable p = 3/, con
lo cual la ecuacion se transforma en

G(z,p,p) = 0

que es una EDO de primer orden. Por lo tanto, la transformacion es la siguiente:

Y

G(x,y’,y”)=0 Una EDO de orden 2 < { S(_)Z,)p,p )=0 Dos EDO orden 1

1.6.5. EDO de segundo orden donde no aparece la variable independi-
ente

En la ecuacién

H(y,y',y") = 0

. . . . . . dy d*y  dp
no aparece la variable = explicitamente. Se realiza el cambio de variablep =9y’ = — e — = — =
dr dx? dx
dpdy _ dp :
——= = —p, con lo cual la ecuacion se transforma en
dydx dy

dp
H <y,p,pd—y) =0

que es una EDO de primer orden en la variable p con variable independiente y. Por lo tanto, la
transformacion es :

d
H(y,p,p—p) =0 Dos EDO orden 1, de variables

H(y,y’,y”)=0 Una EDO de orden 2 & dy independientes z e y

y'=p

1.7. Poblaciones

El objetivo de esta seccién es hacer un recorrido por la resolucién de ecuaciones diferenciales or-
dinarias a través de un tema apasionante e interdisciplinario como es el tema de la dindmica de
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poblaciones. La idea es mostrar diversas situaciones descritas por modelos de ecuaciones diferen-
ciales (o ecuaciones de diferencias) y motivar la modelacién por parte del propio alumno.

La mayoria de las veces los modelos parten de consideraciones simples e intuitivas de la realidad y, sin
embargo, nos llevan a analizar y cuantificar situaciones complejas que estén lejos de la comprension
inmediata, lo que nos permite reinterpretar con profundidad la realidad que los originé.

1.7.1. Modelo de Malthus

El siguiente grafico muestra el poblamiento de la Tierra en los ultimos 500 anos. Se espera que para
el ano 2050, la poblacién mundial crezca a méas de 9 x 10%seres humanos.

Figura 1.7: Poblacién mundial desde 1500

El modelo mas sencillo para la evolucion P de una poblacién es el de una EDO lineal de primer
orden homogénea (modelo malthusiano):

P =o(t)P (1.3)

donde la funcién o representa la evolucion de la tasa de crecimiento neta de la poblacién a través
del tiempo (tasa de nacimiento menos tasa de mortalidad). La solucién, para una poblacién inicial
Py ent =ty dada es:

P(t) = Pl(to) exp < /t t a(s)ds) (1.4)

0
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La variacién de la poblacion mundial en los dltimos 50 anos y la tasa de crecimiento observada se
han extrapolado hasta el 2050 en el siguiente gréfico'. Observe una ligera inflexién en la década
de los 90’debido a una disminuciéon sostenida de la tasa de crecimiento. La tasa de crecimiento

x10° Poblacion mundial 1950-2050
10 T T T T T
al ,
&l ,
al _
E 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1950 1960 1970 1980 1980 2000 2010 2020 2030 2040 2050
Tasa de crecimiento poblacion mundial 1950-2050
25 T T T T T T T
ol ,
1.5 b
1k ,
05 3
U 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1850 18960 1970 1880 1230 2000 2010 2020 2030 2040 2050

Figura 1.8: Poblacién mundial y tasa de crecimiento entre 1950 y 2050

observada corresponde al % de crecimiento de la poblacién cada ao y calculada como la razén
entre la derivada numérica de la curva de poblacién y la poblacién en %. La tasa de crecimiento

observada se puede interpretar con el pardmetro o que introdujimos. De hecho en nuestro modelo
/

= o(t). Si tomamos P(tg = 2000) = 6 x 10° y suponemos de un anélisis del grafico que o

decrecerd linealmente en el futuro disminuyendo desde su valor actual de 1,25 % un 0,5 % cada 30
aos, podemos aventurarnos a estimar la poblacién mundial para t = 2050 y para t = 2100. En
efecto, segiin nuestras hipétesis o(t) = —0,5 %/30(t — 2000) + 1,25 %, entonces de (1.4)

—0,5% (t — 2000)>
30 2

P(t) = P(2000) exp ( +1,25%(t — 2000))

esto es P(2050) ~ 9,1 x 10°habitantes. Si ahora hacemos el cdlculo para ¢ = 2100 obtenemos
P(2100) ~ 9,1 x 10° hbts ... el mismo valor! Esto se debe a que al evaluar en la funcién cuadratica
que interviene en P(t) obtenemos la misma imagen. Entonces, si razonamos un poco, este modelo
nos permite predecir que habra un méximo de poblacién en el aino 2075 con un valor de P(2075) ~
9,6 x 10°hbts.

1U.S. Bureau of the Census, International Data Base www.census . gov/ipc/www/worldpop.html
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1.7.2. Modelo malthusiano mas realista

En el caso particular de un pais como Chile, debemos considerar ademas la evolucion de la inmi-
gracion neta (inmigracién menos emigracion) representada por una funcién @. El modelo es una
EDO lineal de primer orden no homogénea:

P'=o(t)P + Q(t). (1.5)

En este caso, la solucién es

P(t) = Pl(ty) exp ( /t ta(s)ds) + /t: exp ( / ta(s)ds) Q(s)ds. (1.6)

Con este modelo, analicemos el impacto en el periodo 2000 — 2040 que tendria en la poblacion
chilena una inmigracién que crece ano a ano en )y y que comenzoé el ano digamos 2000, esto es,

Q(t) = Qolt — 2000).

, % 107 Poblacion chilena 1950-2050
T T T T

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050

Tasa de crecimiento poblacion chilena 1950—-2050
25 T T T T T T T

_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050

Figura 1.9: Poblacién y tasa de crecimiento de Chile entre 1950 y 2050

/
En este caso =0 + % de modo que si la inmigracién es despreciable frente a la poblacién
total (Q << 1), todavia es posible interpretar la tasa de crecimiento observada con o. Del segundo
—1,0%

(t—2000)+1,2%, P(2000) = 15,2 x 10°. La parte homogénea de la

soluciéon corresponde a la evolucién de la poblacion en ausencia de inmigracién. La parte particular

grafico deducimos o (t) =
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corresponde al impacto de la inmigracién, esto es

2040 2040
Pt = QO/ (s —2000) exp (/ a(s)ds) ds
2 s

000

Los célculos se dejan al lector. Note que gracias a la forma que se asumié para Q(t), la integral que
involucra a exp(s?) se puede calcular explicitamente.

Ejercicio Propuesto 1.7.1. India aporta casi un 1/6 de la poblacién mundial actualmente, y su
poblacién continuara creciendo, aunque a una tasa cada vez menor. Modele cual seria el impacto
de una epidemia de SIDA en India conociendo los datos de la poblacién de Zimbadwe que comenzo
a sufrir esa epidemia en la decada de los 90’.

1.7.3. Modelo logistico

El modelo logistico se escribe

P =oP(M - P) (1.7)

donde M es una poblacién maxima alcanzable constante, en efecto, si P sobrepasa M, el lado

derecho cambia de signo. Podemos obtener la solucién exacta de esta ecuacién (tipo Bernouilli).
/

P2

1
Hacemos el cambio de variables z = — con 2/ =
2/ = —=Moz+ o (EDO lineal) de donde

= exp (— /t t Mcr(s)ds) ( Péo) + /t exp ( /t Mcr(s)ds) cr(s)ds)

Si suponemos que ademads o es constante, reordenando se obtiene:

en 1.7y obtenemos 2’ = —o(Mz — 1), esto es,

_ P(to) M
P = Plia) + O = Plt) expl(—Moft — ) (1.8

de donde es facil verificar que P — M si t — oo. Sin embargo, el modelo analogo discreto:
Py — P=0P(M - F)

tiene un comportamiento asombrosamente mas complejo. En efecto, el siguiente programa llama-
do logistico.sci calcula los puntos de equilibrio de esta ecuacién de diferencias para valores de o
crecientes:

function {[}{]}=logistico()
// TIteraciones p(n+l)=sigma{*}p(n){*}M-p(n))
// N: numero de iteraciones; v: ancho de ventana

28
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Figura 1.10: Poblacién y tasa de crecimiento

// M:

N=500; v=2 * (N/3); M=100;

s_inicio=1.8; s_fin=3.0; s_paso=0.002;

for sigma=s_inicio s_paso : s_fin
p=1.01xM;

for i=1 N-1

.
2040

I L L
2010 2020 2030 2050

de India y Zimbabwe entre 1950 y 2050

poblacion maxima; p: poblacion (inicial)

p(i+1)=p(i)+sigma/100*p(i)*(M-p(i));

end

xtitle(’Puntos de equilibrio de poblacin’,’sigma’,’hbts.’);

xsigma=zeros(N-v:N)’+sigma;
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plot2d(xsigma,p(N-v:N),0,"011"," ", [s_inicio O s_fin 140]);
end

el cual se ejecuta en el ambiente scilab® como sigue:

getf(’logistico.sci’)
logistico()

El computador nos provee el grafico siguiente:

Observamos que aparecen sucesivamente 1,2,4.8 16,... puntos de equilibrio hasta un régimen aparente-
mente alternado entre orden y desorden, o mas precisamente, entre periddico y cadtico. En realidad,
se puede demostrar que la aparicion de periodos sigue un orden predeterminado:

1,2,4,8,16,32,...,44, 36, 28, 20,12, ..., 22, 18, 14, 10,6, ..., 11,9, 7, 5, 3, esto es, potencias crecientes de
2 primero y finalmente multiplos impares de potencias decrecientes de 2.

Ejercicio Propuesto 1.7.2. Tomando el modelo logistico simplificado P;.; = o P;(1 — P;), estudie
numéricamente el comportamiento de este sistema discreto para o =2, 0 = 3,2, 0 = 3,5, 0 = 3,56,
etc. El grafico de P, ien funcion de P; resulta una parabola. Grafiquela. Ahora dibuje segmentos
entre los sucesivos puntos (P;, Piy1) —(Pii1, Piv1) — (Pii1, Pii2) para un valor de o dado. El diagrama
resultante se conoce como el mapeo logisticod.

2Un link a una copia del programa cientifico scilab y una copia de este programa la puede obtener en la pigina
del curso http://www.dim.uchile.cl/ axosses/edo.html
3Un applet para este mapeo puede encontrarse en http://www.lboro.ac.uk/departments/ma/gallery/doubling/
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1.7.4. Modelo cazador-presa

Si queremos modelar el equilibrio ecolégico entre peces (z) y tiburones (y) en una regién del mar
donde no hay pesca podemos introducir el siguiente modelo de Lotka-Volterra que corresponde a
un sistema de dos EDO acopladas®:

¥ = ar—br® —cxy

y = —ky+ \ny

donde a, b, ¢, k y X\ son constantes positivas. Los términos que aparecen en las ecuaciones se
explican asi: en ausencia de tiburones (y = 0), los peces se alimentan de plancton limitado con una
poblacién méxima a/b, lo que hace aparecer un modelo logistico. Los tiburones mueren a una tasa k
en ausencia de peces (x = 0). La interdependencia es clara: la tasa de decrecimiento de la poblacién
de peces es proporcional (¢) a la cantidad de tiburones y, reciprocamente, la tasa de crecimiento de
la poblacién de tiburones es proporcional (A) a la poblacién de peces.

Por el momento no tenemos las herramientas para resolver este complejo sistema no-lineal, pero
podemos encontrar una relacién para asegurar la coexistencia de ambas poblaciones en un equilibrio
simple (zg > 0,70 > 0). En efecto, la condicién de equilibrio es 2/ = 0 e ¢y = 0. Si 2’ = 0, entonces
xo = (a — cyo)/b. Por otro lado, si y' = 0, tenemos que zo = k/A, de donde despejando, se obtiene
yo = a/c—(bk)/(Ac). Si queremos que haya tiburones, esto es yo > 0 obtenemos la condicién aA > bk
o bien a/b > k/\, esto es la poblacién critica de peces que debe soportar el plancton es k/\ para
que existan tiburones.

1.7.5. Modelo epidemiologico

El siguiente es un modelo epidemiolégico introducido por Kermack & McKendrick en 1927°. Modela
la composicién de una poblacién constante N = x+y+ 2z ante una enfermedad, donde z(t) representa
el nimero de personas suceptibles de contagiarse, y(t) el nimero de infectados y z(t) el ntimero de
inmunes a la enfermedad para cada t > 0:

o = Py
y = Bay—y
7=y

z(0) = x>0, y(0) =y >0, 2(0) =0, zg+yo =N,

donde 3 > 0 es un pardmetro de infeccién y v > 0 la tasa de inmunizaciéon. Todo esto suponiendo
que las soluciones x, y, z existen, son uUnicas, no negativas, continuas y con derivada continua para
t > 0. Se pueden observar los siguientes hechos a partir del modelo:

1Este modelo es una adaptacién quasi-linearizada de uno descrito en
http://www.industria.uda.cl/Academicos/emartinez/Dinamica/ARCHIVOS/CAZADOR.HTM

SKermack, W. O. y McKendrick, A. G. A contribution to the theory of epidemics, Proc. Roy. Soc. (A) 115 (1927),
700-721, 139 (1932), 55-83
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» La epidemia crece inicialmente en el nimero de infectados si el niimero inicial de suceptibles
supera el umbral p = %, esto es zo > p = y'(0) > 0.

= Suponiendo que existe el limite

lim (z,y, 2) = (Too, Yoos Zoo)

t—o0
se puede demostrar que Yy, =0, Too = N — 250 ¥ 250 €s raiz de la funcién:

F(z) =N —z—x eXp(_?z).

Esto puede obtenerse de dividir la primera y tltima de las EDO.

» La raiz anterior existe y es unica. Para la existencia puede usar el Teorema del Valor inter-
medio.

1.7.6. Modelo de alelos

Este es un modelo de frecuencias genotipicas y tiene que ver con el llamado equilibrio de Hardy-
Weinberg®. Considere el sistema lineal

P
, P — J—
r = qx+2y
, 1
y = qa:—§y+pz
2 = gy—pz
2 Y

donde p, g son constantes no negativas con p + ¢ = 1. El sistema anterior modela las poblaciones x
de “aa”, y de “ab” y z de “bb”, donde “a” y “b” son dos alelos de un mismo gen que aparecen con
frecuencias p y ¢ en una poblacién T

1.8. Ecuaciones Exactas

Consideremos la familia uniparametrica de curvas
flx,y) = C,.CeR
Suponiendo que y = y(x), se tiene

flz,y(x)) = C,CeR

SHardy, G. H, Mendelian proportions in a mixed population. Science 28 (1908), 49-50. Weinberg, W. Uber den
Nachweis der Vererbung beim Menchen. Jahresh. Verein f. vaterl. Naturk. in Wruttemberg 64 (1908), 368-382.
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derivando esta expresién se obtiene

of ox  Of dy
8x0x+8ydx 0
of  of ,
8x+8yy 0
of
P _Oz
i
Ay

Esto permite obtener una ecuacién de primer orden en la variable y.

Definicién 1.8.1. Una ecuacion diferencial es exacta si es de la forma

?/:—W

,donde M y N son tales que existe una funcién f(x,y) € C* (f y sus derivadas parciales son de
clase Ct, es decir, que las derivadas parciales de sequndo orden de f existen y son continuas, al igual

0
que f) tal que M = 6_f y N = ? Si la ecuacion es exacta, la solucion es la familia f(z,y) = c.
T Y
Propiedad 1.8.1. La ecuacion y' = —— es exacta si y solo si 24 = N con M = 8_f yN = g
T N oy~ Ow’ ox oy’
M 0
Demostracion. Siy' = — exacta, existe f(z,y) tal que M = % y N = O_f’ por lo tanto,
T Y
oM 9*f ON  O°f 02 f 02 f
— = — = .C € C?, se ti = . O
oy Oyox Y Or  O0x0y omo f 56 Hene que Oydx  0x0y

Ejemplo 1.8.1. eV + (ze¥ + 2y)y’' =0 :

M = &Y
N xe! + 2y
oM
T
Ay
ON
SNy
ox c
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es exacta, se puede aplicar el método:

flx,y) = /Md:HC(y)

flz,y) = ze¥ +C(y)
of

3y = ze! +C'(y)

N = =z +C'(y)

ze +2y = ze! +C'(y)
C'ly) = 2y
Cly) = v

Por lo tanto, f(x,y) = xe¥ + y?> = C, C' € R es la familia solucién de la ecuacién.

M
En algunos casos, la ecuacién y’ = —y " necesariamente es exacta, sin embargo, puede existir
M o(uM I(uN
una funcién p(x,y) tal que y' = —M st lo es. Esto sucedera si y solo si (M) = (1 )
pu(z,y) N dy Ox
Ejemplo 1.8.2. y + (2%y — z)y’ = 0:
M =y
N = 2%y—z
oM
il
dy
ON
— = 2ay—1
Ox Y

no es exacta, sin embargo, multiplicando la ecuacién por u(z,y) = —, se tiene que
x

2
Yy ry —=T
ﬁ+ 2 yo=0
con lo cual
Y
pM = o
2%y —x
pN = —
opM) 1
dy x?
ouN) 1
ox 2



>y

Figura 1.11: Sistema mecanico de un resorte y una masa.

Como a(gf) = Z—'ZM + u%—]\j y a(giv) = %N + u%—];], y ademas g—': = 0, por lo tanto se tiene
que
oM _ ouy . ON
K oy Oz K or
oM  ON
Ny ————] =0
e ( B 5@)
oM _oN
oo Oy Ox
uwo N
1 fOM ON

o = o (3

con k € R. Anélogamente, si u = u(y), se tendria

o = e (22

Ejemplo 1.8.3 (Ley de Hooke). Se tiene el sistema indicado en la primera figura , con & > 0
constante de elasticidad del resorte y m la masa del cuerpo. La ley de Hooke dice que

my" = —ky
Es decir,
k
y'+—y =0
m
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[k
definiendo w = y/ —, se tiene la EDO ¢/ + w?y = 0. Si z = ¢/ = 2/ =
m

lg

ecuacion se obtiene

dz

ly

Figura 1.12: Sistema mecanico de una cadena bajo el efecto de g con un extremo cayendo.

con C, ¢ € R constantes.

—w2/ydy+ C

2

2Y
—w?Z 4+ C
w2+

—w?y? +2C

V20 — w?y?

[+

/\/ﬁdtjwb

V2Ot +
sen(vV2C't + ¢)

\/j]_C' sen(v2C + ¢)
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Para el sistema de la segunda figura, el largo de la cadena es L y su densidad es p [masa / largo],
por lo tanto la EDO que lo describe es

pLy" = pgy
y// _ %y — 0

definiendo o = ,/% se tiene la EDO y” — 0%y = 0. Utilizando el mismo cambio de variable, se

obtiene que

dz 9
et - 0
zdy oy
dz 9
z— = O
dy y
2 2
< 2l
ol Z 40
2 7yt

haciendo el cambio de variable y = a senh 6 en el lado izquierdo,

h
/acos 9d9 _ otto

acosh 6
0 = ot+¢

por lo tanto, y = asenh(ot + ¢), con ¢ € R constante.
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
orden superior

2.1. Ecuaciones Lineales de segundo orden

Definicién 2.1.1. Una EDO lineal de sequndo orden es de la forma
y" +a(x)y + @(x)y =0 (H)

o bien

y' + @)y +ao(z)y =Q (S)
A coeficientes constantes se tiene que ay(r) =@y y ap = ao en R.

Definicién 2.1.2. Un operador diferencial es un operador lineal definido como funcion del operador
d

—. Se definen los operadores diferenciales (con ay,...,a; € R constantes, k € N)

dx

1. DY =T (identidad)

d
2. D=D'=—
dx

dk

k dkfl

d d
4. G,ka + G,klek_l + -t CL1D1 + CLQDO =Gk~ + Qf—17—7—7 +---t+a— +ag
dz dz dz

Ademas, si A y B son operadores diferenciales, se tiene que A(B(f)) = (Ao B)(f) si y solo si
,para la funcién f, todo término de la funcion B(f) es diferenciable tantas veces como requiera el
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operador A. Con esto, D¥ = Do---0D siy solo si la funcion a la cual aplico D* es al menos k
_—

k veces
veces diferenciable.

Luego, las EDO (H) y (S) a coeficientes constantes quedan de la forma

(D*+ @D +ao)y =0 (H)

(D*+@D+a)y=@Q (9)
Definicién 2.1.3. El polinomio caracteristico de la EDO (H) o (S) a coeficientes constantes es
p(A) = N2+ @\ +ag conay,ap € R.

Este polinomio tiene 2 raices o valores caracteristicos de la ecuacion, A; y Ay tales que @3 = —(A+A2)
y @p = A1 Ag. Se tienen 3 casos para las raices :

1. A1 y Ag son reales y distintas.

2. A1 ¥ A\ son reales e iguales.

3. A1y Ag son de la forma o + iw y 0 — iw, con w # 0 (complejos conjugados).

Si se define p(D) = D? + @ D + ay, tratemos de darle un sentido a esta expresién. Se sabe que
p(A) = (A = A\1)(A — A3). Como D? D e I son operadores diferenciales, como y debe ser al menos
2 veces diferenciable, entonces se tiene que (D — Aj) o (D — Xg) = Do D — DA — XD + Ay =
D2 + (—)\1 - )\Q)D + )\1)\2 = p(D)
Por lo tanto, se tiene que
(D=XA)o(D=X)y = @Q

Si se define z = (D — \y)y, se tiene las ecuaciones

(D-M)z = Q

(D—-XN)y = =z

De la ecuacion (1.5) se sabe que

z = Crexp(Mx) +exp(Mz) [ exp(—A1s)Q(s)ds

y = C'Qexp()\gx)+exp()\2x)/exp(—)\gs)z(s)ds

Es decir
y = Coexp(Aaz) + C) exp(Aax) /exp((Al — Xg)s)ds

(. 4

Solucién Hc:;nogénea Yh
+ exp(A2) /exp(()\l — A2)s) (/ exp(—)\lt)@(t)dt) ds

~
Solucién Particular y,

39



2.1.1. Solucion Homogénea a coeficientes constantes

Analizemos y,. Se sabe que los valores de la integral / exp((A; — Ag)z)dz son:

1. Para A; y A reales y distintas : exp((A; — X))

1
AL — Ao

2. Para A\; y Ay reales e iguales : x

1
3. Para A\; y Ay complejos conjugados : 5o exp(2iwx)
iw

Por lo tanto, los valores de y;, son:
1. C’le’\lm + C~'26’\2"”
2. C’le’\x + égxe)‘m, con A= A = Ay
3. é’le" senwzx + 6260 coswz, con A = o £ 1w

donde C', Cs son constantes distintas o no a C, Cy en R. Con esto, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. La ecuacion (H) o (S) a coeficientes constantes con valores caracteristicos Ai, Ay
soluciones de p(A\) = 0, tiene por solucion homogénea yp:

1. )\1, Ay € R, A1 7é Ao : Yp = Clehaj + CQGAQJ}
2. M= =XeR: Yp = C’le’\”‘“ + CQZL‘G)‘m
3. Mo =0 xiwe C\R(w #0) : y, = Cre? senwx + Cae” coswz

Ejemplo 2.1.1 (Analogia electromecdnica). En la figura (2.1), el sistema de la izquierda rep-
resenta un sistema mecanico en el cual m es la masa del objeto, k es la constante de elasticidad del
resorte y b es la constante de amortiguamiento. La fuerza total del sistema, en funcién del tiempo
se representa por F'(t). El sistema de la derecha representa un circuito eléctrico RC'L, donde L es la
inductancia de la bobina, C' es la capacidad del condensador y R es la resistencia. F(t) representa el
voltaje aplicado en funcién del tiempo. La corriente que circula se representa por o d . Las ecuaciones
que describen cada sistema son

b k jalt,
gty b, FO

m m m

R 1 E(t)
" .
it et =

Ambos sitemas estan definidos por una EDO lineal de orden 2 a coeficientes constantes, si se tiene

que m~ Lb~ Ry k =~ % (todas constantes positivas), entonces son anélogos. El polinomio
—b b? k

caracteristico es A2 + LA+ £ =0, y sus soluciones son A = — £/ — — — (A = 4[’—22 — £). Hay
2m 4m?2  m m

3 situaciones:
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k )
| (GO0 F(t)

(000
m — (@ @ —c
A%

=y R

= !

Figura 2.1: Analogia electromecanica.

b2
1. gy > k, entonces las soluciones son reales y distintas.
m
b2
2. P k, las soluciones son reales e iguales
m
b2
3. g < k, las soluciones son complejos conjugados.
m

Si al sistema no se le aplica fuerza o voltaje, es decir, F'(t) = 0 o E(t) = 0, se tendra en cada
situacion:

—b —b
1. yp = Crexp D + VA |ty + Crexp o VA |t 3 (Regimen Sobreamortiguado)
% %
< <

—b —b
2. yp = Ciexp { (2—) t} + Cytexp { (—) t} (Regimen Criticamente Amortiguado)
m 2m

—b —b
3. yp, = Cisen (\/—At) exp { <2—) t} + (5 cos (\/—At) exp { <2—) t} o equivalentemente
m m
—b
yn = Csexp { (%) t} (sen (v/=At)+Cy), pues sen(a+b) = sen a cos b+sen bcos a (Regimen

Subamortiguado).

En la figura (2.3) se tienen los posibles valores de las raices. En la figura (2.4) se grafica la depen-
dencia con respecto a b, con b — 0 (es decir , A1(b) y Aa(b)), y se obtiene su diagrama de bifurcacién.
La solucion homogénea de esta EDO se representa como la combinacién lineal de dos funciones y,
e Y2 que varian en cada caso.
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10 —
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10 —

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.2: Regimen Sobreamortiguado (arriba), Criticamente Amotiguado (centro) y Subamor-
tiguado (abajo), con C; = Cy = 10.

Im
JAN
0o+
Re
JAN

U Sobreamortiguado
O Criticamente amortiguado
A Subamotiguado

Figura 2.3: Posibles valores de A\; y Ay en C.

2.1.2. Solucion Particular a coeficientes constantes (Método de La-
grange o Variacién de Parametros)

Se sabe que y, = C1y; + Coys, con C1,Cy € R, es decir, cada funcién y; e yo satisface (H) para
Ci=1,0, =0y C; =0,C5 =1 respectivamente. Se tienen las ecuaciones:
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Figura 2.4: Diagrama de Bifurcacion de A;(b) y A2(b) en C, con b — 0.

Y+ Gy +aoyr =
Yo +@yy +aoys = 0
Multiplicando por C; € R la primera ecuacion, por Cy € R la segunda y sumando ambas, se obtiene
(Ciyr + Coya)” + @i (Crys + Coya) +ao(Cryr + Caya) = 0

Luego, cualquier combinaciéon lineal de y; e yo es tambien solucion de la ecuacion homogénea.
Se busca una solucion particular de la forma y, = C(z)y; + Ca(x)ys, donde Cy(z) y Ca(z) son
incognitas. Reemplazando y, en (.5),

Q = yy+ay, + ay,

Q = (Cil@)yr + Co(x)y2)” + @ (Cr(x)yr + Co()y2) + @o(Cr(2)yr + Co(x)y2)

Q = (Ci(@)yr + Cy(x)ys + Cr(2)y; + Ca(a)ys) + @ (Ci(x)yr + Cy(x)ya + Cr(2)y; + Colz)ys)
+ao(Cr(x)y1 + Co(x)y2)

Q = (Ci(x)yr + Cy(x)ya) + Cu(x)yy + Col@)yy + Ci(x)y; + Cola)ys

+a1 (C(2)y1 + Co(x)y2 + Cr(z)yy + Ca(x)ys) + ao(Cr(z)yr + Co(x)y2)

Como se tiene (2.1), C1(z)(y]{ + @ary] + aoyr) = 0y Co(x)(yh + a1yh + aoy2) = 0, por lo tanto
(Ch(x)y1 + Ch(@)yo) + @ (Cr(xz)yn + Ch(x)y2) + Ot (x)yh + Ch(a)ysy, = Q
Imponiendo Cf(x)y; + C4(x)y, = 0, se tiene el sistema

Ci(z)yr + Cy(x)y, =
Ci(z)yy + Cy(x)yy, =

Ql =
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Matricialmente,
(yl(x) y2() ) ( Ci(x) ) _ < 2)
(@) yo(x) Cy(x) Q
Si el determinante de esta matriz es no nulo para cualquier valor de x, el sistema tiene solucién
Unica.

Definicién 2.1.4 (Wronskiano). Dada la solucion homogénea y, = Ciy; + Coys y v € R, el
Wronskiano de esa solucion se define como

W('r7y17y2) = ’ yl(x

y 1 0 wyalx
Cl(x) B W@ayl,yﬂ @ §§E$§’
_ —@?JQ
W(z,y1,92)
/ 1 1T 0
Cal) = W (z, y1, o) ‘ zigﬂfi @‘
_ @yl
Wz, y1,92)

Integrando ambas expresiones, se obtienen los valores de Cy(z) y Cs(z):

@Zh
— | ——————dx+ K
/W SU yby?) !
le
C = dr + K
2(2) /ny17y2 M

Y la solucién particular y, queda de la forma

Qys / Qy:
= - — = dx + ————dr + Ky, + K
o s / W(ffa?/l,yQ) v W(xaylayQ) o 22

Veamos que para cualquier valor de las raices del polinomio caracteristico el Wronskiano es distinto
de cero:
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1. )\1, )\2 € R, )\1 7£ )\2 Y = C’le/\” + CQGAQJ} =Y = e’\”,yg = 6)\296

Az Aoz

e e
)\1€>\1$ )\2€>\2$

€(>\1+>\2)m ()\2 — )\1)
———

>0 £0

Wz, e’\lm, e)‘”) =

2. M =X =AER:y, = CreM + Coze’ = y; = M, yp = 2™

e)xaz xe)\a:

AN \xer® 4 M

= \r+1 - \2)
_ 2z
= e
~~
#0

W(z, e, we’) =

3. Mo =o0xiw € C\R(w # 0) : y,, = C1e? sen wr+Che? coswr = y; = €7 senwz, ys = € cos W

e’? senwzx e’* coswzx
Wz, e’ senwz, e’ coswz) =
( ’ ’ ) oe’® sen wx + we* coswxr  ce’® coswr — we’* sen wx

— w e2am
~
#0 #0

2.1.3. Solucién a coeficientes variables

En las secciénes anteriores se vio que para una EDO de la forma (H) o (S) a coeficientes constantes,la
solucién homogénea es de la forma y, = Ciy; + Cays y la solucién particular es y, = Cy(x)y1 +
Cy(x)ys. En el caso de coeficientes variables, el método de los valores caracteristicos no se puede
aplicar, por lo tanto, encontrar los valores de y; e Yo es un problema.

Formulas de Abel y Liouville

Estas formulas estan ligadas al método: ”Conociendo una solucién y;, encontrar ¢, ” en una EDO
a coeficientes variables. Sean y;, yo soluciones de la EDO y” + @, (2)y’ + ao(z)y = 0. E1 Wronskiano
para esas soluciones es

Y1 Y2
Wiz, vy, =
(%91, 32) ‘yi Y5
= Yo — 1Y
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Derivando este valor, se tiene que

W@, y1,92) = % (1195 — yi92)
= 1y + U1Ys — Y1 — Vi
= 1Yy — Yy
Como y; e ys son soluciones, cumplen con las siguientes igualdades
yi +a(@)yy +ao(z)yr = 0
Yo + a1 (2)ys + @o(x)ys = 0

Multiplicando por s la primera, por y; la segunda y restando ambas ecuaciones, se obtiene la
igualdad

(11ys — yiye) +a1(x) (y1yy — yyye) = 0
—_— —_—
W' (z,y1,y2) W (z,y1,y2)

W'z, y1,y2) + @ ()W (z,91,92) = 0
W(z,y1,y2) = Cexp (—/El(x)fM)

con C € R. Esta expresion se conoce como Formula de Abel.
Con esta formula, se puede despejar el valor de y, en funcion de y;:

Yoyr —y1y2 = Cexp <— /El(x)dx)
/ C
Yy — &yz = —exp (— /El(x)dx)
n Y1
!/ / / C ,
Yo eXp (_/&dx) —&ZBGXP (—/&dx) = —exp (—/61(:c)d:c—/£d:c)
N v/ W Y1 Y1 U
g\ C
2 J—
— = —expl|—[a :de)
<y1) y? ( / (@)

ﬁ7y1¢0
. 1 B
Y2 = ?/10+y10/?€Xp (—/al(x)dx) du
i

Si se supone que yo = v(x)y;, con v(x) variable, el inico valor que puede tomar C' es cero, con lo
cual se tiene la Formula de Liouville

p = ylcfyi%exp <—/61(a:)da:> du
con v(z) = C / yi% exp (— / El(x)dx) du.
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Ejemplo 2.1.2. Se tiene la EDO 2?y” + zy’ — y = 0 y una solucién y; = z. Se pide encontrar y,:

dx
zyy —y2 = Cexp (/—?)

g - C
> x?
(%) - =
x a8
Y2 o C =
r 222 +\,0,,
c ., -C
= —_— C = —
Y2 T ’ 92
Al evaluar y, en la EDO, se verifica que sea solucion de esta: %xQ — $—12$L’ — % =0

2.1.4. Independencia Lineal

Definicién 2.1.5. Sea I un intervalo real (abierto, cerrado, semiabierto, semicerrado). Se define
C°(I) como el conjunto de funciones f : I — R\C con f continua en el intervalo I. Se define C"(I)
como el conjunto de funciones f : I — R\C con f, f', f",..., f™ continuas en el intervalo I.

Este tipo de conjuntos tiene estructura de espacio vectorial ya que para todo par de funciones
f,9 € C"(I) y todo real A, se cumple que (f + g)(x) = f(x) + g(x) ¥ (\f)() = Af(x).

Definicién 2.1.6. Las funciones y1,...,yx en C*(I) son linealmente independientes (l.i.) si se
cumple que ,

Vo e I,Ciyr(x) + - - -+ Cryp(x) = 0 (funcion nula)

entonces
Cy=---=C =0 (escalar nulo)
Ejemplo 2.1.3. Veamos que y; = senx,y, = cosx son Li. Si se tiene la igualdad C}senz +

Cs cosx = 0, derivandola con respecto a = se obtiene C] cosx — Cysenx = 0, luego si el sistema de
estas dos igualdades tiene solucién tnica, las funciones son l.i. :

senr CoSx 4 _ 0

COST —senzw Cy - 0
Como el determinante de la matriz vale —sen? x —cos? x = —1 # 0 para todo € I, el sistema tiene
solucién unica, por lo tanto C; = Cy = 0 (notar que el Wronskiano de ambas funciones coincide
con el determinante de la matriz).

En general, para cualquier par de funciones yi, o € C"(I), se tiene la siguiente propiedad:
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Propiedad 2.1.1. Dadas dos funciones yy,ys € C™(I), si W(xo,y1,y2) # 0 para algin xy € I,
entonces y, e Yy son linealmente independientes.

Observacion. Existen puntos donde la combinacion lineal se anula sin que se anulen los coeficientes.
En el ejemplo (2.1.3), basta con evaluar en xy = § + 2k.

Definicién 2.1.7. Las funciones yi,...,y, en C*(I) son linealmente dependientes (l.d.) si existen
constantes C1, . ..,Cy € R no todos nulos tales que Vr € I, Cryi(x) + -+ - 4+ Cryr(x) = 0.

En el caso de la dependencia lineal, no se puede utilizar el Wronskiano como método de prueba, es
decir, la implicancia Vx € I, W (x,y1,y2) = 0 = y;1 € yp son L.d.. Veamos el siguiente ejemplo:

3 >
Ejemplo 2.1.4. Sean y;(z) = 2° e yo(x) = iﬁ i - 8 . Para ver que son L.i. basta con evaluar
la expresion Ciy; + Coys = 0 en x = 1 y ¢ = —1 y se tendran las ecuaciones C + Cy = 0
y —C1 + Cy = 0, con lo cual C; = Cy = 0. Ahora, veamos que Vx € I, W(x,y1,y2) = 0. El
2 R
. . . s _ . _ 0.
Wronskiano tiene 2 posibles valores, si z > 0, 222 32 0,o0siz <0, 22 342 0. Con

esto se prueba que la implicancia no se tiene.

2.2. Ecuaciones Lineales de orden n

Las definiciones de la subseccién anterior se pueden extender a espacios vectoriales de vectores de
funciones o matrices de funciones.

Definicién 2.2.1. C"(I)™ =C"(I) x --- x C"(I) = { vectores de m funciones continuamente deriv-

J/

N~
m vVeces

ables en el intervalo I hasta el orden n }
C™(I)™* = { matrices de m x k funciones continuamente derivables en el intervalo I hasta el orden

n}

Estos conjuntos tambien tienen estructura de espacio vectorial para la suma y ponderacion por
escalar componente a componente. La integracién de elementos de estos espacios se definene de la

forma
/ fo It

fir oo fik ff1,1 ffl,k

fi [ h

/

La derivacion es andloga.

fﬂ.’L,l fm,k ffm,l ffm,k
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Definicién 2.2.2. Una EDO lineal de orden n es de la forma
Yy @ (2)y" Y 4 ao(x)y =0 (H)
o bien
Y @, (@)y" Y 4Gy = Q (S)
A coeficientes constantes se tiene que Vi € {0,...n —1},a;(z) =a; en R.

Nos interesa encontrar la solucién general, es decir, las condiciones de existencia, unicidad (bajo
condiciones iniciales) y los métodos para encontrarla. Para la existencia y unicidad, se estudi-
ara el problema de Cauchy, el cual consiste en encontrar la solucién de una EDO lineal de or-
den n en un intervalo I no reducido a un punto, dado que para un cierto xy € I, se conocen
y(z0),y (7o), ...,y (xy), es decir, se conocen las condiciones iniciales del problema. La idea es
demostrar que para cualquier elemento de I y para cualquier eleccion de las condiciones iniciales,
existe una unica solucion que satisface la EDO.

2.2.1. Transformacion a un sistema vectorial

Se realiza el siguiente cambio de variables:

zax) = ylz)

z(r) = y(2)

a(w) = y" ()

Derivando cada nueva variable, se tiene:

@) =y(@)= =)

zlr) =y'(@)= z)

g(x) =y"M(x) = —Gua(x)y" V(@) - - ao(x)y(z) +Q

= —Gp1(T)zp(x) — - —a@g(x)21(x) + Q
Con esto, el sistema queda de la forma:
Y 0 1 0 0 2 0
z9 0 0 1 Ce 0 z9 0
- : : : .. : : + : <2'1>

Zn —ap(x) —ai(x) —as(x) —p—1(x) Zn Q
#(x) Alx) #(z) Ba)



Si se tienen las condiciones iniciales, es decir, y(wo),...,y™ Y (xy) equivale a tener las condiciones
iniciales en el sistema z1(xo), . .., z,(zo) y el problema se escribe

—

Z(x) = A(x)Z(z) + b(x)
Z(xo) (condiciones iniciales)

con x € [ intervalo no reducido a un punto.

2.2.2. Existencia y Unicidad

Teorema 2.2.1. Sea T' > 0 y I = [wg, 2o + T| para un zy € R dado. Sea f € CO(I x R™), es decir,
f(z,y) es continua con respecto a x ey, donde y es un vector de m funciones a determinar. Sea
ademas y(zo) € R™ un vector cualquiera. Si f es Lipschitziana con respecto a la sequnda variable,

(es decir,AL > 0 tal que Yz € I,|f(z,y) — f(z,2)| < L|ly — z||, con ||| = MZh? para todo

i=1
h € R™) entonces existe una tinica solucion y € C°(I)™ del problema de Cauchy.
Demostracion. El problema es de la forma y' = f(z,y(x)),z € I (forma diferencial), integrando

entre zg y x se tiene que y(z) = y(xo) +/ f(s,y(s))ds (forma integral). Se define el operador @ :

zo

Co(I)™ — C°(I)™ de la forma y(z) — ®(y) = y(xo) +/ f(s,y(s))ds. Se consideraran equivalentes
Zo

las notaciones ®(z,y) con ®(y).

Un punto fijo para ® es una funcién 3y € C°(I)™ tal que Vo € I, ®(x,y) = y(z), y si es unica, hay
solucion unica.

Recordemos que en R se cumple que:

1. Toda sucesion de Cauchy es convergente.

2. Una funcion f es contractante en una parte cerrada C' C Dom(f) si 3K € (0,1),Vx,y €
C,f(x)— f(y)] < K|z —yl|. Si f:C — C es contractante con C' una parte cerrada, entonces
existe un unico xy € C tal que f(zg) = xo.

En esta demostracion utilizaremos el siguiente teorema (sin demostracion):

Teorema 2.2.2. En el espacio C°([xg, zo+T])™, con la norma del supremo (|| flle = sup |f(x)]),
z€[z0,20+T]

todas las sucesiones de Cauchy son convergentes.

Corolario 2.2.1. St ® es contractante de constante K, entonces existe un unico punto fijo.
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Demostracion. Analoga al caso en R. Tomando la sucesién (fx) que cumple con fr1 = P(fx), se
tiene que (fx) es sucesion de Cauchy. Observemos primero las siguientes desigualdades:

1fs = fallo = [I®(f2) = (f)llo < Klf2 = filloo
1fs— fsllo = 9(f3) = @(f3)lloo < Kl fs — folloo < K| fo = filloo

Ifirr = fille = N2(fi) = @(fii)lloo < -+ S K| fo = filloo

Y por lo tanto para m,n € N;n > m, se tiene que:

an_fmnoo < ||fn_fn—1||oo+||fn—1_fn—2||oo+"'+||fm+1_fm||oo
< K" fa= fillo -+ K™ f2 = filloo

n—2
< (5 w)ie-n.
i=m—1
n—2
) anl _ Kmfl Kmfl
como izmz_lKl = 1 < T 0 cuando m — oo (pues 0 < K < 1). Con esto, se
n—2
tiene que 0 < [|f, — fim|[oo < ( Z Ki) lf2 = filloo — 0, por lo tanto, (fx) es una sucesion de
i=m—1

Cauchy. Por el teorema (2.2.2), la sucesion (f;) converge a un limite que llamaremos f y por lo
tanto f = lim f, = im ®(f,_,) = ®(lim f,_;) = ®(f). Las ultimas desigualdades se tienen ya que
como ® es contractante, implica que es continua en el conjunto donde es contractante. El hecho de
que el conjunto C' donde es contractante la funcién garantiza que el limite esta dentro del conjunto
y que puede ser alcanzado por P. O

Con lo anterior se tiene que:

B, y(2)) — Bz, 2(2))]| = |y(zo) + /$f<s,y<s>>ds—z<xo>— /$f(s,2(8))d8|

como ®(z,y(x)) = y(xo) + / f(s,y(s))ds, la constante y(xo) debe ser fija (dato inicial yo) para
o

todas las funciones en C°(I)™ y ademas, la norma pasa al interior de la integral por la propiedad

F<Ul=JF< U= 1[I = [ 1f], con lo que queda
B, y(2)) — B, 2())] < / F(s.9(s)) — (5. 2(5))ds

< L[ lut) - =(s)ds
< L /ﬂ»‘ exp(2L(s — zp)) (exp(—2L(s — xg))|y(s) — z(s)|) ds
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definiendo || f||oo,r = sup exp(—2L(x — x¢))|f(x)|,

|@(z, y(x)) = O(z,2(2))] < Ly = 2llor /gﬁ exp(2L(s — xo))ds

= Ll — 2l (exp(2L(x — 20)) — exp(~2L))

IN

1
1y = 2lloc,r exp(2L(z — 20))
lo que implica que
1
exp(=2L(z — 2))[®(z, y(2)) — (2, 2(2))] = Slly = 2]locr
tomando el supremo sobre los z € I,
1
12, y()) = 20,20l = Slly = 2lloor

por lo tanto ®(-,y(-)) es contractante. Por el corolario (2.2.1), existe un unico putno fijo para

®(-,y(+)), lamado ¥, con lo cual Vx € I, ®(x,y(x)) = y(x). O
Observacion. 1. Se denomina a (2.2) "solucién fuerte” y a (2.3) "solucién debil”.
y = fla y(ﬁ)) (2.2)
v = et [ fsys (23

En principio, (2.2) y (2.3) no son equivalentes, pues no se sabe si y es continua. A posteriori,
una vez que se sabe que la solucion de (2.3) es continua, se sabe que la solucion de (2.2) es
continua.

2. Es posible hacer la misma demostraciéon si f es sélo continua por pedazos con respecto a la
segunda variable.

3. Para una EDO lineal de orden n, se tiene que
fla,2(x)) = Az)Z(z) +b(x)

con Z(xg) el vector de condiciones iniciales, y A(z) y b(z) de la forma explicitada en (2.1),
la continuidad de f (respectivamente continuidad por pedazos de f) es equivalente a la con-
tinuidad de Q(x) y @;(x) para todo i € {0,...,n — 1} (respectivamente continuidad por
pedazos de Q(r) y @;(x) para todo i € {0,...,n —1}). La continuidad de f con respecto a la
segunda variable es directa. La Lipschitzianidad de f se verifica:

[f (@, y(2) = fz,2(2))] < [A@@)(2(2) = y(2)) + b(z) — b(z)]
< [A@)(2(z) - y(2))]
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Como |Ay]* = Y, <Ej aijyj>2 y por Cauchy-Schwarz,
(Zj a%) (Z; yf) = (Z] afj) ly|?, por lo tanto:
[f (@, y(x) = [z, 2(2))] < [A(2)(2(2) = y(2))]

< /Zza?j(x)ly(ﬂf)—Z(ﬂfH
e /Zza?j(ﬂf) ly(z) — 2()]

(. 4
v~
L

< Lly(z) = 2()]

VAN

Por lo tanto el teorema es valido para EDOs lineales de orden n.

4. El teorema es valido en los siguientes casos (verificar):
["L‘07 T + T[a [$0, OO[, [$0 - Ta .[L'O], ]xo - Ta xO]a] — 00, xO]'

5. En el diagrama de fases (ver seccion (5.4)) las curvas cubren todo el espacio y no se intersectan
sobre una curva que se cierra sobre si misma. Ademas, en los sistemas lineales existe C' € R
tal que |7 — ¥l < Cl|%0 — wol|, es decir, si las condiciones iniciales son parecidas, entonces
las soluciones lo son.

6. Si un sistema homogéneo (EDO linela orden n) parte con condiciones nulas se mantiene
siempre (dentro del intervalo I) en reposo.

En resumen, se tiene el teorema:

Teorema 2.2.3 (Existencia y Unicidad). EIl problema de Cauchy

{ () y'n) +@pr (2)y" D + -+ To(a)y = Q) x € 1
(C.L )y(xg),...,y" Y (x0) dados

, donde I es un intervalo real no reducido a un punto, las funciones @;(x), Q(x) son continuas en I
(respectivamente continuas por pedazos en I), para cada xo € I y para cada vector de condiciones
iniciales, se tiene una solucidn tunica y(x) con x € I tal que y,y', ... YD son continuas en I e
y(") es continua en I (respectivamente continuas por pedazos en I ).

Observacion. 1. Si Q(z) =0, y(xo) = --- = y™ Y (x0) = 0, entonces y = 0

2. Si y, 2 son soluciones de (S) y y(z¢) = 2(x0), . .., y™ V(o) = 2"V (z), entonces y = z.
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2.2.3. Espacios Sy H

Vamos a estudiar la estructura de la solucién general de (S). Para ello comenzamos con la ho-
mogénea:

y(") + En_1(9€)y("_1) 4 Eo(:t)y = 0
Definicién 2.2.3. S = {y € C*(I) : y es solucion de (S) }
Definicién 2.2.4. H ={y € C"(I) : y es solucion de (H) }
Teorema 2.2.4. 'H es un subespacio vectorial de C*(I) de dimension n.
Demostracion. Claramente 0 € H. Sean yi,y, € H. Como y%”) + En,l(a:)yyhl) + - +ag(x)y; =0,
ponderando por A € R, se tiene que (Ay; )™ +a,_1(x)(Ay1) @D+ - +a@o(x) (A\y1) = 0, luego Ny, € H.
Al sumar las evaluaciones de (H) en y; e 15 se tiene que (3™ +y$™) + @y (@) (" Y + 55" )+ -+
() (y1 +y2) = 0, lo que equivale a (y1 +2)™ + @1 () (g2 + y2) "D + -+ + @0 (@) (Y1 + y2) = 0,
por lo tanto y; + y2 € H y ‘H es un subespacio vectorial de C"(I).
Vamos a construir una base de H, llamda base candnica, es decir, n funciones Li. y1,...,y, y que

generan H. Sea y; una solucion de (H) con condiciones iniciales e; = (0,...,0,1,0,...,0)" (solo 0y
un 1 en la posicion i-esima), es decir,

yi(zo) = 0
yi(zo) = 0
u'w) = 1
u'V(w) = 0
Probemos que {y1,...,yn} es Li. : para todo = € I se tienen las siguientes igualdades

Oélyl(l’) +--+ O‘nyn(x) =0
aryy(z) + -+ any,(r) = 0

" @)+ "V (@) = 0

Matricialmente:
y1(x) Ya(z) Yn () ay 0
Yy (x Ys(x Yp( o) 0
@) ) (@) S I K R
(@) (@) @) )\ an 0



Para x = z( se tiene que

(03] 0
1
[6%) 0
1
Qn 0
Con lo que iy = ap = -+ = a,, = 0, por lo tanto son L.i.
Probemos que {y1, ..., y,} genera H. Sea y;, € H. Demostremos que existen constantes i, ..., 3, €

R no todas nulas tales que para todo x € I,

yn(z) = Byi(x) + Boya(x) + - - - + Buyn(x)

Derivando esa expresion hasta la (n-1)-esima derivada, se obtiene el sistema

nE) ) () By n(2)
?/1(35) y2fx) yn(ff) ﬁ:Q _ ?/h@) Vrel
gy @)y (@) B ()

Evaluando en x = xy:

1 B yh(%)
B2 _ Y (o)
: 511 y/(zn_i)(ffo)

Entonces (; = y}(ffl)(xo). En principio los ; dependen de xg, hay que demostrar que no dependen.
Sea z, € H tal que z,(x) = Biyi(z) + Bayo(z) + - - - + Buyn(z), Vo € I. Como yp, 2, son soluciones
de (H) se tiene que

yn(wo) =5 = 2n(z0)

Yn(z0) = B2 = 2,(20)

u(wo) = Bu= 2 (o)

Por el teorema de exisencia y unicidad, ypzy,. O

Si z es un elemento y A un conjunto, recordemos la notaciéon r + A ={z+a:a € A}.

Teorema 2.2.5. Si y, es solucion de (S) entonces S =y, +H.
Geométricamente quiere decir que S es un desplazamiento por el vector y, de H.
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Figura 2.5: Representacion de los espacios H y S en 2 dimensiones sobre C?(I).

Demostracion. Vamos a demostrar que toda solucion de (S) se puede escribir como suma de y, y
una solucion de (H). Sea y solucion de (S). Se tiene que y™ +@,_1(z)y™ ™V +-- - +ay(z)y =Q vy
que y}()n) + En—l(ff)?/z()n_l) + -+ +@o(7)y, = Q. Si ambas expresiones se restan queda (y — y,)™ +

An1(2)(y — yp) "V -+ @o(z)(y —yp) = 0, por lo tanto y —y, € Hy como y = y, + (y— ) ,

€s eH
se tiene el resultado. [
Corolario 2.2.2. La solucion general de S se escribe de la forma
y = Ciyp+Coyp+ -+ Cryn +4p
donde yy, . .., Yy, son soluciones l.i. de (H), y, es solcucion particular cualquier de (S) y las C; € R

son constantes arbitrarias que dependeran de las n condiciones iniciales. (Las C; no son los [
calculados con anterioridad).
2.2.4. Wronskiano de dimension n

Definicién 2.2.5. Dadas las funciones yi, ...,y, € C"(I), el Wronskiano asociado a esas funciones
se define como

o
W(z,yi,.- Yn) = yl.x yn:x
g () ys' ()



Notar que W (zx,y1, ..

L Yn) € CH(I)

Lema 2.2.1.

n

E 1-est

i=1

n

S

Jj=1

Por lo tanto,

W/

Lema

d

dx

Wz, 1, ...

»Yn)

n-1
D
n—1
y

vy (@) Y, ()
W) L ()
i () s ()
(25 (37)
v (@)
¥ (@)
(=ao(z)yy — @ (x)y] — - — A1y

2.2.2. El determinante es multilineal

ma fila derivada

j-esima columna derivada

e yl(x) yn<x)
e | ) hae
S R R e
(n—1) : :
R B O R )
(g yl(x) yn<x)
i) (@) e
S : :
: (n—2) (n—2)
(n=1)(, n (@) yn (@)
Voo | L@
V(@)
W)
) (=@o(®)yn — @1 (@)Y, =+ — 1y

por filas y columnas.
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Por ejemplo, si det(A) = det(F, Fs, ..., F,), con F; lafilai-esima de A, se tendria que det(F1, ..., a+
Ao, ... F)) = det(Fy,....a,...,F)) + \det(Fy,....b,.... F,).

Con este lema, la derivada del Wronskiano queda de la forma:

y(x) Yn() me Y ()
W | B ) | o] HE) yn(x) |
[ @) @) | | wi@) ) |
(z) () R
I ya@ _ y;@
W@ V(@)
= —Qp_1 ()W

Teorema 2.2.6 (Férmula de Abel). Si W(x,y,...,y,) esta formado por yy,...,y, soluciones
de (H), entonces

W (z, 1, . yn) = Cexp (— / Enl(:c)d:c)

con C € R.

Corolario 2.2.3. El Wronskiano formado por n soluciones de (H) o bien se anula siempre o bien
nunca (mayor o menor a cero).

Teorema 2.2.7. Sean yy,...,y, € C"(I). Se tiene que:

1. SiW(xo,y1,...,Yn) # 0 para algin x, € I entonces yy,...,y, son Li. en C"(I).
2. SiW(x,y1,...,yn) =0 para todo x € I, no implica que yi,...,y, sean l.d. en C"(I).
3. Styy...,yn sSon soluciones de (H), las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Wi(xo,y1,...,yn) # 0 para algin x, € I.
b) W(z,y1,...,yn) # 0 para todo z € I.

c) Yty Yn SON L.

Demostracion. 1. Propuesto.

2. Un contraejemplo es y; = 22 e yo = |y3|.
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3. La equivalencia entre a) y b) es evidente gracias a la formula de Abel.
La primera implicacia de la equivalencia entre b) y c) es clara gracias a la proposicion 1).

Para la otra implicancia, probemos que si W (xg, y1,...,y,) = 0 para algun xy € I, entonces
Y1, ---,Yn son L.d.
Como W (xg,y1,...,yn) = 0 para algtin zg € I, se tiene que existen «; ..., a, € R no todos

nulos tales que

Y1 (o) Yn(20) o1 0
v (o) Y, (o) a | [0
g @e) oy (o) an 0

2D (20) = anyl" V(o) + -+ anyl (wo) = 0

Como z € H, por el teorema de existencia y unicidad, se tiene que z(z) = 0 para todo = € I,
luego existen a; ..., a, € R no todos nulos tales que ayy;(x) + -+ - + apyn(x) = 0 para todo
rel.

O

2.2.5. Coeficientes Variables

» Soluciones Homogéneas:
Deben ser n soluciones 1.i. . No hay un método general para encontrarlas. Lo tnico que
podemos decir es que conociendo n — 1 de ellas 1.i. , se puede calcular una méas 1.i. usando la
férmula de Abel (si n = 2 férmula de Liouville).

» Soluciones Particulares:
Si conocemos a priori vy, ...,y, n soluciones Li. de (H) , y, = >, Ci(z)y; (variacién de
parametros). Para simplificar definimos el operador lineal:

Ly — y(n) + an—l(x)y(n_l) + e + ao(aj)y

Con esta notacién se tiene



Si imponemos Y ., Cl(z)y; = > o Cl(x)y, =--- =, Cl(z)y, ("=2) — 0, obtenemos
Yp = Z Ci(x)y
i=1
v, = > Cix)yi+ ) Cila)y
i=1 i=1

=0
v o= ZC ZC’ o)y
=0

Yy = Z | nl)*ZC' (n=2)
i=1

J

g = N Gy + Y Cla)y
=1 =1

Ponderando la ecuacion correspondiente a la i-esima derivada de y, por @;(z) para i €
{0,...,n — 1} y sumando hacia abajo, se tiene que

ZC (2)Lyi+ 3, Cly" ™V = Q

%,_/
=0(Ly;=0)

Matricialmente el sistema obtenido es:

yi(x) Yn () c; 0
() Yn () C} 0
O I S ON N e 0
n— n— !
@) e W@ )\ G Q
Wi ) sy dn
De la regla de Cramer, se sabe que Cl(z) = (z, 41 Y ), donde W; corresponde a W con
W(.T, Yty - - 7yn)
la i-esima columna cambiada por (0,...,0,Q)*, por lo tanto

W S yla"'ayn)ds
S yl)"'ayn)

Los C;(x) son tnicos pues como ¥y, . .., son Li. , W(z,y1,...,y,) # 0.
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Formula de Green

W= > B0

= ;yi(x)/g//igs’yl""’yn)ds

Suylv"'7yn)

1 n
= Z'.TWZ‘S, ,...,ndS
/W(S%._,yn)zy() (5,91, -, )

i=1

Podemos escribit W;(s, y1, ..., yn) = (=1)"7Q(s)Wi(s, Y1, . . ., yn), donde Wi(s,u1,...,yn) es igual

aWi(s,y1,...,ys) sin la n-esima fila y sin la i-esima columna, es decir,
yi(s) o yima(s)  wir(s) oo ya(s)
Wi(s,41,- -5 Yn) = : f : : : :
n—2 n—2 n—2 n—2
O R O BT O Nl ©)

Con esto queda

i} o <
= /W(s,yh,,,,yn)zyi(x)(_l) Wi(s,91, -+ Yn)ds

i=1

IR
[ 2 o N
WS, Y1, Yn) yinié)(s) & (s)
< yi(x) (@) -
:Rz;,s)
R(z, s)

Definiendo la Funcién de Green como G(x,s) =

, se tiene que

W(Sayla .. 7yn)

w = [ Gleoais

2.2.6. Coeficientes Constantes

Soluciéon Homogénea

La EDO y™ + @, _y™ Y + ... +dyy = 0 se escribira de la forma P(D)y = 0, donde P(D) es el
operador diferencial P(D) = D" +@, D" '+ ---+@D+a, =5, @D’ cona, =1.
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P(D) esta asociado al polinomio caracteristico p(A) = A" + @, 1 A" ' + -+ + @\ + ag, con A € R.
Como se trata de un polinomio de grado n, tendré n raices o valores caracteristicos: p(\;) = 0, \; € C
raices. Como @; € R, si hay raices complejas, etas apareceran en pares conjugados.

Supondremos que hay [ raices distintas con multiplicidades algebraicas m; resprectivamente. El
polinomio se puede descomponer de la forma:

PO = = A)™ (A= X)™ . (A= \)™
l

= JJx=r)m™

=1

conn=>3"_ m.
Es facil probar que la factorizacién de p(A) induce una anédloga en P(D), donde el producto corre-
sponde a una composicién:

P(D) = (D—=X)o---o(D—=X)o(D—=X)o---0(D—=X)o---0(D—=XN)o---0(D—X\)

N N / N /
N~ v~ v~

m1 veces ma veces m; veces

Lo primero que se aprecia es que
PDy=0 < (D—=X)™o...(D=X)"My=0
Se pueden definir nuevas variables z; de la forma:

(D=X)o(D—=X)o---o(D=XN)o(D=XN)y = 0

Zn—1

(D—)q)Zl = 0
(D-)q)Zg = Z1

(D — )\1)Zm1 = Zm1,1

(D_)\l)y = Zn-1

En principio es un método vélido para resolver la EDO (incluso la no-homogénea) pero es solo ttil
como concepto.

Propiedades 2.2.1. (Traslacidn)
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1. P(D+ \)1 =p(A)
2. P(D)e* = e P(D + \) = eMp(N)

3. P(D)(f(x)e™) = 4 P(D + A) f(a)

Demostracion. 1. Recordemos que (D+N\)*f(z) = (D +N)...(D+\) f(z) = Zf:o < ]; ) FO(z)Ne—7,

Vv
k veces

luego, si f(x) = 1, para todo z >0, f@(x) =0, con lo que se obtiene (D + \)¥1 = A*, por lo
tanto P(D 4+ \)1 = A"+ " G\ = p()).

2. De 1) y 3) con f(z) =1 se tiene el resultado.

3. Sesabe que D (f(x)e™) = 37 ( i ) D¥(f () D7) = M 325 ( i: ) DH(f(x))N =
(D + ) f(z). |
Ahora, P(D)(f(x)e*) = 325_oa; DI (f()e™) = 37, [a;e (D + N f(2)] = > 37, a;(D
N f(w) = e P(D + \)f ().
0

Con ayuda de la propiedad 2) se pueden encontrar [ soluciones de la ecuacion homogenea. Si \; es
una raiz del polinomio p()), se tiene que:

P(D)e’\im = eA”p()\i)

——
=0
=0
Lo que quiere decir que e*® e*2® . eM® son soluciones de (H). Veamos que son L.i.:
6)\1:1: . eAlm
A1z Az
- N e A€ ... Ae
(z, e ... eM?) :
Nt Al
| |
l Mo
= exp g A& . ) )
p : : :
P D Ve

= exp(ZA:c)C’H)\ —\)

i#]
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Como \; # A;j si i # j, el Wronskiano es distinto de cero y las funciones son L.i.
Para formar la base necesitamos n funciones l.i., por lo tanto hay que encontrar n — [ mas. De la
propiedad 3), se tiene que (\; una raiz del polinomio p(\)):

P(D)(z"e*®) = N*P(D + \;)a"
= (D=A +XN)™ .. (D=X—=X)" ... (D—=XN—X\)"a"
= (D — )\1 + )\Z)m1 NN (D — )\i—l — )\Z‘)mi_1 (D — )‘H—l - )\Z‘)mi+1 NN (D — >\l — )\i)mleifL'k

Como D™izk =0 < 1 <k <m; — 1, se encuentran m; — 1 soluciones de (H):

i 2 iz

T gt L gl

xre

.. .. . [
Repitiendo este procedimiento para cada m;, se encuentran n — [ soluciones, ya que > ,_,(m; —1) =

S mi—l=n—1
Ejemplo 2.2.1.
(D—-1)*D+3)°D*y=0
En este caso n = 10.Veamos todas las soluciones que se encuentran con este metodo:

M=1m =2 = {e ze’}

Ao =-3,mo =5 = {e ¥ we 3 2% 2P ale "}

M=0m3=3 = {l,x,:pQ}

Veamos si son li. Para todo z € [ se debe cumplir:

ag e’ + ag e+
Oz271€’3”‘“ + 04272:66’3”‘“ + ag,lee’?’x + a471x3e’3$ + a5,1x4e’3m+

Q31+ 3T +azar’ = 0
Aplicando (D — 1)3(D + 3)°D? a esta expresion, se transforma en
2033 =0
Aplicndo (D — 1)3(D + 3)5D, se obtiene
ago =0
Y sucesivamente, se obtiene que «;;, = 0 para todo i € {1,2,3},5 € {1,2,3,4,5}, por lo tanto, son

Li.
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En general, las n soluciones encontradas son l.i., pues dada la ecuacion

Q1€ A N

Oz2716>\2$ NS a27m2xm2—16)\2x+

al,le)\lx +- 1t al,mzxml_lekm =0

Al aplicar el operador (D — Ay)™ ... (D — \)™~1... (D — \)™, se obtiene

6>\ix0zi7mi_1 (D — )\1 -+ )\Z‘)m1 Ce (D — >\l -+ )\Z‘)ml Dmi_ll‘mi_l = 0
50) (ma=1)!

eAixai,mi—l(mi_ Dip(n) = 0

Se verifica que p(N;) # 0y (m; — 1)! # 0, por lo tanto «;,,,—1 = 0. Repitiendo la aplicacion
progresivamente, se verifica que todos los «;,,,—1 son iguales a cero, con lo cual las n funciones son
Li..

Ejemplo 2.2.2.
(D —(1+4))*(D— (1 —14))’y =0

n =6:
M=14im =3 = {eT)7 gtz g2,0+02y
A=—=3my=5 = {e(l_i)x,xe(l_i)x, ZL‘26(1_i)x}
Si {b1,by...,b,} es una base, entonces {b; — by, by + bo, b3, ..., b,} tambien es una base, luego,

sumando y restando cada‘par de soluciones correspondientes (es decir, e(1t9% 4 (1707 — ¢% cog g y
e(+ie _ o(1=0)7 — jeT son 1 ), se obtiene una base real de la forma

2

{e” cos x, ze” cos x, z°e” cos x, e” sen x, re” sen x, x°e” sen x'}

Este ultimo ejemplo permite generalizar la nocion de la base obtenida. El siguiente teorema engloba
lo estudiado en esta parte:
Teorema 2.2.8. La ecuacion homogénea

(D - )\1)m1 “e (D - )\l)mly = 0

con A, ..., A\p soluciones de p(\) = 0 (valores caracteristicos), tiene por soluciones combinaciones
lineales de la base

{eM® peti® . pmiTleNiT)
para cada \; € R, unida con
{e7" coswjz, ..., 2™ LT coswix} U{e"fx senw;x, ..., v e senw;r}

para cada \j = o; £ iw; (complejos conjugados).

65



Solucion Particular
Si se tiene la EDO
P(D)y = qy(x)e”

con \g € Cy q,e™ una funcion que puede ser un polinomio por una exponencial, un polinomio por
seno o coseno por una exponencial o cualquier combinacién lineal de estos, donde gr(qg,) < ko en
caso de ser un polinomio. Estas formas especiales se deben a los tipos de forzamientos que aparecen
en la naturaleza.

El operador diferencial que anula el lado derecho es (D — \g)**!, pues

(D= X)** ' P(D)y = (D= Xo)** gy, ()e”
— e)\oz'Dk0+1qk0 (.T)
= 0
Si Ao € R, la ecuacion se transforma una homogenea de orden n + ko + 1 que sabemos resolver.
Si \g € C, se aplica ademas el operador (D — \g)**! a ambos lados de la ecuacion, con lo que se

obtiene (D — Xg)*o+1(D — )" P(D)y = 0, que es una homogenea de orden n + 2(ko + 1). Hay 2
casos que se estudiaran:

1. Ao # Aj para todo j € {1,...,[} (caso no resonante):

a) Ao € R:

P(D)y = g, (2)e™” = y
(D= X)™ ' P(D)j=0 = §

Yn + Yp
YUn

La idea es obtener y, comparando g e v, mas precisamente, como combinacion lineal
de aquellas funciones que aparezcan en g, y que sean l.i. con las que aparezcan en yy,.
Se sabe que y; es combinacion linel de funciones pertenecientes a

M = U {er® peti® . amiTleNiT) Y
)\iER
U {e7" coswjz, ..., 2™ %" coswiz} U
Aj=0;Fiw;
{e7" senwjz, ..., ™ 'e%" sen w;x}

E g5, es combinacion lineal de elementos pertenecientes a

M = MU{e/\ow,xe/\ow,...,xkoe/\ox}
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Luego, y, = (Ag + A1 + - - - + Ag,2™)e® con A; constantes en R a determinar.
Reemplazando y, en P(D)y :
P(D)(Ag + Az + - + Ay z™)ed® = g (z)e”
TP(D + Xo)(Ag + Az + -+ A, 2™) = g, (2)e”
Tho(T) = ()
donde 7y, (z) es un polinomio cuyos coeficientes dependen de A; para i € {0, ..., ko}.

Igualando coeficientes se obtiene un sistema lineal de (ko + 1) x (ko + 1), de donde se
deducen los coeficientes.

Ejemplo 2.2.3.
(D—-1)(D -2y = ze*

Se sabe que y;, = Cre” + Cye®*, para Ay = 1, Ay = 2. Con esto, se deduce que y, = (Ag +
zA1)eM = A1e? +3(Ag+ Arz)e? = (A1 +3Ag+A1x)e® y y) = (6A1+9A0+9A, 7)€
Con esto, la EDO evaluada en y, es de la forma:

(D* —3D +2)y, = xe**

Yy — 3y, + 2y, ze®”

(6A1 + 9A0 + 9A1{L' - 3A1 - 9A0 - 9A1l‘ + 2A0 + 2A1l‘)63x = l‘@gw

3A1 -+ 2A0 —+ 21415(7 = T
-3 1 1 3

Lo que implica que Ay = =V A = 5 ¥ por lo tanto y, = (5 — Zx)egx.

AOE(C:

_ P(D)y = qiy(2)e™ = y=uyn+y,
(D = X)"*tH (D = Xg)* ' P(D)g=0 = §=70

Comparando ¥, con g, se tiene que
Yy = (Ag+Aix+ -+ Ap™)e™ coswor + (By + Bix + - - - + By, a™)e’™ sen wox

Al reemplazar y, en la EDO se obtienen 2kj + 2 ecuaciones.
Ejemplo 2.2.4.

(D—-1)(D-2)y = ze*cosz
En este caso \g = 3 &7, y la solucion homogenea es y;, = C1e® + Coe?®, luego

y, = (Ag+ Ajz)e** cosx + (By + Biw)e* senx
Yy, = (Ag 4+ Ay2)e®® cosz + (By + Bix)e* sen z (verificar)

Yy, = (/:10 + /lex)e?’x cos & + (éo + élx)e‘% senz (verificar)
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donde Ay, By, Ay, By, /:10, ég, /:11, él estan en funcion de Ay, By, A1, B;.
Reemplazando y, en la EDO, se tiene que

(Ag + Ayz)e® cosz + (By + Bix)e¥ senz = ze> cosz

De donde se deduce que ZO = O,/:ll =1, ég =0y él = 0, lo que permite encontrar

Ao, By, A1 y Bu.
2. A\ = A, para algun j € {1,...,[} (caso resonante):
CL) )\0 € R:

P(D)y = qi,(2)e™* = y=yr+y,
(D= X)) PD)j=0 = §=10n

La segunda ecuacion se puede escribir de la forma
(D= A)™ ... (D= Xg)mothott (D= X)™j = 0

Es decir, A\ aumento su multiplicidad, luego, comparando g e yp, se tiene que y, es
combinacion lineal de elementos de {z™0eto® ypmotighor —  gpmotkoelorl eg decir,

Yy = ™ (Ag+ Az 4+ Akoxko)e)‘ox

Al factor 2™ se le llama factor de resonancia.

b) )\0 € C:
Repitiendo el proceso, se observa que y, es de la forma

Yp = 3" (Ag + Ay + - -+ A 2™)e™” coswoz + 2™ (By + By + - - - 4+ B, x™)e”” sen wox
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Capitulo 3

Transformada de Laplace

3.1. Introduccién

Definicién 3.1.1. Dada f : [0,+00) — R se llama transformada de Laplace de f a la funcion

400
Clf)(s) = / e f(t)de (3.1)

que asocia a s € R el valor L[f](s) cuando la integral converge. Si la transformada de Laplace de
una funcion existe para s > ¢, a la minima cota "c” se le llama asintota de la transformada.

Veamos algunos ejemplos para funciones conocidas:

+oo
Ejemplo 3.1.1. f(t) = 1, L[1](s) = / e *1dt. Veamos para que valores de s la transformada
0

existe:

L(s) = /O —

(1] —+o00

—e s#0
— S

+o0o

t’ s=0

\ o

.

— s>0
. s
- +o0 s=0

| —0 s<0

1
por lo tanto, £[1](s) = — existe si s > 0 (la asintota de convergencia es ¢ = 0).
s
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+oo
Ejemplo 3.1.2. f(t) = e con a € R, L]e™](s) = / e Stedt
0

L[e"](s)

por lo tanto, L[e®](s)

Ss—a

Ejemplo 3.1.3. f(t) = coswt, L[cos wt](s)

ety que (™) = coswt, J(e

L[cos wt](s)

por lo tanto, L[cos wt](s) =

52

s>a
s—a
+00

—00

sSs=a
s<a

existe si s > a (la asintota de convergencia es ¢ = a).

iwt)

+ w?

+oo
/ e~ cos wtdt (recordemos que cos wt+i sen wt =

0 .
= sen wt son la parte real e imaginaria de e™* respectivamente)

+o00
/ e % cos widt
0
+o0o
R </ e(eriw)tdt)
0
1
% (

e(feriw)t

—S + 1w

+o0
0

sty (cos wt + i sen wt) oo
—s+ 1w 0
sty ((cos wt + isenwt)(—s — zw)) e
s? + w? 0
1 st +o0o
oL (—scoswt+wsenwt)’0
Wswwv(s >0

existe si s > 0.

Propiedad 3.1.1. L es lineal, es decir, Vf, g funciones de [0, +00) en R tales que L[f](s) y L[g](s)

existen y VA € R se tiene que:
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= L[f +gl(s) = LIf](s) + L[gl(s)-
= LIM(s) = AL[f](s).

Demostracion. Como / es un operador lineal para las funciones integrables, se tiene la linealidad
de L. ]

et +et

Ejemplo 3.1.4. f(t) = cosh(¢). Como = cosh(t), tenemos que:

Lleosh(n](s) = £[SE)(o

_ L‘,[%t](S) +£[67_t](2)

B % (Lle')(s) + L[e™](s))
1/ 1 1

) <5 175+ 1)
1 2s

=3 <$2 _ 1)

T 2

como L[e’](s) existe para s > 1y L[e |(s) existe para s > —1, se tiene que L[cosh(t)](s) existe
para s > 1 (asintota de convergencia ¢ = 1).

3.2. El espacio C,

Definicién 3.2.1. Una funcion f tiene una discontinuidad de salto en a € Dom(f) si los limites
laterales lim, o+ f(z) y lim, ., f(x) existen (distintos de —oo o 00) y son distintos.

Definicién 3.2.2. Una funcion f : [0,4+00) — R se dice continua por pedazos si tiene un nimero
finito o numerable de discontinuidades de salto en [0,400), pero sobre cada subintervalo acotado de
[0, +00) tiene a lo mds un nimero finito de discontinuidades de salto.

Veamos algunos ejemplos:

1 0<tnt<1

—1 1<tAt<?2 con periodo 2, llamada

Ejemplo 3.2.1. La funcién f(t) = (-1) o f(t) = {

onda cuadrada es continua por pedazos.
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Figura 3.1: Grafico de la onda cuadrada.

Figura 3.2: Grafico de la onda de dientes de sierra.

Ejemplo 3.2.2. La funcién f(t) = ¢ — [t] o f(t) =¢,0 <t < 1 con perfodo 1, llamada onda de
dientes de sierra es continua por pedazos.

Ejemplo 3.2.3. La funcién f(¢) = tan(f) no es continua por pedazos pues 11'1rn+ tan(t) = —oo y
t—7

lim tan(t) = +oo.

t%%i
! t#£0 1
Ejemplo 3.2.4. La funcién f(t) = { n 7 no es continua por pedazos pues lim+ .= +o0y
0 t=0 =0
1
lim — = 0.
t—0— t

Definicién 3.2.3. Una funcion f : [0,400) — R es de orden exponencial si Ja,C € R, |f(t)] <
Ce. Al valor min{a : 3C € R, |f(t)| < ce*} se le llama orden exponencial de f.

Definicién 3.2.4. FEl espacio C, se define como

Co = {f :[0,400) — R : f es continua por pedazos en [0,+00) y de orden exponencial a}.

72



Graficamente, el hecho de tener orden exponencial significa que la funcion no puede crecer mas
rapido que Ce®. En el siguiente grafico, cualquier funcién que tenga su recorrido en la zona entre
ambas curvas es de orden exponencial.

\

Figura 3.3: Region donde las funciones son de orden exponencial con C' =100y o = %
Propiedad 3.2.1. C, es un subespacio vectorial de {f| f es funcién de [0, +00) en R}
Demostracion. La demostracion es facil y queda propuesta al lector. O
Propiedad 3.2.2. Si f' € C, entonces f € C,.

Demostracion. Propuesta. O

Propiedad 3.2.3. Si f € C, entonces para todo s > «, existe L[f](s) (y converge absolutamente)
y ademas

L)) < L Vs> a

de modo que lim L[f(t)](s) = 0.

§——+00

Demostracion. Recordemos que si la integral converge absolutamente, entonces converge. Con esto
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se tiene que:

L)) =

/0 +OO e "t f(t)dt'
< | et @l
= [ e

0

C/ e Ste®dt
0

c [ et
0

oL st
—S+«

C

S —«

IN

IN

o0

IN

0

IN

O

Ejercicio Propuesto 3.2.1. Demostrar que t*,k € N, tiene transformada de Laplace y que

L[tF](s) = i s> 0.

ghk+1’

3.3. Funciones especiales

3.3.1. Escalon de Heaviside

La funcion escalén de Heaviside se define como

0 t<a
H“@):{ 1 t>a

Como Hy(t) representa el escalén de Heaviside con a = 0, la representacién de H,(t) con a > 1
1

es Hy(t — a). La transformada de Laplace de H,, con a > 0 es L[H,(t)](s) = —e™**, para s > 0
s

(verificar) (para a =1 se obtiene L[1](s)).

3.3.2. Pulso entre a y b

0 t<a
Se define como Pyu(t) = ¢ 1 a<t<b ,cona<b Notar que Py(t) = H,(t) — Hy(t). Luego, su
0 t>b
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Figura 3.4: Escalén de Heaviside con a = 0.

rrrrr

Figura 3.5: Pulso entre a =3 y b= 5.

transformada de Laplace para 0 < a < b serd L[Py(t)|(s) = L[H,(t) — Hy(t)](s) = L]H,(t)](s) —

L[Hy(t)](s) (por linealidad del operador) por lo tanto L[P,b(t)](s) (e — e7"), para s > 0.

s
3.3.3. Delta de Dirac

Definicién 3.3.1. Para n € N, se define la funcion f,(t) = nPy1(t) , con nPy1(t) = n(Hy(t) —

n

0 t<0
1
H%(t)), es decir, fo(t)=<¢ T 0< t<1 .
0 t< —
n

Las funciones f,, cumplen con las siguientes propiedades:
Propiedad 3.3.1. Sea f una funcion continua en 0.
+oo
1. folz)dr =1

—00
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1

Figura 3.6: Distintas funciones f,,.

+oo

2. lim fu(x) f(x)dz = f(0)

n—oo
—00

3. lim fo(z) f(x)dx =0, con a > 0.

+o0o
4. lim fu(z)f(z)dx =0, con a > 0.
+00 +o0
Definicién 3.3.2. La Delta de Dirac 6(t) se define como / d(t)f(t)dt = lim fo(z) f(x)dx
para funciones f adecuadas (continuas) o "§(t) = limn_,ogfn(t) 7. Los walores qu; toma son 0 en
todo R excepto en 0 donde se indefine, es decir §(t) = 0 i 7_£ 8 :
+oo
Observacién: / d(t)dt = 1.
. ) . . 0 t#a
Extendiendo la definicién, se tiene que, dado a € R,0(t — a) = o f—a’ De esta forma,

/+<><> d(t —a)f(t)dt = f(a), donde f es continua en a.

o
En estricto rigor, el Delta de Dirac no es una funcién, pues no esté definida cuando ¢ = 0. Se dice

que es una distribucion.

Para entender la utilidad de 0(t), basta considerar el ejemplo de un martillazo o chispazo, es decir,
que en un brevisimo periodo de tiempo, se le esta aplicando una fuerza muy grande a algtin objeto,
por esto es llamada también impulso unitario.

Si se tienen dos funciones f y g, con g derivable en R, tales que lim, .1, f(x)g(x) = 0, la in-
tegracion por partes de f(x)g’(z) es una forma débil o variacional de identificar la ”derivada” de
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f, aun si f no es derivable. Denotando por f’ a la "derivada” obtenida de esta forma (que coincide
con la derivada usual si f es derivable), obtenemos
- / F'(@)g(w)da

| r@g e = @)

pero como lim, ..., f(z)g(z) = 0, se obtiene / f(z)g' (z)dx = / f(x

Si tomamos f = H,, el escalén de Heaviside en a, se obtiene

[ ertee == [ s

pero / H,( x)dr = / g'(x)dz | se tiene / g'(x)dz = 0 — g(a). Con esto, el valor de la

a
integral de la ”derivada” del escalén en a por una funciéon g que cumple con la restriccién de limite
equivale a evaluar aquella funcion en el valor a, es decir

/ H! (2)g(x)dz = g(a) Como /Oo Sa(2)g(x)dz = g(a / H' (2 — g(a) se dice que 5(t)

—00

se comporta como la ”derivada” del escalén de Heaviside centrado en a, es decir, H.(t) = d(t — a).
Cabe destacar que las funciones f,, no son las tinicas que dan origen a ¢, pues basta con que cumplan
las propiedades enunciadas. Algunos ejemplos de familias de funciones que dan origen a § y cumplen
con las propiedades son:

2t2

. falt) = %e—"

_ sen(2mnt)

= fll) = i '
1 n

=TT

3.4. Transformada de una derivada

Sea f € C, derivable. Calculemos su transformada de Laplace:

+oo
LI M) = / S )L s > o

— S/OOO e ' f(t)dt + e f(2)
= sLIFO)s) + Jim e f (¢) — lim ™ f (1)

t—0t

7



como f es de orden exponencial «, se tiene que limy_o [e ™1 f(t)]| < 1imy;_o [e ™t | = limy_ o, e~ 57 =
0, pues s > . Llamando f(07) = lim; o+ e * f(¢). Con esto se obtiene

LIf'®)](s) = sLIFD](s) = f(0T),5 > a
Veamos ahora la transformada de Laplace de la segunda derivada de f:

LIf"DI(s) = sLF®)](s) = f(07),s >
= ( LIfB)](s) = f(07)) = £1(07)
= SLIf1)](s) — sf(0F) — f'(07)

Repitiendo el proceso, se obtiene la férmula para la transformada de la n-ésima derivada de f:

LI D)) = s"LIF D)) = 5" F(0F) = 5" 2F(07) = = fD(0%), 5 > o

Ejemplo 3.4.1. Un cohete despega con velocidad inicial vy desde la Tierra en forma vertical. Luego
de algunos segundos, se activan los motores de emergencia, por lo que adquiere una aceleracién a > 0
durante un intervalo de tiempo breve. Si la gravedad de la Tierra es g, encuentre la ecuacién de
movimiento del cohete suponiendo que tiene masa m y ty — t; es el intervalo en el que funcionan
los motores de emergencia, con ty > t;.

De la sumatoria de fuerzas obtenemos

d2
md—y2y<t> = —mg + ma(Py,(t))

,donde y(t) es la posicién del cohete con respecto a la Tierra. Las condiciones iniciales del cohete
son y(0) =0y ¢'(0) = vy. Eliminando m a ambos lados y aplicando £ se obtiene la ecuacién

LIy"(1)](s) = aL[Fyp,(8)](s) — gL[1](s)

recordando las expresiones para L[y"(t)](s), L[ P, (1)](s) v L[1](s), la expresién queda

L)) = sy(01) =/ (07) = Le ! = e ) — 2

Los valores y(0") y 4/(0") equivalen a las condiciones iniciales del problema, es decir, y(07) =0y
y/(0+) = Yo,

v a _ a
ﬁ[y](s)zgﬂL?e tlt—ge 3

En este punto, se necesita comprender como opera un antitransformada, por lo cual, se continuara
en el ejemplo (3.12.1).
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3.5. Transformada de una integral

Sea f € C, integrable. Sea a € R. Encontremos la transformada de la funcion F'(t

(F'(t) = f(1)):
LIF'(1))(s)

por lo tanto, la transformada de F'(t) es

clf t i) (9

LIF#)](s) — F(07),s >«

| [ s - [

Sl [ s >

- [

t ot t u
ea / / f(u)du la expresién que representa / < / f (v)dv) du. La transformada de esta expre-

sion es

AL Lol - el

repitiendo el proceso, se obtiene la férmula para la transformada de la n-ésima integral:

[ o[ s ) = Seirole) -
a a

n veces
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3.6. Traslaciones

Una traslaciéon en el dominio temporal ¢ corresponde a un factor exponencial en el dominio de
Laplace s, es decir, si f € Cy,a € R se tiene que :

LIH(t—a)f(t—a)l(s) = /OOO e " H(t —a)f(t — a)dt
= /aoo e f(t—a)dt

e=20) ()

= e LIFD)](s)

De manera andloga, una traslacién en el dominio de Laplace corresponde a un factor exponencial
en el dominio temporal:

LI W)(s—a) = / T e ()

= /aoo e Se f(t)dt

= Lle"f(t))(s)

3.7. Igualdad de transformadas

Si f=gcon f,g €C,, se tiene que f — g = 0, por lo tanto L[(f — g)(¢)](s) = L]0](s), como L
es un operador lineal, L£[0](s) = 0y L[(f — g)(®)](s) = L[f(t)](s) — L[g(t)](s) = 0, de lo que se
deduce L[f(t)] = L[g(t)]. Son embargo, la proposicién reciproca L[f(t)] = L[g(t)] = f = g no
implica f = g. Para determinar cuando se tiene la implicancia se tiene el siguiente teorema (sin
demostracion):

Teorema 3.7.1 (Lerch). Si f,g € C, y L[f(t)](s) = L[g(t)](s), Vs > a entonces f(t) = g(t),Vt >0
salvo en la union de las discontinuidades de f y g.
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3.8. Convergencia Uniforme de L

Sean ®(s) = / e f(t)dt y D,(s) = / e " f(t)dt, con s € I = [ag, M|, M > ag > «, f € Ca.
0 0
Probemos que ||® — ®,||, — 0. Sea s € I:
/ et f(t)dt’

C o0
s—«
C

S —

|[Pn(s) — B(s)] =

—(s—a)t

IN

e

6—(s—a)n

por lo tanto lim,, .., ®,(s) = ®(s), es decir, ®,, converge puntualmente a ¢ para todo s € 1.
Veamos la convergencia uniforme:

sup [P, (s) — D(s)] < sup e~ (smom
s€[ag,M] sSa S —
— ¢ ef(aofa)n
Qg — &
— 0
~~

por lo tanto || — ®,||oc — 0,Vs > ap > a.

3.9. Diferenciabilidad e integrabilidad de L

3.9.1. Diferenciabilidad

Sea f € C,. El valor de la derivada con respecto a s de la transformada de Laplace de f se calcula
de la forma:

d d [
ds J,

“d —st
= [ @
= / h —te ® f(t)dt
= L))

Repitiendo el proceso, la derivada n-ésima de la tranf. de Laplace de f se expresa como

% LIFW](s) = (=1 L[ F(1)](s)

o
-
—~

~
=
—

V2)
N~—

I

e St f(t)dt
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3.9.2. Integrabilidad

Para el caso en que deseemos integrar la transf. de una funcién f € C,, se obtiene

[ ([ <)o
= /OOO (/0 e_“tf(t)du) dt

/0 LU )] (w)du

o [ (G| o) a
S TR
o 1
si en la formula de la derivada de la transformada, se toma g(t) = @, se obtiene %E {@] =
_L[f(D)](s), por lo tanto lim, .. £ {@} (s)— L [@} (5) = — / " LI (0)] (u)du. Si @ €C, se
tiene limg o, £ [@} (s) =0, por lo cual
e[ 20 = [T et

f(t)

t
La tnica condicién para que — € C, con f(t) € C, es que lim; o+ ? exista (# £00). Entonces,

la formula que se obtiene es

[ eienedn=— [~ e [T

que equivale a integrar desde 0 a oo, es decir,

/Ooo LI (u)du /OOO @dt

3.10. Convolucion

Definicién 3.10.1 (Producto de Convolucmn) Sean f y g funciones en C,. El producto de
convolucion entre f y g de define como (f * g)( / f(s)g(t — s)ds



Propiedades 3.10.1. Se tienen las siguienes propiedades:

1. % es conmutativa en C,,.
2. x es asociativa en C,.

3. x distribuye con respecto a + en C,.

Demostracion. Propuesta. O

Teorema 3.10.1. Sean f,g € C,. Entonces
LI(f = g)(®)](s) = LIF()](s) - LIg(t)](s)
,es decir, la convolucion actia como la multiplicacion bajo transformadas de Laplace.

Demostracion. Dadas f y g en C,, tenemos que

clir ool = [ e (/f t—udu)d
= / / S (u)g(t — w)dudt

como 0 <t < ooy 0<u<t, podemos hacer un cambio en los limites de integracién, ya que los
conjuntos {(t,s) : 0 <t <oco A0 <u<t}y{(t,s):u<t<ooA0<u< oo} son iguales, por lo

tanto
/OOO /Ot e fu)g(t —u)dudt = / / e " f(u)g(t — u)dtdu
— 7s(w+u dwdu
o [T

_ /(; —suf( ) /OOO e_swg(w)d’w
= LIF®](s)Llg(B)](s)
U

Observacién: Como consecuencia se obtiene que dy es el neutro para *, es decir, para f € C,,
L[f = 6o] = L[f] - L[do] y como L[d] =1, L[f * do] = L[f]. Por el teorema de Lerch, f xdy = f <
do * f = f (no riguroso).
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3.11. Fracciones Parciales

p(x)

Supongamos se tiene la expresion racional ——= con p y ¢ polinomios a coeficientes reales tales que
q(x

sus grados cumplen con gr(p) < gr(q). Si se quiere obtener expresiones mas simples a partir de

p(x)

q()

, se puede descomponer esa expresion en fracciones parciales, las que al ser sumadas dan como

resultado la expresién original. Los casos més frecuentes de descomposicion son los siguientes:

1.

Si g(x) tiene n raices reales distintas cada una de multiplicidad algebraica (m. a.) 1, es decir,
gx)=(r—a1)...(xr —ay), cona; € Ry Vi#j a # aj

A A,
p<x> = 1 + “ee +
g(z) x—a T —a,
Si q(z) tiene una raiz real de m. a. n, es decir, ¢(z) = (x — a)", con a € R:
A A A,
p(l‘) = 1 —|— 2 + e -
q(z) x—a (x—a)? (x —a)"

Si g(x) tiene m + 1 raices reales distintas, m con m. a. 1 y una con m. a. n, es decir,

q(z) =(x —a)"(x —by)...(x —by), cona,b; € Ry Vizjb #b; \Nb # a

o) A A A B B
qr) x—a (v—a)? (x—a)»  x—b T — by,

Si g(z) tiene 2 raices complejas distintas de m. a. 1, es decir, ¢(z) = az*+bxr+c, con a,b,c € R
o bien ¢(x) = (x—2)(z —%2), con 2,z € C,J(z) # 0 (parte imaginaria distinta de 0) soluciones
de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0:

plxr)  Ar+ B
q(z)  ax?+br+ec

Si q(z) tiene 2 raices complejas distintas de m. a. n, es decir, ¢(z) = (ax?® + bz + ¢)", con
a,b,c € R o bien ¢(z) = (x — 2)"(x — 2)", con z,Z € C,¥(z) # 0 soluciones de la ecuacion
cuadrética az? + bx + ¢ = 0:

p(z) Ayx + B Asx + By N A,z + B,
q(r)  ar?+br+c  (ax?+ bz +c)? (azx? + bx + c)”

Cualquier combinacion de estos casos.
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Una vez descompuesta la expresién original, se deben encontrar los valores de los coeficinetes de la
parte derecha. Existen varias formas de encontrarlos, veremos 2 métodos:

= Método 1: Multiplicar por ¢(x) a ambos lados y evaluar raiz por raiz.
s Método 2: Desarrollar la suma de la parte derecha e igualar coeficientes.
Ejemplo 3.11.1. Se desea descomponer la expresién

1
s?((s — a)? + b?)

sabiendo que las soluciones de (s —a)? +b* =0, z y su conjugado Z estan en C.
Realizando la descomposicién utilizando una combinacion de (2) y (4), se tiene que
1 A B C+ Ds
=
$2((s—a)?+0v?) s s (s—a)+b?

(3.2)

Utilizando el método 1, es decir, multiplicando por s*((s — a)? + b*) a ambos lados de (3.2), se
obtiene

1=As((s —a)*+b*) + B((s —a)* + ) + (C + sD)s?
Evaluando en z y Z, se obtienen las igualdades

1=C22+ 23D
1=Cz>+7%D

2

multiplicando la primera igualdad por z? y la segunda por 22, se tiene

2=022-2242-22-Z2D
22=0722-22+72-722-2°D

como z - Z = |z|%, se deduce que

Z=Clz|*+ 2z |2]'D
2 =0C]z*+z-|2]"D

multiplicando por —1 la primera igualdad y sumando, se obtiene D

B (z—=2)(z+72)
Y=o
_ —2R(2)

4

D

2|
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recordando que R(z) = z + z. El valor de C' se obtiene reemplazando el D obtenido.
Evaluando en 0, se obtiene

1 = B(a® + b?)
1

a’ + b?
por lo tanto, se utiliza el método 2 para determinarla.

con lo cual B = . La constante A no se obtiene reemplazando la incognita por alguna raiz,

Ahora, si utilizamos el método 2, es decir, desarrollar el lado derecho de (3.2), se obtiene

1 As((s —a)* +b*) + B((s —a)* + v*) + (C + sD)s?
R P (s — a2+ )
1 = A(s*—2as* + (a®> +b*)s) + B(s* — 2as + a®> + b*) + Cs* + Ds*
1 = $*(A+ D)+ s*(—2aA + B+ C) + s(A(a® + V*) — 2aB) + (Ba* + Bb?)

de esta igualdad, se deduce 4 ecuaciones, igualando los coeficientes de cada lado:

0 = A+D
0 = —2aA+B+C
0 = A(a®> +b*) —2aB
1 = Ba®+ Bb
0 equivalentemente,
1 0 0 1 A 0
—2a 1 10 B 10
(a*>+b*) —2a 0 0 C 10
0 (@>*+0*) 0 0 D 1
de este sistema se obtienen los valores de A, B,C'y D. U

3.12. Antitransformadas

Se tiene la siguiente EDO a coeficientes constantes:

P(D)y(t) = Q(t)
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con P(D) un operador diferencial de orden n normalizado (a, = 1)y Q(t) es combinacién lineal de
funciones en C,. Aplicando £ a ambos lados de la EDO, se obtiene:

c [Zaijy(t)] (s) = LIQM)(s)

Z a; L [Dy(t)] (s) = LIQ1))(s)

pero se sabe que £ [D7y(t)] (s) = ' Lly(t)](s) — s/ y(0F) — -+ —y7~1(07), lo cual es un polinomio
de grado menor o igual a 7 — 1 en la variable s, cuyos coeficientes dependen de las condiciones
iniciales. Con esto la ecuacién queda (R(s) tiene grado a lo mas n — 1):

<Zaj8j> »C[y(t)](S)—Zaj(sj’ly(()*)+-~-+yj’1(0+)) = LIQM)](s)

R R(s) ’
P(s)Lly(®)](s) = R(s)+ LIQA)](s)
LBl = e+ S
Llamando yy,(t) e y,(t) a la funciénes tales que Llyx(t)](s) = };Ez 3 v Ll ()] = = [?Dg(s), se tiene

que :

Lly®)](s) = LIyn()](s) + LIyp(t)](s)

Definicién 3.12.1. Una funcion f (en el dominio temporal) es antitransformada de una funcion
p (en el dominio de Laplace) si se cumple que L[f(t)] = p(s). Se denota como f(t) = L [p(s)](t).

En el ejemplo inicial, se tendria que y;(t) = L7 {ﬁi;] (t) e y,(t) = L7 {E[C%(t;])(s)} (t).
Para encontrar y,(t), consideremos H(t) = £ [ﬁ (t), por lo tanto
v(t) = L7 LHMB)()LRM)(s)] (1)
= L7 LIH *Q)W](s)] (1)
= (H+Q)(1)
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R(s)
P(s)

Para encontrar y,(t) se utiliza la descomposicién en fracciones parciales de la funcién racional

R(s)
P(s)

Se tendra que y;,(t) = L7 [ } ,con gr(P)=ny gr(R) <n-—1, considerando al polinomio P(s)

de la forma
P(s)=(s=A)™ ... (s=\)™

con Ay, ..., \; raices de Py my,...,m; son las multiplicidades algebaicas respectivas. Si alguna raiz
cumple con F(\) # 0 (parte imaginaria distinta de cero), entonces ella y su conjugado son raices del
polinomio, y se tiene que A = o +iw, A = 0 —iw tales que (s — o —iw)(s — o +iw) = (s — )% +w>.
Con esto, podemos escribir la descomposicion de P de la forma

P(s) = (s =)™ ... (5 = M)™((5 — 0pp1)? + W)™+ ((8 — 0)® + wy)™

donde las raices Aj,... A, cumplen con I(\) = 0, y las raices A\giq,..., A, cumplen con &(\) # 0.
Por lo tanto, la expresién para m, utilizando una descomposicién en fracciones parciales, seria
s
de la forma:
Lo Aw A
P(s) s— XA (s — Ap)m™
+ ...
A Am
+ Lk 4+ -+ _ ik
S — )\k (8 — )\k)m’f
By g1+ 5C1 g1 o B k1 + 8Cmy 1 ka1
(s = Oks1)® + Wi ((5 = 0%11)? + Wyr) 1
+...
By +sChy o By i+ 5Cyi
(s — 1) + wy ((s — 07)? + wy)™

Considerando las siguientes transformadas de Laplace

LIHDI(s =) =

k=1
E{(l{;—l)!_ (=N = G
E[lsen(wt) (s—0) = 1

w | (s —0)? +w?

Lcos(wt)] (s — o)+ L [% sen(wt): (s—0) =
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y recordando que

LIH®)(s =)

tk—l

£ {m_
c [1 sen(wt):

w

L [cos(wt)] (s — o)+ L [E sen(wt):

w

se obtienen las antitrasformadas

e cos(wt) +

Con estas 4 identidades, la expresién (3.3) queda practicamente de la forma

= L[YH(t)(s)

E e)\t

r tk—l

=) ©
sen(ur)| (5

ot

e’ cos(wt) + " sen(wt)] (s)

) ©

+

S

. 1
o)

(s —0)*+

1
By = EVOI),

con lo que se tendria el resultado, sin embargo, atin falta encontrar las antitransformadas de los

siguientes tipos:

1. £ (SQjGQ)Q] (1)
2 £ _(SQjag)Q} (t
3. 01| (staQ)"} (1)
4. L7 -(52 —|—1a2)"} (t)

Veamos cada caso:
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d 1 —2s

1. Basta considerar — = 5, por lo tanto:

ds s> +a?  (s?+ a?)

t —
2. Recordando que £ [/ f} = —lﬁ[f], se tiene:
0 s

= !
= !

-1;} (t)

; (s2 4 a?)?

_%15 {%tsen(at)] (S)} (t)

iz { /0 t %tsen(at)} (5)} (1)

b1
— [ —tsen(at
/o o sen(at)
1

2a?
(verificar)

d 1

(3 sen(at) — tcos(at))

a

_ (n—=1)(s*+a*)"?2s _

—2s(n —1)

3. Por recurrencia se tiene que

antitransformada sera de la forma:

%(52+a2)n71 -

(82 + a2)2n72

(82 + a2)n

e C e e e I

4. Propuesto.

, v la

Ejemplo 3.12.1. Continuando el ejemplo (3.4.1), hay que encontrar las funciones que al ser trans-
formadas por L, equivalen a cada uno de los sumandos del miembro derecho de la ecuacion

(Y a _
Llu)(s) = 3+ Lo
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gt?

]

No es dificil darse cuenta de que C[vot],ﬁ[g(t — )’ H(t — tl)],ﬁ[_?a(t — ) H(t —t)] y E[
equivalen a cada sumando respectivo. Reemplazando obtenemos

2

Llyl(s) = Lloot] + L[a(t — 0 H(t — )] + L1t — 2 H(t — )] + £15 ]

LIyl(s) = Lloot + 5t —0)?H(t = t1) = St = t2)2H(t — 1) + ]

a
2

por lo tanto, la ecuacion de movimiento del cohete es

y(t) = vot + 2(t — )2 H(t —t,) — g(t — )2 H(t — t) + =

Ejemplo 3.12.2. Resolver la EDO 3" + 2y' 4+ 2y = 0.
Aplicando £ a ambos lados, se obtiene:

Lly" 42y +2y](s) = L[0](s)
Lly" + 2Ly T+ 2L[y] = 0
s?Lyl(s) — sy(0*) —y'(0%) + 2(sLyl(s) — y(0")) + 2L[y](s)
(s* +25+2)Lly)(s) = s+3
1(5) s+ 3

Llyl(s §2 4+ 25+ 2

Como las raices de s> + 2s + 2 = 0 son complejas, se escribe ese polinomio de la forma (s+1)? +1,
con lo que se obtiene

s+ 3
Llyl(s) = (s+12+1
s+1 2
Lol = Grpr P e
Y como L[e *cosz|(s) = ﬁ y Lle "senz|(s) = GrTEl se tiene que
Llyl(s) = Ll]e"cosz](s)+2L e "senz](s) = m

L
Llyl(s) = L]e " cosz+2e "senz](s)

y = e “(cosx+ 2senx)

La transformada de Laplace tambien se puede utilizar para resolver sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales. Esto se vera en el proximo capitulo.
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Capitulo 4

Sistemas Lineales de EDQO

4.1. Introduccion

Hasta aqui se han estudiado ecuaciones lineales con una sola funcién incégnita. Estudiaremos ahora
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, tanto porque permiten modelar problemas fisicos que
involucran la interaccion de varias funciones incégnita, como también porque a ellos pueden reducirse
ecuaciones lineales de grado superior.

Definicién 4.1.1. Un sistema lineal de EDO en K"* (con K = R o K = C) es un sistema de n
ecuaciones escrito de la forma

X'(t) = ABX () + B(t), Vtel,  X(t)=Xo, (4.1)

donde A(t) € M,x,(K), B(t) € K" para cada t en I C R, I intervalo abierto no vacio y Xy € K"
son condiciones iniciales ent =ty € I. En el caso B =0 se dice que el sistema es homogéneo. Fn
el caso que A es una matriz constante, se dice que el sistema es de coeficientes constantes.

4.2. Sistemas Lineales en R?

Ejemplo 4.2.1 (Polucién en dos estanques). Dos estanques 1 y 2, que contienen V[m?] de
agua, se encuentran interconectados por medio de un canal, por el cual fluye agua desde 1 a 2 a
razén de b[mTS] El sistema es alimentado a través del estanque 1 a razén de b[mTS], con un poluente
de concentracién 0[%], que contamina el agua. El agua sale del sistema por un canal del estanque
2, con un caudal de b[mTS] En esta situacion se produce una contaminaciéon del agua en ambos
estanques. Para tratar de disminuir este efecto negativo, se propone anadir otro canal que conecte
a los dos estanques, para que devuelva flujo de 2 a 1, a razén de b)\[mT3], donde A > 0. Sin embargo,
para evitar el rebalse del sistema, se debe aumentar el flujo del canal ya existente a b(1 + )\)[mTS]
., Cuanto ayuda esta solucién a disminuir la polucién del agua en los estanques?
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o
b \Vi Vv b
w

b (1+))

Figura 4.1: Polucion en dos estanques del ejemplo 4.2.1

Para el estanque 1, tenemos que la variacion de la cantidad de poluente por unidad de tiempo es la
diferencia de las concentraciones que entran y las que salen por unidad de tiempo, es decir:

7 l’“—j] :b{m;} - [%} + b [m;] 2 [kg] %{%} b1 4\ [m;] 21 [kg] %[%}

Repitiendo el razonamiento para el estanque 2, resulta el sistema:

() = bo+ %xg(t) _ Mli;)\)xl(t)
a0 = e - B - Lot

Este es un sistema de ecuaciones, por lo que se puede escribir matricialmente:

b(1+X
(xll):<_b(1(-1§\)) b%m)(%)*(ba)
/
Ty R e T 0

Es decir, es de la forma (4.1), donde

b4 bA bo
A= b(l‘i"/}\) b2/12+>\) ) B = ( 0 ) ) (4'2)

\%1 Va

esto es, un sistema lineal de dos ecuaciones de primer orden no homogéneo a coeficientes constantes.

U

Veamos en general como podria resolverse un sistema lineal en R2, utilizando distintos métodos.

Supongamos A = < Zi Z;z ) (matriz constante) y B(t) = < Q;Eg ) :

93



4.2.1. Método de sustitucion

Para resolver el sistema,

Ty = a1 + a1229 + b1 (43)
Ty = a%1 + axnTs + by (4.4)

con las condiciones iniciales z1(0) = 2{ y x5(0) = 29, despejamos z; de (4.4), suponiendo ag; # 0,
esto es

/
— —b
g = Lo — Q2272 2 (4.5)
a21

y luego derivamos:

" / /
Th — agnxl, — b
r) =22 22 (4.6)
21

Reemplazando (4.5) y (4.6) en (4.3) resulta:

1 / /
Ty — (@11 + az2) 75 + (a11022 — @12021)T2 = az1b1 — ariba + by,

-~

traza(A) det(A)

que no es mas que una ecuacioén de segundo orden, con condiciones iniciales
0
22(0) = 3

l‘,Q(O) == (1,211‘? + aggl‘g + bQ(O)

y con polinomio caracteristico asociado P(\) = A\? — tr(A)\ + det(A) = det(A — \I).

4.2.2. Meétodo de Transformada de Laplace

Si al sistema formado por (4.3) y (4.4) lo consideramos definido para t > 0, le aplicamos transfor-
mada de Laplace, resulta:

SC!L‘l — ZL‘? == CLHLZL'l + a12£x2 + Ebl
SC!L‘Q — ZL‘g == a21£$1 + CLQQEZL‘Q + Ebg

Asi tenemos el sistema:

(S — au)ﬁxl — a12£x2 = Lbl + ZL‘? /(S — agg)
—a21£$1 —+ (8 — CLQQ)LSL’Q = £b2 + SL’g /CL12,

sumando la ecuaciones resulta:

(8 — an)(S — a22)£:€1 — (112CL21£3Z‘1 = (S — CL22)£Z)1 —+ (8 — CLQQ)SL’? + a12£b2 —+ (1121’(2].
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Simplificando:

(8% — (a11 + ag)s + annag — ajpan)Lr; = é(s)
P(s)L(x1) = ¢(s),
donde ¢(s) = (s — ax) (L1 + 2V) + ap(Ly + 23) y P(s) = s* — (a11 + a92)s + a11a29 — a12a91.

De esta forma la solucién general del sistema sera:

(s — ag)(Lb; + $(1)) + a12(Lby + :Eg)

2
s?2 — (a11 + a9)s + a11a20 — ajoa9;

ﬁﬂfl =

(8 — CL11)(£b2 + .Tg) “+ a9 (ﬁbl + SL’(l])

s2 — (a11 + a9)s + a11a90 — ajoas;

£$2

Ejemplo 4.2.2 (continuacién polucién en dos estanques). Volviendo al ejemplo de los es-
tanques, si reemplazamos los valores que teniamos en ese sistema, se obtiene:

1 1 b1+ A b(1+ A bo b\
<82+b(1+>\)(v+v)8+%)£l‘1:<S+ (V )) <?+ZL‘?)+ VQY .

Resolvamos la ecuacion cuadratica del lado izquierdo:

o1 N) | b1+ ) 1
sSE—v T v Vit
—_——

0

ycomo A >0=12>62>0,y por tanto resulta:

slzw(ue) <0 siA>0
—b(1 4+ A
Szzg(1—9> <0 siA>0.
%
Si introducimos los parametros
o= b(1+ \) 5= bA
- V ) - V’
se tiene:
Jo— bo + az? + B9 n sa? n abo
b (s+a(l4+0)(s+a(l—=0) (s+a(l+0)(s+a(l—0)) s(s+al(l+0))(s+a(l—20))
Loy — a(x? + z9) sx) abo

Gral10)+a(l—0) Gral+0)stal—0) stGral+0)s+al—0)
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Los tres sumandos de cada ecuacién anterior tienen una antitransformada conocida:

E—l 1 B eat_ebt
(s—a)(s—b)) — a—b

-1 s _ae™ —be
(s—a)(s—b)) a—>b

. 1 (c—b)e® + (a—c)e? + (b —a)e
£ <<s—a><s—b><s—c>> @ H0-Oc—a)

Por lo tanto las soluciones son:

670{(14’9)2& _ efa(lfG)t 0 (1 + e)efa(lJrG)t _ (1 _ e)efa(lfG)t

;= —(bo+ azi + Bay) 5 + 23 59 +
ab0<1 _ e)efa(lJr@)t _ (1 4 e)efa(lfe)t + 20
20260(1 — 62)
—a(l+0)t _ —a(l-0)t (1 + 0) —a(14+6)t __ (1 _ 0) —a(1-0)t
e e e e
w2 = —aitd) 200 + 2 20 -
aba<1 _ «9)6_“(1+0)t _ (1 4 e)e—a(l—e)t + 20
2a260(1 — 6?) '
Luego

xr1 = Cleslt -+ 02651t + Cg,

donde (1, Cy, C3 son constantes dadas de la agrupacion de términos semejantes en la expresion
anterior, que por tanto dependen sélo de las condiciones iniciales y de la geometria del sistema.
Para x5 se obtiene analogamente:

Ty = O™ + Che™' + Oy,

con C1, C4, C% constantes. Es importante notar que estas soluciones son estables, es decir, que cuando
t — oo las soluciones convergen a una solucién determinada, y puesto que s1, s9 < 0, entonces :

i bo

fma(t) = G= gy =V
, bo

i wa(t) = G= Cq gy =V

por lo que concluimos que después de un tiempo suficientemente largo, la cantidad de poluente
en cada estanque serda muy cercana a ¢V, independientemente del valor de A, es decir, tenemos la
misma soluciéon que si A = 0, que era como inicialmente estaba el sistema de estanques. En realidad
la situacion es mas compleja, ya que graficando las soluciones para A > 0 y A = 0 se aprecia que
la polucién es menor en el caso A > 0 para un intervalo de t considerable (aunque el limite es el
mismo). Ver figura (4.2).

0
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A=0

Figura 4.2: Comportamiento de la polucién en estanque 2 del ejemplo 4.2.2

Veamos ahora el método de la Transformada de Laplace en caso de un sistema lineal general a
coeficientes constantes:

X' = AX+B(t), B,XeR" A€ M,,(R)
X(0) = X, X, eR"

Analizamos la i-ésima fila del sistema:
ZL‘; = Zaijxj + bi7 ZL‘Z(O) = ZL‘ZO
j=1
Aplicando Transformada de Laplace a cada ecuacién:

Sﬁl‘i_ffg = Zaij£$j+£bi, 1=1,...n
j=1
sLx; — Zaijﬁxj = Lb — Y, 1=1,..,n.

Jj=1
O bien, matricialmente:

sLX — ALX = LB+ X,
sILX — ALX = LB+ X,,
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esto es:
(sI — A)L(X) = L(B) + Xo.

De esta forma, si (sI — A) € M,»,(R) es invertible (en realidad basta tomar s > max Ro(A), donde
Ro(A) son la parte real de los valores propios de A), podemos despejar L£(X):

L(X) = (sT = A)H(L(B) + Xo)

que es la generalizacién de la transformada de Laplace a sistemas donde A es una matriz a coefi-
cientes constantes. De lo anterior se deduce que:

Teorema 4.2.1. La solucion del sistema lineal (4.1), donde A € M, x,(R) tiene coeficientes con-
stantes, estd dada por L(X) = (sI — A)"YL(B) + Xp), Vs > maxRo(A).

Ejemplo 4.2.3 (Masas atmosféricas). El siguiente es un modelo para la evolucién de las masas
atmosféricas en kilotoneladas [kton] de un contaminante en el hemisferio norte (¢;) y el hemisferio
sur (c2) de la Tierra (ver figura 4.2.3):

¢ = fi—alcg — ) — B (4.7)

¢y = fo—alcy—cy)— Bey. (4.8)

La constante « > 0 representa inverso del tiempo de intercambio interhemisférico en [1/ano] y la
constante § > 0 (desconocida) el inverso del tiempo de vida quimica del contaminante en [1/ano].
Las emisiones del contaminante en cada hemisferio son constantes conocidas f; = 30y fo = 10 en
[kton/ano]. Inicialmente ¢! = 84 y ¢ = 60 en [kton].

ecuador

Figura 4.3: Masas atmosféricas del ejemplo 4.2.3

2(c1(t) + c2(t)) v la emisién

media como f = %( fi1 + f2). Si derivamos la expresiéon de la masa media con respecto al tiempo
obtenemos:

Introduzcamos la masa media entre los dos hemisferios como ¢(t) =

(1) = S( (1) + )

Luego, si sumamos las EDO que tenemos para c¢; y co, nos queda:

A+cy = 20 =(fi+ f2) —alcg —ca+co—c1) — Bler + )
¢ = f-p¢
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que es una EDO para ¢, con condicién inicial dada por

1 1
¢(0) = 5(01(0) +2(0)) = 5(84 + 60)[kton] = 72[kton).
Un método sencillo para resolver la EDO anterior es considerar la ecuacién homogénea asociada y
la solucién particular, €y, = cte = f/[5.
La homogénea,
¢+ pBc=0,
tiene asociado el polinomio caracteristico A + 3 = 0, de donde:
Chom = Ae‘ﬁt, A constante a determinar.

Luego, la solucion final es:

c(t) = Ae P + é
de aqui que ¢(0) =72 = Ae’ + /3= A+ f/5.
Luego A=72—f/By

C = 72¢ Pt i —e Pt
(t) =172 +ﬁ(1 ).

Si se estima que el limite de ¢(t) cuando t — +oo es de 100 [kton], podemos encontrar una esti-
macién para 37!, esto es, para los afios de vida del contaminante:

lim ¢(t) = 100[kton] = lim [72¢™" + %(1 —e )] =

t—o00

Y

D=

pero f = 20 [kton/afio]. Luego,

_, _ 100[kton] .
= 20[kton Janio] 5 [anos].

Por lo tanto, los anios de vida de cada contaminante son 5 anos.
Para resolver el sistema dado por (4.7) y (4.8) podemos utilizar el método de la Transformada de
Laplace a sistemas lineales. Si escribimos matricialmente el sistema de la forma C' = AC' + B, con

_ [ —a=0 «a (]
a= (707 L) = (1),
entonces, usando el Teorema 4.2.1
_ [ s+a+p — RN
oy = (Pt Y (414
(fi + S+ o+ B)di(s) + da(s) + (fra+ [i + foa)@s(s)

(fa+ Ao+ ha + 3B)Pi1(s) + Sda(s) + (fao + f2B + fra)ds(s)
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1 S 1
TG M T EE G MY T GG T2 )

Para terminar, sélo falta encontrar las antitransformadas de cada componente del vector, lo que se
reduce a encontrar las antitransformadas de ¢, ¢2 y ¢3. Para esto usaremos una buena receta: si

con a, by c distintos, entonces

A =lim(s —a)¢(s), B=Ilim(s —b)o(s), y C =lim(s — c)p(s).

s—a s—b s—cC

Como ¢y(s) = m = S‘i—lﬁ + 8+2301+5’ hallamos A;:
; _ 1 s+ S 1 _ 1
slirflg d1(s)(s +0) = A= slirflﬁ (s+B)(s+2a+B) slilflg s+20+8  20°
De la misma manera, B, = —i, luego,
1 1
s) = — .
“1(s) 2a(s+ ) 2a(s+2a+ )
Para ¢,
_ s _ A B _ 1 s s
¢2(5) — (5+8)(s+2a+B) S[s+2,6’ + s+202z+,6’] - %[m - s+2a+,3]'
Por ultimo,
Az Bj Cs
y utilizando la receta,
S 1
P ss(s+ ) (s+20+0)  BRa+p)
s+ 1
5 s——8 (s + 0)(s + 2a+ ) 2a03
2 1
C; =  lim s+2a+ 0 -

s——2a+8) S(s + B)(s+2a+ 3) 2a2a+ )
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Aplicando ahora antitransformada a estas funciones, recordando que E‘l[sfa] =e My E‘l[sfa] =
§(t) — ae™ ™, tenemos que

-1 _ -1 1 N 1 _ i -1 1 _ i -1 ;
L [¢1(5)] = L [2a(8+5) 2a(3+2a+5)] T 9q |:5+ﬁ:| 20 [$+2a+ﬁ:|
_ L s 1 sy

1 1
ﬁ*l [¢2(S)] = %(ﬁfl [S j_ ﬁ} — ﬁ*l |:8 " 22 _|__ﬁ:|> = %<5(t) — ﬁefﬁt _ 5<t) + (20& + ﬁ)€*(2a+5)t)
= %((2& + B)e Gt _ ge=hty

B 1 o [1 11 1 - 1
L 1[¢3($)] = mﬁ ! {g} _mﬁ ' L"‘ﬁ} +20z(20¢+ﬁ)£ 1 [s—i—?a—l—ﬁ]
1 1 1

_ —pt —(2a+0)t
Joa i) 2" da@aip

Finalmente, agrupando constantes, la cantidad de contaminante en cada hemisferio resulta:

a(t) = pe?+ qe” @t 4y
cat) = poe - goem B gy,

donde py, q1, 71, P2, g2, T2, son constantes dependientes sélo de ¢?, Y, 1, fo,a y 3.
Es interesante notar que después de un tiempo suficientemente largo, se llega a un equilibrio en las
cantidades de contaminacion, que para el hemisferio Norte es:

lim e =r; = (a+B)fi +af
im0 B0+ )

y para el hemisferio Sur es:
lim ¢y = ry = ahtlatB)f
o 0 BRa+f)

4.3. Existencia y Unicidad

Dado que los sistemas lineales se pueden escribir de forma tan similar a las ecuaciones lineales de
primer orden escalares, y ademés todavia sirven metédos como Laplace (extendido a matrices),
queremos tener otras buenas propiedades, en particular un Teorema de Existencia y Unicidad. Para
ello partamos suponiendo que resolveremos el sistema en un subintervalo I cerrado y acotado de 1
y to € Iy. Introduzcamos algunos espacios:
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Definicién 4.3.1. C(1,R") ={f : I — R" | las componentes f; de f son funciones continuas en
[0 s Vi = 1,...,7’1, }

Definicién 4.3.2. C(Iy, R™*") ={f : I — R"*" | las componentes f;; de f son funciones continuas
enly,Vi,j=1,...,n }.

Teorema 4.3.1 (Existencia y Unicidad). Si A € C(ly,R™") y B € C(ly,R"), entonces dado
Xo € R" y tg € Iy, existe una unica solucion X € C(1y, R™) del sistema lineal:

X'(t) = A@)X(t)+ B(t), tel

X(ty) = Xo
tal que X' € C(Iy, R™).
Para la demostracion de este teorema primero escribiremos el sistema diferencial en forma integral.
Luego, usaremos un operador que entregue esta forma integral y veremos que sus puntos fijos son
soluciones del sistema en cuestion. Finalmente, demostraremos que la aplicacién es contractante,
utilizando una norma apropiada y concluiremos que tiene un tnico punto fijo. En realidad, esta
demostracion hace uso del Teorema del punto fijo, que se deduce del hecho de que toda sucesién de

Cauchy es convergente. Esto es cierto en C(Iy, R™) con la norma del supremo u otra similar, siempre
que I, sea cerrado y acotado.

1. Supongamos por un momento que X (t) € C(lp,R"). Ademds, dado que A € C(I,R™") y
B € C(I,R"), tenemos la continuidad de X'(t) = A(t)X(¢) + B(t). Tomando la coordenada

i-ésima,
() =" ay(t)z; + bi(t).
j=1

Integrando entre ty y t, con t € Iy

/t: ds—/ (ZCLW s)xj(s)+ bi(s )) ds.

Luego, por Teo. Fundamental del Calculo
t n
zi(t) = 2 + / Z a;j(s)z;(s) + bi(s) | ds.
to j=1

Escribiendo matricialmente, lo anterior se traduce en:

X(t) = Xo + / (A(s)X(s) + B(s))ds,

to

donde la integral de un vector se entiende como la integral de cada componente.
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2. Para X fijo, definamos la aplicacion:

v C([(],Rn) — C([O,Rn)
X = W(X),
donde ¥ (X)(t) = Xo + fti(A(s)X(s) + B(s))ds, Vt € Iy, de esta forma si ¥ tiene algiin punto

fijo, es decir, si existe una funcién X € C(Iy, R") tal que X = W(X), estd serd la solucién
(continua) que estamos buscando.

3. Para estudiar la convergencia en el espacio vectorial C(Ip, R"), introduciremos la norma

[1X () l[ar = sup{e 2" NX (#)]]},

SN

donde ||.||2 representa la norma euclidiana de R™, que de ahora en adelante denotaremos
simplemente como ||.||. Es sencillo verificar que la norma recién definida efectivamente es una
norma, lo que se deja al lector.

También es util introducir la norma de Frobenius para matrices en M, ., (R)

1Al =

Antes de seguir, reparemos en algunas propiedades. Sea Y € R", supongamos sin pérdida de
generalidad que Iy = [tg, to + T, para algin T > 0, entonces:

a) [ Y()as|| < f IV ()l ds, vt € [ro, to + T1.
(b) [JA(s)Y (s)|| < M [|[Y(s)||, con M € R (constante), Vs € [ty,to + T

La propiedad (a) Es sencilla usando la propiedad de monotonia de las integrales reales y
Cauchy-Schwartz. Para ver (b) notemos que:

2

= Z (Z aij(é“)@h)

j=1

IA()Y ()]

’l j= 1“11 $)Y;
] 1a7U )y]

2 (S z)

Cauchy—Schwartz =1

= LA 1Y
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Pero ||A(s)[|lp =

2(s) es una funcién continua de s en un intervalo cerrado y

acotado, por lo que alcanza su maximo, que llamaremos M, de donde se tiene la propiedad
(b).

Veamos ahora que ¥ es contractante para la nueva norma ||-||,,, ( el M escogido al crear la
norma es justamente el M de la propiedad (b)). Sean Y, Z € C(Iy, R™), calculemos para t € I

t

/ (A(s)Y(s) + B(s))ds — / (A(s)Z(s) + B(s))ds

to to

[0 - W20 = \

[fwxww—Z@mS

\S,(,) ) [A(s)(Y(s) = Z(s))ll ds
S M ) IY'(s) = Z(s)l ds

= M| ||[Y(s)=Z(9)| e?M(s=t0) g=2M(s—to) g 4

to

t
< MHY—ZHM/ 2Ms=to) g5

to

2M(t7t0) 62M(t07t0)
oM oM )

(&
_ Amy—mw-( -

eQM(t—to) 1
= Y=zl -ty - 21,
|
<0
62M(t7t0)
< T w-z,,.

Luego tenemos Vt € I:
oM(t— 1
e MR u(Y) (1) — v (Z)(#)] < S IY = Zly -
Tomando supremo

e 2M =) 1y (V) (1) — U (Z) ()| < % 1Y = Zlly, /‘iéllp
[U(Y) - ¥(2)|l,, < % IV =2l

Por la tanto ¥ es contractante con constante L = 1/2.
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4. Recordando el Teo.de Punto fijo de Banach:

Teorema 4.3.2 (Punto fijo de Banach). Sea un espacio X dotado de una norma tal que
toda sucesion de Cauchy es convergente, y sea W : X — X wuna contraccion, entonces existe
un unico punto fijoT € X.

Tenemos que existe un unico punto fijo de la aplicaciéon construida, y por ende una tnica
solucion del sistema lineal estudiado. Notar que a posteriori, la solucién es continua y del
sistema se deduce que su derivada también lo es.

Observacion. En el teorema anterior demostramos que existe una tnica solucién del sistema lineal
de primer orden, suponiendo que I era un intervalo cerrado y acotado. En el caso que el problema
este definido en un intervalo I con un extremo abierto acotado, es decir, de la forma I = [to, to+ 17,
se construye una soluciéon X, € [to,to+ T — %], y se considera la solucion:

X(t) = lim Xn<t) vVt € [to,to + T[

Notar que lo anterior define puntualmente la solucién. Para ver que el limite estd bien definido,
1

tomemos ¢ € I, se tiene entonces que Ing : t € [to,to + T — =], Vn > ng. Ademas, X, (t) es
constante, Vn > ng, pues de lo contrario se tendrian por lo menos dos soluciones de la misma
ecuacion diferencial definidas en un intervalo cerrado y acotado que difieren en ¢, lo que contradice el
Teo. de Existencia y Unicidad demostrado. Asi, la sucesiéon X,,(t) tiene garantizada la convergencia.
También hay que considerar que la solucién no tiene que ser necesariamente acotada, y puede
diverger en T, por ejemplo en el caso en que A y B sean funciones no acotadas en el intervalo
estudiado.

En el caso en que I no fuese acotado, por ejemplo I = [tg, oo[, se construye una solucién X,, € I =
[to, n|, v se considera la solucién

X(t) = lim X, (t) Vté€ [ty,o00].

n—oo

Las mismas notas sobre la correcta definicion de este limite puntual anteriormente hechas, siguen
siendo validas.

Corolarios 4.3.1. (a) Si un sistema lineal homogéneo tiene una condicion inicial nula, entonces
la inica solucion del sistema es la funcion nula.

X' = AX

X(t) = 0 }:>X(t):0, Vtel

(b) Si tenemos un sistema lineal con dos trayectorias que coinciden en un punto, entonces son la
misma; interpretado de otra forma, dos trayectorias X (t) e Y (t) € R™ distintas no se cruzan
(determinismo ).

X' = A@)X + B(t)

X(t) =
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4.4. Sistemas Homogéneos

En ecuaciones diferenciales es habitual estudiar primero las soluciones de la parte homogénea de
las ecuaciones, porque ellas entregan importante informacién para luego deducir las soluciones
generales. Partamos entonces estudiando detenidamente los sistemas homogéneos.

Definicién 4.4.1.
H:{XER"\X’:A(t)X, tel}.

Definicién 4.4.2.
S={XeR"| X'=A@t)X + B(t), t € I}.

Ademss, del Teo. de Existencia y Unicidad, sabemos que para cualquier condicién inicial, el sistema
lineal homogéneo tiene una tnica solucién, en particular para la base candnica de R", y entonces
podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 4.4.3. Liamaremos ¢y, solucion fundamental candnica k-ésima asociada a tg € I a la
solucion del sistema:

o, = Alt)pr, tel
or(ty) = ex, Yk=1,... n.

A la matriz formada por las soluciones fundamentales candnicas asociada a ty, es decir, que en
su columna k-ésima tiene a ¢y, se llamard matriz canénica fundamental asociada a ty, y se deno-
tara por ®

Teorema 4.4.1. El conjunto {¢r}7_, es una base de H, y por lo tanto, dim(H) = n.
A esta base se le llama base fundamental candnica

Ejemplo 4.4.1 (Cadena con resortes). Se tiene una cadena conextrmos fijos formada por n
cuentas conectadas por resortes idénticos de constante elastica k y largo natural [y. Cada cuenta
de masa m;, ¢ = 1...n, tiene libertad para oscilar horizontalmente, pero cada una presenta un
rozamiento lineal con el medio, de constante ¢;, 2 = 1...n. Para cada cuenta tenemos la ecuacién
de movimiento:

mix! = —cixh, — k[(x; — i) + (v — 20)], Vi € {1,...,n},

(2

donde se ha definido z¢y = z,,1 = 0.
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Matricialmente tenemos:

2

my T
ma T2
Mp—1 Tn-1
My T
!
C1 I 2 —1 X1
Co T —1 2 —1 )
_ —k .
. Y
Cn—1 Tp—1 -1 2 -1 Tpn-1
Cn Ty, -1 2 Ty

es decir, tiene la forma
MX"+CX' +KX =0,

con X € R". Para transformarlo en un sistema lineal, hacemos el cambio de variables:

X X'
2= (x)=>7= (%)

X'"=-M'KX-M1'CX'

pero

Por lo tanto, se puede escribir el sistema lineal:

, 0 I
2= ( MK —Moe )P

Para determinar el conjunto de soluciones fundamentales asociadas, por ejemplo, al origen, bas-
tard resolver el sistema anterior con condiciones iniciales en cada vector canénico de R??

(En total son 2n sistemas con condiciones iniciales a resolver). U

Demostracion del Teorema 4.4.1. Partamos probando que efectivamente es generador, es decir,

Sea X, € H la soluciéon del sistema homogéneo

X, = AX,, WVtel
Xinlte) = Xo.
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Descompongamos X en la base candénica de R™:
1 1
Xo =zpe1 + -+ xge,, Zg, .-, 2 €R.
Demostraremos que X, = xh¢; + - - - 2§ ¢,,; para esto definimos Vt € I:

Z() = wyb+ o ajdn, b= dilt)
— Z/(t) _ l,(l)gb’l + .- ;ng ;w pero Qb;c = A¢k
= Z(t) = A(xipr+---2l¢,) = AZ(1)

Y ademds, por la definicién de los ¢y, tenemos que: Z(to) = zje; + -+ - + e,
.. Z es solucion del mismo sistema de ecuaciones diferenciales que Xj,, con las mismas condiciones
iniciales. Luego, por teorema de existencia y unicidad, Z(t) = X,(t) Vtel

Observacion. Notar que lo anterior demuestra también que si se tienen soluciones del sistema ho-
mogéneo, entonces cualquier combinacion lineal de ellas también satisface el sistema, salvo las
condiciones iniciales.

Ahora veamos que {¢x}}_; son soluciones Li.,

P.d.g.
> opgi(t) =0, Vt =0 =0Vk=1,.,n
k=1

aq 0

zn:akébk(t):O(:’(% Py gbn) : —
k=1 g

(. 4 an 0

P

Si pudiéramos probar que det(®(t)) # 0,Vt, entonces la tinica solucién del sistema es @ = 0, que
era lo que hay que demostrar. Se define el Wronskiano de una familia de funciones vectoriales,
justamente como el determinante de la matriz que tiene en sus columnas dichas funciones, asi

W(o1, b2, .., ) = det(P)

Notamos también que:

10 00
01 -+ 00

Wi(tg) =det | . . . o =det(I,) =1
0 0 - 01

Asi el Wronskiano es no nulo en un punto, lo que implica que no se anula en todo el intervalo.
En efecto, razonando por contradiccién, supongamos que existe ¢ € I tal que W(t) = 0, como

108



el Wronskiano corresponde al determinate de la matriz fundamental candnica, tenemos que esta
matriz tiene sus columnas 1.d., es decir, dag, ..., a, constantes no todas nulas, tal que:

Pero vimos que cualquier combinacién lineal de soluciones fundamentales candnicas, también es
solucion del sistema homogéneo, y claramente la funcién nula también es soluciéon con la condicién
inicial impuesta en t. Por lo tanto, por Teo. de Existencia y Unicidad,

a1¢1(t) ++ an¢n(t) =0 Vte I,

lo que es una contradiccion, pues en ty no se cumple. Luego, concluimos la independencia lineal
buscada, y por tanto, dim(H) = n O

Corolario 4.4.1. La solucion del sistema homogéneo

X, = AX, Wtel
Xu(te) = X

esta dada por
Xn = w901 + -+ - Tg b,
o equivalentemente
Xy, = ®(t) Xo.

Corolario 4.4.2 (Propiedades de la matriz canénica fundamental ¢ asociada a ).
(a) ®(to) = I

(b) P'(t) = AD(t)

(c) @ es dnica.

(d) ® es invertible, Yt eI

Demostracion. (a) Es directa de la definicién.
(b) Entendiendo la derivada en el sentido que se deriva componente a componente, se tiene que:

=g o 000 )= (A0 Ay i Ap ) =A( 6 6 6. ) =AD

(¢) Se concluye por Teo. de Existencia y Unicidad aplicado al sistema formado por (b) , con las
condiciones iniciales de (a).
(d) Se probé en la demostracién del teorema anterior que si:

Tty det(D(ty)) £ 0= VeI det(D(t)) #0

Lo que prueba lo pedido, pues det(P()) = 1.
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Para generalizar los resultados anteriores, definamos una matriz fundamental (no necesariamente

candnica) como la matriz M(t) = [1/,1‘ Y| T |t ] , Vt € I, donde 9 son soluciones del
sistema:

zp; = A(t)qﬁk, t, toel
@Z)k(to) = Uk ,Vk‘ = 1, N

donde {¢;}"_; es una base (no necesariamente canénica) de R", y entonces concluimos el siguiente
corolario:

Corolario 4.4.3. Sea una matriz fundamental M(t), entonces:
(i) Si existe ty tal que det(M (o)) # 0, entonces det(M(t)) #0 , Vt € I.

(ii) Si el sistema X' = AX tiene condiciones iniciales Xy no nulas, entonces X (t) = M ()M~ (ty) Xo.

Demostracion. (i) Consecuencia directa.
(77) De la observacion del teorema anterior, tenemos que una combinacién lineal de los v; resuelve
el sistema, es decir:

X(t) =y + cothg + - - - + ey, = MC

C1
donde el vector C' = : queda dado por las condiciones iniciales, entonces

Cn

X(to) = M(tg)C = C = M(tg) ' Xo = X(t) = M(t)M " (t5) Xo

4.5. Soluciones Particulares

Teniendo bien estudiadas las soluciones del sistema homogéneo, solo falta encontrar las soluciones
particulares, gracias a que se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.5.1. Dada una solucion particular X, de X' = AX + B, toda solucion del sistema se
escribe como suma de X, y alguna solucion del sistema homogéneo.

Xo =X, + X
Demostracion. Sea X una solucion general del sistema, y X, una particular, entonces:

X, = AXqg+B
X! = AX,+ B,
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restando las ecuaciones:

(X — X)) =A(Xe — X,).
Luego X — X, es solucion de la homogénea, es decir:
XhIXG—Xp :>XG:Xp+Xh-
O

Ahora, buscamos una férmula de variacién de pardmetros, es decir, buscamos X, = ®(t)C(¢),
ecuacién que podemos reemplazar en X)) = AX), + B, pero falta una férmula para derivar productos
de matrices, que se estudia en el siguiente lema:

Lema 4.5.1. Sean A(t) € Myun(R), B(t) € M,,,,(R), X (t) € R”
i) (A1) X (1) = A'(t) X (t) + A(t) X'(¢)
i) (A()B(t)) = A'(t)B(t) + A(t) B'(t)

Demostracion. (i) Por componentes:

(Z ai;(t)x; (ﬂ) = Z(az‘j(t)%‘(t))' = Z(aéj(t)%‘ (1) + ai;(t)2;(1))
= Za;j(t)xj(t)+ > aij(t)z; (1)
(77) Anélogo. O

Luego, volviendo al problema de variaciéon de pardametros, podemos reemplazar X, = ®(¢)C(t) y
derivar:

Xp(t) = A()X,(t) + B(t)
= (d)C)) = A@)P(t)C(t) + B(t)
= Y ()C@H)+2)C'(t) = A)PH)C(t) + B(t)
= C'(t) = & (t)B(t)
= C(t) = [, 7 Y(s)B(s)ds

Por lo tanto, X, = ®(t) ft'; d~1(s)B(s)ds, y se concluye el siguiente teorema

Teorema 4.5.2 (Variaciéon de Parametros). La solucion del sistema:

X'(t) = A@®)X(t)+ B(t)
X(to) = Xo,
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estd dado por :
t
X(t) =d(t)Xo + CD(t)/ d1(s)B(s)ds,
to
donde ® es la matriz fundamental canonica asociada a ty.

4.6. Exponencial de una Matriz

Para calcular ®(¢) resulta 1til la nocién de exponencial de una matriz:

Definicién 4.6.1 (Exponencial de una Matriz). Sea M(t) € M,«,(R). La ezponencial de M

se define como:
0 ME M2 M
k! 2! n!
k=0

Como estamos tratando en general con series de funciones en cada componente, es til tener presente
el siguiente lema:

Lema 4.6.1 (Criterio M de Weierstrass). Sean f; : S C R — R Vk € N funciones. Si eziste
una sucesion (My)gen de reales positivos tales que

| fr(2)| < Mg, Vn > ng, Vo €S,

y la serie Y oo | My converge, entonces la serie de funciones > -, fr(x) converge uniformemente
en S.

Demostracion. Como | fy(x)| < My, ¥Vn > ng, Yo € S, por criterio de comparacién de series tenemos
que para cada x € S, Y -, fr(x) converge (convergencia puntual). Definamos entonces g : S — R

tal que g(z) = > 77, fr(x).
Sean m > n > ng, hagamos la diferencia

> il

k=n+1

m n

Y i) = file)

k=1

< D @IS Y M=) M- M,
k=1 k=1

k=n+1 k=n+1

Como la serie .7, M), converge, podemos tomar limite m — oco:

n

giMk— M.
k=1 k

=1

@) =Y file)

k=1

Pero como la serie de los M} converge, tenemos que:

Ve >0, 3N > ngy, Yn > N, |g(x) — ka(a:) <e Vres.
k=1
Recordando que g(x) = > oo, fx(x), se tiene la convergencia uniforme. O
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Teorema 4.6.1. Si las componentes de la matriz M (t) estan uniformemente acotadas en un inter-
valo I, entonces cada componente de eM®) converge uniformemente en I.

Demostracion. P.d.q. (eM®),; converge uniformemente en I.
Tenemos por definicién que

00 k

My N (M)
(6 )ZJ - Z kf' :

k=0
Esto es una serie de funciones, por lo que para demostrar la convergencia uniforme usaremos el
criterio M de Weierstrass. Veamos que, como cada componente estd uniformemente acotada en I,
se tiene:

JaeR: Vi,j |(M(t))”| <a,Vtel

Luego,

n

> (M) (M)y;

k=1

Vi,j |(M?)y] <

< S [(M)al|(M)y] < a’n
k=1
Asi, por induccion, se tiene:
VE>0Vi,j [(M");| <ofn* 'Vt el

De esta forma encontramos una cota para los términos de la serie independiente de ¢

(M (2)) 5
k!

Sélo falta ver que la serie se estas cotas converge, en efecto:

Vk > 0 Vi, j <aofnfF Ll vtel.

iaknkl B iaknkl 1
k! N k! n
k=1 k=0
1 <~ afnk 1
n k! n
k=0

Por tanto converge, incluso sabemos cuando vale:

o —
Z ozknk 1 e
k! n n

k=1

Finalmente, por criterio M de Weierstras, se tiene que

i (M (t))s
k!
k=1
converge uniformemente en I, y por tanto lo hace también
i (M (2))s;

k!
k=0
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Algunas propiedades de la exponencial de una matriz, son:

Propiedades 4.6.1. Sean A, B € M,,»,(R) matrices constantes, t,s € R, entonces:

1. €O-t — [
2, A0 =
d At __ A
3. E@ b= Ae t
4. Altts) — oAt As
5. e es invertible, Y (eAt)*1 — oAt
6. AB = BA < Be = ¢'B
7 AB = BA < AteBt — o(A+B)t

Demostracion. Las propiedades 1) y 2) son directas de la definicion.
3) Notamos que en cada intervalo [—b,b], b € R, las componentes de la matriz At estdn uniforme-

mente acotadas por | méx(a;;)||b|, luego tenemos la convergencia uniforme de hy(t) => "7 (Aklz!“tk,
es decir, tenemos la convergencia de la serie de potencias h(t ) Yoo b k, , por lo que sabemos
que hy, Converge uniformemente a h, y la sucesion hy (1) = - k:(A;ij! converge uniformemente
n (—=b,b) a k;(A# y principalmente que h(t) es derivable y que
© Ak tk 1
Z k9" vt e (=b,b),
k=1
pero
0 Ak; tk‘ 1 Ak:-f—l Ztk 0 Ak‘ Ztk
k! k!
k=1 k=0 k=0

En conclusion,

d
E(e“‘t)ij = Ay;(e™)i; Vt € (=b,b),

y dado que b era arbitrario, se tiene el resultado para todo ¢t € R.

4) Para cada s fijo, tomamos la funcién

)

’ll)(t) — 6A(t+s) o eAtGAS

de este modo

¥(0) =0
V(1) = AeAtT) — AeAteds = Aqy(t)
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Luego por Teo. de Existencia y Unicidad,
VteR, ¥(t) =0 =Vt s € R Al = AleAs,

5) De 4) sabemos que

6) Por induccién, es facil ver AB = BA < Vk € N{0}, A*B = BA*, pues

A*B = BA* /. A

A*'B = ABA* pero AB = BA
AMB = BAAF

Ak—i—lB — BA]C-Fl.

Para la otra implicancia basta tomar k£ = 1. Ahora:

A’ft’f =~ BARE SN ARt
B Z = ]{;' = T . B = GAtB.

=0 ’ k=0

7) Analogamente a 4) tomamos la funcién
¢(t) — eAteBt _ 6(A+B)t’

que cumple con

¥(0) =0,
y

W(t) _ AeAt Bt + eAtB eBt (A + B>€(A+B)t

_ Ae At Bt + BeAt Bt <A+ B)e(A+B)t
por 6)
= (A4 B)(eMe™ — ) = (A+ Byu(t),

es decir, tenemos:

W(t) = (A+ B()
$(0) = 0.

Concluimos por Teo. de Existencia y Unicidad, que

VieRY(t) =0

115



Las propiedades anteriores entregan mucha informacion sobre las soluciones de sistema lineales a
coeficientes constantes.

De 2) y 3) vemos que eA~%) cumple el mismo sistema que la matriz fundamental canénica asociada
a o, entonces, por Teo. de Existencia y Unicidad:

() =) T

Luego, recordando que en un sistema lineal cualquiera, la solucion estda dada por:

t
X(t) = ®(t)Xo + O(t) / ®~'(s)B(s)ds,
to
en términos de la matrix exponencial queda:

t
X(t) = Al X, +/ M=) B(s)ds.

to

El problema ahora se reduce solo al calculo de la matriz exponencial, para esto nos ayudaran las
propiedades anteriores, y la forma de la matriz A, en el sentido de si es 0 no diagonalizable.

4.6.1. Caso diagonalizable

En el caso de que A sea diagonalizable, por ejemplo, en los casos en que A es simétrica (A = A),
antisimétrica (A" = —A), o normal (AA" = A'A), A se que puede escribir de la forma A = PDP~!,
con D, matriz diagonal formada por los valores propios de A, y P una matriz que tiene en sus

columnas los vectores propios respectivos. De esta forma tenemos, que si Aq,..., A, son los valores
propios de A, y vy, ..., v, sus respectivos vectores propios:
AN - 0
D = Lo : P:(vl‘ vy | .- |Un),
0 An
entonces

At _  _PDP 1t - (PDP_l)ktk _ > DF -1 _ Dt p—1
et =e _ZT_P > P!t = peltpt
k=0

donde
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De esta forma la solucién del sistema homogéneo se puede escribir como:
Xu(t) = M0 Xy = PePle P P Xy = Pe'C,

C1

donde C' = : es un vector constante que depende de las condiciones iniciales. O bien, desa-
Cn

rrollando las matrices, tenemos:

Xu(t) = ( Mty | eMluy | oo | ety )C

= My + e’y + - -+ epe’to,.

Para aplicar todo esto, veamos un

Ejemplo 4.6.1 (Confort de un auto). Un modelo para estudiar el confort de un auto estd dado
por
l‘” = —(k?l + k’g)[[’ + (k?lLl — k?QLQ)Q
0" = (k1Ly — koLo)x — (k1LY + ko L3)0),
donde las constantes ky, ko, L1 y Lo son respectivamente las rigideces y las distancias de los amor-

tiguadores traseros y delanteros al centro de masas G del auto. En un instante ¢t > 0, () representa
la posicién vertical de G y 6(t) el giro del auto en torno a G.

Figura 4.4: Modelamiento de los amortiguadores de un auto del ejemplo 4.6.1

Este sistema de orden 2, lo llevamos a un sistema lineal tomando la variables: z, 0, 2’, §', resultando:

/

T 0 0 10 T
o | 0 0 01 0
x - —(kl + /{72) ]i]lLl — k2L2 0 0 T
o kiLy — koLy —(kiL? +koL3) 0 0 o'

En lo que sigue supondremos que ky = pky y Ly = pls, donde 0 < p < 1, pues generalmente
el G de los autos estd hacia delante del auto, debido al peso del motor. De esta forma se anulan
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los términos de acoplamiento kiL; — koLs. Si para simplificar notacion llamamos k a ky y L a Lo,
resulta el sistema:

/

x 0010 x
0 10001 0 B B 9
1 =1 a0 00 o , donde a = —(1+p)kyb=—pu(l+ kL.
o' 0 b 0O 0’
Dado que tenemos la forma X’ = AX, podemos calcular la exponencial de la matriz. Para esto
analicemos cémo son la potencias de A:
0010 a 0 0 0
10001 > | 0b 01
A=laoo0o0 |74 | 00ao0 |
0 b 00 00 0 b
luego, elevando a k:
a 0 0 0
w | 0O W 0 1
AT = 0 0 o 0 |’
0 0 0 bk
y si multiplicamos por A, queda:
0 0 d 0
0 0 0 o
%41
A |l 0 0 0
0 vt 0 0

Teniendo todas las potencias calculadas, procedemos a determinar la matriz exponencial:

o Atk o0 At 2k 0 At 2k+1
= Z<k') :Z((%))' * ((Qk;)+1)'
k=0 ’ k=0 ’ k=0 ’
0 0 0 0 0 d" 0
oo 01 e 0O 0 0 b
- kZ_O(Qk)I 0 0 a 0 +kz_0(2/{;+1)l a0 00
a 0 0 0 b B 0 ot 0 0
Si tomamos a = —a? y b = — 3?2, resulta:
o akt% > (—1)’“(0[ )2k
@l C 2 @y - eoslad)
k=0 k=0
> bthk > (—1)k(ﬁt)2k
D DR T G



y de la mima manera:

© kt2k+1 1 0 -1 k t 2k+1 1
k=0 (2k+ 1)t =0 (2k + 1)t @
0 bkt2k+1 1 0 -1 k t 2k+1 1
Z — = = Z —( )"(51) = — sin(ft).
(2k +1)! g (2k +1)! 15}
k=0 k=0
Por lo tanto:
cos(at) 0 0 0 0 0 Lsin(at) 0
AL _ 0 cos(ft) 0 1 n 0 0 0 % sin(/5t)
n 0 0 cos(at) 0 —asin(at) 0 0 0
0 0 0 cos(ft) 0 — (G sin(5t) 0 0

Si ponemos alguna condicién inicial, como por ejemplo una frenada, representada por:

y reemplazamos en la formila obtenida para sistema a coeficientes constantes, se tiene:

T _sin((xat)
sin(0t)
0/ = B )
x — cos(at)
o' — cos(t)
es decir, la soluciéon del movimiento es:
— i t —si t
o(t) = sin(o )’ ot) sin(( )’
o B

con @ = /(1 +pky = Ly/u(l+ p)k, que fisicamente representan la frecuencia de cada modo.
Otro método para solucionar este problema es analizar los valores y vectores propios del sistema.

Calculemos los valores propios de A

-2 0 1 0
0 —Xx 0 1

det(A — M) = det e 0 -\ 0 = (A —a)(\* =)
0 b 0 =X

En términos de las variables antes definidas quedan los valores propios imaginarios puros:

)\1 = ioz, )\2 = —iOé, )\3 = Zﬁ, )\4 = —’Lﬁ,

119



que tienen asociados respectivamente los vectores propios:

—i/Oé i/a 0 0
U1 = 1 ) Vg = 1 ) V3 = 0/ﬁ 5 V4 {)ﬁ
0 0 1 1
Luego la solucién general sera:
T —i/a ne 0 0
0 oy 0 —i 0 i —1 i 7
z = C1€ t 1 + coe t ] + cse Bt O/ﬁ +oege Bt {)ﬁ ’

(it ) = e (0 ) e (0 ) (L ) 2o ()
= (icge ™ — jcie™) ( 1{)0‘ ) + (icse™Pt — icge™) ( 19 3 ) :

Aqui se ve que el movimiento del sistema se expresa fundamentalmente sélo como el movimiento
vertical de G (representado en el vector (1/«,0) y separadamente la rotacién del eje que une los
resortes, en torno a GG, representado en el vector (0,1/53), y por tanto la solucién general del sistema
no es mas que la combinacién lineal de estos dos movimientos fundamentales llamados modos
propios. Los valores propios cuando son imaginarios puros, representan la frecuencia natural de
cada modo propio, en este caso al modo de movimiento vertical (1/«,0) tiene asociado la frecuencia
propia w = «. Una aplicacién del conocimiento de este valor es que si se deseara tener un fenémeno
de resonancia, bastaria aplicar una fuerza externa sinusoidal sobre el auto con esta misma frecuencia
(F = Fysin(at), Fy constante). La misma interpretacion se tiene para la frecuencia 3 en el modo
(0,1/3). Para comprobar que este método entrega la misma solucién que la exponencial de la matriz,
impongamos las mismas condiciones iniciales, para determinar las constantes:

—c1+c =0
—cg+cy =0
%cl + CQ’Ei =—1
Fetagy =-1,
de donde se obtiene ¢; = ¢y = c3 = ¢4 = —%, por tanto:

( Z((:)) ) = %(—em + &) ( 1{)@ ) - %(—ewt + ietft) ( 195 ) ;
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recordando la identidad e — e™* = 2isin(s), se obtiene:

(3) - oo (r) e 1)

que es el mismo resultado antes obtenido. O

4.6.2. Caso no diagonalizable

Si A es una matriz cuadrada cualquiera (en particular no diagonalizable) siempre existe una descom-
posicion dada denominada Forma canonica de Jordan que estudiaremos a continuacion, aunque sélo
se enunciaran los resultados, puesto que estas propiedades forman parte de los resultados clasicos del
algebra lineal, y su demostracién es bastante extensa. La demostracién de éstas se pueden consultar
en el libro The Theory of Matrices, de Peter Lancaster.

Definicién 4.6.2. Se llama Bloque de Jordan de tamano k x k y valor propio X € C a la matriz
B € My« (C) dada por:

A1 0 - 0
0 X 1

B = 0 A 0
0 ... ... 0 X\

Se llama suprabloque de Jordan de tamano m x m y wvalor propio X € C a matriz diagonal por
bloques, donde cada bloque es un bloque de Jordan de diversos o iguales tamanos, todos con el mismo
valor propio .

Una matriz se dice Forma candnica de Jordan si es diagonal por bloques, formada por uno o mds
suprabloques de Jordan.

Ejemplo 4.6.2. Una matriz formada por un suprabloque de Jordan de tamano 2 formado por
dos bloques de Jordan de valor propio 8; un suprabloque de Jordan de tamano 3 formado por dos
bloques de Jordan de valor propio 3, y un suprabloque de tamano 1 de valor propio 4 es una forma
de Jordan.

(8] © 000 0
0 [8] 000 0
00 00 | o
00 0 |31 0
00 0 |03 0
00 000
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Proposicién 4.6.1. Sea X\ valor propio de A € M, «,,(C) de multiplicidad algebraica m. Sea Es =
ker(A — AI)*, s € N, entonces existe p, 1 < p <m, tal que:

{O}ZEOQEIQE2§-..Ep:Ep+1:Ep+2:~.._

Definicién 4.6.3. Los espacios Es, 1 < s < p, de la Proposicién (4.6.1) se denominan espacios
propios generalizados de A de orden s asociados al valor propio .

Un elemento no nulo v tal que v € Es yv ¢ E, 1 se dice vector propio generalizado de A de orden
S.

Observacién: Con la definiciéon anterior, los vectores propios usuales son vectores propios gene-
ralizados de orden 1.

Proposicién 4.6.2. v, es un vector propio generalizado de A de orden s (s > 2) asociado a X si y
sélo si vs_1 = (A — X )vs es un vector propio generalizado de A de orden s — 1 asociado a .

De la proposicién (4.6.2) tenemos que si tomamos v, (vector propio generalizado de orden s),
entonces v,_1 dado por
vs—1 = (A= M)vs & Avg = Avg + vs_ 4

es un vector propio generalizado de orden s — 1, y asi recursivamente tenemos definidos:

Avl = )\Ul
AUQ = )\112 —+ 1
AU3 = )\Ug + U2

A'Us = >\U8+vs—1a

donde v; es el vector propio usual.
Una cadena vy, vs,...,vs asi construida, se denomina cadena de Jordan de largo s, cuando es ma-
ximal, es decir, s = p o si s < p, entonces el problema

(A= M)v = vy

no tiene solucion con v vector propio generalizado de orden s + 1.
La cadena también se denomina como cadena asociada al vector propio v;.

Proposicion 4.6.3. Los elementos de una cadena de Jordan son linealmente independientes.

Proposicién 4.6.4. El nimero ks de cadenas de Jordan de largo s es
ks = 2ls - ls—l - ls-‘,—la

donde Iy = dimker(A — \I)®.
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Teorema 4.6.2 (Descomposiciéon de Jordan). Para toda matriz A € M,«,(C), eziste una
Forma de Jordan J asociada, y una matriz P invertible tal que:

A=PrJjP %

Ademds, la matriz J es unica, salvo permutaciones de sus bloques.
Observacién: Para construir la descomposicién se puede proceder de la siguiente manera:

= Se calculan los valores propios de A.

= Se toma un valor propio A de multiplicidad algebraica m, y se determina la dimension de los
espacios ker(A — A\I)*, aumentando s hasta m.

= Se calculan los k,, de donde se obtiene un bloque de Jordan de tamano k, asociado a cada
cadena, y los respectivos valores propios generalizados asociados determinan la matriz P.

Ejemplo 4.6.3. Sea

1 0 0 1 -1
0o 1 -2 3 -3
A= 0 0 -1 2 =2
1 -1 1 0 1
1 -1 1 -1 2
A tiene valores propios A\; = —1 con multiplicidad algebraica 1, y Ay = 1 con multiplicidad algebraica

4. De esta forma sabemos que la matriz J estarda formada por dos suprabloques, uno asociado a
cada valor propio.

Para Ay, como tiene multiplicidad 1, sélo le correpondera un bloque de Jordan de tamano 1, y
tomamos como vector propio asociado (0,1, 1,0,0).

Para A5 calculamos:

Como [y = 0, tenemos que k; = 0y ky = 2, por lo que no hay cadenas de largo 1, pero hay 2 cadenas
de largo 2. Cada cadena de largo 2 determina un bloque de 2 x 2, por lo que tenemos completamente
determinada la matriz J

<

I
coo o
[ R e
cor oo
o EHh OO
—_o oo o
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Para Ay tenemos:

(A-Dvy =0 = v =(a,0,0,0,0)
(A_I)UQZ'Ul = 02:(ﬁ+7,7,a,a+5,5).

+7777075,5). 817:5:0:>,U2:(

Sia:o’ﬁ:1$v1:(0707 2 (]_
1,1 2:(’)/,’)/,1,1—1—5,5).817:5:0:>U2:(

Siazl,ﬁ:0:>v1:<7 )
De esta forma

0
0

O =
o o

=
=

O =
O =
S~—

OO OO
ool
O = = OO
OO == O

Para el célculo de e?? en el caso general veamos la siguiente propiedad:

Proposicién 4.6.5. Sea M € M, ., (C) diagonal por bloques de la forma

M, 0 -+ 0
S e
0 0 M,

M; bloque de M, entonces
M0 0
Mo
6]\4 _ 0 e

: .0
0 -+ 0 eMn

Demostracion. Recordemos que las matrices por bloques se pueden multiplicar como si los bloques
fueran escalares

M, 0 --- 0 M, 0O --. 0 Mf o --- 0
oo 0 | P 0
0 0 M, 0 0o M, 0 0 Mﬁ
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Luego, por induccién, M* = 0 2 , aplicando esto a la matriz exponencial:
' 0
0 0 MF
ME 0 0 ME g 0
=1 0 Mo = o A
M - 2 _ k!
M= ml . =2 "
k=0 : : -0 k=0 : -0
- k ME
0 0 My 0 - 0 =
M0 0
0 M
0
0 0 eMn
O
0O 1 0 0
Calculemos ahora: e/it = eXilm*Mt donde N = |~ = (' m es la multiplicidad del
|
0 - 0
valor propio \;).
Claramente \;I,,, y N conmutan, entonces
eJit — 6)\,’Imt+Nt — eAilmteNt.
erit .. 0
Sabemos que etilmt = o : , pero falta conocer propiedades sobre N; para esto
0 PR e)\'Lt

veamos las potencias de N:
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NY = T

N' = N
0 1 0 0 0 1 0 0
N2 - N.N = . . . . : . ‘. : _
0 0 - 0
0 O 0 1
Nm—l — 0
: 0
0 0
N™ = 0,,.

Por lo tanto, NV es una matriz nilpotente de orden m, y tenemos que

o) m—1 0o
eNt _ thk _ thk N i .
k! k! k!~~~
k=0 k=0 k=m =0
t2 tm—l
= J4+tN+—-N*+...4 ——N™!
2! (m—1)!
t2 2trn—l
Lt 21 77T me1)!
g t’2
21
: . . . t

N

En conclusién, eVt es una matriz triangular superior de la forma

k!
0 si 7—i<0

Nt]z] —

e _{ﬁ si j—i=k>0
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Finalmente,

At ﬁ . tmfl
e 0 0 1 ¢ 5] =11
eJit — 2
2!
: t
0 elit 0 1
it XNt 2 o\t T At
et tett et i
= : .. .. .. t2 it
: . . . Ee i
: . . . tett
0 . ce R elit

De esta forma hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicién 4.6.6. Sea A € M, +,(C), y su descomposicion en forma candnica de Jordan A =
PJP~Y, entonces:

et .0
et=p| + -+ [P
0 eJ”t
Ejemplo 4.6.4. Consideremos el sistema:
X' = AX,

con condicién inicial X (0) = Xj, donde la matriz A estd dada en el ejemplo (4.6.3). Luego como ya
habiamos calculado su descomposicion canénica de Jordan , se tendrd en virtud de la proposicién
anterior que la solucion es:

et tet 0 0 0

0 ¢ 0 0 0
Xt)=P| 0 0 e tt 0 |P X,

0 0 0 € 0

0 0 0 0 e

con P descrita en ejemplo (4.6.3).

0

Ejemplo 4.6.5 (Equilibrio Marino). Suponga que la poblacién de ballenas b, plancton p y
temperatura del mar 7' estdn regidas por el siguiente sistema discreto, donde n designa el ano y
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A > 0 es un parametro de crecimiento:

bn+1 = )\bn + Dn
Pn+1 = )\pn + Tn
Tn+1 = )\Tna

con condiciones iniciales by, pg, Tp constantes positivas.

Se quiere saber como evoluciona este sistema en el tiempo, dependiendo del parametro A. Para esto,
escribamos el sistema anterior se puede escribir como:

bn+1 A1 O bn bO
Prt1 | =1 0 A 1 Pn |, con condicién inicial | pg
Thi1 0 0 A T, Ty

Consideremos primero un caso mas general de sistemas discretos:

Xn+1 = AXn + Bn7 n >0,

con condicién inicial Xy € R? donde A € My q(R), B, € R% n > 0. Como X; es la condicién
inicial, iterando tenemos:

X, = AXy+ By

X2 — AX1 + Bl = A(AXO + Bo) —|— Bl — A2X0 —|— ABO + Bl

Xy = AXo+ By = A3Xy+ A’By + AB, + B,

X, = A"Xo+ ) A"7B;,.

J=1

Probemos por induccién que efectivamente la solucién del sistema esta dada por:

Xn = AnXO + Z An_ij_l, n Z 1

J=1

Para n = 1, resulta
X1 = AXy + By,

que es solucién del sistema. Suponemos ahora que X,, = A" X+ E;;l A1 B;_ satisface el sistema
propuesto, entonces hay que probar que

n+1
Xn+1 _ An+1XO + ZAn+liijfl

j=1
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también lo satisface. En efecto,

n+1
Xpy1 = An+1X0+ZAn+1_ij—1

j=1

_ An+1XO + ZAn—‘_l_ijfl + An+1_(n+1)B(n+1)fl

j=1

= A" X+ AY A"IB;_y + IjxaBn

Jj=1

= A <A”X0 + Z A Bj1> + B,,, usando la hipotesis de induccion
j=1

= AX, + B,.

Por lo tanto, X, satisface el sistema.
Estudiemos ahora la solucién del sistema discreto homogéneo, para el caso en que A sea diagona-
lizable, es decir A = PDP~!, con

A - 0
D = : . , donde Aq,...)\; son los valores propios de A.
0 - N

Segtin lo anterior, la solucién de este sistema serd: X,, = A"X,, pero A" = PD"P~! entonces:

A0
X, =P + .. : | PlX,.
0 --- A
De esta forma si queremos que nuestro problema tenga solucién, es decir que exista lim X,,, debemos
imponer que lim A} exista Vk =1,...,d, lo que equivale a pedir que |A\;| < 1, Vk=1,...,d.

Si volvemos al problema especifico de las ballenas, estamos en el caso de un sistema homogéneo
discreto, pero donde la matriz A no es diagonalizable (tiene la forma de un bloque de Jordan), sin
embargo, sigue siendo valida la solucion X,, = A"™Xj, entonces solo resta calcular A™. Para esto
usaremos la siguiente propiedad:

AB=BA= (A+B)"=>_ (Z) AFB"F wn >0,
k=0

es decir, si la matrices conmutan, se tiene la propiedad del Binomio de Newton, y la demostracién de
esto es idéntica a la del Binomio original (por induccién). En este caso podemos usar esta férmula,
pues claramente

MgN = AN = N\ = NI,
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Luego:
k=0 k k=0 k 7

con N una matriz nilpotente de orden 3, pero N** = 0 cuando n — k > 3 = n — 3 > k, luego la
suma sin los términos nulos queda:

k=n—2

— < n ))\n_QN2+( n ))\n—lN+<n))\n
n—2 n—1 n
n(n —1) —2 872 -1

= T)\" N+ nA\"""N + \".

En el desarrollo sobre las formas de Jordan, habiamos calculado todas las potencias de una matriz
nilpotente, resulta entonces:

—1
ar o= M=l ))\"2N2+n)\"1N+(n>)\"
2 n
n(n—1) 00 1 010
= TAH 000 |+n\"' 001 ]|+)\
00 0 000

n n— n(n—1) \n—
Am o pAnt L) e
= 0o nA" !
0 0 A”

De esta forma vemos que se repite la solucién que teniamos para el caso diagonalizable: independiente
de la condiciones iniciales, nuestro modelo indica que cuando n — oo , si |A] > 1, el sistema
diverge, es decir las poblaciénes de ballenas y plancton se expanden indefinidamente, al igual que
la temperatura, mientras que si |A\| < 1, las poblaciones se extinguen y la temperatura del mar
desciende a 0. En el caso critico |A| = 1 se tiene que las poblaciones animales divergen, pero con
temperatura constante del mar Tj. O
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Capitulo 5

Ecuaciones Diferenciales No Lineales

5.1. Introduccién

Muchos fenémenos de la naturaleza se comportan de forma un poco mas complicada que un sistema
de ecuaciones lineales. Por ejemplo, se suele utilizar la aproximacion de la Ley de Hooke F' = —kx
para modelar resortes, aunque en realidad estd fuerza suele tener otras componentes de orden no
lineal, pero que habitualmente son despreciables. En general estas ecuaciones presentan grandes
desafios, pues es bastante complicado encontrarles soluciones explicitas; sin embargo, muchas veces
se puede hacer un estudio cualitativo de las soluciones, que nos indique sobre el comportamiento
general del sistema no lineal.

Definicién 5.1.1. Dado I un intervalo abierto no vacio, y una funcion F : I x R® — R", se define
un sistema de ecuaciones diferenciable de primer orden con condicion inicial Xog € R™ en ty € I,
por:

X' = Ft,X), tel
X(tg) = Xo.
Si la funcion F es no lineal con respecto a la varible X, se dird que es un sistema no lineal (SNL). Si
ademds F no depende explicitamente de la variable t, se dird que es un sistema no lineal auténomo

(SNLA).
Se llama vector de estado a X (t) € R", que es la solucion del sistema en un punto t € I.

Observacion. Dada una funcion h: I x R x R--- x R — R, toda ecuacién de orden superior de la
forma:

y(n) - h(t7 y’ y/7 ot 7y(n_1))
y(to) = yo, ¥'(to) = v1, -, y" Y (to) = yn_1,

se puede llevar mediante un cambio de variables a la forma (SNL). Asimismo si h no depende
explicitamente de ¢, se puede llevar a la forma (SNLA).
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Observacion. Un (SN LA) corresponde en el caso mecdnico a un movimiento sin forzamiento externo.
Ademas, en el caso que los coeficientes sean constantes, es invariante bajo traslaciones temporales
(variable t).

Ejemplo 5.1.1 (El péndulo simple amortiguado). Un péndulo simple sometido a un ambiente
con roce (por ejemplo aire, agua, aceite, etc.) y a una fuerza externa, que queda descrito por la
ecuacion de movimento de segundo orden:

mb” + cf' + %2 sin(0) — f(t) =0

0'(0) = 0,
donde 0 es el angulo que forma el péndulo con respecto a la vertical y ¢ el coeficiente de roce,
producto de una fuerza de roce viscoso lineal F,,.. = —cv, donde v = L#'. Haciendo el cambio de

variables: z = 6, y = ', la ecuacién anterior toma la forma de (SNL):
¥ o=y

C

y = ——y—Tsin(a) + (0.

La no linealidad se aprecia claramente en el término no lineal sin(f):
sin(Afy + 62) # Asin(6) + sin(62).

El (SNLA) del péndulo corresponde al caso en que no hay forzamiento externo:

¥ =y
L Y-
yo= -y Lsm(az).

g

Ejemplo 5.1.2 (Atractor de Lorenz). El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales fue un
modelo desarrollado por Lorenz, que en principio se proponia tratar de comprender los fenémenos
meteorolégicos. El modelo atmosférico que utilizé Lorenz consiste en una atmosfera bidimensional
rectangular, cuyo extremo inferior estda a una temperatura mayor que el superior. De esta manera
el aire caliente subira y el aire frio bajara creandose corrientes que haran un intercambio de calor
por conveccion. Las ecuaciones que describen este proceso son:

(1) = sly—2)
y'(t) = re—y—az
Z(t) = xy— bz,

donde las variables son: x que representa el flujo convectivo; y, la distribucién horizontal de tem-
peraturas; y z la distribucién vertical de temperaturas. Ademads, tenemos tres parametros que
intervienen en las ecuaciones: s es el cuociente entre la viscosidad y la conductividad térmica; r, la
diferencia de temperaturas entre la capas inferior y superior; y b el cuociente entre la altura y el
ancho del rectangulo. Este es un modelo muy importante que tiene muchas cosas interesantes, pero
por ahora sélo notamos que es un sistema auténomo, pero no lineal, pues aparece el término xy. [
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5.2. Existencia y Unicidad

Al igual que todo tipo de ecuaciones diferenciales, siempre es interesante saber cuando existen las
soluciones de los problemas analizados. En el caso de ecuaciones no lineales tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 5.2.1 (Existencia y unicidad local en tiempo). Dado un (SNL), si existe 6 > 0 tal
que [y ={t e R | |t —to| <} C I, y existe r > 0 tal que F (-, X) es continua (ent) VY|t —to| <6,
V| X — Xo| < r. Si ademds existe una constante real L > 0 (constante de Lipshitz) tal que:

IF(t,X) — F(t,Y)| < LIX = Y|, Y|X — Xo| <1, VY|Y — Xo| <7,¥|t —to] < 6.

Entonces existen M > 0 y 6 = min{d, r/M}, tal que existe una tnica solucion del (SNL) X(-) :
[to — 0,tg + 6] — R™, que resulta ser continuamente derivable en |ty — 9,1ty + O]

Demostracion. Esencialmente esta demostracion es andloga a la realizada para el teorema de exis-
tencia y unicidad para el caso de sistemas lineales, por lo que se usaran las mismas notaciones
entonces definidas.
Puesto que F es Lipshitz en X, se tiene la continuidad de esta funcién en X, y como por hipétesis
es continua en ¢, se tiene que en el compacto I x B(Xg,r) (B(Xy,r) denota la bola de centro Xy y
radio r en norma euclidiana) alcanza su maximo:

max |F(t, X)| = M.

[t—tg|<o
[X—Xp|<r

Como antes, el sistema a resolver es equivalente a:

X(t) = Xo+ /t F(s, X (s))ds,

to

por lo que nuestro problema se vuelve a plantear como encontrar un punto fijo de la aplicacion:

U :C([to —0,to +0],R") — C([to — 0,t0 + 6], R"™)
X — ¥(X),

donde W(X)(t) = Xo + [, F(s,X(s))ds, Vt € [to — 8, 1o + 4.
Sin embargo, para tener todas las condiciones del teorema del punto fijo de Banach, introduciremos
la norma

1X[[r = sup {e ol x (@)},

[t—to|<d

Consideremos el espacio:

B={X€C([to—d,to +0],R") | sup |X(t)— Xo| <r}.

[t—to|<6
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Veamos que ¥(B) C B. En efecto, sea X € B :

(W (X)(t) — Xo| < < Mt —to] < MJ <,

/t |F(s, X(s))|ds

entonces
sup |U(X)(t) — Xo| <,
|t—to|<5
es decir, U(X) € B.
Ahora veamos que la aplicacién restricta a este espacio ¥ : B — B es contractante, considerando
el espacio B con la norma || - ||z. En efecto, sean X, Xy € B

e HB(X,) (1) ~ WOG)(H)] < e

/t (s, X1(5)) — F(s, Xa(s))|ds

S e—2L‘t—t0|L

/ 1X,(s) — Xa(s)|ds

t

0

t
6—2L‘t—t0|L |X1 (t) _ XQ(t) |6—2L‘S—t0|62L|8—t0|d8
0

t
/ 62L‘87t0‘
to

t

< e HNILX, — X[,

L)X — et €T
= 1 — Xo[re o7,
< SI% - Xl
Como el espacio B con la norma || - ||z es un Banach, concluimos por el teorema de punto fijo

de Banach, que existe un tnico punto fijo de la aplicacién estudiada, o equivalente existe una
tnica solucién del problema (SNL) X(-) € C([to — 9,1ty + 0], R™), que resulta ser continuamente
diferenciable sobre el intervalo abierto. O

Muchas veces se tiene una condiciéon mas fuerte que la de Lipshitz, se tiene diferenciabilidad, por
lo que resulta de utilidad el siguiente corolario.

Corolario 5.2.1. Dado un (SNL), si existe 6 > 0 tal que Iy = {t € R | [t —to] < 6} C I,y
existe r > 0 tal que F(-, X) es continua (ent) V|t —to] < 4§, V|X — Xo| < r. Si ademds para cada
|t —to] <6, la funcion es continuamente diferenciable con respecto a la variable X, V| X — Xo| < r.
Entonces existen M > 0 y 6 = min{d,r/M}, tal que existe una tinica solucion del (SNL) X () :
[to — 0,t0 + 6] — R™, que resulta ser continuamente derivable en ]ty — 0,to + 6].

Demostracion. Basta notar que por teorema del valor medio (o de los incrementos finitos), se tiene
que si definimos para cada t:
Fi: R — R”
r — F(t ),
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entonces:
[Fi(Z) - F(Y)| < sup  |[JE(X)]||Z =Y.
| X —Xo|<r
Pero
sup |[JR(X)|[|Z -Y]| < sup ITEXZ =Y,
| X—Xo|<r | X —Xo|<r[t—to|<s
y como ademds JF;(-) es una funcién continua de X, y como F' era continua en ¢, entonces JF;(X)
es continua en t y X sobre un compacto, por lo tanto se alcanza el maximo, que denotamos por L.
Por lo tanto:

F(t,2) = F(LY)| < LIZ = Y1, Yt —to < 6,YZ = Xo| <mY]Y = Xo| <1

Concluimos que F' satisface la condicién de Lipshtiz, y por tanto se puede aplicar el teorema
anterior. [

Observacion. El teorema anterior asegura solamente la existencia de una solucién local, en una
vecindad centrada de ty, que no depende del valor de la constante de Lipshitz.

Ejemplo 5.2.1. Veamos la siguiente ecuacién no lineal definida en todo R:
y/ _ _y2
y(to) = yo
Claramente cumple todas las hipotesis del teorema en todo subconjunto de R x R, pues si tomamos
la bola B(yo,r) C R, para algin r > 0:

| —vi +v3| =2 — willy2 + y1| < Llya — wl,

con L =2|yo| + 2r, y
max |y?| = (lyo| +7)”.
ly—yol<r

. Es fécil ver mediante derivacién que la funcién §(r) = 5, alcanza su

o o
yol+r)? _ ) (Iyol+r)
maximo en r = |yo|, por lo que § < ool Eligiendo el r senalado, tenemos que en el mejor de los
casos el teorema de existencia y unicidad nos garantiza una tnica solucién definida en el intervalo
[to— m, to+ m] Sin embargo, por métodos usuales para este tipo de ecuaciones, podemos calcular

explicitamente que la solucion esta dada por:

Luego § = 0

1
y(it) = ———
t—to+ 5
donde vemos que el intervalo maximal (i.e. el mayor de los intervalos con el orden de la inclusién de
conjuntos) donde es posible definir la solucién es (5 — yio, 00), siyo >0,y (—o0,ty — yio), si yo < 0.
Pese a esto, tenemos que aunque el problema esta bien definido en todo R x R, es imposible tener
una tunica solucién definida en todo R.
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Nota. De aqui en adelante nos restringiremos a problemas en dos dimensiones y auténomos de la

forma (SNLA):
= F(l‘,y), l‘(to) = To

y/ = G(.’E,y), y(tO) = Yo,
con F y G funciones continuamente diferenciables, por lo que por teorema de existencia y unicidad

siempre tendremos una tnica solucién local.

5.3. Sistemas Cuasilineales
Definicién 5.3.1. Se llama punto critico (o punto de equilibrio) de un sistema al punto (z,y)

cuando cumple que:

El conjunto de puntos criticos del sistema se denota por
C={(z,9) eR*| F(z,3) = G(z,) = 0}.
Un punto critico (Z,y) se dice aislado si existe § > 0 tal no existe otro punto critico en la bola
{(z,y) eR*| (z —2)" + (y — )" < 0°},
de lo contrario se dice que los puntos criticos son densos en torno a (T,7).

Si hacemos una expansién de Taylor en el (SNLA) en torno a un punto critico (Z,y), resulta

Flaw) = Pla.g)+ 5 @) —a)+ 5 @y =) + felr)
Glay) = Glag)+ G (e.0)a )+ 5o @)y =) +holr),
donde r = (z,y) — (Z,9), ¥ )
T
i 7 =0

y) = G(z,y) = 0. También hay que notar

Como ademas (Z,y) es un punto critico, entonces F(z,y)
que las derivadas parciales estan evaluadas en el punto critico, por lo que representan contantes

que denotaremos por:

6G__ g 8G

oF ,_ _ oF _

a = 8—x<$’y)’ ay(
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Ahora, si reemplazamos en (SNLA) queda:

o' =a(r —Z)+bly — )+ hp(r)
(SNLA) { y =c(z—1)+d(y —§) + ha(r).

Notamos que en este sistema,

(2 4)-(Ean Boo)-vem

donde notacién J viene la matriz Jacobiana de la funcion:
R? — R?
F(z,y) )
z, —
o = (G
evaluada en el punto critico asociado (z,y). La linealizacion del (SNLA) corresponde al sistema

linealizado (SL):

¥ =a(lr—2)+bly —7)
SR st

Si repetimos este procedimiento para cada punto critico aislado (Z;,%;), ¢ = 1, ..., m, tenemos:

donde:
a; b %_F@i,ﬂi) %_F(i’z’,ﬂi) ) o
' ) = % . = = =J TiyYi)-
( ¢ d; ) ( aa—f@iayi) ?9_y<xiayi> ( y)
Definicién 5.3.2. Un sistema (SNLA) se dird cuasilineal en torno a (z,y) si |J(z,y)| # 0.

Propiedades 5.3.1. Dado un (SNLA), y (Z,y) un punto critico de este sistema:

(i) Si|J(z,y)| # 0, entonces (Z,y) es el unico punto critico del (SL), donde resulta ser aislado.

(ii) Si|J(z,y)| =0, entonces los puntos criticos del (SL) son densos. Mds aiin, su lugar geométrico
es una recta (que contiene a (Z,y)) si algiun coeficiente del Jacobiano es distinto de cero, y es
todo el plano en caso de que el Jacobiano tenga todo sus términos nulos.

(iii) Si|J(Z,y)| # 0, entonces (T,y) es un punto critico aislado del (SNLA).
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Demostracion. (i) Para encontrar los puntos criticos del (SL) basta resolver:

(iii)

alr —2)+bly—y) =0
clr—x)+dly—y)=0, (5.2)

() (G)=(Ea)(5)

Por tanto si |J(Z,y)| # 0, entonces podemos invertir, y se tiene que existe una unica soluciéon
del sistema (x,y) = (Z,y), y por ser la tnica, es punto aislado.

de donde:

QLRI

De lo anterior tenemos que los puntos criticos estan dados por:

ax + by = ax + by
cr + dy = cx + dy.

Si |[J(z,y)| = 0, i.e. ad — be = 0, o equivalentemente ad = bc siempre tendremos infinitas
soluciones, basta multiplicar (5.1) por d, (5.2) por b, y se obtiene:

adz + bdy = adx + bdy
bcx + bdy = bex + bdy,

es decir, son la misma ecuaciéon. Luego la solucién es el lugar geométrico:
adx + bdy — adx — bdy = 0.

En el caso a # 0 o b # 0, lo anterior no es mas que una recta que contiene al punto critico en
torno al cual se linealiza, por lo que siempre dejara de ser aislado.
En el caso a = b = 0, se obtiene todo el plano R?, donde ningiin punto es aislado.

Por contradiccién, supongamos que para todo § > 0 existe otro punto critico del (SNLA)
(w, 2) tal que |(Z,y) — (w, Z)| < d. Luego por deficinién de punto cri’tico se tiene que:

a(w—2)+b(z—1y)+hp(F)=0
c(w—z)+d(z—1)+ ha(T) =0,

donde 7 = (w, z2) — (Z,y). Equivalentemente se tiene:

(L) (e57) -0 )

Usando que |J(z,y)| # 0, tenemos:

(
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Tomando norma y acotando, tenemos que:

Il <[l (Z,9) 1\\\/hp )2+ hp(r)?

1< (1,9 1||\/ htr) 2 (hif”).

Y como el lado derecho tiende a cero cuando 7 — 0, se tiene una contradiccion.

O

Ejemplo 5.3.1 (Conejos y ovejas). Supongamos un modelo para la competencia de dos pobla-
ciones de animales: conejos x y ovejas y, que luchan por el pasto en un habitad reducido:

¥ = 60z — 32 —dxy

/

= 42y — 3y* — 2ay.
Los puntos criticos de este sistema se encuentran resolviendo:

60x — 32 — 4oy = 0 = 2(60 — 3x — 4y) = 0
42y — 3y* — 2xy = y(42 — 3y — 27) = 0.

Luego tenemos varios casos.

» Siz =0 entonces y =0 042 — 3y — 2z = 0, de donde obtenemos los puntos: (0,0) y (0, 14).
» Siy=0entonces z =0 0 60 — 3z — 4y = 0, de donde obtenemos los puntos: (0,0) y (20,0).

» Siz#0,y+# 0, entonces resolvemos

60 —3xr —4y =0
42 — 3y — 2z = 0,

de donde se tiene (z,y) = (12,6).

Por tanto, C = {(0,0), (0, 14), (20,0), (12,6)}.

El conjunto anterior muestra los casos de equilibrios entre ambas poblaciones. El tinico caso en que
pueden existir ambas especies es (Z,y) = (12,6), en el resto, por lo menos una de las especies se
extingue, pero aun asi todas son soluciones de equilibrio. El Jacobiano en este caso esta dado por:

J(xy)_<‘3—f %—F(x,y))_<60—6x—4y — 4y )
; % %(f’g) —2y 42 — 6y — 2z )

Se evalia ahora el Jacobiano en cada punto critico, para tener el sistema linealizado respectivo:
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%(0,14)

(12,6)

(20,0)
(0.0} s X

Figura 5.1: Soluciones de equilibrio para el modelo de conejos y ovejas

(i) J(0,0) = < 600 402 ) que es invertible: ad — bc =60 -42 # 0, y

2’ = 60(z — 0) + 0(y — 0) = 60z
(SL): { y' = 0(x —0) + 42(5 —0) =42y

(i) J(20,0) = ( —850 _SO ) que es invertible: ad — bc = —60-2 # 0, y

' = —60(x — 20) — 80(y — 0)
(SL) { y = 0(z —20) +2(y — g) =2y

(iii) J(0,14) = ( —Z;8 _22 ) que es invertible: ad —bc = —42-4# 0,y

' =4x
(SL)s { Y = —28z — 42(y — 14)

(iv) J(12,6) = ( :il))g :leg ) que es invertible: ad —bc = (—36)(—42) — (—12)(—48) =72 #0, y

¥ =—=36(x —12) — 48(y — 6)
(SL)4 { Yy =—12(x — 12) — 18(3 —6)

Finalmente concluimos que el modelo de conejos y ovejas es cuasilineal en torno a todos sus puntos
criticos. U
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Ejemplo 5.3.2. Habiamos visto que las ecuaciones de un péndulo sin forzamiento estan dadas por

r =Y
r_ S, 9y
y = ——y—sina),
cuyos puntos criticos satisfacen:
0 =y
c g .
0 = ——j5— 2
—§— 7 sin(2),
entonces
y=0, sin(z) =0=2=km, keZ.
Ast:

C = {(kr,0) | k € Z}.

Yy

(- 2m0)(-10) (0,00 (10) (210)

Figura 5.2: Soluciones de equilibrio del péndulo no lineal

El Jacobiano respectivo es:
0 1 0 1
J(z,y) = . | = J&,y) = ,
9= (a2 ) =700 = ( Lyl )
que es invertible.
En el caso del péndulo linealizado en torno a cero:

¥ o=y
y = —y—Ta
m L’

su unico punto critico es (0,0), es decir
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(0:0)

Figura 5.3: Soluciones de equilibrio del péndulo linealizado en torno al origen

Ejemplo 5.3.3. Consideremos el sistema auténomo definido para todo t € R por:

que tiene el punto critico aislado (0,0), y

J(z,y) = ( 3832 322 ) = J(0,0) = (8 8)

Por lo que no este sistema no es cuasilineal en torno al (0,0). Si intentamos hacer la linealizacién
en torno a (0,0) queda:

=0

yl — 0 )

cuyos puntos criticos son C = R?, como efectivamente lo asegura la propiedad (ii) de (5.3.1). [

Ejemplo 5.3.4. Se tiene el (SNLA)

v =3z 4+ 2% + 2y + 32
y' = 6x — 2 + 4y +y?

Claramente el punto (0,0) es un punto critico. Para ver que es el tnico (y por tanto es aislado),
se puede tratar de resolver explicitamente el sistema, pero esto resulta un poco engorroso. Otra
forma es bosquejar un grafico, dado que cada ecuacién no es mas que una cénica. Si se completan
cuadrados, queda:

3\ 2 13
z 1)2 =
(x+2> +(y+1) 1

—(x =3+ (y+2°=-5

que corresponden a una circunferencia y una hipérbola respectivamente. El bosquejo del gréfico se
puede ver en la Figura 5.4.
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Figura 5.4: Interseccion de Coénicas

Para ver que en (0, 0) la dos curvas efectivamente son tangentes como lo sugiere el grafico, calculemos
la derivada en dicho punto

3+ 2x 3
342042y +2yy = 0 = y =— "0) = —=
Y+ 2yy Yy 201 y) y'(0) 5

r—3 3

6—20+4y +2yy = 0 = ¢ = — 0) = —=.
T+ 4y + 2yy Yy 5Ty y'(0) 5

La matriz jacobiana esta dada por:

(3420 2+2 (32 B
J<x’y)_<6—2x 4+2y):>J<0’0)_(6 4>:>det(J(0,0))—0,

por lo que no es cuasilineal, y el (SL) en torno a (0,0) es:

¥ =3r+2y
y' = 6 + 4y,
cuyos puntos criticos estaran dados por:
3z +2y=20
6x +4y=0 -
Claramente estas ecuaciones son linealmente dependientes, y la solucién es el conjunto: C = {(x,y) €
R? | y = —2x}, es decir, una recta que pasa por el origen, donde el punto (0,0) no es aislado, tal
como lo senialaba también la propiedad (i7) de (5.3.1). O

5.4. Diagramas de Fase

Para el estudio de las ecuaciones diferenciales de dos variables x, y resulta de mucho interés lo que
ocurre en el plano XY, llamado plano de fase.
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Definicién 5.4.1. Dado el sistema (lineal o no lineal) auténomo, ¥t € I:

Z(t) = F(z,y)
y'(t) = Gla,y),

dada una condicion inicial (x(to), y(to)) = (xo,v0), to € I, se llama trayectoria que parte de (zo, yo),
a la funcion T :

T: I, — R?
t — (x(t),y(),

donde Iy es un intervalo de existencia que contiene al que entrega el teorema de existencia y unicidad.
Se llama recorrido R de esta trayectoria al conjunto imagen o recorrido de la funcion T, es decir:

R={(z(t),y(t)) eR* | t € Ip}.

Se denomina diagrama de fases de este sistema autonomo a una coleccion de recorridos de las
trayectorias para un numero representativo de condiciones iniciales.
Se define como nullclina de x al conjunto {(x,y) | F(x,y) = 0}, y nullclina de y al conjunto

{(z,y) [ G(z,y) = 0}.

Definicién 5.4.2. El diagrama de flujo se construye al graficar en una coleccion de puntos (x,y)
representativos el vector (F(z,y), G(z,y))

Con respecto al diagrama de flujo, notemos que por regla de la cadena:

dy _ dyde

dt  dz dt’

entonces: ,
dy _y _ Glz,y)

de o F(x,y)

Por tanto el recorrido de la trayectoria es tangente al flujo.

Ademas, con respecto a las diferentes naturalezas que pueden tener los puntos criticos, se tienen las
siguientes definiciones.

Definicién 5.4.3. Un punto critico (Z,y) se dice estable si
(Ve > 0)(30 > 0) {(¥(x0, %0)) [I(z0, yo) — (. 9)| <o = [[(x(t), y(t)) — (7, 9)l| <&, V& >1o}.

Un punto critico (Z,y) se dice asintoticamente estable si es estable y

(36 > 0) {(Vao.30)| (0. 90) = (@.9)| <8 = lim (a(t),y(t) = (z.)}

t—o0

Un punto critico (Z,y) que no es estable se dice inestable.
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La estabilidad de un punto critico quiere decir que la evolucién del sistema se mantiene arbitraria-
mente cerca del punto critico, si las condiciones iniciales se toman suficientemente cerca del punto.
Observacion. Un punto astéticamente estable es estable, pero un punto estable no es necesariamente
asintéticamente estable.
Ejemplo 5.4.1. Consideremos el sistema:

¥ = —x (5.3)
/

y = —ky,

donde k es una constante no nula, con condiciones iniciales: z(0) = x¢, y(0) = yo, que tiene como
solucion:

X0

Yo~

Figura 5.5: Soluciones (5.5) y (5.6) para k > 0

Asi tenemos una solucion (z(t), y(t)) que depende de (zo,yo). Consideramos xy # 0 , yo # 0, pues
en el caso que alguna de las condiciones iniciales es nula, esto conduce a la solucién idéticamente
nula en esa variable, por Teo. de Existencia y Unicidad. Para distintos valores de k, esta solucién
tiene distintas formas. Si tomamos k = 1, resultan las soluciones:

xz(t) = mxe

y(t) = yoe!



Dividiendo las ecuaciones: 0
x Zo Yo
—l =0 = y(t) = a(t),
y(t) o Q o Q

que representan rectas de pendiente g—‘;, cuyo grafico en el plano XY queda ilustrado en la figura

5.6, donde las flechas indican el sentido positivo del tiempo, es decir, tenemos:

r—0

t—>oo:>{

y—0

Figura 5.6: Solucién del sistema para una condiciéon inicial en el plano de fases XY

La idea de un diagrama de fases es dar una representacion de trayectorias dirigidas en el sentido
positivo del tiempo en el plano de fases para distintas condiciones iniciales, que se puede obtener al
eliminar el tiempo de las ecuaciones.

Entonces tratemos ahora de considerar un rango més amplio de condiciones iniciales, con valores
positivos y negativos de xg y de yy. Finalmente resulta el diagrama de fase de la figura 5.7, donde
se aprecia claramente que el punto (0,0) tiene la particularidad de que sin importar la condicién
inicial que se tome, siempre se termina en en origen. Esta caracteristica hace que este puntos crico
sea asintoticamente estable.

Ahora, si cambiamos el pardametro a k = 2, resulta:

z(t) = xpe”
y(t) -

I
<
Q

@

dividiendo las ecuaciones:



Y0+

Figura 5.7: Diagrama de fase completo para k =1

ero ¢! = 2o reemplazando:
z(t)’

Ademads se mantiene el comportamiento para tiempos positivos:

{ z—0

t— o0 =

y—0

El gréafico en el plano XY queda se ilustra en la figura 5.8, donde se ve claramente que el origen
todavia es asintéticamente estable.

-~
X

Figura 5.8: Diagrama de fase para k = 2

Si ahora analizamos para k = —1, tenemos:
x(t) = xpe’
y(t) = yoe'.
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Al multiplicar ambas ecuaciones, y luego despejar y:

_ ZoYo

- )
x
que corresponden a ecuaciones de hipérbolas, cuando zy # 0 e yy # 0. Ademas notamos que cuando
t—o00o=x—0,

y por el contrario, cuando

400 si oy >0

t—>oo:>y—>{ —00 si Y <0

En este caso el origen deja de ser asintticamente estable, puesto que siempre las trayectorias divergen

en su componente en el eje Y, por lo que ahora es un punto inestable. O
y
v
d S
N X |4

Figura 5.9: Diagrama de fase para k = —1

Hay que notar que permanentemente estamos usando el resultado de Existencia y Unicidad en los
diagramas de fase: dado un punto (xg, yo), entonces la solucién del sistema:

?(t) = F(z,y)
y(t) = Glz,y)

es Unica, bajo las hipotesis del Teo. de Existencia y Unicidad para F'y G. De esta forma existe una
tunica trayectoria (x(t),y(t)) para cada (z,yo), esto es, existe una unica funcién para la aplicacién:

t— (x(t),y(1)).
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Para ejemplificar, tomemos nuevamente el sistema:

xl
{ y'

en el que si suponemos dos condiciones iniciales
tomaremos 0 < o < x1 y 0 < yy < y1, resultando

—X

) (5.7)

distintas (xo,v0) v (x1,%1), que para simplificar
las soluciones:

xoe !

e 6.3
—t

I1€

e (5.9

Si observamos el plano de fase de (5.7) para estas dos condiciones, aparentemente se tiene la misma
solucién (ver figura 5.10), pero al graficar separadamente x(t) e y(¢) en las figura 5.11, para ambas
condiciones iniciales se aprecia la diferencia de las soluciones.

(xLy1)

(xo,y0)

X

Figura 5.10: Diagramas de fase de (5.7) para dos condiciones iniciales

La explicacion es el Teo. de Existencia y Unicidad que dice que las trayectorias son unicas, sin
embargo, en el diagrama de fase lo que se grafica es el recorrido de las trayectorias y lo que sucedi6 en
el caso anterior es que dos trayectorias distintas tienen igual recorrido.

Si queremos ver la unicidad de las trayetorias en diagrama de fase, es decir la unicidad de la
aplicacién que a cada t le asocia un punto (z(t),y(t)), tomemos por ejemplo t =0y t = 1.

En la figura 5.12 se aprecia claramente que para dos valores distintos de ¢, le corresponden distintos

puntos en el diagrama de fases.
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Yo
X0+
X X1+ Yyl
t t
Figura 5.11: Soluciones de (5.7) para dos condiciones iniciales
y t=0

(xole,yole)

Figura 5.12: Unicidad de la trayectorias

.Y qué es el punto (0,0)7 Si tomamos la condicién inicial (zg, yo) =
y Unicidad, deducimos la solucién es la funcién nula: z(t) = 0, y(t)
trayectoria constante, que a cada t se le asocia el origen:

t — (z(t),y(t)) = (0,0),

(0,0), por Teo. de Existencia
= 0, Vt, es decir, tenemos una

por tanto su recorrido es el singletén {(0,0)}. En este caso se da la particularidad de que al tomar
estd condicion inicial el sistema no cambia al cambiar ¢, es decir, es un punto de equilibrio del
sistema ( o punto critico).

Para completar el andlisis general de recorridos y trayectorias, nos preguntamos si se puede dar el
caso de que se intersecten dos recorridos de dos trayectorias distintas, como por ejemplo en la figura

5.13.

Lo anterior quiere decir que el punto de interseccién (zg,yo) se puede tomar como una condicién
inicial de un mismo sistema, y resultan dos trayectorias distintas, lo que contradice el teo. de
Existencia y Unicidad local. Por tanto, tenemos que en general, en el diagrama de fases a puntos
en recorridos distintos de trayectorias diferentes corresponden recorridos que no se intersectan en
tiempo finito. Lo que si se puede dar para dos trayectorias distintas, es que sus recorridos se
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(x0,y0)

[

Figura 5.13: Interseccién de Recorridos

confundan. Por ejemplo, tomemos la trayectorias:
t — (z(t),y(t)) = (sin(t),cos(t)) con C.I.(z(0),y(0)) = (0,1) (5.10)
t— (z(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)) con C.I. (x(0),y(0)) = (1,0). (5.11)

Para despejar de estas ecuaciones el tiempo, basta elevar al cuadrado y sumar, y asi se tiene que
tanto (5.10) como (5.11) cumplen que x? + y? = 1 es decir su recorrido es el mismo conjunto de
puntos, pero estan orientados en sentidos opuestos, como se ilustra en la figura 5.14.

y y

Figura 5.14: A la izquierda, el recorrido orientado de (5.10), y a la derecha el de (5.11)

Si queremos hacer que las dos trayectorias tengan el mismo recorrido, incluyendo el sentido, basta
modificar (5.11) a:

t — (x(t),y(t)) = (cos(t), —sin(t)) con C.I (x(0),y(0)) = (1,0).
Concluimos finalmente dos propiedades sobre trayectorias y recorridos.
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Propiedades 5.4.1. (i) Dada una condicion inicial, eziste una unica trayectoria que parte de
ella.

(ii) En un diagrama de fases los recorridos no pueden intersectarse en tiempo finito, o de hacerlo
se confunden en un dnico recorrido (sin orientacion).

Definicién 5.4.4. Se dice que una trayectoria t — (z(t),y(t)) converge (o tiende) al punto critico
(Z,y) cuando t — oo si:

tlim z(t) ==
lim y(t) =y

Andlogamente se dice que la trayectoria converge al punto critico (z,y) cuando t — —o0 Si:

lim z(t) ==

t——o0

th y(t) = 9.

Pero puede tenerse casos de trayectorias convergiendo cuando t — oo de distintas formas, como se
muestra en la figura 5.15.

X0

Figura 5.15: Trayectorias que convergen al origen

Vemos que hay una gran diferencia geométrica: en el grafico izquierdo de la Figura 5.15, la trayectoria
se aproxima al origen sin una direccién especifica, a diferencia del grafico derecho, donde claramente
tiende a una direccién fija cuando se acerca al origen.

Definicién 5.4.5. Si ademds de converger al punto (z,y) cuando t — +oo, la trayectoria es tal
que existe

A
| = lim Y =0
t—oo z(t) — T
entonces se dice que la trayectoria entra al punto critico (Z,y) tangente a una semirrecta cuando
t — 0.
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De la misma forma, si ademds de converger al punto (Z,y) cuando t — —oo la trayectoria es tal
que existe
Ao
= im YO
t——oco x(t) — T

se dice que la trayectoria sale del punto critico (Z,y) tangente a una semirrecta cuando t — —o0.

Definicién 5.4.6. Un punto critco aislado (%,y) se llama nodo si todas las trayectorias vecinas, o
bien entran al punto (z,y), o bien salen de él.

Por ejemplo, para el sistema:

~

Yy ==Yy,

ya sabemos que las trayectorias convergen a (0,0), y ademds, cualquier trayectoria vecina que tenga
una condicién inicial (zg, o), tendremos que:

Por lo tanto (0,0) es efectivamente un nodo.

Definicién 5.4.7. Un punto critco aislado (z,y) se llama punto silla si ezisten dos trayectorias
opuestas que convergen a él cuando t — oo, y existen dos dos trayectorias opuestas que convergen
al mismo punto critico cuando t — —oo.

Las restantes trayectorias no convergen, y resultan ser asintoticas a las direcciones antes men-
cionadas

Como ejemplo, podemos tomar el sistema

donde (0,0) es punto silla (ver Figura 5.16)

Definicién 5.4.8. Diremos que un punto critico es punto espiral si todas las trayectorias en una
vecindad del punto convergen pero mo entran cuando t — 00, o convergen pero no salen cuando
t — —o0.

Un punto critico es llamado centro si todas las trayectorias en una vecindad del punto son cerradas
y existen trayectorias arbitrariamente cerca del punto.

Ejemplo 5.4.2. Consideremos el sistema:

¥ = axr+ Py

12
y = —Br+ay, 042
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4
A |

V'
X
A

'
| 4

Figura 5.16: Punto silla

con condiciones iniciales (z(0),y(0)) = (zo,yo) dadas, que tiene claramente el tnico punto critico
(0,0). Este es un sistema lineal de matriz

a f
A:(—ﬁa)’

cuyos valores propios son A = « + i3, y los vectores propios asociados son:

(A= (a+iB) )i = 0= v, — < 1)

(A= (a—iB)T)vs = 0 = vy — < i)

Luego A es diagonalizable, de la forma A = PDP~!, donde:

Asi,

1 4 etebt 0 1
At __ Dt p—1 __ —
v = Ptk _(2'1)( 0 e )3
ot eiBt 4e—iBt ot €iBt_e—iBt .
— € ' ﬁ:rz —iBt ¢ ' i3t 27;& = €at COS(ﬁt) 8Zn(ﬁt>
_eat% eat% —sin(Bt) cos(ft)

(Observar que
( cos(ft) sin(ﬁt))
—sin(Bt) cos(Bt)
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es una matriz de rotacién en un angulo (3 )
Finalmente, la solucion del sistema es:

(2) =)= (o oot Yo ().

Figura 5.17: Diagrama de fase del sistema (5.12). A la izquierda o < 0, 5 > 0, y a la derecha a > 0,
8 <0.

De esta forma, vemos que la solucién esté formada por una ponderacién del vector (zg,yo) por e,
seguida de una rotaciéon en un dngulo (t. Luego, para bosquejar los diagramas de fase del sistema,
solo es necesario considerar los signos de a y [, pues nos diran si las trayectorias se alejan o se
acercan del origen, cuando a > 0 o a < 0, respectivamente; y el sentido de las trayectorias, siendo
antihorario u horario, si § < 0 o > 0, respectivamente (ver Figuras 5.17, 5.18, 5.19).

y y

Figura 5.18: Diagrama de fase del sistema (5.12). A la izquierda o < 0, 8 < 0, y a la derecha a > 0,
8> 0.
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CIN Y WLy Y
Y Y

Figura 5.19: Diagrama de fase del sistema (5.12) para o = 0. A la izquierda § > 0, y a la derecha
6 <0.

Finalmente de las Figuras 5.17, 5.18, 5.19, concluimos las caracteristicas del punto critico (0,0): si
a < 0 es un punto espiral asintoticamente estable; si & > 0 es un punto espiral inestable; si @« = 0
es un centro estable.

O

5.4.1. Sistemas Lineales

Nos interesa estudiar ahora con profundidad los sistemas linealizados, puesto que Henri Poincaré de-
mostré que bajo las hipotesis adecuadas, si se logra clasificar cualitativamente un punto critico, por
ejemplo en términos de nodo, espiral, etc., entonces estas mismas caracteristicas se mantendran
en el sistema original no lineal. Y por otra parte, Alexander Liapunov demostré que bajo ciertas
hipotesis, se conservaba la estabilidad asintotica de los puntos criticos al linealizar. Por esta razn,
ahora nos concentraremos en los sistemas lineales y pospondremos un momento el enunciado exacto
de estos teoremas.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer como punto critico (Z,y) = (0,0) (si este no fuera el
caso, basta efectuar una traslacién), y entonces consideramos el sistema lineal:

' =ax + by

J = crt dy, (5.13)

con condiciones iniciales z(ty) = o, y(to) = Yo, y con ad — bc # 0, para que de esta forma el punto
(0,0) sea el inico punto critico del sistema ( y sea aislado).

b . .
Tomamos A = < CCL d ) con valores propios i, A9, esto es, las soluciones de:

det(A— M) =0« =0 N —(a+d) X+ (ad —bc) = 0,
—— ——
traza(A) det(A)

d—\

a— A b '



de donde
det(A) = ad — bc = M \s.

Luego la condicion ad — be # 0 es equivalente a Ay # 0 A Ay # 0, por lo que ahora nos concentramos
s6lo en los valores propios de A, pudiendo ocurrir los siguientes casos:

(I) Casos Principales

(i) A1, Ag reales; \; # Aq, de igual signo.
(il) A1, Ao reales, A\; # Ay, de distinto signo.

(iii) A1, Ay complejos conjugados, con parte real no nula.
(IT) Casos Frontera
(i) Aq, Ag reales, Ay = Ay

(ii) A1, Ay complejos conjugados, con parte real nula (imaginarios puros)

(I) Casos Principales.
En todos estos casos los valores propios son distintos, por ende la matriz es diagonalizable, es
decir, se puede escribir de la forma A = PDP~! | con

A O
D:(Ol )\2) P:(1)1|1)2),

donde v1, v5 son los respectivos vectores propios asociados a A1, A\o. De esta forma la solucion

del sistema lineal es:
_— e s
Yy Yo

At Dt p—1 eMt 0 —1
pero et = Pe”'P~" =P et P

Asf:
eMt 0 1 =
) = (5 o)
————
Y [Nt 0 Zo
g) = Lo ) \p)

De esta forma, el problema se desacopla en estas nuevas coordenadas Zy, introducidas por la
direccién de los vectores propios, resultando simplemente:

Mg (5.14)

T =
7§ = . (5.15)
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Como queremos estudiar el diagrama de fase, eliminamos la variable ¢ de las ecuaciones,
elevando (5.14) a Ag, (5.15) a Ay, y luego dividiendo:

L’i)\g — €>\1>\2ti'3\2 fAQ B i»g‘Q _ R
M et gl =N T Y=cor

A2/
= = = )
J ¥ g g

donde ¢y = 25 es una constante.
x
0

Veamos por casos: si algun A\; < 0, por ejemplo para \q, tendremos que en su correspondiente
) Y
direccién
lim § = lim e*'§, = 0,
t—o0 t—o0
y si por el contrario, algin \; > 0, por ejemplo para A;, tendremos que en su correspondiente
direccion:
lim & = lim eM'%, = o0,

t—o0 t—o00

donde el signo de oo esta dado por el signo de la condicién inicial.

(i) A1, Ag reales, A\ # Ay, de igual signo.
So6lo hay dos casos: Adg/A; > 10 A/ < 1.
El bosquejo del diagrama de fases para el caso Aa/A; > 1 se tiene en la Figura 5.20. En
el grafico de la izquierda, para Ay < A; < 0 se tiene estabilidad asintdtica, mientras que
en el de la derecha, para 0 < A\; < Ao, el origen es inestable.

Y

Figura 5.20: Diagramas de fase de (5.13) para Ag/A; > 1.

Para el caso Ag/A; < 1, se tiene la Figura 5.21. En el grafico de la izquierda, para
A1 < Ay < 0 se tiene estabilidad asintética, mientras que en el de la derecha, para
0 < Ao < Ay, el origen es inestable.

Como conclusién tenemos que en ambos casos el punto (0,0) es un nodo. Si Ay < 0y
Ay < 0, entonces es asintoticamente estable, mientras que si A\; > 0y A; > 0, entonces es
inestable. Ademas, vemos que en general para el caso de valores propios reales distintos
de igual signo, los recorridos de las trayectorias son siempre tangentes a la recta dada
por la direccién del vector propio asociado al valor propio de menor maédulo.

En efecto:
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Figura 5.21: Diagramas de fase de (5.13) para Ag/A; < 1.

N\ < || = i—f > 1 = recorrido tangente a v;.

m Xof < (M| = 2

(i) A1, Ag reales; A\; # Ag, de distinto signo.

En este caso tendremos i—f < 0, y los diagramas de fase seran los de la Figura 5.22, donde
el diagrama de la izquierda representa el caso A\; > 0 y Ay < 0, mientras que el de la

derecha muestra el caso contrario.

y y

a—

< 1 = recorrido tangente a vy.

/_//R\

Figura 5.22: Diagramas de fase de (5.13) para Ay y A1 < 1 de signos distintos.

En resumen, para valores propios de reales de distinto signo, el punto critico es un punto
silla, inestable, y el eje de las trayectorias convergente corresponde al del vector propio
asociado al valor propio negativo.

Ejemplo 5.4.3 (Continuacién de conejos y ovejas). Volvamos nuevamente al ejemplo
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de conejos compitendo con las ovejas:

7 = 60r—32* —day = F(x,y)
y = 42y -3y - 22y = Gz, y),

y sabemos que:

C = {(0,0), (0,14), (20, 0), (12, 6)}.

Vimos que este sistema era casi lineal entorno a estos cuatro puntos criticos, por lo que le
podemos analizar los sistemas linealizados, y por las propiedades de Poincaré y Liapunov,
sabremos que se mantiene su naturaleza para el (SNLA).

El Jacobiano era:

9E I (7 ) 60 — 6z — 4 —dz
J i‘,i _ ox 19] _’_ ) — ( Yy )
(z,9) (% %(w,y) —2y 42 — 6y — 2z

Luego en cada punto critico tenemos:

)

60 O
0 42
punto critico (0,0) es un nodo inestable.
Los vectores propios asociados son

- (3) (1)

respectivamente, por lo que los recorridos de las trayectorias son tangentes a la direccion
Vy.

que tiene los valores propios: Ay = 60 , Ao = 42, por lo que el

J(0,0) = <

—60 —80
0 2
el punto critico (20,0) es un punto silla inestable.

Los vectores propios asociados son

a=(3) wm (%),

respectivamente, por lo que el eje de las recorridos de las trayectorias convergentes es la
direccion v .

J(20,0) = que tiene los valores propios: A\; = —60 , Ay = 2, por lo que

4 0
—28 —42
el punto critico (0, 14) es un punto silla inestable.
Los vectores propios asociados son

(%) 5-(2)

respectivamente, por lo que el eje de los recorridos de las trayectorias convergentes es la
direccién vs.

J(0,14) = ( que tiene los valores propios: A\ = 4 , Ay = —42, por lo que
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d) J(12,6) = ( ::1))2 :leg ) que tiene los valores propios: \; = —27 — 3v73 &~ —52,6 ,

Ao = =27+ 3V73 ~ —1,4 por lo que el punto critico (12,6) es un nodo asintéticamente
estable.
Los vectores propios asociados son

(L) o-( )

respectivamente, por lo que los recorridos de trayectorias son tangentes a la direccion v,.
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Figura 5.23: Diagramas de fase del modelo de conejos y ovejas

En conclusién tenemos que en el punto (0,0) donde ambas especies desaparecen es inestable,
al igual que cuando una sola especie sobrevive en los puntos (20,0) y (0, 14). El punto (12, 6)
es un punto de equilibrio asintoticamente estable, por lo que si tomamos cualquier condicién
inicial que no sean los otros puntos criticos, tendremos que en un tiempo suficientemente
extenso se dard la coexistencia de conejos y ovejas en las vecindades del punto (12,6). El
diagrama de fase queda esbozado en la figura 5.23. U

(iii) A1, Ay complejos conjugados, con parte real no nula, esto es:

Alzia‘+iﬁ Alzia'—iﬁ,
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cona#0y 3 #0.
Esto es equivalente (con un cambio de base) al sistema:

T=az+ [y
g:_ﬁi‘—i_az%

notando que las matrices < @ +0 W N f)z 3 ) y < _aﬁ g ) , tienen igual polinimio carac-
teristico. Sin embargo, ya habiamos analizado este caso en el ejemplo (5.4.2), y concluimos
que si a # 0, siempre el punto critico correspondia a un punto espiral, siendo un punto espiral

asintoticamente estable cuando o < 0, y espiral inestable si a > 0.

Ejemplo 5.4.4. Péndulo no lineal Ahora que tenemos mas herramientas, seguiremos con el
ejemplo del péndulo no lineal.
El sistema:

¥ o=y
, c

y = ——y—Lsin(x)
m L

tiene puntos cri'ticos C = {(km,0) | k € Z}, y el Jacobiano respectivo es:

10 = ( gemy -2 ) =700 =( gl ).

m

por tanto los valores propios dependeran de la pariedad de k:

2, €9 _ _ ]y
)\+m L_0:>)\_ Qmi 4m2+L'

Puesto que todas las contantes fisicas del péndulo son positivas, estamos en el caso de
valores propios reales de distintos signo, por lo que los puntos criticos resultan ser puntos
sillas inestables.

= Lk impar:

= Lk par:

c g c c? g
Nyt —+Z2=0=2A=—+4/— .
+m+L 2m 4m? L

Ahora es necesario volver a analizar por casos el signo del radicando:

a) Sobre amortiguado: El caso ;22 > 4 nos entrega dos valores propios reales distintos,
ambos negativos, por lo que los puntos criticos (k7, 0) resultan nodos asintéticamente

estables.
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b) Sub amortiguado: El caso 4‘;22 < 7 mnos entrega dos valores propios complejos con-
jugados, por lo que los puntos criticos (km,0) resultan puntos espirales, y como
a = —5= < 0, tenemos que ademds son asintéticamente estables.
Este caso corresponde al méas comun, que ocurre cuando el coeficiente de roce
es pequeno (notar que 4522 < 24 & ¢ < 2m¥). Asi tenemos que si el péndu-
lo estd en posicién vertical hacia arriba, que corresponde a los puntos k impar
(2(n+ 1)m,0) ,n=0,£1,42,... es un equilibrio inestable, tal como sabemos de la
intuicion de que si en esta posicion lo perturbamos ligeramente, oscila hasta volver a
la posicion vertical hacia abajo, que son los puntos espirales asintéticamente estables

con k par (2nm,0) ,n =0,41,£2,... (ver Figura 5.24).

\
NI . ~
NIRRT N N
NIRRT N
N TR \
e R R\ X H
SRR NN N
NN NN QLR X
’ NN
N N N NN
: R ¥ NRNNRN
2 N N N N e oo Nl N N NN ) '
Figura 5.24: Diagramas de fase del péndulo subamortuguado.
¢) Criticamente amortiguado: El caso 4522 = 2 mos entrega un s6lo valor propio real
negativo. Este caso atin no lo hemos analizado, por lo que lo pospondremos mo-
mentaneamente.
OJ
(IT) Casos Frontera
(i) A1, Ag reales, A\j = A,
Tenemos el sistema
¥ = ax + by
Yy = cx + dy,

. b . . . .
con la matriz A = ( CCL d ) no es necesariamente diagonalizable (pues tiene el valor

propio repetido), pero en este caso siempre se puede llevar a una descomposiciéon A =
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PJP~! con J una Forma Canénica de Jordan, que puede tener uno o dos bloques. En
el caso de tener dos bloques es el caso trivial en que resulta la matriz:

A0
=(63),
At
y de aqui e’t = < 60 e(/)\t )

Luego, la ecuacion en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios generalizados

V1, Uy €s:

T . 6)\t 0 i’o - T = €At.f‘0

g) \ 0 ¥ Yo g = o
El diagrama de fase de este caso ya es bien conocido del comienzo del capitulo (ver Figura
5.7 para caso A < 0). Es claro que el punto critico serd un nodo asintéticamente estable

si el valor propio es negativo, y un nodo inestable si es positivo.
En el caso que resulte un sélo bloque de Jordan, tenemos:

Al
=(04)
6)\t te)\t
e’ = < 0 e )

De esta forma el sistema en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios gen-
eralizados v1, vq, €s:

()=(5 ) ()=

De aqui se tiene que si A < 0 resulta un nodo asintéticamente estable, y si A > 0, es un
nodo inestable.
De la segunda ecuacion del sistema anterior se puede despejar

1 -
t=—Iln (%) ,
A Yo

y reemplazando en la primera se obtiene:

y entonces

= Mg+ teMio
_ A
= €Y

< X

si ahora derivamos con respecto a ¥:

dz To 1 ( 7 )) 1 % 1
— ==+ =<In|= +—=—=+1+ =
dy <yo A \Wo A Yo A
De esta forma, resulta claro que g—; — o0 cuando t — 0o, de modo que todas las trayec-

torias son tangentes a una recta paralela al eje .
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(ii) A1, Ag complejos conjugados, con parte real nula (imaginarios puros).
Nuevamente esto equivale (con un cambio de base) al sistema:

T=al+ [y
g:_ﬁj+a:&7

tomando o = 0, y del ejemplo 5.4.2, se tiene el punto critico resulta ser un centro.

Con esto tenemos analizados todos los casos posibles, en funcion de los valores propios. Para aplicar
todo lo anterior, veamos el siguiente ejemplo que reformula los resultados obtenidos.

Ejemplo 5.4.5 (Traza-determinante). Consideremos el sistema lineal X’ = AX con A €
Msy5(R) matriz constante invertible. Como entre las principales caracteristicas de una matriz estén
su determinante y su traza, que determinan un plano traza/determinante (ver Figura 5.25) con
distintas regiones, queremos tratar de representar en estas regiones la informacién sobre el tinico

punto critico que posee, el origen (pues A es invertible).

detr )

trazal &)

Figura 5.25: Plano traza/determinante.
Podemos escribir la matriz

a,b,c,d € R, cuyo polinomio caracteristico es:

p(N) = A — (a+d)A + (ad — be) = N> — tr(A)\ + det(A),
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con raices

)= —tr(A) + \/tr(A)2 — 4det(A)
= 5 :

Segun vimos, lo primero que habria que distinguir son las raices reales de las complejas, es decir,
estudiar el discriminante

tr(A)? — 4det(A).

Como nos interesa el plano traza/determinante, usaremos para simplificar la notacién
x =1tr(A), y=det(A);

asf se ve claramente que la curva 2% — 4y = 0 es una parabola.

Cuando estemos en el caso 4y > z? (sobre la pardbola), tendremos el caso de raices complejas
conjugadas, y por tanto el punto critico serd un punto espiral si x # 0, siendo estable si z > 0 (zona
2) e inestable en caso contrario (zona 1). Si z = 0, tenemos un centro.

En el caso 4y < x? (bajo la pardbola), tenemos que separar en casos, segin el signo de y (el
determinante):

w y=det(A) >0
Las raices son reales y siempre tienen igual signo, y es el signo de x. Si x > 0, la parte real
de las raices es negativa, y por tanto tenemos un nodo asintéticamente estable (zona 3), y si
x < 0 sera inestable (zona 4).

» y=det(A) <0
Las raices son reales y siempre tienen distinto signo, por lo que tendremos sélo puntos sillas
inestables en la zona 5.

Sobre la parabola tenemos el caso tr(A) = det(A) = A; = Ay, por lo que se tienen nodos inestables
si x > 0 y nodos asintéticamente estables si x < 0.

Hemos concluido asi una forma que nos permite tener una idea general del punto critico de un
sistema sélo viendo la traza y determinante de la matriz, sin tener que calcular valores y vectores
propios explicitamente (aunque en realidad la traza y el determinan determinan tinicamente a los
valores propios, y viceversa). Sin embargo, si queremos un grafico preciso del diagrama de fases es
inevitable calcular los vectores propios, pues indican las direcciones de tangencia de las trayectorias,
para el caso que corresponda. 0

Ahora que ya sabemos como se comporta el sistema lineal en funcion de sus valores propios, podemos
enunciar de forma completa los teoremas de Poincaré y Liapunov:

Teorema 5.4.1 (Poincaré). Sea (Z,y) un punto critico de un (SNLA) cuasilineal, y A1, A los
valores propios de J(Z,y), entonces el punto critico (Z,y) en el (SNLA) serd:
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(i) Un mnodo si A1, Ay € R, distintos y de igual signo.
En este caso ademds todas los trayectorias (excepto dos) son tangentes en (Z,9y) a la direccion
propia asociada al valor propio de modulo menor. Las otras dos, estdn sobre la otra direccion
propia.

(i) Un punto silla si A\, Ay € R, de distinto signo.
En este caso ademds hay dos trayectorias convergentes a (Z,y) en la direccion propia asociada
al valor propio negativo, y dos divergentes en la direccion propia asociada al valor propio
positivo. Las demds, tienen como asintotas las direcciones propias.

(i4) Un punto espiral si A;, Ay € C, Ay = Ay, R(\) #0 y R(A\2) #0

Teorema 5.4.2 (Liapunov). Sea (Z,y) un punto critico de un (SNLA) cuasilineal, y A1, Ay los
valores propios de J(Z,y), entonces el punto critico (Z,y) en el (SNLA) serd:

(i) Asintéticamente estable si R(A;) < 0 y R(A2) < 0.
(71) Inestable si R(A;) >0 o R(A2) > 0.

Observacion. Por simplicidad en los teoremas anteriores se ha hecho referencia a las trayectorias,
cuando se quiere referir a su recorrido en el diagrama de fases

Los resultados anteriores son la base del analisis de los sistemas no lineales, pero no nos dicen

nada en los casos en que los valores propios toman los valores frontera. Por ejemplo, en el caso

, /Y . 2 g . . . , ,
del péndulo criticamente amortiguado en que ;= = 7, el sistema linealizado tenfa un sélo valor
propio negativo, lo que corresponderia a un nodo asintéticamente estable en el sistema lineal, pero
no sabemos exactamente que comportamiento sigue en el no lineal.

5.5. Estabilidad con funciones de Liapunov

En ramos fisicos se suele utilizar mucho la energia de un sistema para determinar los puntos de
equilibrio de un sistema. Basicamente las funciones de Liapunov generalizan este principio en sis-
temas conservativos: un punto de equilibrio es estable si es un minimo local de la energia potecial
efectiva.

Veamos nuevamente el ejemplo del péndulo, pero primero supongamos ¢ = 0 ( sin disipacién de
roce),

P o=y
' g .
= —Zsin(z
y 7 sin(2)
La energfa cinética de este sistema es: K = 1mIL20” = lmIL?y? y la energia potencial U =

mgL(1 — cos(0)) = mgL(1 — cos(x)), entonces la energia total es:
1
Viz,y) =K+U= §mL2y2 + mgL(1 — cos(z))
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Si derivamos esta funcién con respecto al tiempo, puesto que = = z(t),y = y(t) usando la regla de
la cadena, tenemos:

dv._ovde OV dy
dt — Ox dt Oy dt

Pero reemplazando 2/, 1’ de las ecuaciones del sistema no lineal, tenemos que

= mygl sin(z)z’ + mL*y/

av

Lo que indica que la energia se mantiene constante, y los puntos de minimo de V' son efectivamente
los puntos criticos del sistema {(2k7,0) | k € Z}. Si ahora consideramos el péndulo con roce:

/

r =y

/

“y— Zsin(r)
= ——y— =sinx
y my L

Las ecuaciones para la energia son exactamente las mismas, por lo que todavia V(z,y) = K +
U = imL*y® + mgL(1 — cos(z)), pero si derivamos y luego reemplazamos z’,y’ de este sistema

amortiguado, tenemos:

AV
O L2 <0
@ Y=

Encontramos que la energia disminuye con el paso del tiempo, por efecto del roce, y es natural
pensar que entonces debe tener més posibilidad de que se le “acabe’la energia y encuentre un
punto de equilibrio estable. Es mas, antes ya vimos que la posicion vertical hacia abajo es punto de
equilibrio asintéticamente estable. Esta intucién queda concretizada en el teorema de Liapunov.

Teorema 5.5.1 (Liapunov). Sea (Z,y) un punto critico aislado de una (SNLA)

V. R2 — R
(z,y) — V(v,y)

una funcion continuamente diferenciable. Sea D una vecindad perforada de (z,y) (i.e. (z,y) ¢ D)
tal que V(Z,y) =0 y V(z,y) >0, ¥(z,y) € D. Entonces:

1. Si%LF + %—‘;G <0, Y(x,y) € D, entonces (Z,y) es estable.
2. Si9LF + %—‘;G <0, Y(z,y) € D, entonces (z,y) es aintdticamente estable.
3. 8i9LF + %—‘;G >0, Y(z,y) € D, entonces (z,y) es inestable.
Nota. (i) Las funciones I’y G del enunciado del teorema son las tipicas del (SNLA).

(ii) La funcién del Teorema anterior se conoce como funcion de Liapunov de un sistema.
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Demostracién. Demostremos primero (7). Dado € > 0, como V' es continua, existe
min{V'(z,y) | (z,y) € 9B((z,y),€)} =m >0,

donde se usa la notacién usual B((Z,¥),e) para la bola (euclidiana) de centro (z,y) y radio €, y
OB((Z,%), ) denota su frontera (que es compacta en R?).

Por la continuidad de V existe 6 > 0 tal que B((z,y),6) € B((z,y),¢) N (D U (z,7y)), tal que
V(z,y) <m/2,¥(x,y) € B((Z,y),0). Tomemos en ¢, la condicién inicial (zo,yo) € B((z,7),9), y la
trayectoria asociada (z(t),y(t)). Luego V(xg,yo) < m/2, y ademds

T (at) y(1)) < 0, ¥(a(t),u(1) € B((2.5).9),
y por tanto
W a0) (1)) < 0.1 > 0
de donde

av
dt
por lo tanto, como (z(t),y(t)) es una funcién continua, la curva que describe no intersecta a
O0B((Z,y), c) para ningtn ¢. Por lo tanto se tiene la estabilidad de (z, 7).
Para ver (i7) supongamos que (Z,y) no es asintéticamente estable, pero como de lo anterior sabe-

mos que es estable, tomamos ¢ > 0 tal que B((Z,7),e) C (DU (z,7)). Luego existe 0 > 0 tal que
(x(t),y(t)) € B((z,9),¢)/B((z,y),0), ¥Vt > ty. Por otro lado:

(x(t),y(t)) < V(xo,y0) <m/2,Vt >0,

wwwmm:vmww+/dWa$mmm,

w di

pero por hipétesis

luego tomamos

méx{%(x(S),y(S)) H(x(s),y(s)) € B((7,9),)/B((7,9),0)} = —F,

con k > 0. Pero entonces:
V(z(t),y(t) < V(wo, yo) — (t — to)k, Yt > .

Como t se puede tomar arbitrariamente grande, se tiene que a partir de algin ¢, V(z(t), y(t)) < 0,
que es una contradiccion. O
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Para el ejemplo del péndulo sin roce la funcién

V(z,y) = %mLQy2 +mgL(1 — cos(z))
claramente se anula en los puntos criticos, y es estrictamente positiva en todos los otros puntos, y
vimos que % = 0, por lo que por el Teo. anterior, tenemos que los puntos criticos son estables, que
es la misma conclusion que obtuvimos con el analisis de linealizacién del sistema
Para el sistema amortiguado, si tomamos la misma funcion V' anterior, tenemos que se cumplen
las hipdtesis del teorema, pero como Cil—‘t/ = —cLy?® < 0, sélo podemos concluir que el origen es
estable, siendo que sabemos que es asintéticamente estable. En un sistema cualquiera, la funcién
de Liapunov es un herramienta muy tutil, pero el problema es que hay que probar con diferentes
funciones y tratar de encontrar una que sirva. En el caso de sistemas fisicos conservativos, la energia
total del sistema en una buena funciéon a considerar, pero ya notamos que en el caso del péndulo
amortiguado es otra la “buena”’funciéon a considerar.
Consiremos el péndulo amoriguado, tomando = = £ = 1 para facilitar los célculos. Segtn lo
discutido cuando se resolvio este péndulo, ya sabemos que los puntos criticos son asintéticamente
estables, pues pertenece al caso subamortiguado. Probemos con la funcion
1 2 2, 1

Vie,y) = 5@ +y)" +a" + 597,

que claramente cumple con la condicién de anularse sélo en el punto (z,y) = (0,0), y es continua-

mente diferenciable en todo R?, y

ov ov
%F + a—yG =(z+y+22)y— (v +y+y)(y+sin(r)) =2y — y*> — (v + 2y) sin(x)
Pero del teorema de Taylor sabemos que
sin(z) = x — cos:))(f)x3

donde £ estd entre 0 y . Como para usar el teorema basta encontrar una vecindad del oringen,
consideremos —% < x < 7, con lo que 0 < cos(§) < 1. Reeplazando esto:

8_VF+6_VG:_<x2+y2)+%(€)x3

P
e o (z +2y)

Para esta expresion todavia es dificil establecer si cambia de signo o no, pero notando la simetria
radial, hagamos el cambio a coordenadas polares: x = r cos(#), y = rsin(0)

g—ZF + Z—ZG =—r*+ cos(ﬁ)r4 (cos(0)* + 2 cos(6)? sin(6))

Gruesamente podemos usar la cota:

—1 < cos(0)* + 2cos(A)3sin(h) < 3

170



y entonces:

—% < COS?)(O (cos(8)* + 2 cos(6)’sin(f)) < 1
Luego, tomando r < 1, se tiene
r? COS;O (cos(0)* + 2 cos(6)” sin(6)) ‘ <1
de donde se concluye
ov ov _, 5 [ cos(§) 4 3 .
8xF+ ayG = —r {1 +7r < 3 (cos(6)* + 2cos(0)”sin(6)) <0

en la vecindad D = {(z,y) | 22 + y* < 1, (z,y) # (0,0)}
Finalmente concluimos por el teorema de estabilidad de Liapunov que el origen es asintéticamente
estable.
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Capitulo 6

Series de potencias y funcion de Bessel

6.1. Soluciones en forma de series de potencias

6.1.1. Series de potencias

Una serie de potencias en torno a un punto xy € R es una expresion de la forma

fla) =) ar(z —w0)* (%)

donde (ay)gen C R.

Definicién 6.1.1. Una funcion f : R — R se dice analitica en xq si existe p > 0 tal que f se puede
representar de la forma (*), para cualquier x €lxy — p,xo + p|. Ademds se requiere que la serie sea
absolutamente convergente.

Al supremo de los nimeros > 0 que cumplen la condicion anterior se le llama radio de convergencia
de la serie.

Observacién: Una condicién suficiente para que una serie y - by converja absolutamente es

, b - b L .
limy_ o | ﬁ:f‘ < 1.Silimy_ o | ﬁ:f‘ > 1, la serie diverge. Aplicando esto a b, = ax(x—1z¢)*, y notando
|akt1l

b . .
que % = %M—xd se tiene que (*) converge absolutamente en x si limg_.o far] lr—xo| < 1,y
diverge si este limite es > 1. De aqui, si * es el radio de convergencia de la serie, se tiene la férmula

p*=sup{p >0 t.q. lim |ak+1‘p <1}
k—o0 |ak|

o equivalentemente
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o1
iy, o 1252
k—o0 [ak]

Notar que si el limite es 0, entonces el radio de convergencia es infinito.

. . k . .
Ejemplo 6.1.1. Consideremos > ;- , %xk, serie de potencias en torno a xy = 0.
= 1 B 1 1
Ry laws1] — )f 2k
hmk_,oo lak] hmk—>oo k41 2

Por lo tanto la serie converge absolutamente si |z| < 1 y diverge si |z| > 1.

Ejemplo 6.1.2. ) ;° xk—?, serie de potencias en torno a zy = 0.

1
pr=———F—=Ilim(k+1) =0

; k—o0
llmk*)OO (+1)!

-1
k!
= la serie converge absolutamente Vx € R.

Propiedad 6.1.1. Si p* > 0 es el radio de convergencia de la serie (*), entonces ésta converge
uniformemente en el intervalo [xo — p,xo + p|, para cualquier 0 < p < px. Esto significa que
la sucesion de funciones fn(x) = > _ar(x — x0)* converge uniformemente a su limite cuando
n — o0.

Como consecuencia, se tiene que f es infinitas veces derivable, y la derivacion bajo el signo sumatoria,
es decir:

e} e e} d

\x—x0\<p*:> Z (x — z0) :Zd—a x — x0)" Zkakaz—xo -1

k: k=0

También se tiene la integracion bajo el signo sumatoria:

|x — 20| < p* = /Zak(x—xo)kdx = Z/ak(x — 2o)fdr 4+ C = Z k(ﬁl(x_xo)kﬂ .
k=0 k=0 k=0

Observacion: .
= Z ag(z — xo)k
k=0
f(x0) = ao
f/(ﬂfo) =1-a
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En general,
f™(z0) = nla,
de donde
a, = 1" (o)
n!
En resumen, f es analitica en x( ssi
(k) (1
ool < = (o) = 3 T gt
k=0 ’

Esta tltima expresion se conoce como serie de Taylor de f en torno a z.

Observacién: Hemos visto que toda funcién analitica es infinitas veces derivable, sin embargo la
reciproca no es cierta, como lo muestra el siguiente ejemplo:

f(x):{e_x% x>0

0 =<0

f es infinitas veces derivable en 0 y f"(0) = 0 Vn = 0,1,2.... Luego si f fuese analitica en 0,
entonces existiria p > 0 tal que

> (k)
ol < p" = fla) =) / kfo)xk =0
k=0 )

y esto ultimo es claramente falso.

A continuacién, algunos ejemplos de desarrollo en serie de Taylor para funciones analiticas conocidas.

Ejemplo 6.1.3.
Ejemplo 6.1.4.

Ejemplo 6.1.5.

174



Ejemplo 6.1.6.

SIE

k=0

Ejemplo 6.1.7.

:Zxk:1+x+x2+x3+... x90=0, p'=1a,=1VkeN
k=0

Ejemplo 6.1.8.

1 [e.9] oo .
1+:E2: __12 Z Z k‘2k‘ 2o =0, p =1

k=0 k=0

_ o2k . 2%k _ — (-1)* 2%+1
/1+x2d$ /Z dx—Z( )/x dx+0—22k+1x +C

k=0 k=0
C tg(x) 1
omo —arctg(zx) =
dx g 14 22
arctg(z i( 1) L2k
— 2k 4+ 1

De aqui se puede obtener una férmula para .

g =arctg(l) =7 =

6.1.2. El método de la serie de potencias

Dada una E.D.O., postulamos una solucién de la forma Y - ax(z — x0)*, algin zo, y el problema
se reduce a encontrar los coeficientes ay.

Ejemplo 6.1.9. Consideremos la ecuacién y” —y = 0, cuya solucién general es y(z) = Cre*+Coe™ 7.
Con el método de la serie de potencias, supongamos y(z) = > .-, apx®, x9 = 0, con radio de
convergencia p* > 0.

"(z) = Z ka1 = Z(k: + 1)ap2*

k=1 k=0
Z k(k — 1)apz*2 Z(k: + 2)(k 4 1)apox®
k=2 k=0
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o

V' —y=06> (k+2)(k+ Dagor® = aa® =06 ((k+2)(k + Darpz — ax)z® =0
k=0 k=0 (xx) k=0

Como esta igualdad es funcional, todos los coeficientes deben ser 0, de donde se obtiene la recur-
rencia:
Qg
priog = —————
T k4 2)(k + 1)

Ahora hay que tratar de resolverla. Notemos que

Qo aq
as = — a3 = —
2T 2 732
a9 ap as aq
ap = — = — ar = =
Y734 1.2.3-4 T 4.5 1.-2-3-4-5
_ao _a1
ag ﬁ ary F
Luego el patrén es
o (451

“EZ0r T op 1)

Asi, ag y a; quedan como constantes arbitrarias. Podemos escribir

co e e ka co x2k+1
y(@) = ana® + Y anr® M =agy n @ ) 2k
k=0 k=0 k=0 ’ k=0 )

La primera de estas series corresponde a cosh(zx), y la segunda a senh(x). Luego, reconociendo las
series, llegamos a la solucion general esperada. Por supuesto, como a priori no se conoce la serie,
pasos del tipo (**) no estan bien justificados. Tampoco se sabe si la convergencia es absoluta,
luego no se puede asegurar la derivacién bajo el signo sumatoria. Sin embargo, hay que asumir que
todo esto se puede hacer, y a posteriori, cuando se ha encontrado la serie, se calcula el radio de
convergencia (que en este caso es infinito) y se verifica que lo obtenido realmente es solucién.

Ejemplo 6.1.10. 2" + 2y’ +y =0

Igual que antes, suponemos y(z) = Y jo,axz”, 9 = 0. Notemos que zy'(z) = > o (k +

Dagy12t =377 | kayz®. Reemplazando en la ecuacién se obtiene:

2

1

(k+2)(k + Dagyoz”™ + Z kapr® + Z arpz® =0
k=1 k=0

(2(k 4 2)(k + Dagyo + (k + Dag)a® +4ay + a9 =0

i
NE

T
I
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Se obtiene la recurrencia a
k

Qg2 = —m

Qo . ay
2:.2-1 2-3
a2 Qg as ai
A, = — = ar = — et
T 2.4 2.2.2.4 b 2.5 2.2-3.5
agp ay

%“="5 5 92.2.4.6 T 2.2.2.3.5-7

a9 = —

Luego el patronm es

I gy = (=1 @
22+ 2 23.5.7...(2k+ 1)

Aol = (—1)k

Ordenando igual que antes, se obtiene
y(z) = aoyo(z) + ar1y:1(x)

00 2k 00 p2k+1
donde yo(z) = Ekzo(—l)km eyi(z) = Zkzo(_l)km'

Es facil reconocer 1q:

il— I
prd kY 4 2 2

[\D|>—t

=1
,;;:T

[\D|>—t

6.1.3. Justificacion del método

Por ahora, no se ve claro bajo qué condiciones el método funciona. Se introducira el concepto de
punto ordinario y se establecerd un teorema que asegure la efectividad del método.

Consideremos la ecuacion

ao(2)y" + ar(x)y’ + ax(x)y =0 en I =]a,b] (%)

a1 (x)
ao ()

Definicién 6.1.2. xy € I se dice punto ordinario de (*) si ag(xo) # 0 y las funciones Py(x) =

y Py(x) = Z(Q)Eg son analiticas en xg.

Teorema 6.1.1. Si xy es un punto ordinario de (*), entonces aquella ecuacion posee dos soluciones
l.i., series de potencias en torno a xy. Mas aun, el radio de convergencia de estas series es a lo
menos tan grande como el menor radio de convergencia entre Py y Ps.
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Ejemplo 6.1.11. 3" + 2%y + (senx)y = 0. Se tiene que cualquier z € R es ordinario, pues ag = 1y
22, senx son analiticas en todo R. Luego, dado z, existirdn dos soulciones l.i., series de potencias en
torno a xg, con radio de convergencia infinito. En general, para la ecuacin y” + P(x)y’ + Q(x)y = 0,
se tiene que zy es un punto ordinario ssi P y () son analiticas en zy. En tal caso, hay dos soluciones
li., series de potencias en torno a xy, con radio de convergencia al menos igual al menor de entre

PyQ.

Ejemplo 6.1.12. (1+22)y” +3y' + 2%y = 0. Esta ecuacién equivale a y” + 1+1$2y'+ 1_f12y =0.20=0
es un punto ordinario, pues ﬁ y Lf% son analiticas en 0, con radio de convergencia 1. Luego hay
solucion analitica en 0, con radio de convergencia a lo menos 1.

Observacién: Si P(x) = %, donde a y b son polinomios sin factores comunes, y x, es tal que
b(xg) # 0, entonces P es analitica en xy y el radio de convergencia correspondiente es igual a la

distancia entre zy y la raiz compleja de b mas proxima a él.

Ejemplo 6.1.13. 3" + my’ + 2%y = 0. Entonces 2 es punto ordinario, existe una solucién
analitica en 2 y su radio de convergencia es a lo menos aquél de P(z) = 53— Aquf b(z) =
2% + 22 + 5, cuyas raices son —1 + 2i, —1 — 2i, estando ambas a la misma distancia de 2. Por la
observacion, el radio de convergencia de P es |2 — (—1 + 2i)| = v/13.

Definicién 6.1.3. Un punto que no es ordinario se dice singular.

Cuando estamos en presencia de puntos singulares, es dificil decir algo sobre existencia de soluciones.
Sin embargo, en algunos casos algo se puede hacer.

Ejemplo 6.1.14. La ecuacién (x — z0)*y” + a(x — z0)y’ + by = 0, con a,b € R, se conoce como
ecuacion de Euler. zy es un punto singular. Tratar de obtener una solucién en serie de potencias
en torno a otro punto se haria muy complicado (hacer la prueba). Sin embargo, hay otra manera
se resolverla, mas rapida, que se ilustrara con el caso xg = 0. Se postula una solucion de la forma
y(x) = 2", y el problema se reduce a encontrar r. Reemplazando en la ecuacion:

2?r(r—1)a" 2 +axra” ' +ba” = 0,4 (rP+r(a—1)+b)az" =0
sri+rla—-1)+b=0

Esta ultima ecuacién se conoce como ecuacién indicial. Sean r1, o las raices correspondientes. Hay
tres casos:

(1) 7,79 reales y distintas. En este caso, ', 2™ son soluciones 1.i.

(2) 71 = re. En este caso, ™ es solucién y se puede chequear que zlnz es otra solucidn, l.i. con
la primera.
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(3) 71,73 complejas. Haciendo 11 = a+if3, se tiene 27 = 121 = 39 = 3%¥"* = 3%(cos(BInz)+
isen(flnx)). Luego x*cos(Blnx), x*sen([lnx) son dos soluciones reales y 1.i.

Para el caso x( arbitrario se obtienen las mismas soluciones que antes poniendo (z — () en lugar de
x. El éxito al resolver la ecuacion se debe a que 0 es un punto singular de tipo especial. La siguiente
definicién explica la caracteristica que lo hace distinguido.

Definicién 6.1.4. zy es un punto singular reqular de y" + P(x)y' + Q(x)y = 0 si (z — x0)P(z) y
(r — 20)?Q(x) son funciones analiticas en .

Ejemplo 6.1.15. Ecuacién de Legendre: (1 — 2?)y” —2zy' + P(P+1)y =0 P €R.
Aqui, P(x) = —-2 Qz) = PP Los puntos singulares son 1 y -1. Se tiene (x —1)P(z) =

T 122 1-z
22, que es analitica en 1. Ademas, (¢ —1)°Q(z) = 25 P(P + 1), que es analitica en 1. Luego 1 es

un punto singular regular. Analogamente se verifica que -1 también es un punto singular regular.

Ejemplo 6.1.16. Ecuacién de Bessel: 2%y” + zy' + (2> — P*)y=0 PeR

Aqui, P(z)=1, Qz)=1- 5—22. 0 es punto singular. Se tiene zP(z) = 1, que es analitica en 0.

Ademds, 22Q(z) = x* — P?, que es analitica en 0. Luego 0 es un punto singular regular.

Ejemplo 6.1.17. y" + y’(l_lx)Q + 2y = 0. 1 es un punto singular. Sin embargo, no es regular porque

P(z) = ﬁ y (x —1)P(x) = ﬁ, que no es analitica en 1.

6.1.4. Meétodo de Frobenius

Consideremos la ecuacion
y'+ Pla)y’ + Qx)y =0 (x)
y sea xp un punto singular regular.
Las funciones b(z) = (z — x0)P(x) y c(x) = (z — 20)*Q(x) son analiticas en g, digamos b(z) =

bo + bi(x — xg) + ba(x —29)® + ..., c(x) = co+ c1(x — x0) + oz — 20)? + ... Con esto, (¥) se
escribe

e M2 cle)

T — To (:L’—J:O)QyIO

, botbi(r—x0) +bo(x —x0)>+... , cotelr—m)+calr —xz)+...
Yy + y + 3
T — X (1’—370)

Yy = 0
Cuando xr — Ig €S “ChiCO,7 la flltlma ecuacién “se arece” a
0 )

b C
y// + 0 y/ + 0
T — Xo (x — xo

B
una ecuacién de Euler. Una solucion es y(x) = (x — x)", donde 7 es solucién de la ecuacién indicial
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4+ 7o —1)+co=0

Entonces la idea para resolver (*) es corregir el error cometido al despreciar las potencias de x — zg
mediante una serie de potencias. Esto es el método de Frobenius. Se postula

o o
y(zr) = x—xorg ap(x — o)k g ap(x — z0)Ft"
k=0 k=0

con r el mismo de antes.

Notemos que

o
E (k 4+ r)ag(z — zo)F+1
k=0

Z (k+7) (k47— Dag(x — zo)F+2
k=0

Ejemplo 6.1.18. z%y” — xy’ + (1 — 2)y = 0. Aqui, 0 es un punto singular regular (verifique!).
Busquemos entonces soluciones en torno a 0. Tenemos b(x) = —1, c¢(z) =1 -2,y by = b(0) =
—1, ¢op=¢(0) = 1. Luego la ecuacién de Euler asociada es y” — %y’+ w—lgy = 0, y la ecuacién indicial
es 72 — 2r + 1 = 0, que tiene una raiz doble (r = 1). Luego una solucién de la ecuacién de Euler
es y1(z) = z. Usando el método de Frobenius, postulemos y(z) = = > o jaxz® = > 07 apa™.
Reemplazando en la ecuacion:

0=2a%"—ay + (1 -2y xQZ (k + Dkayz"~ —xZ(k:+1)ak:pk+(1—x)Zakxk“
k=0 k=0 k=0
= Z k +1 k:akx Z(k? + 1 k+1 + Z akx Z akl‘k+2 = Z(aka — ak_1)$’k+1
k=0 k=0 k=0 k=1
~———

220:1 ap_ixhtl

Luego la recurrencia es

y facilmente sale la solucion
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e .z o . o0 1 k 1
Hemos encontrado una solucién de la ecuacién original, a saber, y(z) = ag > _,—, wEt +

Ejemplo 6.1.19. zy” + 4y — 2y = 0. 7y = 0 es un punto singular regular. b(z) =4, c(z) = —z*

Luego la ecuaciéon de Euler asociada es y” + 1y’ = 0, con ecuacién indicial r(r + 3) = 0, cuyas
soluciones son 0 y -3. Intentaremos y(z) = > o, axz™", con r =0 6 -3.

O=ay' +4y —ay=aY (k+r)(k+7r—1az™ 2 +4 Z(k +r)apr*T — g Z apx™ "
k=0 k=0 k=0
=Y (k+7)(k+r+3)apa™ " — Z apa T = Z(k: + ) (k+ 7+ 3)aprtTt — Z ap_ox™ T
k=0 k=0 k=0 k=2

=r(r+3)ar” '+ (r+1)(r+4)ax" + Z((l{; F ) (k47 + 3)ay — ap_o)zt !

k=2
6 =

k-2

de donde a; =0y a, = T (e i3) -

Parar =0, a, = k?]’zjj,’) De esta recurrencia tenemos a; = 0 = ag11 = 0,Vk € N. Veamos la parte
par:
ag az ag ay ag
a[2 = — a4 = = a6 = =
2:5 4-7 2-4-5-7 6-9 2-4-5-6-7-9
ao Qo
k=06, (20)(5,79... (2k+3))  26KI(5-7-9...(2k + 3)) 7
Luego obtenemos una solucién, agyo(z) = ao(l+ > p, Qkk!(g)_?f’g_li(%”)))
Para r = -3, a, = k?;;:é), k#3
2 2 T 14 124 ° 3.6 1-2:-3-4-6
ag
= =———— k#0
T TS
Si k = 3, la ecuacién original dice 0 = a33(3 —3) —ap = —ag = ap = 0, lo que ya se sabfia.

Luego esta ecuacién no dice nada sobre ag, que queda como parametro libre. Como sélo nos interesa
calcular 1 solucién Li. con gy, podemos elegir az = 0, y luego la recurrencia dice agxy; =0, Vk € N.

Entonces la segunda solucién viene dada por agy(z) = apz (1 — > 72, (%f%)
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y la solucién general sera

y(x) = Cryo(r) + Cayr ()

Ejemplo 6.1.20. zy” + 3y’ — xy = 0. Aqui 0 es un punto singular regular con ecuacién indicial
asociada r(r + 2) = 0, de donde r = 0 6 -2. Intentaremos y(z) = > ;o apz™*", con r =0 ¢ -2.
Procediendo igual que antes se llega a

0=uay" +3y —ay=r(r+2)apx” + (r+1)(r +3)az" "+ Z((l{: +r)(k+1r+2)ap — ap_g)z" "
——

i k=2
de donde a; =0y a, = Mﬁ
Parar =0, a, = % De esta recurrencia tenemos a; = 0 = ag,1 = 0, Vk € N. Veamos la parte
par:
Qo ag Qo
Ao = —— Ay = ———— Ag =
7924 "7 2446 ° 2.44-6-6-8
a
= Qg = >

22=1(k1)2(2k + 2)
Luego obtenemos una solucién, agyo(z) = ao(1+ > -, WQ)Z(%“))

Parar = —2, a; = k‘(l,’gj), k#2 luegoa; =0 =agps =0 VkeR

Si k = 2, la ecuacién original dice 0 = a22(2 —2) —ap = a9 = ag = 0y az queda libre.

a2 a2 N a2
Ay = —— aQg == ————— a =
YT 24 T 2446 T 92k 1(k)2(2k + 2)
Finalmente
-2 = 2k -2 = 2k+2 -2 = gt = a?*
(@) = a7 )t =) wmat™ = 0™ ) e = 2 X e R 1y
k=1 k=0 k=1 k=1

Notemos que y; no es lLi. con yy. Sin embargo, en el ejemplo anterior, el método fue exitoso en
encontrar la solucién general. En lo que sigue veremos cuando fuciona y cuando es necesario hacer
alguna modificacion.

xo punto singular regular, r1, ry raices de la ecuacién indicial. Se distinguen los siguientes casos:
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(a) 7 #rey 1 — 79 no es un numero entero. Entonces existen dos soluciones Li. de la forma

(e 9]

yi(x) = x—xO“E ap(x — o)k
k=0

ole) = (o = 0)™ 3 bilw = a0)"
(c) 71 =ry. En este caso existen dos soluciones Li. de la forma

o0
yi(x) = x—xorlg ap(x — o)k
k=0

yo(z) = y1(x)In(z — x0) + (x — o)™ Z bi(x — 20)"
(c) 71 — ry es un ndmero entero y r; > ro. Entonces existen dos soluciones 1.i. de la forma
vi(0) = (@ = 20)" Y an(x — xo)"

ya(x) = Oy (2)n(x — o) + (= 20)™ Y by(x — )"

(la constante C puede ser 0)

En el dltimo ejemplo se aplica el caso (¢). Continuémoslo buscando una solucién de la forma y(x) =
Cyr(z)lnz + >0, ber® 2, donde y; es la solucién que ya habfamos encontrado.

N, _
y'(x) = Cylnz + C;l + Z(k: — 2) byt

y'(z) = Cylnx—|—2C Cyl—i—z —2)(k — 3)bpa™™*

Reemplazando

O:xy”+3y'—xy:C(:cy1 +3y1 xyl)lm:—l—2C’y1 Cy1+z —2)(k — 3)bpa™?
Y k=0
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e ¢}

+3C% +3) (k= 2)beat = bt =20y )+ Y (k= 2)ba® P =Y “borF T ()
= k=0

k=0 k=2

Pero yi(x) = > pe apz®,  a; conocido.

b
)

= (%) _202 (k + Daga® 1+Z (b (k — 2)k — by_)a" 3 + —

T
k 0

4

Zk:Q(lﬂ—l)ak_gxk*?’

b o
= l}+220 — Vag—_s + bp(k — 2)k — by_p)z" >
k=2

bk_g - QC(k’ - 1)ak_2

=0, =0, by quedalibre, 2Cay=0b, ¥ larecurrencia es by = k —2)k

Con lo anterior es posible resolver b, y encontrar C, en el peor caso con ayuda de un computador.

6.2. La ecuacion de Bessel en una aplicacion

La ec. de Bessel surge en muchas aplicaciones de la fisica y la ingenieria. Para motivar su estudio se
considera el siguiente ejemplo: Las vibraciones de una membrana circular (cama eldstica) de radio
unitario se pueden describir mediante la funcién u(r, 0,t), que representa el desplazamiento vertical
de la membrana en la posicién (r, 6, t) -coord. polares- en el instante t.

Los fisicos encuentran que u satisface la ec. diferencial a derivadas parciales (E.D.P.) que sigue:

aQ(@—Fl@ﬂLi@):@ (6.1)
or?2  ror  r200? ot?
donde @ es una constante propia de la membraba. Por simplicidad, supondremos a = 1 (esto
siempre se puede hacer mediante un cambio de unidades). La idea es resolver (6.1). Como no
hay herramientas, en este curso, para tratar este tipo de ecuaciones, haremos algunos supuestos
adicionales. Supondremos que inicialmente (¢ = 0) la membrana tiene una configuracién que no
depende de 6, digamos u(r,0,0) = f(r), donde f es una funcién derivable que representa tal
configuraciéon. Ademas, en todo momento el borde de la membrana estara fijo. Por consistencia,
f(1) = 0. Es razonable entonces pensar que la evolucién en el tiempo de u tampoco dependerd de
0, es decir, u = u(r,t). Asi, se tendra % = (. Ahora nos interesa encontrar una solucién a como
dé lugar. Supondremos que u se puede descomponer como producto de funciones u(r,t) = R(r)T(t),
donde R depende sélo de r y T' s6lo de t. Por otra parte, esperamos que la membrana oscile, es decir,
que u sea periédoca en el tiempo. Asf, supondremos T'(t) = ¢™* w una constante (frecuencia). Por

ultimo, la membrana inicialmente esta quieta. El problema queda asi planteado:
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’u 1 @ 0*u

oz Trar T o

-cond. iniciales

u(r,0) = f(r) configuracion inicial
ou .
E(r, 0)=0 parte con velocidad nula

-cond. de borde

u(l,t) =0 el borde esta fijo todo el tiempo

Usando u(r,t) = R(r)e™*, se obtiene:

2y du __ i iwt %u _ pn iwt Pu 2wt
502 = 0 5 = Re 5z = R'e 5z = —w-Re
Reemplazando en (6.2) :

R'e™" 4 1 R"e™t = —w? R'e™" llegando a:

RO + TR (r) +u?R(r) = 0

Para eliminar w de la ecuacién, hacemos el c.v. x = wr

/ _ dR _ dRdz __ ,, dR n _ d*R __ , 2d*R
R_dr_dmdr_wdx R_dT‘Q_ dx?
Con2d?R | w, dR 2D _ .
en (6.6) : w*os + 2w + w?R = 0 finalmente:

RY(a) + - R(x) + R(z) = 0

donde ahora () = 4

A (6.7) se le conoce como ecuacidn de Bessel de orden 0.

(6.7) es una E.D.O., asi que podemos intentar resolverla. Se usa la transformada de Laplace.

Primero, se reescribe (6.7):

zR"+R +xR=0 /L

L(zR")+ L(R')+ L(zR) =0

Aplicando las bien conocidas propiedades de L, se obtiene:

dLR _ _ _s
ds ~—  1+4s2 LR
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= In(LR) = — [ {52ds = %‘l/n(l + 5%) = ln(\/ﬁ) donde se omite la cte. de integracién porque
nos basta encontrar una solucién solamente.

LR = W Para encontrar L~! usaremos lo sgte.:

Sea Bi(z) = (1 + x)?, t € R. Expandiendo B, en serie de Taylor obtenemos:

Bi(z) = Z;io w:ﬂ’. Esta serie tiene radio de convergencia oo y es absolutamente con-
vergente.

Usando esto:

LR:#:E(l %)—%:§i71<71_1)---<7_(p—1))(i)p

+
VvV1+s2 s s

N = p! 52

1 & 1,35...(2p—1)2-4-6.. -
=-> (-1 Z
p=0

pl2rs2p 2:4-6. 222p 52p+1
p:O —~—
2p(1-2-3...p)_2p.p! (*)

Llegamos a una expresién en serie para LR, pero la gracia es que (*) tiene una antitransformada
conocida. Dada la convergencia absoluta de la serie (se puede verificar por el test de la razén), se
puede integrar término a término:

(229)! (1P, N~ (EDP
R = = P = —)P
Z 222p 32p+1> pzo <p!>222p ; (p!)z <2>
A esta solucién se le llama funcion de Bessel de primera especie y de orden 0, y se le denota J
(=1 x, x? x! "
J — VP =1 - — — R
)= 2 G 1) IR ERN UV

Notemos que Jy(0) = 1y J{(0) = 0. Puede sonar raro que la solucién encontrada no sea una com-
binacién de funciones conocidas (sin, cos, exp, log) sino una serie de potencias. Esto suele suceder al
resolver ecuaciones que modelan fendmenos (la naturaleza no tiene por qué comportarse de maneras
que nosotros entendamos). Esta funcién de bessel se puede entender como la tnica solucién de (6.7)
que satisface las C.I. Jy(0) = 1y J{(0) = 0 (Notar el parecido con cos(.)). En general, aprovechando
la unicidad, todas las funciones usuales del calculo pueden definirse de manera analoga. Pero (6.7)
es una EDO de orden 2, asi que debe haber otra solucién li. La buscamos mediante la férmula de
Abel (se eliminan todas las constantes de integracién porque sélo interesa encontrar una solucion,
no la sol. general):

. 1 J! 1
det(j, 9)=6‘fdw@Jéy—Joy’z—ﬁy’——oyz——
X



’odm IE Odm —1 dx
— — ] iadl
=Yy= 6 / 0 xJOQ

El signo menos no interesa. A esta tltima funcién se le llama funcion de bessel de sequnda especie
y de orden 0, denotandose I.

dz 1 1 72 x!

M@:%/&@-Eeﬁ+”)+ﬁifeﬁ+“ﬁ+nmx

M@:%®w+%+nj

Se ve que
lim 1 =—
lim o(x) 00

Como estamos modelando una membrana que no oscila con amplitud infinita en el origen, no
podemos usar [y. Luego, la solucién es:

R(Z) = Jy(7)K, K = cte.

u(r, t) = Jo(wr)Ke™*

La parte real y la imaginaria son soluciones l.i. Asi, la soluciéon “mas general” es:
u(r,t) = Jo(wr)(Acos(wt) + B sin(wt))

Debemos verificar la condicién de borde (6.5)
0=u(l,t) = Jo(w)(Acos(wt) + Bsen(wt)) = Jo(w) =0

Aqui surge el interés por conocer los ceros de Jy. Se sabe que son infinitos y que forman un conjunto
discreto, digamos wq, wa, . . ., wy,, . . . positivos y en orden creciente. Ademas, la diferencia entre ceros
consecutivos tiende a 7.

lim w,1 —w, =7
n—=oo

Para probar rigurosamente estos hechos hacen falta algunas herramientas tedricas, como el teorema
de comparacién de Sturm. Aqui veremos una explicacién razonable de porqué esto es cierto. En la
ec. (6.7) se puede hacer el cambio:

Jo(x) = L\/? Es claro que Jy(z) = 0 < v(z) = 0.
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Reemplazando en (6.7) se llega a:

V'+(14+-—=)v=0 (6.8)

que se parece a

V' +0v=0 (6.9)

que sabemos que tiene soluciones sin, cos, que tienen infinitos ceros. Asi, es de esperar cierto
parecido entre Jy y aquéllas. Ademds, para valores grandes de z casi no hay diferencia entre (6.8)
y (6.9), asi que se justifica que la diferencia w, 1 — w,, sea casi m. Como Jy(w) = 0 tiene infinitas
soluciones, no tenemos una solcién para (6.2), sino infinitas.

up(r,t) = Jo(w,r) (A, cos(wyt) + By, sin(w,t)) neN
Como (6.2) es lineal, podemos aplicar el principio de superposicion para obtener la solucion general.

u(r,t) = Z A, Jo(wyr) cos(wnt) + Z By, Jo(w,r) sin(w,t)

(10tra vez una serie!)

Falta determinar las sucesiones A,, B,. ). Para esto se necesita el siguniente lema, que da una
relacién de ortigonalidad entre las funciones {Jo(wyr) }ren

[Ortogonalidad]

1
/ rJo(w;r)Jo(w;r)dr =0 st 1F# ]
0
Prueba: Recordando R(r) = Jy(wr), se tiene que Jy satisface la ecuacion (6.6)

1
Jg (wr) + ;Jé(wr) +w?Jo(wr) = 0 < (rJy(wr)) +wrJo(wr) =0

Esta ecuacién también la satisfacen Jy(w,r), Vn. Para simplificar, sean y;(r) = Jo(w;r), y,(r) =

JQ(U}]'T), Z 7é]

(ryl) + wiry; =0 /-y,
(ry}) +wiry; =0 /-y,
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yi(ryl) +wiryy; =0 (@)
yi(ry) + wiryy; =0 (B)

(@)= (8) : (wi—=w)rysy; = yi(ryy) —y; (rys) = yi(ry;) +yi(ry;) =y (ryl) +y5 (ryl)) = (wi(ry)) —(y; (ryf}))'

= (r(ysy; — y91))

1

1
0(7in2 — wf)/ rJo(w;r)Jo(w;r)dr
0

= [ (W] —w)ryy;dr = [r(yiy; — y91)]
0

1
:[r(Jo(wir)J()(wjr)—Jo(wjr)Jé(wir))])O: Jo(w;) S (w;)—Jo(w;) J)(w;) =0 como se queria demostrar

teniendo el lema, usamos (6.3):
f(r) = u(r,0) = Z AnJo(war) /- rJo(wer)(kfijo)

rf(r)Jo(wgr) ZA rJo(w,r) Jo(wer) // dr

n=0

1
/ ) Jo(wgr) ZA / rJo(wyr)Jo(wyr)dr —Ak/ rJ3 (wyr)dr

0

G

~~

0 st n#k

o 4y = Jo @V olwnydr (6.10)

fol rJE(wgr)dr

y ahora usamos (6.4):
0) = ZBnJO(wnr) /- rdy(wpr)  (kfijo)

0= ZBn'f’Jo wyr) Jo(wyr) // dr

n=0

1
0= Bk/ TJg(wkr)dr = B, =0
0

J/

-~

>0
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Esto da una relacién de independencia lineal entre las funciones {.Jo(wir) }ren. Finalmente, la solu-
ciéon a nuestro problema es:

u(r,t) = Z A, Jo(wy,r) cos(wy,t)

n=0

con A, definido en (6.10).

Nada hasta ahora asegura que no haya otra funcién que sea soluciéon al problema, podria haber
otra fundamentalmente distinta. Sin embargo, es posible demostrar que no es asi, es decir, que hay
unicidad en la solucién (el procedimiento anterior demuestra existencia mediante la construcién ex-
plicita de una solucién), usando métodos del célculo vectorial, que se ven en el curso de Mateméticas
Aplicadas.
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