CAPITULO V
INTEGRACION MULTIPLE

Introduccién

En este capitulo se estudia la teoria de la integral de una funcién escalar, la que
usualmente se denomina como integral “multiple”.

El desarrollo de este estudio es similar al que se hace en la teoria de la integral
de Riemann para funciones de una variable real, aun cuando no es una simple generali-
zacion del caso de una variable debido precisamente a la dimensionalidad de los espacios
involucrados. Sin embargo, la integral de funciones de una variable real tiene un rol
fundamental para el cdlculo de integrales multiples, similar al que tienen las derivadas
parciales para el cdlculo de la diferencial de una funcién en varias variables.

En el presente estudio se destacan dos resultados que son béasicos para el calculo de
integrales multiples. Uno de ellos es conocido como el Teorema de Fubini que permite
obtener el valor de la integral de una funcién escalar en n variables, mediante el cdlculo de
n integrales de funciones de una variable asociadas a la funcién escalar. El otro resultado,
conocido como el Teorema del Cambio de Variables, permite transformar una integral
multiple en otra, con el objeto de que la integral resultante sea “mas facil” de calcular.

En el caso de una variable, el Teorema Fundamental del Célculo permite establecer
que el cdlculo de la integral de una funciéon dada estd determinado por la mayor o menor
dificultad que requiere la obtencién de una “primitiva” de la funcién dada, ya que la
“regién de integracién” es, en general, un intervalo en /R. En el caso de varias variables,
el problema se presenta al revés, ya que la dificultad para calcular una integral multiple
estd determinada, en la mayoria de los casos, por la region de integracién. Esta dificultad
es abordada adecuadamente al aplicar los teoremas mencionados més arriba (Fubini y
Cambio de Variables) al cdlculo de la correspondiente integral muiiltiple.

5.1. La integral de Riemann en IR".

En esta seccién se presentan las nociones y propiedades basicas que permiten definir
la integral de Riemann de una funcién acotada sobre un rectdngulo en IR". El enfoque
que se usa es similar al que se desarrolla para el caso de una variable y estd basado en
las nociones de las particiones del rectangulo, las sumas superior e inferior de la funcién
(determinadas por las particiones), y las integrales inferior y superior en cuestién.
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Recordar que en IR, un conjunto no vacio y acotado I C IR es un intervalo si y solo
si es igual a uno y solo uno de los siguientes conjuntos;

[a,b]={zx:a<z<bzxelR} 6
[a,b) ={z:a<z<bxelR} 6
(a,b]={z:a<z<bxe R}, 6
(a,b) ={z:a <z < b,z e R},

donde a y b denotan, respectivamente, el infimo y el supremo de I. El nimero £(I) = b—a
se llama la longitud o largo del intervalo I. Se define ¢(¢) = 0. Notar que los intervalos
I, e Int(I) tienen la misma longitud igual a b — a. Si a = b, el intervalo cerrado I
resulta ser igual al conjunto {a} y su longitud £(I) = 0 (se dice que I es un intervalo
degenerado).

Ademds, recordar que una particién P de un intervalo acotado (no vacw) C R
es un conjunto finito de puntos P = {t1,ta,...,t-} tal que a = t; <ty < ... < t,. = b.
Claramente, la particion P divide al intervalo I en r — 1 intervalos Ii,...,I._1 para
los cuales se cumple que infimo (I)= infimo (I;), supremo (I;) = infimo (Ik+1) para
k=1,..,r—2,y supremo (I,_,) = supremo (I).

Definicién 5.1.1. Sean I4, I, ..., I,,, n intervalos acotados y no vacios en IR. El conjunto
A=1 x Iy x ... x I, se llama un rectangulo en IR", y su volumen es el nimero v(A) =
0(1y) - £(12)...£(1,). Sin =2 el nimero v(A) se llama el drea del rectdngulo.

Si algin intervalo I es degenerado, se dice que el rectangulo A es degenerado, y en
tal caso se tiene que v(A) = 0.

La Proposicién 1.4.4(c) implica que el rectdngulo I X ... X I, es cerrado en IR" si
todos los I; son cerrados en IR (en este caso, el rectdngulo es compacto, por la Proposicién
1.5.5).

Similarmente, la Proposicién 1.6.3(c) implica que el rectdngulo I; X ... X I, es abierto
en IR" si todos los intervalos I; son abiertos en IR.

Estas observaciones implican a su vez que el rectdngulo I X ... X I, no es abierto ni
cerrado en IR" si alguna de los intervalos I; no es abierto ni cerrado en IR.

Notar, sin embargo, que el volumen de un rectangulo es independiente de su clasi-
ficacién topoldgica, ya que tal como se sefial6 anteriormente, para cualquier intervalo
acotado no vacio I C IR, se cumple que £(I) = £(I) = £(Int(])).

En lo que sigue se supone que todo rectangulo es cerrado (a menos que se especifique
lo contrario). Este supuesto no quita generalidad a los resultados que se obtienen debido
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a la propiedad que cumple el volumen de un rectdngulo sefialada anteriormente. Ademés
se comprobard que en el estudio de la integracién multiple, los rectangulos cerrados
cumplen un rol similar al que tienen los intervalos cerrados en la teoria de la integral de
Riemann de funciones de una variable real.

Definicién 5.1.2. Sea A = I; x ... X I,, un rectdngulo en IR" y sea P; una particién de
I;, para i =1,...,n. La familia P = { Py, ..., P,} se llama una particidn de A.

Toda particién P de un rectangulo A determina una division de A en un nimero
finito de rectangulos que son llamados los subrectingulos de A determinados por P.

En efecto, si P = { Py, ..., P,,} es una particién de A = I X... x I,,, entonces para cada
t = 1,...,n, P; divide al intervalo I; en un numero finito r; de intervalos. Si I;1, ..., I;y;
denotan tales intervalos, entonces los rectangulos I, X Iog, X ... X Ik, , para k; =1,..., 7,
y i = 1,...,n, son los subrectdngulos de A determinados por P. Claramente, el nimero
total de ellos es igual a rq - r3...7y, ¥y por la Definicién 5.1.1 la suma de los volimenes de
todos los subrectangulos es igual a v(A), el volumen de A.

Para simplificar la notacién, S € P significa que S es un subrectangulo determinado
por la particion P.

La Figura 5.1.1 ilustra la divisién del rectangulo A = [a1, b1] X [ag, bs] determinada
por la particién P = {Pl, Pg}, donde P1 = {al,tl, t2,t3, bl} y Pz = {az, S1, S92, b2}

Figura 5.1.1
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Definicién 5.1.3. Sea A C IR" un rectdnguloy sean P = {Py, ..., P,}yP' ={Pj,..., P}
particiones de A. Se dice que P’ es mds fina que P, si y solo si P; C P/ parai=1,...,n
y Py # Pj, para al menos un k£ =1, ..., n.

Una manera equivalente para establecer que P’ es més fina que P se obtiene al usar
la interpretacién que se le dio a las particiones de un rectdngulo, y por lo tanto, P’ es més
fina que P si y solo si cada subrectdngulo determinado por P’ estd contenido en alguno
de los subrectdngulos determinados por P. Esto tltimo, es equivalente a decir que P’
induce una particién en cada subrectangulo S € P, i.e., cada S € P queda dividido por
algunos de los subrectdngulos determinados por P’.

En la Figura 5.1.2 se ilustra una particién P’ de A = [a1,b1] X [a2, ba], la cual es
més fina que la particiéon P de A de la Figura 5.1.1. P/ = {P], P;}, donde P = P, y
P} = {as, s, sh, s5,b2}, con sh = s1y 5 = sa.

Figura 5.1.2

Notar que el subrectdngulo S = [t3,t3] X [ag, s1] de la Figura 5.1.1 queda dividido
por los subrectdngulos [te,t3] X [az, s|]| ¥ [te2, t3] X [s], sh] determinados por la particién
P’ de A en la Figura 5.1.2.

Definicién 5.1.4. Sean P’ y P” dos particiones de un rectdngulo A C IR". Una
particién P de A se dice ser un refinamiento comin de P’y P” siy solo si P es més fina
que cada una de las particiones P’ y P”.

Las Definiciones 5.1.3 y 5.1.4 establecen que una particién P = {Py, ..., P,,} de un
rectdngulo A C IR" es un refinamiento comin de dos particiones dadas de A,P’ =
{P{,...P} y P" = {P/,...,P]l} si y solo si P/UP/ C P, para cada i = 1,...,n.
(equivalentemente, cada subrectdngulo determinado por P estd contenido en alguno de

los subrectédngulos determinados por P’ o por P”).
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En la Figura 5.1.3 (c) se ilustra el refinamiento comin P de las particiones P’ y P”
que aparecen en las Figuras 5.1.3(a) y 5.1.3(b), respectivamente (notar que, P; = P/UP/,
para i = 1,2)

Figura 5.1.3

Definicién 5.1.5. Sea f : IR" — IR una funcién acotada en un rectdngulo A C Dom(f)
y sea P una particién de A. Para cada subrectdngulo S € P, sean mgs(f) y Ms(f) los
ntimeros definidos por

mg(f) = inf{f(x):x € S},

Mg (f) =sup{f(x):x € S}.

Las sumas inferior y superior asociadas al par (f, P), que se denotan por L(f,P) y
U(f,P), son los nimeros

L(f,P)=>_ms(f)-v(S),
S

U(f,P) =Y _ Ms(f)-v(S),
S

donde las sumas se extienden para todos los subrectangulos S determinados por P, y
v(S) denota el volumen de S.
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Esta definicién implica, trivialmente, que para cualquier particién P de A, L(f,P)
y U(f,P) son nimeros reales tales que L(f,P) < U(f,P).

Los siguientes resultados permiten generalizar la afirmacién anterior y definir la
integral de f sobre A.

Proposiciéon 5.1.1. Sea f : IR" — IR una funcién acotada en un rectdngulo A C
Dom(f). Si Py P’ son particiones de A tales que P es més fina que P’, entonces

L(f,P) < L(f,P) vy UP)<U,P).

Demostracién. Como P es més fina que P’, cada subrectdngulo S’ € P’ es dividido
por un determinado nimero de subrectdngulos de P. Si Sy, ..., Sk denotan tales sub-
rectdngulos, entonces las Definiciones 5.1.1 y 5.1.5 implican que

v(S") = v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk), ¥ que msi (f) < ms,(f),
para todo ¢ ya que S; C S, y por lo tanto,
msi(f)-v(S") <ms, (f) - v(S1) + ... + ms, (f) - v(Sk),

y de esta desigualdad junto con la definicién de suma inferior (Definicién 5.1.5) sigue que
L(f,P") < L(f,P).

Un argumento similar, usando el hecho de que Mg, (f) < Mg/(f), implica que

Ulf,P)<U(f,P). B

Corolario 5.1.2. Si P’ y P” son dos particiones cualesquiera de un rectdngulo A,

entonces L(f,P") <U(f,P").

Demostraciéon. Sea P un refinamiento comin de P’ y P”. Por Definicién 5.1.4, P es
més fina que P’ y que P”, y por la proposicién anterior se cumple que

L(f,P') < L(f,P) vy U(,P)<U(f,P")
pero, como L(f,P) < U(f,P), sigue que L(f,P") <U(f,P"). &
Este resultado implica que el conjunto de nimeros reales definido por todas las sumas
inferiores L(f,P) es acotado superiormente, y también que el conjunto de nimeros reales
formado por todas las sumas superiores U( f, P), es acotado inferiormente, lo que justifica

la siguiente definicién.
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Definicién 5.1.6. Sea f : IR" — IR una funcién acotada en un rectdngulo A C Dom(f).
Se definen las integrales inferior y superior de f sobre A, las que se denotan por I(f) y
I(f), respectivamente, como los siguientes niimeros reales:

I(f) = sup{L(f,P) : P particién de A},

I(f) = inf{U(f,P) : P particién de A}.

En algunos casos se usard la notacién I(f, A) e I(f, A) en lugar de I(f) e I(f),
respectivamente, para precisar A.

Claramente, esta definicién implica que I(f) e I(f) siempre existen porque f es
acotada en A y también se cumple que I(f) < I(f). En los siguientes ejemplos se
comprueba la existencia de funciones para las cuales se cumple la igualdad y otras que
verifican la desigualdad estricta.

Ejemplo 5.1.1. Sea f: IR" — IRy A C Dom(f) un rectangulo tal que f(x) = ¢, para
todo x € A (i.e., f es constante en A).

Si P es una particién cualquiera de A, entonces para todo subrectdngulo S € P, la
Definicién 5.2.5 implica que mg(f) = Ms(f) = ¢, y por lo tanto,

L(f,P) =) ms(f)-v(S) =) c-v(S) =c-v(A),
S S
P) = ZMs(f) (S) = Zc 0(8) = c-v(A),

c-v(A), para toda particién P de A. La Definicién 5.1.6 implica

Ejemplo 5.1.2. Sea A =10,1] x [0,1] y f: A — IR la funcién definida por

fz,y) = { 1 siz es irracional
0 six es racional.

Si P es una particién cualquiera de A, entonces cada subrectdngulo S € P contiene
puntos (z,y) con z irracional y también con z racional. La Definicién 5.1.5 implica que
mg(f) =0y Ms(f) =1, para todo S € P, y por lo tanto,

st -v(8) =0,
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U(f,P) =Y Ms(f)-v(S) =v(A),
S

ie., L(f,P) =0y U(f,P) = v(A) para toda particién de A, lo que por Definicién 5.1.6
implica que I(f) =0y I(f) = v(A4) i.e., I(f) < I(f).

Definicién 5.1.7. Una funcién f : IR" — IR acotada en un rectdngulo A C Dom(f) se
dice ser integrable Riemann sobre A siy solo si I(f) = I(f), y este ntimero se llama la
integral de Riemann de f sobre A (integral miltiple), el cual se denota por I(f) o por

I

Esta definicién implica que la funcién del Ejemplo 5.1.1 es integrable sobre cualquier
rectdngulo A C IR", mientras que la del Ejemplo 5.1.2 no es integrable sobre el rectdngulo
A=[0,1] x [0, 1].

El siguiente resultado, conocido como la condicion de Riemann, establece una pro-
piedad equivalente a la definicién anterior.

Proposicién 5.1.3. Una funcién f : IR" — IR acotada en un rectdngulo A C Dom(f)
es integrable sobre A si y solo si para todo € > 0 existe una particién P de A tal que

U(f,P)—L(f,P) <e.

Demostracion. Supongamos que f es integrable sobre A. Por Definicién 5.1.7, se cumple
que

I(f) = sup{L(f,P)} = mnf{U(f, P)},

y por las definiciones de supremo e infimo en IR, se tiene que para cualquier £ > 0 existen
P’ y P" particiones de A tales que

L(f,P)>I(f)—¢/2 vy U(,P") <I(f)+e/2,
y si P es un refinamiento comin de P’ y P”, la Proposicién 5.1.1 implica que
L(f,P)<L(f,P) vy UP)<U,P"),
y de estas desigualdades junto con las anteriores sigue que
U(f,P)—L(f,P) <U(f,P") = L(f,P') <e.

_ Reciprocamente, si la condicién se cumple, entonces la Definicién 5.1.6 implica que
I(f) <I(f)+e¢, para todo & > 0, i.e., I(f) <I(f), y como I(f) < I(f) (por la Definicién
5.1.6), resulta que I(f) = I(f), y por lo tanto, f es integrable sobre A. W
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La propiedad recién demostrada tiene una gran importancia en la teoria de la integral
multiple, ya que la condicién en cuestién resulta ser una herramienta muy eficaz para
demostrar si una funcién es integrable.

5.2. Propiedades de la integral de Riemann

En esta seccién se presentan las propiedades bésicas de la integral de Riemann para
funciones acotadas sobre rectdngulos en IR". Las justificaciones de tales propiedades se
basan principalmente en la condicién de Riemann (Proposicién 5.1.3), y la primera que
se demuestra es la existencia de funciones que son integrables Riemann.

Proposicién 5.2.1. Si f : IR" — IR es una funcién continua en un rectidngulo
A C Dom(f), entonces f es integrable sobre A. En particular, si f es una funcién
constante en A, f(x) = ¢, para todo x € A, entonces [ f = c-v(A).

A

Demostracion: La hipotesis y la Proposicion 2.5.12 implican que f es uniformemente
continua en A (ya que todo rectdngulo cerrado es compacto y f es continua en A).

Supongamos que A = [ay,b1] X ... X [an, b,] y sea € > 0. La Definicién 2.5.2 asegura
la existencia de un ntimero 6 > 0 tal que si x e y estdn en A y ||x — y||co < &, entonces
|f(x) — f(y)| < e/v(A), donde v(A) denota el volumen de A (acd se ha considerado la
norma || - || = || - ||c €n la aplicacién de la Definicién 2.5.2).

Para cada ¢ = 1,...,n, sea k; € IN tal que k; > (b; — a;)/d, y sea P; la particién
del intervalo [a;, b;| definida por k; puntos igualmente espaciados de [a;, b;] (todos los
subintervalos determinados por P; tienen la misma longitud, la cual es menor que §).
La Definicién 5.1.2 establece que P = {P4,..., P,} es una particién de A, y para cada
subrectdngulo S € P se cumple que ||[x — y||coc < § para todo x € Sey € S, (por la
definicién de las P;), y esto implica que |f(x) — f(y)| < €/v(A), y en particular también
se tiene que

Ms(f) —ms(f) <e/v(A),

de donde se concluye que U(f,P) — L(f,P) < ¢, i.e., f satisface la condicién de Riemann
en A.

Consideremos ahora el caso particular en que f es una funcién constante en A. Por
lo anterior, f es integrable en A (ya que f es continua en A), y si f(x) = ¢, para x € A,
se tiene que para cualquier particion P de A

Mg (f) =mg(f) = ¢, para todo S € P,
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y por lo tanto, U(f,P) = L(f,P) = c-v(A), y estas igualdades junto con las Definiciones
5.1.6 y 5.1.7 implican que [ f=c-v(A). W
A

En el siguiente resultado se establecen algunas propiedades algebraicas para las
funciones integrables.

Proposiciéon 5.2.2. Sean f y g funciones integrables sobre un rectangulo A C IR".
Entonces,

(1) f+ g es integrable sobre A y [(f+g)=[f+ [g.
A A A
(2) af es integrable sobre A paratodoa € R y [af=a/ f.
A A
(3) Si f(x) > g(x) para todo x € A, entonces [ f > [g.
A A
)

(4) Las funciones f*, f~,|f|, max{f, g} y min {f, g} definidas por:
fF(x) = max{f(x),0}; f~(x) =max{—f(x),0}; |f|(x) = |f(x)[; max{f,g}(x)=
max{ f(x), g(x)}, y min{ f, g} = min{(x), g(x)}, son integrables sobre A, y para |f]|
se cumple ademds que | [ f| < [|f].
A A

(5) f - g es integrable sobre A (pero, la integral del producto no siempre es igual al
producto de las integrales).
(6) Sea B un rectdngulo tal que A C B. Si f > 0 e integrable en B, entonces [ f < [ f.
A B

Demostracién. (1) Si f y g son integrables sobre A, la condicién de Riemann (Propo-
sicién 5.1.3) establece que dado un € > 0, existen particiones P’ y P” de A tales que

U(f,P)—L(f,P')<e/2 'y Ulg,P") - L(g,P") <e/2,

y si P es un refinamiento comin de P’ y P”, entonces estas desigualdades se verifican
simultdneamente para P, i.e.,

U(f,P)—L(f,P)<e/2 y U(g,P)— L(g,P) <e/2.

Ademads, como (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo x € A, el infimo y el supremo de
la funcién f + g en cada subrectangulo S € P satisfacen las siguientes desigualdades,

ms(f+g) >ms(f)+ms(g) vy Ms(f+g) < Ms(f)+ Ms(g),

y estas desigualdades junto con la definiciéon de las sumas inferior y superior implican
que

L(f+9,P) 2 L(f,P)+ L(g,P) vy U(f+9,P)<U(f,P)+Ul(g,P),
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y por lo tanto,

<e/2+4¢€/2=c¢,

y esto tultimo establece que la funcién f + g satisface la condicion de Riemann en A, y
por la Proposicién 5.1.3 sigue que f es integrable sobre A.

Ahora demostramos que I(f 4+ g) = I(f) + I(g9), para lo cual aplicamos las
Definiciones 5.1.6, 5.1.7 a f y g. Como I(f) = I(f) y I(9) = I(g), la definicién de
la integral inferior implica que dado ¢ > 0, existen particiones P’ y P” de A tales que

I(f)—e/2<L(f,P) y Lg)—e/2<L(g,P"),

y si P es un refinamiento comin de P’ y P”| el Corolario 5.1.2 implica que

I(f)—e/2<L(f,P) vy Lg)—¢/2<L(g,P),

y por lo tanto,

y como L(f,P) + L(g, P) < L(f + g, P), sigue que,

I(f) +1(g) —e < L(f +9,P),

y esta desigualdad implica que el nimero I(f) + I(g) satisface la propiedad del supremo
de las sumas inferiores de f 4+ g, y por la unicidad del supremo y la definicién de la
integral inferior se deduce que I(f + g) = I(f) + I(g).

~ Un argumento similar aplicado a las sumas superiores permite establecer que
I(f+g) = I(f)+ I(g9), y como f,g y f+ g son integrables, la Definicién 5.1.7 im-
plica que I(f +g) = I(f) + I(g).

(2) Por definicién, (af)(x) = af(x), para todo x € A, y por lo tanto, si P es una
particién de A, para todo S € P se cumple que

mg(af) =ams(f) y Ms(af)=aMs(f),

y estas igualdades junto con las definiciones de las integrales inferior y superior implican
que B B
Laf)=ol(f) vy I(af)=cal(f),
y como f es integrable, i.e., I(f) = I(f), sigue que
I(af) = I(af) = aI(f).
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(3) Sea h = f — g. Las propiedades (1) y (2) aseguran que h es integrable y que
I(h) =I(f) — I(g).

Ademsds, la condicién f(x) > g(x),x € A, implica que h(x) > 0, para todox € A,y
de la definicién de suma superior, sigue que U(h,P) > 0, para cualquier particién de A,
y por lo tanto, I(h) > 0. Pero, como h es integrable, I(h) = I(h), i.e., I(k) > 0, y de la
igualdad I(h) = I(f) — I(g), sigue que, I(f) > I(g).

Sig=0en A, entonces I(f) > 0, ya que I(g) = 0 por la Proposicién 5.2.1.

(4) La definicién de f* implica que f+(x) = f(x) si f(x) >0,y fT(x) =0si f(x) <0,
y en particular inf{f*(x) : x € B} > 0, para todo B C A. Por lo tanto, si P es una
particidon cualquiera de A, para todo S € P se cumple una y solo una de las siguientes:
e Ms(f+) — ms(f+) = Ms(f) — ms(f), si f(x) > 0 para todo x € 5;
o Ms(f+) —ms(f*) = Ms(f), si f toma valores positivos y negativos en S (i.e.,
existen x',;x” en S tales que f(x') >0y f(x") < 0);
o Ms(ft)—ms(ft)=0,si f(x) <0, para todo x € S,
y por lo tanto, Ms(fT) —ms(f) < Ms(f) — ms(f), para todo S € P, y esto implica
U(f*,P)—L(f*,P) <U(f,P) — L(f,P), y como f es integrable sobre A, esta tltima
desigualdad establece que f* satisface la condicién de Riemann en A.

La integrabilidad de las restantes funciones se obtiene al aplicar las propiedades
(1) o (2) a las siguientes identidades:

o= =0 =

max(f,g} = 3 (f +9+1f - )

min{f,g} = %(f—l—g— If —gl)

Ademds, para la funcién |f|, la propiedad (3) implica que [ f < [ |f| ya que f < |f],
A A

IA/fISA/If\-

(5) Las definiciones de las funciones f* y f~ implican que f-g = (f-9)* = (f-9)",
donde

(f-9)"=f"9g"+f-97,vy

(f-9) =Ff"9 +f g%,

y por lo tanto, basta considerar el caso en que ambas funciones f y g son no-negativas
(el caso general sigue de aplicar la propiedad (1) a las identidades anotadas mds arriba).

y como [ |f| >0, sigue que
A
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Sean f y g funciones no-negativas y no-nulas en A e integrables sobre A.
Demostraremos que la funcién f - g satisface la condicién de Riemann en A.

Sea ¢ > 0. Como f y g son integrables sobre A, existen particiones P’ y P” de A
tales que

UULP) = LUP) <55 v UlgP") = Lg,P") < o,

donde a = sup{f(x): x € A} y 8 = sup{g(x) : x € A} (a y B son positivos porque f y
g son funciones no-nulas en A).

Si P es un refinamiento comin de P’ y P”, entonces las dos desigualdades anteriores
se cumplen al reemplazar P’ y P” por P (Proposicién 5.2.1). Ademds, para cada S € P
se cumple que

Ms(f-g)=Ms(f)-Ms(g) y ms(f-g)=ms(f) ms(g),

y como

Ms(f-g) —ms(f-g) = Ms(f)(Ms(g) —ms(g)) +ms(g)(Ms(f) —ms(f)),

las definiciones de @ y 8 implican que

Ms(f - 9) —ms(f - g) < a(Ms(g) —ms(g)) + B(Ms(f) — ms(f)),
y de esta igualdad, junto con las definiciones de sumas inferior y superior, sigue que
U(f-9,P)—L(f-9,P) = (U(g77)) - L( ,P))+BU(f,P) — L(f,P)))
<a- 2— + 8- % =g,

y por lo tanto, f-g satisface la condicién de Riemann en A, completando la demostracion.

(6) Como A y B son rectangulos y A C B, existe una particién P de B tal que A € P
(i.e., A es uno de los subrectadngulos determinados por P), y por lo tanto,

P) =Y Ms(f)-v(S) = Ma(f)-v(A) + Y Ms(f)-v(S),
s

S#A

y como f > 0 en By el nimero M4(f) - v(A) es una suma superior (trivial) de f con
respecto a A, las Definiciones 5.1.6 y 5.1.7 aplicadas a f y A implican que

U(f,P) > Ma(f /f,
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y por lo tanto,
inf{U(f, P) : P particién de B} > /f,
A

y de esta desigualdad junto con la hipétesis de que f es integrable sobre B, resulta que

[ f> [ f,lo que completa la demostracién. W
B A

Las definiciones y resultados sobre la integracién multiple que se han presentado en
esta seccion, se desarrollaron para funciones escalares que son acotadas en rectangulos,
comprobandose que no todas las funciones de este tipo son integrables, como la funcién
del Ejemplo 5.1.2. Por otra parte, se demostr6 que toda funcién continua en un rectangulo
es integrable sobre dicho rectangulo. Este resultado y la funcién del Ejemplo 5.1.2 per-
miten asegurar que la discontinuidad de funciones acotadas en rectidngulos estd rela-
cionada con la no-integrabilidad de tales funciones.

La pregunta evidente que resulta de lo anterior es si tal relacion es bi-univoca, lo que
es equivalente a determinar si la continuidad de una funcién acotada en un rectdngulo es
una condicion necesaria y suficiente para que tal funciéon sea integrable sobre el rectangulo
en cuestion. La respuesta a esta interrogante es negativa, i.e., existen funciones que
son acotadas, discontinuas e integrables sobre rectangulos. El siguiente ejemplo ilustra
algunas de estas funciones.

Ejemplo 5.2.1. Sea A =[0,1] x [0,1] y B un subconjunto finito de A, y sea f: A — IR
la funcién definida por

_J1 si(z,y)€e A-B
f(””y)_{o si (z,y) € B.

Claramente, la funcién f no es continua en A, ya que no lo es en los puntos de B.
Comprobaremos, sin embargo, que f satisface la condiciéon de Riemann en A, para lo cual
consideraremos primero el caso particular cuando B tiene dos puntos (p1,q1) ¥ (P2, g2)-

Sea ¢ < 0 y supongamos que los dos puntos de B estan contenidos en A tal como se
indica en la Figura 5.2.1(a).
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Figura 5.2.1.

Para a = 1/¢/3, sean P; = {ry,...,76} y P» = {t1,...,t¢} las particiones de [0, 1]
definidas por:

(8] (6] [
r1 = 0; T2=P1 5 T3=p1+§; T4=P2 = 5 7‘5=p2+§; re = 1,

t1=0; ta=go—o; ts=Go+o; ta=qi—o; ts=q1+; tg=1
1=Y 2 = Q2 2’ 3 =402 2’ 4=0q1 97 5 = (1 2’ 6 —

(ver Figura 5.2.1(b)).

Por Definicién 5.2.2, P = {P;, P>} es una particién del rectangulo A = [0, 1] x [0, 1],
que determina los 25 subrectangulos de A tal como se ilustra en la Figura 5.2.2.

Figura 5.2.2
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Noétese que la construccién de la particion P de A asegura que cada uno de los
puntos (p1,q1) y (p2,¢2) estd contenido en un cuadrado de lado « (mds precisamente,
(pla CI1) € [T2a T3] X [t4at5] y (p2aQ2) € [T4, T5] X [t2a t3])7 y por lo tanto, si ' y S"" denotan
a dichos cuadrados, la definicién de f implica que para todo subrectdngulo S € P se
tiene que

1 siS=865=8"
Ms(f) —ms(f) = { 0 en caso contrario,

y esto a su vez implica que

U(f,P) = L(f,P) = > _(Ms(f) = ms(f)) - v(S5)
S
=v(S") +v(S9")
= 2072
2

= 56,

i.e., U(f,P) — L(f,P) < &, comprobandose que f satisface la condicién de Riemann en
A. M3s atin, la definicién de f implica trivialmente que U(f,P) = 1, para cualquier
particién de A, y por lo tanto, de la Definicién 5.1.7 se tiene que I(f) = I(f) = 1.

La argumentacién anterior puede ser usada para justificar el caso general cuando
el conjunto B estd formado por k puntos (k > 2). Para lo cual basta demostrar que es
posible construir una particion de A de modo que cada punto de B estd contenido en un
subrectdngulo de volumen arbitrariamente pequefio (cuadrado de lado a = 1/¢/(k + 1)).
Los detalles de la justificacion se dejan propuestos.

Los resultados del ejemplo anterior y del Ejemplo 5.2.1 permiten establecer que los
conjuntos finitos son ignorados por la integral. Mas especificamente, se puede demostrar
la siguiente propiedad: Si dos funciones difieren en un conjunto finito, y si una de ellas es
integrable en un rectangulo que contiene a dicho conjunto finito, entonces la otra funcién
también es integrable sobre el rectiangulo y las integrales de ambas funciones son iguales.

Por otra parte, la funcién del Ejemplo 5.1.2 no es integrable y difiere de la del
ejemplo anterior en un conjunto infinito de puntos, y por lo tanto, se podria pensar que
esto siempre se cumple, i.e., “la integral no puede ignorar a los conjuntos infinitos”. Sin
embargo, esto ultimo no es cierto, ya que existen conjuntos infinitos que son ignorados
por la integral en el mismo sentido que lo son los conjuntos finitos. El siguiente ejemplo
ilustra uno de ellos.

Ejemplo 5.2.2. Sea A=1[0,1]x[0,1]y B = {(z,7) : z €@ N[0, 1]} para algin g € [0, 1]
fijo. Se define f : A — IR por

_J1 si(z,y)€c A-B
f(x’y)_{o si (z,y) € B.
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Comprobaremos que f es integrable sobre A. Dado ¢ > 0, sean P; y P, las parti-

ciones de [0, 1] definidas por:
_ e _ €
Py :{Oal}yp2 :{an_ g,y‘f‘ g’]-}

La Definicién 5.1.2 implica que P = {P;, P>} es una particién de A que determina
tres subrectdngulos como lo indica la Figura 5.2.3. El conjunto B estd contenido en el
subrectangulo S(e) =[0,1] x [y — §,7 + §].

Figura 5.2.3.

La definicién de la funcién f implica que para cada S € P se tiene

Ms(h -ms(N={y 55790
y por lo tanto, )
U(f,P) - L(f7 7)) = U(S(E)) = 56’

ie., U(f,P)— L(f,P) <e, lo que establece la integrabilidad de f sobre A. Ademds, un
argumento similar al que se dio al final del ejemplo anterior permite concluir que en este
caso también se verifica que I(f) = 1.

Los ejemplos que se han considerado en la presente secciéon, permiten establecer
que la integrabilidad de una funcién acotada sobre un rectiangulo esta relacionada con
el conjunto de puntos de discontinuidad de tal funcién, y la argumentacién dada en
los Ejemplos 5.2.1 y 5.2.2 puede ser usada para demostrar la propiedad siguiente (cuya
demostracién se deja propuesta):

Si f: A— IR es una funcién continua en un rectdngulo A C R* y si B C A es un
conjunto finito 6 es el conjunto de puntos (z,y) € A con z €@Q e § € IR fijo, entonces la
funcién g : A — IR definida por

_ [ f(=y), si(z,y)¢B
g(x,y)—{a, ’ si(a:,z)EB
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es integrable sobre A para cualquier o € IR, y ademds, se cumple que I(g) = I(f).

Mi4s adelante, se demostrard que esta propiedad es valida para el caso general cuando
A C IR" es un rectangulo y B C A es un conjunto que satisface ciertas condiciones que
se presentan en la siguiente seccion.

5.3. Conjuntos de medida cero y de contenido cero

En esta seccién se formaliza la propiedad que cumple el conjunto B considerado en
cada uno de los dos ultimos ejemplos de la secciéon anterior. La propiedad en cuestion
establece que dicho conjunto se puede incluir en una unién (numerable) de rectdngulos
tales que la suma de sus volimenes es arbitrariamente pequena. Posteriormente, se
demostrard que esta propiedad es precisamente la que permite que la integral ignore a
este tipo de conjuntos.

Definicién 5.3.1. Un conjunto A C IR" se dice que tiene medida cero si para cualquier
e > 0, existe una familia de rectdngulos cerrados F = {Uy : k € IN} tal que
e F es un cubrimiento de A, i.e., ACU{Uy : k€ IN}, y

P
o Sis, = Y v(Uy), entonces pli)rgo sp < € (esto tltimo habitualmente se denota por
k=

S o(U) < ¢).

k=1

Se puede demostrar que esta nocién se mantiene si se exige que los rectangulos sean
abiertos en lugar de cerrados.

En la siguiente proposicién se demuestran algunas propiedades bésicas de los
conjuntos de medida cero, y en particular, se demuestra la existencia de tales conjuntos.

Proposicion 5.3.1.
(1) Si A C IR" es de medida cero y si B C A, entonces B es de medida cero.
(2) Si A C IR" no es de medida cero y si A C B, entonces B no es de medida cero.
(3) Si A C IR" es finito, entonces A es de medida cero.
(4) Si A C IR" es un conjunto infinito numerable, entonces A es de medida cero.
)

(5) Si {Ag : k € IN} es una familia (numerable) de conjuntos de medida cero, entonces
A = J Ag, es de medida cero.
k

Demostracién. Las proposiciones (1) y (2) siguen directamente de la definicién de
conjunto de medida cero.
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3) Si A = {ay,...,a,}, entonces para cualquier ¢ > 0, existen rectdngulos cerrados
P g
Ui, ...,Up, tales que a € Uy, para k = 1,...,p y v(Ug) < =5 lo cual implica que

P
ACUU...UU,y > v(Ug) < ¢, ie., A es de medida cero (se deja propuesto al
k=1

lector la justificacién de la existencia de los conjuntos Uy).

(4) Si A es infinito numerable, entonces A se puede considerar como el recorrido de
una sucesién en IR", i.e., A = {a; : a = p(k),k € IN}, donde ¢ : IN — IR" es
una determinada funcién. Por lo tanto, dado € > 0, para cada k € IN, existe un
rectangulo cerrado Uy que contiene a ay, y v(Ug) < £/2F. Claramente se cumple que

o0 o0
ACU{Ur:ke N}y Y v(Ui) < 3 ¢/2F = ¢, lo que muestra que A es de medida
k=1

k=1
Cero.

(5) Sea ¢ > 0. Como cada Ay es de medida cero, existe un cubrimiento {Uy; : i € IN}

de A formado por rectdngulos cerrados tal que Y. v(Ug;) < €/2*. Claramente,

=1
la familia {Uy; : ¢ € IN,k € IN} es un cubrimiento de A = U{A; : k € IN}.
Ademas, como tal familia puede ser enumerada de la siguiente manera:
Ui1,Us1,U12,Us31,Uz9,U;3, Uy, ..., se obtiene una familia de rectangulos cerrados
oo

S .
{W; :j € IN} que cumple ) v(W;) < ) /27 < ¢, completando la demostracién.
j=1 j=1
|

Una nocién similar, pero no equivalente a la de conjunto de medida cero, se obtiene
al cambiar la condicién de cubrimiento numerable por la de cubrimiento finito.

Definicién 5.3.2. Un conjunto A C IR" se dice que tiene contenido cero si para cualquier
e > 0 existe una familia finita de rectdngulos cerrados F = {Uj, ..., U,} tal que
e F es un cubrimiento de Ajie., AC VL U...UUp,, ¥y

. év(Ui) <e.

Esta definicién, al igual que la de medida cero, se mantiene si se exige que los V;
sean rectdngulos abiertos. Ademds, es ficil comprobar que las propiedades (1), (2), y
(3) de la Proposicién 5.3.1 también se cumplen para conjuntos de contenido cero, y que
la Proposicién 5.3.1(5) se cumple para familias finitas de conjuntos de contenido cero.
Ma3s atn, las Definiciones 5.3.1 y 5.3.2 implican que todo conjunto de contenido cero es
de medida cero. El reciproco no se cumple, i.e., existen conjuntos de medida cero que
no son de contenido cero (un ejemplo que se presenta mdas adelante ilustra uno de estos
conjuntos). Sin embargo, existen conjuntos que satisfacen ambas nociones, como por
ejemplo los conjuntos finitos, y también existen conjuntos que no son de contenido cero
(ni de medida cero), tal como se establece en el siguiente resultado.
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Proposicién 5.3.2. Si A C IR" es un rectdngulo (cerrado) no degenerado, entonces A
no es un conjunto de contenido cero. Mds aun, si {Ux,...,U,} es un cubrimiento de A

P
formado por rectangulos cerrados, entonces ) v(U;) > v(A).
i=1

Demostracién. La proposicién serd demostrada para el caso n = 1. El caso n = 2
se deja propuesto como ejercicio. Una justificacién simple para el caso n > 2 puede ser
obtenida como una consecuencia directa del Teorema de Fubini que serd presentado mas
adelante.

Para el caso n = 1, un rectangulo A C IR es un intervalo de la forma [a, b] con a < b,
y su volumen es, por definicién, v(A) = b — a.

Sea {Un,...,Up} un cubrimiento de [a,b] formado por los intervalos U; = [a;, bi],
t=1,...,p. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que a; < az < ... < a,. Como
{Ui, ...,Up} cubre a [a,b], este supuesto implica que a1 < a,b < b, y a;+1 < b;, para
1=1,...,p— 1, y al menos una de tales desigualdades es estricta.

Si b € [a1, b1], entonces la proposicién se cumple ya que

p

Zv(Ui) = (bi—a;) > b —a1>b—a=v(A).

=1 =1
Supongamos que b ¢ [a1, b1]. Entonces, {Us, ...,U,} es un cubrimiento de [b1, b], y si

b € [asg, ba], se tiene que

P P
S oU) = (b —a;) > by —ay > b—by,

i=2 i=2
y como by — a; > by — a porque [a, b;] C [a1, b1], sigue que

P
v(U;) =Y (bi—a;) > (b1 —a)+ (b—b1) = b—a=v(A).
i=1 i=1
Sib ¢ [ag, ba], se repite el argumento anterior con [bg, b] y {Us, ..., Up}. La proposicién
sigue después de aplicar dicho argumento a lo mas p veces. W

Corolario 5.3.3. Si B C IR" contiene un rectdngulo no degenerado entonces B no es
de contenido cero.

Demostracion. Supongamos lo contrario, y sea A el rectdngulo no degenerado contenido
en B. Entonces, como B es de contenido cero y A C B, resulta que A es de contenido
cero, lo que contradice la proposiciéon anterior. W
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La condicién de no-degenerancia, exigida en los resultados anteriores, es crucial. Si
no se cumple, el rectdngulo (degenerado) en cuestién es de contenido cero. Por ejemplo,
si A C IR es el rectangulo (plano) [a1, b1] x [az, ba] x {as} entonces para cualquier € > 0,
el rectangulo (cerrado) U = [a1, b1] X [ag, ba] X [az—0J, a3+0] para é = £/3(by—aq)(ba—a2),
es un cubrimiento de A y v(U) = 2¢/3 < ¢, lo que comprueba que A es de contenido
cero.

En la siguiente proposicion se demuestra que la nocion de compacidad permite es-
tablecer una equivalencia entre conjuntos de medida cero y de contenido cero.

Proposiciéon 5.3.4. Si A C IR" es compacto y de medida cero, entonces A es de
contenido cero.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como A es de medida cero, existe un cubrimiento
oo

U= {U; : k € IN} de A formado por rectdngulos abiertos tal que > v(Ug) < e.
n=1

Ademids, como A es compacto, la Proposicién 1.6.7 asegura la existencia de un cubrim-
iento finito de A formado por una subfamilia (finita) de U. Si {U,,...,Us,} denota

P
dicha subfamilia, entonces se tiene que A C Ug, U...U U, y > v(Uk;) < € (ya que
i=1

g;lv(Uk) <e). W

Una consecuencia directa de esta proposicion es que los resultados de la Proposicion
5.3.2 y del Corolario 5.3.3 también son vélidos en términos de la nocion de conjuntos de
medida cero.

Corolario 5.3.5. Todo rectdngulo no-degenerado en IR"™ no es un conjunto de medida
cero. Méas aidn, si B C IR" contiene un rectdngulo no-degenerado entonces B no es de
medida cero.

Demostracién. Si A C IR" es un rectangulo no-degenerado, entonces la Proposicién
5.3.2 implica que A no es de contenido cero, y como A es compacto, la Proposicion 5.3.4
permite establecer que A no es de medida cero. Ademds, si B C IR" contiene a un
rectangulo no-degenerado A, entonces B no es de medida cero, ya que en caso contrario,
como A C B, se tendria que A es de medida cero lo que contradice la primera parte de
este Corolario. W

La condicién de compacidad es indispensable en el resultado anterior, ya que sin ella
la proposicién no se cumple, tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.3.1. Sea A =[0,1] x [0,1] y B C A formado por todos los puntos (z,y) € A
tales que = e y son racionales.

El conjunto B es de medida cero (por ser numerable) y no es compacto (porque no
es cerrado). Afirmamos que B no es de contenido cero. En efecto, si {Uy,...,Up} es un
cubrimiento de B formado por rectdngulos (cerrados) entonces B C Uy U...U U, y esta
inclusién junto con las propiedades de la adherencia (Proposicién 1.4.2) implican que
BcU,U..UU,=U,U..UU,p,y como A= By U= Uy (los Uy, son cerrados), sigue

P

que A C Uy U...UUp,, y la Proposicién 5.3.2 implica que Y v(U) > v(4) =1, y por lo
k=1

tanto, se concluye que para cualquier cubrimiento finito de B formado por rectangulos

P
cerrados Uy, ..., Up, se tiene que Y v(Ux) > 1, lo que establece que B no es de contenido

k=1
cero.

Los resultados que se han presentado en esta seccién muestran que las nociones de
conjuntos de medida cero y de contenido cero son similares, llegando incluso a coincidir
cuando el conjunto es finito 6 compacto. Sin embargo, hay una condicién que resalta
la diferencia que existe entre ellas que corresponde a la condicién de acotamiento del
conjunto en cuestion, ya que por Definiciéon 5.3.2, la nocién de conjunto de contenido
cero solo puede ser aplicada a conjuntos acotados (porque requiere un cubrimiento finito
de rectdngulos), y por lo tanto, todo conjunto no acotado no puede ser de contenido cero.
En cambio, existen conjuntos no acotados de medida cero (e.g., el subconjunto de IR?
formado por los puntos de la forma (k, k) con k € IN).

Terminamos la presente seccién con una propiedad relativa a conjuntos de medida
cero, cuya importancia se verd justificada particularmente en el Teorema del Cambio de
Variables para la integral multiple.

Proposiciéon 5.3.6. Sea g : IR" — IR™ con n < m, una funcién continuamente
diferenciable en un conjunto compacto K C Dom(g). Si C = g(K), entonces C es
de contenido cero, y por lo tanto, C' es de medida cero (i.e., todo pedazo de super-
ficie suave definido paramétricamente, es un conjunto de contenido cero). Mads adn, si
T : IR™ — IR™ es continuamente diferenciable y 1-1 en C, entonces T'(C) es de contenido
cero.

Demostracién. La hipétesis para g y K (Ejercicio 39 del Capitulo IV), implican la
existencia de una constante M > 0, que depende solamente de g y de K, para la cual se
cumple que [|g(x) — g(y)|| < M|x — y||, para todo x e y en K.

Por otra parte, como K es acotado (por ser compacto), existe un rectangulo

A=1 x..xI, talque K C Ay {(I;) =, para k =1,...,n (i.e., todos los intervalos I
tienen la misma longitud). Si Py es una particién de Iy definida por p puntos igualmente
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espaciados de I (p > 2), entonces P = { P, ..., P,} es una particién de A que determina
(p — 1)™ subrectdangulos, y cada uno de ellos es de la forma J; x ... X Jp,, con Ji, C I y
UJx) =L/(p—1) para k =1,...,n. Ademas, si Kg = K NS para cada S € P, entonces
x —yll < ¢/(p—1) para todo x e y en Kg (al usar || - || = || - |l=), y por lo tanto, la
desigualdad de més arriba implica que

lg(x) =gl < Mlx —yl| <M -£/(p—1), para todo x e y en K,

y esto significa que el conjunto g(Kg) estd contenido en un rectdngulo S’ C IR™ de la
forma S = J{ x ... x J;, con {(J}) = M -¢/(p — 1), para i = 1,...,m, y esto implica
que la superficie C = g(K) estd contenida en la unién de tales rectdngulos S’, ya que
K=U{Ks:SePtyC=gK)=U{g(Ks): SeP}cuU{S":S € P} (cada S P
determina un tnico S’ tal que g(Kg) C S’). Ademds, como el volumen de cada S’ es
v(S8") = (M -£/(p—1))™, y el nimero de tales rectdngulos S’ es (p — 1)", resulta que

w(U{S': S € PY) < S u(S8) = (M- ™ /(p — 1),

y como m > n, se cumple que dado £ > 0, existe p € IN tal que (M -0)™/(p—1)""" < ¢,
lo que muestra que C es de contenido cero, y por lo tanto de medida cero.

El argumento anterior también es valido si los S’ se eligen de modo que £(J)) =
(M¢+1)/(p— 1), y como esta eleccién implica que C N Fr(U{S’ : S € P}) = ¢, se
concluye que todo pedazo de superficie suave puede ser incluido en el interior de la unién
de un numero finito de rectdngulos de volumen arbitrariamente pequefio. La segunda
parte de la proposicién sigue al aplicar lo anterior a la funcién h : IR" — IR™ definida
por h(x) = (T o g)(x) y al conjunto K. W

El resultado anterior también se cumple cuando la superficie (suave) es definida en
forma explicita 6 implicita. Ademads, este resultado permite justificar que el volumen
de un rectdngulo en IR" es independiente de su clasificacién topoldgica, ya que todo
rectangulo degenerado es de contenido cero, y por lo tanto, todos los rectdngulos que
difieren en al menos una de sus “caras” o “lados” tienen el mismo volumen (e.g., en

R2,U([a1,b1] X [ag,bg]) = v([al,bl) X (ag, bg)] = (bl — G,l) . (bz — 0,2)).

5.4. Funciones integrables y conjuntos medibles Jordan

En esta secciéon se formaliza una propiedad que habia sido ilustrada anteriormente, y
que tiene relacion con el hecho de que ciertos conjuntos son “ignorados” por la integral.
El resultado basico establece que una condicién necesaria y suficiente para que una
funcién acotada en un rectdngulo cerrado sea integrable, es que el conjunto de pun-
tos de discontinuidad de la funcién en el rectangulo sea un conjunto de medida cero.
Previamente, estudiamos algunas propiedades de dicho conjunto.
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Definicién 5.4.1. Sea f : IR" — IR una funcién acotada en su dominio D, y sean
M(f,x,6)y m(f,x,0) el supremo e infimo de f en B(x,4) parax € D y § > 0. Se define
la oscilacion de f en x como el siguiente limite

O(fa X) = %I_)I%(M(fa X, 5) - m(fa X, 5))

La oscilacién de f en x satisface las siguientes propiedades (cuyas justificaciones se
dejan propuestas como ejercicios).

1) f es continua en a ssi o(f,a) =0
2) Para todo e > 0,C. = {x:0o(f,x) > €} es cerrado.

Proposicién 5.4.1. Sea f : IR" — IR una funcién acotada en un rectdngulo A ¢ IR"
tal que para todo x € A, o(f,x) < ¢ para algin ¢ > 0. Entonces existe una particién P
de A para la cual se cumple que U(f,P) — L(f,P) < e -v(A).

Demostracién. La hipétesis para o(f,x) y la Definicién 5.4.1 implican que para cada
x € A existe un rectangulo Uy, tal que x € Int(Ux) y My, (f) — mu,(f) < €. Ademss,
como A es compacto, un numero finito de tales rectangulos cubren al rectdngulo A. Si
Vi, ..., Vp denotan a dichos rectdngulos, entonces existe una particién P de A tal que cada
subrectangulo S € P estd contenido en alguno de los rectangulos Vi, lo que implica que

Ms(f) —ms(f) < e, para todo S € P,

y por lo tanto,

U(f,P)— L(f,P) = [Ms(f) —ms(f)] - v(S) <e-v(A). W
S

El siguiente es el resultado principal. Establece condiciones para que una funcién
discontinua sea integrable sobre un rectangulo.

Proposiciéon 5.4.2. Sea A C IR" un rectdngulo cerrado y sea f : A — IR una funcién
acotada en A. Si B={x:x € Ay f es discontinua en x}, entonces f es integrable sobre
A si y solo si B es de medida cero.

Demostracién. Supongamos que B es de medida cero e infinito (caso finito sigue del
Ejemplo 5.2.1). Demostramos que f cumple la condicién de Riemann en A.

Sea ¢ > 0y sea B. = {x: o(f,x) > ¢}. Las definiciones de B y o(f,x) implican
que B, C B, y como B es de medida cero, el conjunto B. es también de medida cero.

Ademas, como B, es compacto, la Proposicién 5.3.4 implica que B, es de contenido
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cero, y por lo tanto, para tal ¢ > 0 existen rectdngulos cerrados Uy, ...,U, tales que
B, C Int(Uy) U ..U Int(Up) y v(Ur) + ... + v(Up) < € (Definicién 5.3.2). La Figura
5.4.1(a) ilustra la situacién para el caso n = 2. El conjunto B; es la “curva” indicada en
la figura y para simplificar la ilustracién se supone que p = 2, i.e., B. C Int(U;)UInt(Us).

Figura 5.4.1.

Sea P una particiéon de A tal que cada subrectangulo S € P cumple una y solo una
de las siguientes condiciones:
(1) Existe Uy tal que S C Uk,
(2) SN B: = ¢.
Sean 81 y Ss los conjuntos formados por los rectdngulos S € P que cumplen (1) y
(2), respectivamente (en la Figura 5.4.1(b), los cuatro rectdngulos marcados con *
forman el conjunto Sy).

Como f es acotada sobre A, existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo x € A, y
esto implica que Mg(f) — mgs(f) < 2M, para todo S € P, y por lo tanto, se tiene que

D [Ms(f) = ms(f)]-v(S) <2M - > o Z (Ur) < 2Me.

SES: SES

Por otra parte, si S € S, entonces o(f,x) < € para todo x € S, y la Proposicién
5.4.1 asegura la existencia de una particiéon P’ mds fina que P tal que para todos los
S" € P’ con S’ C S se cumple que

Z[Ms:(f —ms (f)]-v(S) <e-v(S),
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y como

U(f,P)=L(f,P)= D [Ms(f)—ms(f)]-v(S)

S'CcSes,

+ Y [Ms(f) —ms(f)]-0(S)

S'CSeS:

esta igualdad junto con las dos desigualdades anteriores implican que

U(f,P)=L(f,P")<2M-c+ > e-v(S)
SES>
<2M -e+¢e-v(A)
=¢e(2M +v(4)),

y por lo tanto, f satisface la condicién de Riemann ya que v(A) y M son ndimeros fijos,
i.e., f es integrable sobre A.

Supongamos ahora que f es integrable sobre A, y demostremos que el conjunto B es

o0
de medida cero. La definicién de los conjuntos B, implica que B = |J By, i.e., Besla
k=1
unién numerable de los conjuntos By, y por la Proposicién 5.3.1(5), basta demostrar
que cada conjunto Bj,i,k € IN es de medida cero, ya que en tal caso, el resultado de
que B es de medida cero sigue de la proposicién mencionada. Mdés atin, como cada
By /i, es compacto, basta probar que By es de contenido cero para cada k € IN (por la
Proposicién 5.3.4).

Como f es integrable sobre A, dado € > 0, existe una particion P de A tal que
U(f,P)—L(f,P) <e/k. Sea S la familia de subrectangulos S € P tal que SN B i # ¢.
Claramente, S es un cubrimiento de By, y si S € S, entonces Ms(f) —ms(f) > 1/k,
yaque SN Byjx # ¢y Bir = {x:0(f,x) > 1/k}, y de esta desigualdad sigue que,

Y %’U(S) <Y (Ms(f) = ms(f))v(S)

SeS SeS
<Y (Ms(f) —ms(f)) - o(S)
SeP
= U(f,P) - L(fa P)’

y como U(f,P) — L(f,P) < ¢/k, resulta que ) v(S) < ¢, i.e., By} es de contenido
Ses
cero, completando la demostraciéon. H

Las definiciones y propiedades que se han establecido en el presente capitulo se
han restringido a la clase de funciones escalares que son acotadas sobre rectangulos.
Una primera generalizacién es considerar conjuntos acotados que no sean rectdngulos y
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efectuar las correspondientes modificaciones a los resultados que ya se han establecido.
Sin embargo, tales modificaciones no son necesarias ya que la integral sobre conjuntos
acotados puede ser definida en términos de la integral sobre rectangulos de la siguiente
manera.

Definicién 5.4.2. Sea C C IR" un conjunto acotado y sea f : IR" — IR una funcién

integrable sobre un rectangulo A que contiene a C. Se define la integral de f sobre C

como la integral de la funcién f - 1o sobre A y se denota por [ f = [ f-1¢, donde 1¢
C

A
es la funcién caracteristica de C' (i.e., l¢(x) =1six € C,y Lg(x) =0si x ¢ C).

Una manera equivalente para definir la integral de f sobre C es la siguiente. Se
considera la funcién fo : IR" — IR definida por

sixeC

fo(x) = {g(X) six ¢ C,

y se dice que f es integrable sobre C si y solo si fo es integrable sobre A, siendo A un
rectangulo que contiene a (', y se define la integral de f sobre C como la integral de fo

sobre A, ie., [ f= [ fc.
C A

La condicién requerida en la definicion anterior se cumple si la funcién 1o es in-
tegrable sobre A ya que en tal caso, la funciéon producto f - o es integrable sobre A
(Proposicién 5.2.2(5)). Ademds la integrabilidad de 1o sobre A queda determinada por
la Proposicion 5.4.2. Sin embargo, la particularidad de la funcién 1l permite establecer
una caracterizacién alternativa para la existencia de la integral de 1< sobre un rectangulo
que contenga al conjunto C.

Proposicién 5.4.3. Sea C' C IR" un conjunto acotado y A un rectdngulo tal que C C A.
Entonces, la funcién caracteristica de C' es integrable sobre A si y solo si la frontera de
C' es de medida cero (i.e., de contenido cero ya que F;.(C) es compacto 6 es finito).

Demostracion. Por la Proposicién 5.4.2, la funciéon 1l es integrable sobre A si y solo
si el conjunto B = {x : ll¢ es discontinua en x} es de medida cero. Por lo tanto, basta
probar que B = Fr(C).

Si a es un punto interior de C, existe r > 0 tal que B(a,r) C C, y por la definicién
de 1¢ se tiene que 1 (x) = 1, para todo x € B(a,r), y esto implica que 1 ¢ es continua
en a. Andlogamente, si a es un punto interior del complemento de C, entonces existe
p > 0 tal que B(a,p) C R" — C, y por lo tanto, I(x) = 0, para todo x € B(a, p), lo
que también establece la continuidad de 1¢ en a.
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Consideremos ahora un punto a en la frontera de C'. Por la Definicién 1.7.1 se tiene
que B(a,0)NC # ¢ y B(a,§) N (IR" — C) # ¢, para todo § > 0, lo que asegura la
existencia de (al menos) dos puntos x’ y x” en B(a, d) tales que x’ € C'y x"" € R" — C,
y esto implica que l¢(x') =1y Lo(x”) =0, i.e., ¢ no es continua en a, y por lo tanto
B = Fr(C), completando la demostracién. W

Notar que este resultado permite dar otra justificacién al hecho de que la funcion del
Ejemplo 5.2.2 no es integrable. En efecto, como tal funcién es la funcién caracteristica
del conjunto C' = {(z,y) : 0 < x < 1,0 < y < 1,z irracional } y la frontera de C es igual
al conjunto [0, 1] X [0, 1], el Corolario 5.3.5 implica que Fr(C) no es de medida cero, y por
la proposicion anterior se concluye que la funcién 1l¢ no es integrable sobre el rectangulo
[0,1] x [0, 1].

La proposicién anterior, junto con la Definicién 5.4.2 implican que

/]1:/]1-]10:/]10,
C A A

donde A es un rectdngulo que contiene al conjunto C' y la frontera de C' es de medida
cero. Esto tltimo permite justificar la siguiente definicién.

Definicién 5.4.3. Un conjunto acotado C C IR" se dice ser un conjunto medible Jordan
si y solo si la frontera de C' es un conjunto de contenido cero. Ademads, la integral de
la funcién constante igual a 1 sobre C se llama el volumen o contenido de C' el cual se
denota por v(C), i.e, v(C) = [ 1 (se llama longitud sin =1y dreasin = 2)

c

En la siguiente proposicién se establecen algunas propiedades basicas relativas a los
conjuntos medibles Jordan y se justifica el calificativo de contenido cero.

Proposicion 5.4.4.

(1) Todo rectdngulo A C IR" (independientemente de su clasificacién topolégica) es un
conjunto medible Jordan.

(2) Si C'y D son medibles Jordan, entonces C N Dy C U D son medibles Jordan y se
cumple que v(C' U D) +v(C N D) =v(C) +v(D).

(3) Si C' y D son medibles Jordan y C' C D, entonces D — C' es medible Jordan y
v(D - C) =v(D)—-v(C).

(4) Todo conjunto C' de contenido cero es medible Jordan y v(C) = 0.

(5) Sea C medible Jordan. Si Int(C) = ¢, entonces C es de contenido cero.
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Demostracion.

(1) Si A es un rectangulo, la frontera de A es la unién finita de los “lados” o “caras”
de A, los cuales son de contenido cero (porque son rectdngulos degenerados), y la
Proposicién 5.3.1(5), implica que la frontera de A es de contenido cero.

(2) La primera parte sigue de la definicién 5.4.3 y de la Proposicién 1.7.2 la que establece
que Fr(CNnD)C Fr(C)UFr(D) y Fr(CUD)cC Fr(C)UFr(D). La segunda
parte de (2) y las restantes propiedades (3), (4) y (5) se dejan propuestas como
ejercicios. W

Es importante notar que, a diferencia de las nociones de conjunto de medida cero o
de contenido cero, la correspondiente a conjunto medible Jordan no se preserva bajo la
inclusién de conjuntos, i.e., si C' es un conjunto medible Jordan y D C C, entonces D no
siempre es un conjunto medible Jordan. Para esto ultimo, basta considerar el conjunto
C =1[0,1]x [0,1] en IR* y D C C tal que D = {(z,y) : z es irracional }. El conjunto C
es medible Jordan (por ser un rectdngulo en IR*), y F'r(D) = C no es de contenido cero,
i.e., D no es medible Jordan.

Otro caso importante queda planteado de la siguiente manera: Si C' es de medida
cero jes siempre C' un conjunto medible Jordan?. La respuesta es negativa, i.e., existen
conjuntos de medida cero que no son medibles Jordan (e.g., el conjunto C' C [0,1] x [0, 1]
tal que C = {(z,y) : = es racional } es de medida cero y su frontera no es de contenido
cero ya que Fr(C) = [0,1] x [0, 1], y por lo tanto, no es medible Jordan). Por supuesto,
también existen conjuntos de medida cero que son medibles Jordan (e.g., el conjunto

C = {(,0): z €[0,1]NQ} en R?).

Las definiciones y resultados anteriores permiten establecer que una funcion acotada
f: IR" — IR es integrable sobre un conjunto acotado C' C IR" si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones:
CI1: Si B ={x: f es discontinua en x}, entonces BN C es un conjunto de medida
cero (Proposicién 5.4.2).
CI2: C es un conjunto medible Jordan, i.e., Fr(C) es de contenido cero.

La dificultad mayor que tienen estas condiciones es determinar si el correspondiente
conjunto es de medida cero o de contenido cero. Sin embargo, en algunos casos este
problema puede ser resuelto en forma simple si el conjunto en cuestion es:
un conjunto finito,
un conjunto infinito numerable,
un “pedazo” de superficie o curva suave,
la unién finita de algunos de los conjuntos mencionados anteriormente.

En los siguientes ejemplos se ilustran algunos de estos casos.
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Ejemplo 5.4.1. Sea f : IR® — IR definida por f(z,y,2) = z%y + sen(zyz), y sea
C = [a1, b1] X [az, ba] X [ag, b3]. Entonces, f es integrable sobre C ya que f es continua en
IR? y C es un rectdngulo en IR* (por lo tanto, es medible Jordan), i.e., la integrabilidad
de f sobre C' sigue de la Proposicion 5.4.2.

Ejemplo 5.4.2. Sea f : IR?> — IR la funcién definida por f(z,y) =
C =10,1] x [0,1].

En este caso, B = {(z,y) : f es discontinua en (z,y)} = {(0,0)}, y por lo tanto, la
condicién CI1 se cumple ya que BNC = {(0,0)} es de medida cero (por ser un conjunto
finito). Ademds, la condicién C'I2 también se cumple porque C' es un rectdngulo en R
Sin embargo, f no es integrable sobre C, porque f no es acotada en C( l_i)%l+ f(z,0) =

g7 ¥ sea

+00). En este caso no se cumple la condicién de acotamiento de la funcién exigida en la
Definicién 5.4.2.

Notar que esta funcién tampoco es integrable sobre C' ~ {(0,0)}, ya que aun cuando
f es continua en C' ~ {(0,0)}, sigue siendo no acotada en C ~ {(0,0)} (i.e., no cumple la
Definicién 5.2.7). Este resultado cambia si se considera el conjunto C' ~ D, donde D es
una bola abierta centrada en (0,0) y de radio 7(0 < r < 1), ya que en este caso la funcién
fe~p es integrable sobre C' (porque es acotada en C' y es discontinua en el conjunto de
puntos (z,y) tales que 22 + y2 = r2, el cual es de medida cero), y por la Definicién 5.4.2
se cumple que f es integrable sobre C' ~ D.

La siguiente proposicién generaliza los resultados de la Proposicion 5.2.2 al conside-
rar conjuntos medibles Jordan en lugar de rectangulos.

Proposiciéon 5.4.5. Si f,g : IR" — IR son funciones integrables sobre un conjunto
medible Jordan C' C IR", entonces se cumplen

(1) f+ g es integrable sobre C'y f(f+g) = ff—l—fg.

(2) af es integrable sobre C para todo o€ ]R y faf = af f.
(3) Si f(x) > g(x), para todo x € C, entonces ff > [g.
c c
(4)

4) Las funciones f*, f~,|f|, max{f, g} y min{f, g} son integrables sobre C y para |f]|
se tiene que | [ f| < [|f].
C c

(5) La funcién f - g es integrable sobre C.
(6) Si D es medible Jordan tal que C C D y si f > 0 e integrable en D, entonces

C[fégf-

Demostracion. Sigue de la Proposicion 5.2.2 y de la Definiciéon 5.4.2. El argumento
para demostrar (1) es el siguiente. La Definicién 5.4.2 aplicada a la hipdtesis de esta
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proposicién establece que las funciones fo y go son integrables sobre un rectdngulo A

que contiene a C. La Proposicién 5.2.2(1) aplicada a fc¢,gc y A implica que fo + go es

integrable sobre A y que [(fc+gc) = [ fc+ [ gc, y esto dltimo junto con la Definicién
A A A

5.4.2 implican (1). Un argumento similar permite demostrar las propiedades (2)- (5).
Los detalles se dejan propuestos como ejercicio. H

Las condiciones C'I1 y C'I2 senaladas anteriormente, aseguran la existencia de la in-
tegral de una funcién acotada sobre un conjunto acotado. En lo que sigue demostraremos
que bajo tales condiciones, la integral “ignora” a conjuntos de contenido cero, en el sen-
tido que el valor de la integral es independiente de la manera en que se defina la funcién
en dicho conjunto. El resultado en cuestién es una consecuencia de las dos proposiciones
siguientes.

Proposicién 5.4.6. Sea f : IR" — IR una funcién integrable sobre un conjunto acotado
C C Domf. Sim=inf{f(x):x€ C} y M = sup{f(x) : x € C}, entonces se cumplen:
(1) mo(C) < [ f < Mo(O).

c

(2) [f=0,siC es de contenido cero.
c
(3) Existe A € [m, M] tal que [ f = Av(C).
c

Demostracion. (1) Las Definiciones 5.4.2 y 5.4.3 junto con la Proposicién 5.4.3 implican
que C es medible Jordan, y su contenido es v(C) = [ 1. Ademds, como m < f(x) < M,

C
para todo x € C, las propiedades (2) y (3) de la Proposicién 5.4.5 y la Definicién 5.4.3
implican (1) ya que

mv(C):m/Il:/mg/fg/M:M/II:MU(C).
C C C C C

(2) Sigue directamente de la propiedad (1) anterior y de la Proposicién 5.4.4.(4) ya que
C' es de contenido cero, i.e., v(C) = 0.
(3) Si C es de contenido cero, entonces la igualdad se cumple para todo A € IR por (2).

Si C no es de contenido cero, entonces la igualdad se cumple al elegir A = [ f/v(C) (esta
c
propiedad se conoce como el Teorema del Valor Medio de la integral). W

El siguiente resultado establece la propiedad aditiva de la integral con respecto a
ciertos conjuntos medibles Jordan.
Proposiciéon 5.4.7. Si f : IR" — IR es una funcién integrable sobre dos conjuntos

medible Jordan C' y D, entonces f es integrable sobre C' N D y C' U D. Ademsds, si
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Int(C' N D) = ¢, entonces

/f=c/f+D/f.

CcuD

Demostracion. En primer lugar nétese que por la hipétesis de C' y D, la Proposiciéon
5.4.4 (2) implica que CND y CUD son medible Jordan, lo que junto con la hipétesis para
f aseguran que f es integrable sobre CN Dy C'UD (ya que se cumplen las condiciones
CI1y CI2 para f y cada uno de dichos conjuntos). Ademds, como Int(C' N D) = ¢, la
Proposicién 5.4.4(4) implica que CN D es de contenido cero, y por la proposicién anterior

(5.4.6(2)) resulta que [ f=0.
cnD

Ahora demostramos la propiedad aditiva de la integral de f con respecto al conjunto
CuUD.

Sea A C IR" un rectingulo tal que C U D C A. Por la Definicién 5.4.2 se tiene que
las funciones fo, fp, fcnp v focup son integrables sobre A. Si P es una particiéon de A,
entonces la suma superior asociada al par (foup, P) es,

U(foup,P) =Y _ M(foup) - v(S)
S

donde la suma se extiende sobre todos los rectangulos S determinados por P. En parti-
cular, si S(C), S(D) y S(C N D) denotan las partes de dicha suma formadas, respectiva-
mente, por aquellos términos asociados a los rectangulos S € P que intersectan a C, D y
C N D, entonces se tiene que

U(foup,P) = S(C) + 5(D) - S(CN D),

y por la definicién de fo, fp vy fenp, resulta que S(C), S(D) y S(C N D) corresponden
precisamente a la sumas superior de dichas funciones determinadas por la particién P de

A, y como f feap = [ f =0, las Definiciones 5.1.6 y 5.1.7 implican que dado ¢ > 0,
cnD
existe P’ part1c1on de A tal que U(focup,P’) < e, y por lo tanto, si P* es un refinamiento

comun de P y P’ se tiene que

U(fcup, P*) = §*(C) + §*(D) — $*(CN D),
donde S*(C), S*(D) y S*(CN D) tienen el mismo significado que S(C), S(D)y S(CND),
con respecto a la particién P*. La relacién entre estas sumas superiores y los valores de

las integrales de las funciones fo, fp v fonp (siendo cada uno de ellos, el infimo de las
correspondientes sumas superiores), implica que

/fc, S*(D /fp, y S*(CnD)<e
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y de estas desigualdades sigue que

U(foup,P /fc+/fp—6

y esto significa, por la Definicién 5.1.6, que la integral superior de foup sobre A es igual

a ]AfouD :/fC‘l‘/fDa
A A

y como f es integrable sobre C'U D, la igualdad anterior junto con la Definicion 5.4.2

implican la propiedad aditiva, i.e.,
[t=[s+]1
c D

CcuD

completando la demostracién. W

Corolario 5.4.8. Sea f: IR" — IR una funcién integrable sobre dos conjuntos medibles
Jordan C'y D. Si f > 0 en C' U D, entonces

[t<[r+]s
CcubD C D

Demostraciéon. La hipétesis para C' y D y las propiedades (2) y (3) de la Proposicién
5.4.4 implican que C'— D es medible Jordan (ya que C—D = C—(CND)y (CnD) C ),
ycomo CUD = (C—-D)uDy (C—-D)nD = ¢, la proposicién anterior implica que

[= ] f—/f+/f,
CuD (C—D)uD D
y el corolario sigue de la Proposicién 5.4.5(6) y de la hipétesis f > 0 en C U D ya que
[ r<ff n
Cc-D c

En la siguiente proposicion se demuestra que, bajo ciertas condiciones, el conjunto
de las discontinuidades de una funciéon acotada sobre un conjunto acotado, es ignorado
por la integral.

Proposicion 5.4.9. Sea f: IR" — IR una funcién integrable sobre un conjunto acotado
C, y sea Z C C un conjunto de contenido cero. Si g : IR" — IR es una funcién definida y
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acotada en C tal que g(x) = f(x), para todo x € C — Z, entonces g es integrable sobre

C' y se cumple que
/g - /f.
C C

Demostracién. La hipétesis para f asegura que C es medible Jordan (se cumplen
condiciones CI1 y CI2 para f y C). Ademds, la definicién de g implica que B; C
By U Z, donde By y B, denotan los conjuntos de puntos de discontinuidad de f y g,
respectivamente, y como Z es de contenido cero, se tiene que B, es de medida cero (ya
que By lo es, por hipétesis), y por lo tanto, las condiciones CI1 y CI2 también se cumplen
para g y C, i.e., la funcién g es integrable sobre C.

Ahora demostramos que [ g = [ f, y para esto consideramos la funcién h = f — g
C c
definida en C. Las propiedades (2) y (3) de la Proposicién 5.4.5 implican que h es

integrable sobre C' y que f h = f - f g. Por otra parte, C — Z es medible Jordan ya
C c C

que C'y Z satisfacen la Proposicién 5.4.4(3), y como Int((C'— Z)NZ) = ¢, la proposicién
anterior aplicada a la funcién h y al conjunto C' = (C' — Z) U Z implica que

[r= [ n+[n=0
c c-Zz z

ya que h(x) = f(x) — g(x) = 0, para todo x € C — Z (lo que implica que la integral
de h sobre C' — Z es igual a 0), y la funcién h y el conjunto Z satisfacen la Proposicién
5.4.6(2) (i.e., la integral de h sobre Z también es igual a 0), y por lo tanto, la proposicién
sigue de la definicién de h. W

Este resultado permite extender la definicién de la integral a funciones que no estdn
definidas o no son acotadas en todo el conjunto de integracién. En efecto, si C es un
conjunto acotado medible Jordan, y si f es una funcién definida, acotada e integrable
en C'— 7, siendo Z C C de contenido cero, entonces se puede decir que f es integrable
sobre C' y definir la integral de f sobre C' como la integral de f sobre C'— Z, i.e.,

C/fzc_/zf,

y esto iltimo se justifica por el resultado anterior en el sentido que el dominio de f es
extendido a todo el conjunto C, definiendo f en Z de modo que f sea acotada en todo
el conjunto C. En particular, si f(x) = 0, para todo x € Z, entonces

C/fz!fc_z,
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donde fO—Z = f . ]10_2.

Las definiciones y los resultados que se han presentado permiten dar respuesta al
siguiente problema: “Dada una funcién f : IR" — IR acotada en un conjunto acotado
C C IR", determinar si f es integrable sobre C”.

Sin embargo, la respuesta a este problema no incluye el valor de la integral (salvo
casos muy particulares), cuando la funcién es integrable. En la siguiente seccién se
establece un resultado que permite completar la respuesta al problema del calculo de la
integral de una funcién integrable f sobre el conjunto C.

5.5. El Teorema de Fubini e integrales iteradas.

En el caso de funciones de una variable, el valor de la integral de una funcién sobre un
intervalo dado, se obtiene mediante la aplicacion del Teorema Fundamental del Célculo,
y la dificultad que presenta dicho cdlculo depende de la funcién que se integra (i.e.,
la dificultad estd en la determinacién de una primitiva o antiderivada de la funcién en
cuestién). En el caso de varias variables, en general, la mayor dificultad que presenta
el cédlculo de la integral miultiple estd determinada por la regién de integracion. Mas
precisamente, la dificultad se debe a la forma que puede tener la frontera de la regién
de integracién. Sin embargo, el problema del cdlculo de integrales miltiples (tal como
se demuestra més adelante), puede ser resuelto en forma similar a la manera como se
calcula la diferencial de una funcién escalar: Si f : IR" — IR es diferenciable en un punto
a, entonces la diferencial de f en a se obtiene mediante el cdlculo de las derivadas de n
funciones de una variable real asociadas a f. Similarmente, si f : IR" — IR es integrable
sobre un conjunto acotado C, entonces la integral de f sobre C se obtiene mediante el
calculo de las integrales de n funciones de una variable real asociadas a f.

El siguiente ejemplo ilustra la afirmacién anterior.

Ejemplo 5.5.1. Sea f : IR* — IR la funcién definida por f(z,y) = zy?, y sea
O={(y)}:0<y<1-220<z<1)

Claramente, la funcién f es diferenciable en IR? (por el dlgebra de funciones aplicada
a f=m -mg-me),y por la Proposicién 3.2.1 se tiene que la matriz Jacobiana de f en
(a1,a9) es igual a la matriz de las derivadas parciales de f en (a1, a2), i.e.,

Flanaz) = (L a) Paran) = @ 20100),

oy

donde %(al,ag) y g_g(al,GQ) se obtienen como las derivadas de las funciones de una

variable real definidas por: g(zr) = za3 y h(y) = a1y?, ie., %(al,@) = ¢g'(a1) y
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g—;(al,az) = h/(as) y estos nimeros determinan la diferencial de f en (aq,a2), ya que

por la Definicién 3.1.2 y la Proposicién 3.2.1 se tiene que

D(f, (ar,a2))(@,y) = f'(ar, a) - (j) — a2+ 2a1a29.

Lo anterior también se puede obtener mediante el calculo de las funciones correspon-
dientes a las derivadas parciales de f. Recordar que estas funciones quedan definidas
como sigue.

Para cada y € IR (fijo) sea g, : IR — IR definida por g,(z) = f(z,y), i-e., gy(z) =
zy?. Como g, es derivable (“con respecto a ), entonces g9,(z) = y?, y por definicién,

resulta que 9 (z,) = g (¢) = v%, y 9 (a1,a2) = a3.

Andlogamente, para cada ¢ € IR (fijo), se define la funcién h, : IR — IR tal que

he(y) = f(z,v), i.e., hz(y) = zy?, y la derivada de h, (“con respecto a y”) es la funcién
%, Le., Z—i(x,y) = h,(y) = 2zy,y Z—;(al,az) = 2a;0s.

Ahora consideremos el problema de calcular la integral de f sobre C. Primero, notar
que la funcién fo : IR?> — IR definida por

retw = {3 TEDE,

es integrable sobre el rectdngulo A = [0, 1] x [0, 1] porque C C A es medible Jordan y f
satisface la Proposicion 5.4.2 en A ya que el conjunto

B = {(z,y) : fc es discontinua en (z,9)} = {(z,y) :y =1—2%,0< z < 1},

es un conjunto de medida cero. Ademds, la Definicién 5.4.2 establece que [ f = [ fc,
c A
y por lo tanto, el problema a resolver es el cdlculo de la integral de fo sobre A, para

lo cual usaremos funciones de una variable asociadas a f y que son definidas en forma
andloga a las funciones g, y h,.
Para cada y € [0, 1], sea g, : IR — IR la funcién definida por g,(z) = fo(z,y), para
0<z<1, e,
2 .
S zy® si(zy)eC
=15 Slnge

y como y € [0, 1] esta fijo, la definicién de C implica que (z,y) € C'si 0 <y <1 — z?,
ie.,, 0 <z <+/1—1y,y por lo tanto,

(z) = zy?, si0<z < I—y
Iy 0, sivI—y<z<l.
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Por definicién, el dominio de g, es el intervalo [0, 1], sin embargo, la parte efectiva de
su dominio, i.e., la que estd relacionada con C, es el intervalo [0,+/1 — y], el cual puede
ser identificado con el conjunto que resulta al intersectar C' con la recta paralela al eje
X que pasa por el punto (0,y).

La Figura 5.5.1 ilustra la parte efectiva del dominio de g, para los casos: (a) y = 0;
(b)0<y<TLy(c)y=1

Figura 5.5.1.
La Figura 5.5.2 ilustra el gréafico de la funcién g, (en el plano XU), para cada uno

de los casos indicados en la figura anterior (para evitar ambigiiedad, se usa la letra U
para identificar al eje de las “ordenadas” en el plano RZ).

Figura 5.5.2.

Claramente, para cada y € [0, 1] (fijo), la funcién g, (de una variable), es integrable
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sobre el intervalo [0, 1], y por el Teorema Fundamental del Célculo, resulta que

1 Vi—y 1—y
/gy / zy’dz = y? / vde=y>- o [§ 7,
0 0

1
ie., [gy(z)dr = %(1 —y) - 4%, y este ntimero (que depende de y), es el drea de la regién
0

en el plano XU determinada por el grafico de g, y el eje X. Sin embargo, como dicho
plano XU se puede identificar con el plano en IR® cuyos puntos (1,22, 23) tienen su
segunda coordenada zo = y (fijo), el 4rea de la regién mencionada coincide con el area
de la region contenida en el plano x5 = y, y que estd determinada por la interseccién del
grafico de f con el plano z9 = y y el segmento lineal [0, 1] x {y} x{0}. Esta interpretacién
geométrica es andloga a la que se establece en la definicién intuitiva de la integral de una
funcién de una sola variable real, y por lo tanto, si y’ e y” estdn en [0,1] con ¢y’ < y”
e y” — vy’ pequeno, entonces el volumen de la regién limitada por el gréifico de f y el
rectangulo [O 1] x [y, y"] x {0} (contenido en el plano z3 = 0), es aproximadamente igual

fgy )dz, para cualquier y fijo en [y’, y"'], y por lo tanto si {t1,...,¢,} es una

particion de [0, 1]y si Cx = [0,1] X [tg, tr+1] para k = 1,...,p— 1, entonces el volumen de
la region bajo el grafico de f es igual a
1

p 1 p 1
/f (te+1 — tr) /f (tgs1 — tx) - /gyk(ﬂﬁ)
k=1 k=1

0

donde y;, es un punto cualquiera (ﬁ]O) en [tg,tx+1], y como la funcién g, es integrable
sobre [0, 1] para cada y € [0, 1], la segunda suma puede ser considerada CcOmo una suma

de Riemann de la funcién G : IR — IR definida por G(y f gy(x)dz;para0 <y <1,y

por lo tanto , se tendrd que la integral de f sobre C es 1gual a
1

1= / Gy = | ( / g, (2)dz)dy,
C 0 0

1= / ( ]_yf(x y)de)d
C 0 0
=/1%(1—y)y2dy
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Si se procede en forma anéloga con la funcién h, : IR — IR definida por h.(y) =
fe(z,y), para 0 <y <1y zx€]|0,1] (fijo), también se deberia cumplir que

/f:/lH(a:)dx
c 0

donde H : IR — IR es la funcién definida por

= /1 hy (y)dy

La definicién de h, implica que

1—g2
1
ry’dy = gx(l — z?)3,
0

y por lo tanto, H es integrable sobre [0,1] y

/1H(x)da: =

y con esta igualdad se comprueba que

wl =

1
1
1— 23d -
/x( z*)’dz 51
0

/f:/l(]_fa:ydx /ll]mz f(z,y)dy)d %
c 0 0 0 0

En la siguiente proposicién, conocida conmo el Teorema de Fubini, se demuestra
formalmente el resultado establecido en el ejemplo anterior.

Proposiciéon 5.5.1. Sean A C IR" y B C IR™ rectangulos y sea f : IR" x R™ — IR
una funcién integrable sobre el rectdngulo A x B. Para cada y € B sea gy : IR" — IR la
funcién definida por gy (x) = f(x,y), para todo x € A, y sean G* y G* las funciones de
IR™ en IR definidas en B por

G'(y) =gy, A) v G°(y)=1I(9y,4), y€B.
Entonces, G* y G° son integrables sobre B, y
[=]e=]e
AXxXB B
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Demostracion. Se demostrard que la funcién G" satisface la Definicién 5.1.7 en B, i.e.,
I(G*,B) = I(G*, B) y que este nimero es igual a la integral de f sobre A x B. Un
argumento similar permite deducir el mismo resultado para la funcién G?.

Sean P4 y Pp particiones de A y B respectivamente, y sea P la particion de A x B
determinada por P4 y Pp de manera tal que cada subrectangulo S € P es de la forma
S =54 xSp,donde Sy, € P4y Sp € Pp.

La definicién del volumen de un rectdngulo (Definicién 5.2.1) y las propiedades
del infimo implican que para cada subrectdngulo S4 X Sp se tiene que v(Sa X Sp) =
v(Sa)-v(SB) vy que inf{f(x,u) : (x,u) € Sa x Sp} <inf{f(x,y) : x € Sa}, para cada
y € Sp, y como gy(x) = f(x,y) para todo x € A, la desigualdad anterior implica que
para cada y € Sp,

MsSyxSp (f) = iIlf{_f(X, u) : (X, 11) € 54 % SB} < inf{g}’(x) X € SA} =Mmsy (g}’)’

ie., ms,xs,(f) <ms,(gy), para cada y € Sg, y por lo tanto,

D msaxss () v(Sa) < ms,(gy) - v(Sa) = Ligy, Pa) < I(gy, A),
Sa

ie., Soms,xss(f) - v(Sa) < Gi(y), para cada y € Sp, y en particular, se cumple que

Sa

S msaxss (f)-v(Sa) < mg, (GY).

Sa
Por otra parte, como P es una particiéon de A x B, sigue que

st U(S Z mSAXSB U(SAXSB)

Sa,SB

= Y msaxss(f)-v(Sa) - (SB)

Sa,SB

= (. msaxss () - v(S4)) - v(S5)
SB SA
<> ms, (GF) - v(Sp)
SB
ie., L(f,P) < L(G", Pp).
Un argumento similar, aplicado a Ms, xs; (f) y a U(f,P), implica que U(G*, Pp) <
U(f,P),y como G* < G*, sigue que

L(fa 7)) < L(GlaPB) < U(GzaPB) < U(GS,PB) < U(fa P)a
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y estas desigualdades junto con la hipdtesis de que f es integrable sobre A x B (i.e.,
sup{L(f,P)} = inf{U(f,P)}), implican que G® es integrable y que I(f,A x B) =
I(GY, B).

La proposicién también es vilida para G° y su justificacién sigue al aplicar el
argumento anterior obteniéndose las siguientes desigualdades,

L(fa P) S L(GZ7PB) S L(GS,PB) S U(GSvPB) S U(fa P)a
las cuales implican que G* es integrable sobre B y que I(f,A x B) = I(G*,B). 1

En el resultado anterior también es habitual la siguiente notacién,

[ 1= [ =[] rxzianiy = [ ([ sxyanay = [
B —A B

AxB B B A

Ademads, un argumento similar permite demostrar que

[ 1= =[] seyayix= [ / fxy)dy)x = [
A A —B A B A

AxB

donde H® y H® son las funciones de IR" en IR definidas por H*(x) = I(hx,B) y
H?s(x) = I(hx, B), para x € A, siendo hx : IR™ — IR la funcién asociada a x € A
(fijo) y definida por hx(y) = f(x,y), para todo y € B.

El resultado anterior y las dltimas notaciones permiten justificar la siguiente defini-
cidn.

Definicién 5.5.1. Las integrales de las funciones G*, G* y H*, H® reciben el nombre de
integrales iteradas de f segun las ordenes dxdy y dydx, respectivamente.

Claramente, si f es continua en A x B, entonces las funciones gy y hx son integrables
para cada x € A y cada y € B, y por la Definicién 5.1.7, se cumple que G* = G° y
H' = H®, y ademds, por la Proposicién 5.5.1 se tiene

| 1= [([ sxemimax= [([ rxy)aniy.
AxXB A B B A

La observacién anterior es habitualmente identificada con el Teorema de Fubini,
debido a que en la practica la funcion f es continua en A x B. Sin embargo, hay
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casos en los cuales la funcién g, 6 hx no es integrable para algin y 6 x, atn cuando
f sea integrable, y en tales casos el Teorema de Fubini debe ser aplicado tal como esta
establecido (i.e., se deben considerar las funciones G* y G° 6 H' y H®). El siguiente
ejemplo ilustra uno de esos casos.

Ejemplo 5.5.2. Sea C' C [0,1] el conjunto formado por los racionales de la forma
x =p/q, con py q primos entre si, y sea f :[0,1] x [0,1] — IR la funcién definida por

1 si z es irracional
flz,y)=<1 si x es racional e y es irracional
1 —

% si x € C' e y es racional.

La funcién f es integrable sobre [0,1] x [0, 1] ya que I(f) = I(f) = 1. En efecto, si
P es una particién cualquiera de [0,1] x [0, 1], entonces para cada subrectdngulo S € P
se tiene que

Ms(f) =sup{f(z,y): (z,y) € S} =1
ya que S contiene puntos (z,y) con z irracional, y por lo tanto

U, P) =3 Ms(f)-o(8) = 3 v(8) = ([0, 1] x [0,1]) = 1,
S

S

y esto implica que I(f) = inf{U(f,P)} = 1. La justificacién de que I(f) = 1 se deja
propuesta como ejercicio.

Consideremos ahora, para cada x € [0, 1], la funcién h, : [0,1] — IR definida por

ha(y) = f(z,y),y € [0,1].
Si x es irracional, entonces h,(y) = 1, para todo y € [0, 1], y claramente h, es

1 1
integrable sobre [0,1], y se tiene que, H*(z) = H*(z) = [ hy(y)dy = [ 1dy = 1.
0 0
Si z es racional y x € C' (x = p/q), entonces
1 si y es irracional

ha(y) = { 1— ¢ siy es racional,

y por lo tanto, si P’ es una particién de [0, 1], resulta que para todo subintervalo S € P’
1
Ms(hy) =1 'y mg(hy)=1- p
ya que S contiene puntos (z,y) cuyas segundas componentes son nimeros racionales e
irracionales y de esto sigue que
1
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y por lo tanto,
y H(z)=1I(h,) =1,

0,1] cuando z € C, ya que I(h,) # I(h;).

—

i.e., la funcién h, no es integrable sobre

1
En resumen, para cada z € [0,1] se tiene que la integral [ f(z,y)dy existe (y es
0
igual a 1) si x es irracional y no existe si = es racional, y por lo tanto, la integral iterada
11

J(f f(z,y)dy)dz no existe, y por lo tanto, [  f# fl(} f(z,y)dy)dz.
0 00

0 [0,1]x[0,1]

El resultado anterior parece contradecir el Teorema de Fubini. Sin embargo, no
hay tal contradiccién ya que el teorema establece que las funciones H® y H*® son inte-
grables sobre [0, 1], y no asegura nada respecto de la integrabilidad de la funcién h,, y
en consecuencia debe ser aplicado de acuerdo a su enunciado.

Claramente, si A = [a1,b1] X ... X [ap,b,] C R" ysi f: A — IR es una funcién
que se comporta bien respecto de la integrabilidad (e.g., f es continua en A), entonces
el Teorema de Fubini puede ser aplicado en forma reiterada, obteniéndose las siguientes
igualdades

by by
[1= [ (] 1o, iz,
A an al
b"'(n) bo’(l)
= /((/ f(z1, ., 2n)d2 o (1)) )dT o (n),
@ (n) 0o (1)

donde o es una permutacién del conjunto {1,2,...,n}.

Si C' C A es un conjunto medible Jordan, entonces el Teorema de Fubini también
puede ser usado para calcular la integral de f sobre (', aplicando la observacién anterior

alaigualdad: [ f = [ f-1¢. En los siguientes ejemplos se ilustra tal aplicacién.
c A

Ejemplo 5.5.3. Sea C C IR? el conjunto formado por los puntos (x,y) tales que,
y>1—|z); 224+92<4; -1<x<2 y 0<y<2 Sif:R>— IR eslafuncién
definida por f(z,y) = zy, calcular (si existe) la integral de f sobre C.

La Figura 5.5.3(a) ilustra al conjunto C' (regién achurada).
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Figura 5.5.3

En primer lugar, nétese que el conjunto C' estd contenido en el rectangulo A =
[—1,2] x [0,2], y que la frontera de C estd formada por la unién de cuatro segmentos
lineales y un arco del circulo centrado en el origen y de radio 2. Como cada uno de estos
cinco conjuntos es de contenido cero, se tiene que la frontera de C' es de contenido cero,
y como f es continua en IR*(f = my - ), las Propiedades 5.4.2 y 5.4.3 implican que la
funcién f - ¢ es integrable sobre A, y por lo tanto, f es integrable sobre C' (Definicién
5.4.2). Ademss, si fc = f - 1 ¢, la Definicién 5.4.2 establece que

/f=/fc,
c A

donde fo :[—1,2] x [0,2] — IR es la funcién definida por

f(z,y) si(z,y)eC
fC(‘”’y):{o ! si(m,Z)EA—C’.

Otra manera que permite justificar la integrabilidad de la funcién fo sobre A, con-
siste en comprobar que f¢o satisface la Proposicion 5.4.2 en A. La siguiente argumentacion
muestra que esto iltimo se cumple para el ejemplo que estamos considerando.

Por la definicién de la funcién fo, el conjunto B de los puntos de discontinuidad
de fo en A, estd formado por el arco circular (determinado por: z? + y? = 4, para
-1 <2z<2y0<y<2)y dos segmentos lineales (determinados por: y = 1 — |z|, para
—1 <z <1),ycomo cada uno de estos tres conjuntos es de medida cero, la Proposicién
5.3.1(5) implica que B es de medida cero, y por lo tanto, la Proposicién 5.4.2 se cumple

para fo y A.

La integrabilidad de fc sobre A permite la aplicacién del Teorema de Fubini, i.e., la
integral de fo sobre A es obtenida mediante el calculo de cualquiera de las dos integrales
iteradas. Para una mayor ilustracién, calcularemos ambas integrales iteradas.
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Célculo de la integral en el orden dzdy. Segun la Proposicién 5.5.1 se debe considerar,
para cada y € [0,2], la funcién g, : IR — IR definida por g,(z) = fc(z,y), para todo
z € [—1,2], y con ella obtener la funcién G* : IR — IR definida por G*(y) = I(gy, [—1, 2]).
La funcién G* es integrable sobre [0, 2] y la integral de G* (con respecto a y) es la integral
iterada de f en el orden dxdy.

Sea y € [0,2]. La funcién g, : [-1, 2] — IR queda definida por

| f(z,y), size[-1,2]y (z,y) € C
gy(“’)_{o, ! sixG[—1,2]§(x,Z)¢C,

ysiCy =A{(z,y): (z,y) € C,—1 <z < 2}, entonces Cy = ([—1,2] x {y}) N C y se tiene

que
| flz,y) si(z,y) €y
gy(.’B) - {(] Y si (va) ¢ Cya

i.e., la funcion g, queda totalmente determinada mediante el conjunto Cy, el cual a su
vez se obtiene como la interseccién de la recta paralela al eje X (que pasa por el punto
(0,y)) con el conjunto C. Esta interseccién depende evidentemente de la forma que tiene
el conjunto C', y méas especificamente queda determinada por la frontera de C'. En la
Figura 5.5.4 se ilustran los diferentes tipos de conjuntos C, cuando: (a) 0 <y <1; (b)
1<y<+v3; (o) vV3<y<2

Figura 5.5.4.

Por la definicién de f, la funcién g, resulta ser integrable para cada valor de y en
cada uno de los tres casos (a), (b) y (c) ya que satisface la Proposicién 5.4.2 (admite a lo
mds cuatro puntos de discontinuidad en el caso (a) y dos puntos en los casos (b) y (c)),
y por lo tanto, la Definicién 5.1.7 implica que

G'(y) =gy, [-1,2]) = I(gy,[-1,2)) = G*(y) Z/gy(x)dw-
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Ademads, si G : IR — IR es la funcién definida por

2
/gy )dz, para y € [—1,2],
Z1

entonces el Teorema de Fubini establece que G es integrable sobre [0, 2] y que

/fc—/G(y :/2/29y(x)da:d

Para calcular la integral iterada resultante, se debe tener en cuenta que la funcién
gy depende del conjunto C,, para cada y € [0, 2]. Por lo tanto, si L, = {z : (z,y) € Cy},
los casos (a), (b) y (c) de la Figura 5.5.4 implican que

[_1a_1+y]u[1_y7\/4_y2]’ SIOSZ/SL
Ly: [_17V4_y2]7 811§y§\/§7
_\/4_y2,\/4_y2]’ Sl\/§§y§2,

y con estos conjuntos L, la funcién g, queda expresada por

- f(xay)a Siﬂ?ELy
gy(2) = {0, siz e Ly =[-1,2] - L,

y esto implica que la funcion G satisface,

Gly) = / ay(@)dz = [ g,@)do+ [ g,(@)dz = / f (@, y)de,

L, L L,

y usando la definicién de L, resulta que:

—1+y V4a-y?

- Si0<y<1,entonces Gly) = [ azyde+ [ azydz.
- Sil<y<+/3 entonces G(y) = [ wydz.
1

- Siv/3<y<2 entonces G(y) = [ zydz.



Ademads, como también se cumple que
2

/ jG @+/G@@+/G@@,

1 Vi
al reemplazar la correspondiente expresién de G(y), para y € [0, 2], se tiene que

2

2 1 —1+y 4—y? V3 V4-y? 2 4—y
/G )dy —/ / zydr + / rydx)dy + /( / zydzr) dy+/ / rydx)dy,
0 e 17y 1 1 V3 _Jip

v
y como [ zydr = $2%y/2ZY = 1(v? — u?)y, resulta que

V3

1402 =1+ (=) = (L= P ludy + [ Gl4= o) = Uudy

2

/G(y)dy =

0

[(4—9%) — (4= 9*)lydy

(NSRS

+
5\1\: Ot ~—~— -

ie.,

y por lo tanto, se concluye que

Z}:Zk:!GM@:_

Ahora calculamos la integral iterada en el orden dydx siguiendo una argumentacion
andloga a la descrita anteriormente. Por lo tanto, se parte considerando para cada
z € [—1,2], la funcién h, : [0,2] — IR definida por h,(y) = fo(z,y), para y € [0, 2], i.e.,

ho(y) = { f@Y), siv €02y (@y) €0
N 0, siy€[0,2]y (z,y) ¢ C,

En este caso, el conjunto C, es la interseccién de la recta paralela al eje Y (que pasa
por el punto (z,0)), con el conjunto C. En la Figura 5.5.5 se ilustran los diferentes tipos
de conjuntos C, cuando (a) -1 <z <0; (b)0<z<1; (c)1<z<2.
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Figura 5.5.5.

La justificacion dada a la integrabilidad de las funciones g, se puede también aplicar
a las funciones h;, lo que permite asegurar que cada funcién h, es integrable sobre [0, 2],
y por lo tanto, esto permite definir la siguiente funcién H : [—1,2] — IR,

2
/hm )dy, para xz € [—1, 2],
0

la cual es integrable sobre [—1,2] (por el Teorema de Fubini), y satisface la siguiente

igualdad )
/ fo = / Ha)do = [ ( [ hal)dy)do

—1

Para calcular esta integral iterada (segun el orden dydz), se consideran los conjuntos
L, ={y: (z,y) € C,}, para x € [—1,2], los cuales quedan definidos de la siguiente
manera (al usar los casos (a), (b) y (c) de la Figura 5.5.5):

14+ z,vV4—22], si—1<z<0,
Ly=q[1—z,V/4—22], si0<z<1,
[0,v4 — x?], sil<z<2,

y usando estos conjuntos la funciéon h, resulta ser

hﬂﬂ(y)_{o, siye Le=10,2] — Ly,
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y esto a su vez implica que la funcion H queda definida por:
Vica®
e Hz)= [ wxydy, si—1<z<0.
1+x
Va—zx2
e Hz)= [ zydy, si0<z<1.
l1—x
Vi—a?
e Hz)= [ wzydy, sil<z<2,
0
y como también se cumple que

jH@M:iH@m+jH@m+iHmM

si se reemplazan las correspondientes expresiones de H(z), segin x € L,, resulta que

Va= 2
/ zydy)dz + / / zydy)d
1—x 1

—
=
&

=
8
Il
'l“\o
—
8
N
QL
QQ
Q.
8
+
\H

—1 1+x 0

::/%Kmﬂﬁ%%1+ﬂﬂwx+/§K4—x)—ﬂ—wfh@H:/%@—w%ﬂm
[ ,

:5/(430—33 )dx

_9

-2

lo que comprueba el Teorema de Fubini para este ejemplo, i.e.,

/f=/fc:i(ifo(x,y)dx)dyz/2(/2fo<x,y)dy)dx=g.
C A 0 -1 -1 0

A continuacién se describe el procedimiento ilustrado en el ejemplo anterior, que

permite calcular la integral de una funcién acotada f : IR®> — IR sobre un conjunto
acotado C' C IR® (cuya frontera es la unién de un niimero finito de curvas), mediante el
célculo de una integral iterada.

1. Determinar si f es integrable sobre C (para esto basta dar una argumentacién similar

a la presentada en los Ejemplos 5.4.1, 5.4.2 y 5.5.3).
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2. Determinar los valores extremos (minimo y méximo) que pueden tener las variables

z e y de modo que (z,y) € C. Supongamos que a y b denotan dichos valores para
x y que ¢y d son los correspondientes para y (i.e., C' C [a,b] X [c,d]).
Los siguientes pasos estan referidos para el cdlculo de la integral iterada en el orden
dxdy. Un argumento similar, intercambiando los roles de las variables x e y, permite
el calculo de la integral iterada en el orden dydz (esto tltimo se deja propuesto como
ejercicio).

3. Para cada y € [c,d], determinar el conjunto Cy = {(z,y) : (z,y) € C} y sea
L, ={z: (z,y) € Cy}. Graficamente, C, se obtiene al intersectar la recta paralela
al eje X que pasa por el punto (0,y) con el conjunto C'y L, C [a,b] resulta ser
la proyeccién de C, sobre el eje X. Se supone que cada L, es un intervalo 6 la
unién de un ndmero finito de intervalos disjuntos contenidos en [a, b, y por lo tanto,
la frontera de L, estd formada por un nimero finito de puntos (correspondientes
a los extremos de los intervalos que forma L, ), y en este caso existe una funcién
u: IR — IR tal que y = u(x), ya que la frontera de C' es una unién finita de curvas en
el plano (que “encierran” al conjunto C), y tales curvas corresponden a los gréficos
de ciertas funciones de IR en IR, las que se suponen conocidas a partir de la definicion
del conjunto C. Evidentemente, tales funciones determinan la forma que tiene la
frontera de C, y por lo tanto, si dichas funciones son diferentes, entonces la frontera
de C contiene puntos (z’,y’), (z”,y") vy (Z,7) tales que la curva que une (z’,y’) con
(Z,7) en la frontera de C es diferente a la curva que une (Z,y) con (z”,y"”) en la
frontera de C, i.e., el punto (Z, 7), indica un cambio en la forma que tiene la frontera
de C (e.g., los puntos (0,1) y (—1,v/3) en el ejemplo ilustrado en la Figura 5.5.4).

4. Determinar todos los puntos en [c, d] que cumplan la propiedad que tiene g (descrita
en el punto anterior). Supongamos que yq, ...,y, con ¢ < y1 < ... < y, < d, son tales
puntos, y para k=1,...,p+ 1, sea

Li={z:(z,y) €Cy},  wr-1<y<ur

donde yo =cy yp+1 =d.
5. Para cada k = 1,...,p+ 1, calcular

Yk

= [ | [ @iz |
i

Yr—1

La integral entre paréntesis corresponde a la integral (con respecto a la variable x)
de la funcién g,(z) = f(z,y) sobre el conjunto L’;. El resultado de esta integral
determina una funcién en la variable y, la que se integra sobre el intervalo [yx—1, Y]
La integral iterada de f sobre C' en el orden dzxdy esta dada por

/(/f(a:,y)da:)dy =L+..+ .

C
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En el siguiente ejemplo se aplica el teorema de Fubini para el caso de tres variables,
y se comprueba que las integrales iteradas “triples” pueden ser calculadas usando un
procedimiento similar al descrito para el caso de dos variables.

Ejemplo 5.5.4. Sea R C IR® el conjunto definido por
R={(z,y,2): 22+ <22,0<z <1,y >0,0< z < 2}.

Calcular [ f, donde f(z,y,2) =y (ie., f = m2).
R

Solucién. Como f = w5 es una funcién continua en IR3, la Proposicién 5.4.2 establece
que f es integrable en todo rectdngulo A C IR®, y por lo tanto f es integrable sobre R si
el conjunto R es medible Jordan, ya que en tal caso las Definiciones 5.4.2 y 5.4.3 junto
con la Proposicién 5.4.3 implican que la funcién fr = f - 1r es integrable en cualquier
rectangulo A que contiene a R, siendo 1r la funcién caracteristica de R, y ademds,

también se cumple por definicién que [ f = [ fg.
R A

Para usar el argumento anterior basta comprobar que la frontera de R es un conjunto
de medida cero (Definicién 5.4.3). Esto dltimo es un problema que se resuelve en dos
etapas: primero, se debe determinar el conjunto de puntos que forman la frontera de
R, y luego comprobar si tal conjunto es de medida cero. Evidentemente, cada uno de
estos problemas, puede ser muy complicado de resolver debido a la “forma” que tenga
la regién R, la que en varios casos ni siquiera es posible “visualizarla”. Sin embargo, en
aquellos casos, como el del presente ejemplo, donde la regién R estd definida mediante
un numero finito de desigualdades, es posible determinar si la frontera es un conjunto de
medida cero, ain cuando no se conozca la forma de la region R.

En primer lugar se debe notar que un punto (z,y, z) € Fr(R) si las coordenadas z,y
y z satisfacen como igualdad al menos una de las desigualdades que definen a R. Por
ejemplo, el punto (1, 1,/2) satisface z2 +y? < 22 y < 1 como igualdades (las restantes
desigualdades: > 0,y > 0y 0 < z < 2, las satisface en forma estricta). Ademds,
cada una de tales igualdades define (implicitamente) una superficie suave en IR (e.g., el
conjunto de todos los puntos (z,y, z) € IR? tales que z = 1 es el plano paralelo al plano
(Y, Z) y que contiene al punto (1,0,0)), y por lo tanto, la frontera de R es la unién de
un ndmero finito de pedazos de superficies suaves. Las Proposiciones 5.3.1(5) y 5.3.5
implican que Fr(R) es un conjunto de contenido cero, y como R es acotado, resulta que
R es un conjunto medible Jordan (Definicién 5.4.3). Esto dltimo junto con la Proposicién
5.4.3 aseguran que la funcién 1p es integrable sobre cualquier rectangulo A que contiene
a R, y como f = my es integrable sobre A, la Proposicién 5.2.2.(5) implica que fr es
integrable sobre A, y por lo tanto, la integral de fr sobre A (i.e., la integral de f sobre
R) se puede obtener mediante cualquiera de las correspondientes integrales iteradas (por
el Teorema de Fubini y Definicién 5.4.2).
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Calculo de la integral iterada en el orden dxdydz. Para realizar este calculo se aplica
el Teorema de Fubini usando un argumento similar al descrito en el Ejemplo 5.5.3.

Para comenzar, nétese que A = [0,1] x [0,2] x [0, 2] es un rectdngulo que contiene
a R, ya que las desigualdades que definen a R implican claramente que 0 < y < 2 para
todo (z,y,z) € R. En la aplicacién del Teorema de Fubini (Proposicién 5.5.1) a este
ejemplo, se identifica a IR® como el espacio producto IR? x IR, en el sentido que cada
punto (z,y,z) se identifica con el “par” ((z,y),z). En el teorema en cuestién, para
cada z € [0,2] se considera la funcién g, : IR?* — IR definida por g,(z,y) = fr(z,y, 2),
para todo (z,y) € [0,1] x [0,2] y se establece que la funcién G* : IR — IR definida por
Gi(z) = I(g.,[0,1] x [0,2]) para z € [0,2], es integrable sobre [0,2] y que la integral de
G sobre [0, 2] es igual a la integral de f sobre R. Ademaés, si la funcién g, es integrable
sobre [0, 1] x [0, 2] entonces el mismo teorema permite calcular G*(z) mediante una de las
dos integrales iteradas de g, sobre [0, 1] x [0, 2] (segun el orden dzdy o el orden dydzx), y
para esto 1iltimo se procede en forma similar a la descrita en el Ejemplo 5.5.3.

En el ejemplo que estamos considerando, la funcién g, queda definida por

_Jy, si(z,y,2) €ER,
9:(,y) = {O, si (z,y,2) € R,

donde R, = {(z,y,2) : (x,y) € [0,1] x [0,2] y (x,y,2) € R}, i.e., R, = ([0,1] x [0, 2] x
{z})N R ie., R es el subconjunto de IR® que se obtiene como la interseccién del conjunto
R con el plano paralelo al plano (X,Y’) y que contiene al punto (0,0, z). La Figura 5.5.6
ilustra al conjunto R, cuando : (a) 0 < z2<1y (b) 1< 2z <2 (en ambos casos el plano
de la figura estd formado por los puntos (z,y, z) con z fijo).

Figura 5.5.6
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La funcién g, del presente ejemplo es integrable sobre R, para cada z € [0, 2], y por
lo tanto, el Teorema de Fubini y las definiciones de G* y G* implican

') =) = [9.= [ [a.tewyisdy= [ [ gu(e,v)dyd
R, R, R,

2
y ademds se cumple que [ f = [Gi(z)dz = [ G*(z)dz.
R 0 0

Como en el presente ejemplo se pide calcular la integral iterada de f en el orden
dxdydz, el cédlculo de G*(z) se debe realizar mediante la integral iterada de g, sobre R,

en el orden dzdy.
Un argumento similar al descrito en el Ejemplo 5.5.3 implica que

Gi(z):/( / ydr)dy, si 0<z<1

y por lo tanto, para 0 < z < 1 resulta que

1
/yv22—ydy— (2% —y")¥2 /5 = 32°,
mientras que para 1 < z < 2 se tiene que
V221
) 1 1 1
G'(z) = / ydy + / YV 22 —yidy = - Z_1)+3:§z2_6’
0 Vz2—1
ie.,
1,3 :
ir,\ ) 3% si 0<z<1
G(z)_{gzZ—é, si 1<z2<2,

y por el Teorema de Fubini sigue que,

2 1 2
. 1, 1, 1 1
_ _ (¢ _ [z S22 da= — 41
/f ///ydmdydz /G(z)dz /32 dz+/(2z 6)dz 12-|—
R R 0 0 1
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ie., [ [ [ydzdydz = 1.
R

Para una mayor comprensién del calculo de integrales multiples mediante integrales
iteradas, comprobaremos el resultado anterior calculando la integral iterada en el orden
dzdydzx.

En este caso también se identifica a IR® con el espacio producto IR* x IR, pero
ahora cada punto en IR’ se identifica con el “par” ((z,%),z) de IR®> x IR ya que el orden
de integracién es dzdydz, y por lo tanto, para cada z € [0, 1] se considera la funcién
gz : IR* — IR definida por g,(z,y) = fr(z,y, ), para todo (z,y) € [0,2] x [0,2], i.e.,

y, si(z,y,2)€R,
) = {8 S g b
donde R, = {(z,y,2) : (2,y) € [0,2]x[0,2]y (z,y, 2) € R}, i.e., paracadax € [0,1], R, =
({z} x [0,2] x [0,2]) N R es el subconjunto de IR® que se obtiene como la interseccién de
R con el plano paralelo al plano (Y, Z) y que contiene el punto (z,0,0), y por lo tanto,
para z € [0,1] fijo (z,y,2) € Ry ssi 22 —y?>>22,0<y <2y 0<2<2. LaFigura 5.5.7
ilustra al conjunto R, (el plano de la figura estd formada por todos los puntos (z,y, 2)
con z fijo, y la identificacién de sus ejes se debe al orden de integracién dzdydz).

Figura 5.5.7

Para cada z € [0, 1], la funcién g, es integrable sobre R, y la aplicacién del Teorema
de Fubini implica que

G%ﬁ%ﬂm:/%://%www@://%ww@M
R, R,

R
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y que la integral de G* sobre [0, 1] es igual a la integral iterada de f sobre R en el orden
dzdydz, y debido a ésto el calculo de G*(x) se realiza mediante la integral iterada de
g, sobre R, en el orden dzdy. Siguiendo el argumento que se ha usado en los casos
anteriores para calcular integrales iteradas dobles, se tiene para este caso que

4—z2 2 4—z2

Gi(x) = /(\/Lydz)dy— [ vV =g - a4 5ot
0 N 0

y por el Teorema de Fubini, resulta que

/f ///ydzdyd“‘—/c*”(x o= [(G-a* = gade = 15,

lo que comprueba el resultado obtenido para la integral iterada en el orden dxzdydz.

5.6. Sistema de coordenadas curvilineas

En diversas aplicaciones del calculo de funciones de una o varias variables reales, la
dificultad que se presenta al resolver los correspondientes problemas puede ser reducida
en forma apreciable si se usa una manera adecuada de representar los valores que pueden
tomar las variables involucradas. La representacion habitual, para el caso de n variables,
se obtiene al identificar tales valores con las n coordenadas de un punto en IR"™ que
queda determinado en forma tnica mediante la interseccién de los n planos (de dimensién
n — 1) definidos implicitamente por las ecuaciones m;(x) = a;, para i = 1,...,n donde
a; es el valor asociado a la i-ésima variable, y a= (ay,...,a,) es el punto en cuestién.
Nétese ademds que el conjunto de todos los puntos de la forma (a1, ..., ¢;—1,t, @j41, -y Gp)
con t € IR, corresponde a una recta que contiene al punto a y tal conjunto puede ser
considerado como el resultado de una traslacién del eje X; segun el vector a , y por
lo tanto, de acuerdo a esta interpretacién el punto a es la interseccion de las n rectas
obtenidas mediante la traslacion de los n ejes coordenados, y los n niimeros a; se llaman
las coordenadas (cartesianas) rectangulares o rectilineas del punto a.

Evidentemente, el punto a también puede ser obtenido como la intersecciéon de n
conjuntos diferentes de los mencionados anteriormente. En esta seccion se establecen
las condiciones que deben cumplir tales conjuntos que permiten definir otros sistemas
de coordenadas, y para referirnos a estos sistemas el espacio IR" serd denotado por U™,
mientras que IR" serd identificado con el sistema habitual de coordenadas rectilineas.

Definicién 5.6.1 Sea T': U™ — IR" una funcién y sea C C Dom(T') un conjunto abierto.
Se dice que el par (T, C) define un sistema de coordenadas curvilineas ssi se cumplen las
siguientes condiciones:
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(1) T es una funcién 1 — 1 en C.
(2) T es continuamente diferenciable en C.
(3) T'(u) es invertible, para todo u € C.

Ademsds, si x€ T'(C), entonces las coordenadas curvilineas de x, determinadas por
T y C, son las coordenadas (rectilineas) del vector ue C tal que T'(u) = x, i.e., son los
nimeros uy, ..., u, tales que T'(uy, ..., u,) = (21, ..., Tpn)-

Nétese que las coordenadas curvilineas de un punto dado x€ T'(C) son tnicas, ya
que T es 1—1en C, y por lo tanto, existe un inico ue C tal que T(u) = x. Ademds, como
T restringida a C es invertible, resulta que u= T~1(x), donde T~! denota la funcién
inversa de T restringida a C.

La denominacion de coordenadas curvilineas se justifica de la siguiente manera.

Sea @ un punto dado en C' 'y x = T(a). Para cada k = 1,...,n, sea vy =
(Uiyeeey Upp—1, ty Ukt 1y .-y Up), 1.6, v difiere de @ en la k-ésima coordenada. Sean
o : IR — U™ y gr : IR — IR" las funciones definidas por ¢x(t) = vi vy gx(t) =
(T opg)(t),t € IR. Por Definicién 4.1.2 la funcién gy, define paramétricamente una curva
en IR" que contiene al punto X ya que g(ux) = T(pr(ar)) = T(@) = X. Ademéds, por la
Proposicién 3.1.3 la funcién gj, es diferenciable en uy y ¢'(ax) = T'(¢r(ax)) - ¢} (Gr) =
T'(u) - e, ie., g'(ux) es igual a la columna k de la matriz Jacobiana T”(u), y por
la Definicién 4.1.2 resulta que g’(@y) representa el vector tangente a la curva definida
paramétricamente por la funcién gi. Esta argumentacién implica que el punto X es la
interseccién de las n curvas definidas paramétricamente por las funciones gx, k=1, ..., n,
y los vectores tangentes a dichas curvas en el punto X son linealmente independientes
(porque T'(u) es invertible), y forman una base de IR". M4ds aun, la matriz 7'(a) deter-
mina una matriz de cambio de base, ya que si ¢, es la k-ésima columna de 7”(u), entonces
cx = g'(ux) = T'(1) - e, y por lo tanto, T'(@1) transforma la base canénica {e,...,e}
en la base {cy,...,c,} formada por los vectores tangentes a las curvas (definidas por las
funciones gx), en el punto x.

En lo que sigue, se describen los sistemas de coordenadas curvilineas més habituales
para los casos n =2y n = 3.

1. Sistema de coordenadas polares en el plano.

Sea U2 una copia de IR? formado por los pares (r,0), tales que —o0 < r < 00, ¥
—00 < 0 < 00, yseaT:U? — IR?, la funcién definida por

T(r,0) = (rcosf,rsend).

Nétese que el dominio de T es igual a 4? ya que el dominio de cada funcién compo-
nente de T es U? (T = (T1,T>), donde Ty = 71 - (cos o my) y Ts = m1 - (sen o wy), siendo

279



71 y 7o las funciones proyecciones en U2, i.e., w1 (r,0) = r y ma(r,0) = #). Sin embargo,
el dominio de T se restringe al conjunto formado por los puntos (r,60) con » > 0 (una
justificacién de tipo geométrica se da mds adelante). Ademds, la Proposicién 3.2.3(1)
implica que T es continuamente diferenciable en U? y como su matriz Jacobiana en (r, 0)

es
T'(r,0) = (cos@ —rsen@)

senf rcosd

resulta que T”(r,0) es invertible ssi r # 0, ya que el determinante de T"(r,0) es igual a
r, y por lo tanto, basta determinar un conjunto C' C U? en el cual la funcién 7 sea 1 —1
para concluir que el par (T, C) define un sistema de coordenadas curvilineas en el plano.

Para obtener tal conjunto C, consideremos dos puntos (r1,61), (r2,62) en el dominio
de T y supongamos que T'(r1,01) = T(re,02), i.e., ricosd; = racosby y risent; =
rosenfls. KEs facil comprobar que estas igualdades se cumplen si y solo si 71 = ro y
01, = 02+ 2k, para algun k € IN, y por lo tanto, la funcién 7" es 1 — 1 cuando su dominio
se restringe a un conjunto de la forma C' = {(r,0) : r > 0,0y < 0 < 0y +27}, para Oy € IR
fijo, y en tal caso el conjunto imagen de T es igual a IR* — {(0,0)}, ya que si (z,y) es un
punto cualquiera de IR* y (z,y) # (0,0), entonces existe un tnico punto (r,6) € C tal
que z = rcos e y = rsenfl. En efecto, los niimeros r y 0 definidos por r = /22 + 42 y
0 = arctg(¥), determinan el tinico punto (r,0) € C tal que T'(r,0) = (z,y). La Figura
5.6.1 ilustra la interpretaciéon geométrica que tienen tales nimeros r y 6: dado el punto
(z,y), el nimero r = y/x2 + y? corresponde al radio del circulo centrado en el origen
que contiene, evidentemente, al punto (z,y), y el niimero 6 = arctg(Z) es el 4ngulo que
forma el semi-eje no-negativo X con la semi-recta que comienza en el origen y contiene
al punto (z,y) (la medida del dngulo en radianes se calcula en la forma habitual, i.e.,
desde el semi-eje no-negativo X a dicha semi-recta en el sentido contra-reloj).

Figura 5.6.1.
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El argumento anterior justifica la siguiente definicién.

Definicién 5.6.2. La funcién T : Y% — IR* definida por T'(r,0) = (rcosb, rsen), para
r>0y0 <60 < 2m, define un sistema de coordenadas curvilineas en el plano, llamado
sistema de coordenadas polares. Ademads, si (x,7y) € IR? es un punto distinto de (0, 0), los
nimeros 7 = \/x? +y? y 0 = arctg(¥), se llaman las coordenadas (curvilineas) polares
del punto (z,y).

El hecho de que el origen (0,0) € IR? no admita coordenadas polares no tiene
mayor importancia, debido precisamente a la identificacion “punto a punto” que tiene el
conjunto C = {(r,0) : 7 > 0,0 < 0 < 21} C U? con el conjunto R? — {(0,0)}, i.e., si
S C IR? es un conjunto dado en IR?, entonces existe un (inico) conjunto R C U? tal que

(s 5 (0,0) ¢ S
T(R) = {S —{(0,0)}, si(0,0) € S,

y por lo tanto, si a priori se sabe que (0,0) € S, entonces al conjunto T'(R) se le agrega
el punto (0, 0).

Ahora, consideramos algunas propiedades de tipo geométrica que tiene el sistema
de coordenadas polares.

En primer lugar, nétese que el espacio U2, al ser identificado con una copia de IR?,
puede ser considerado como el producto cartesiano de dos ejes asociados a las variables
ry 0, y por lo tanto, cada punto (rg, ) € U? corresponde a la interseccién de las rectas
paralelas a los ejes coordenados, las que son definidas (implicitamente) por las ecuaciones
r=ryy 60 =0y en Y% En particular, si (rg, ;) es un punto en el dominio de la funcién
T, i.e., (r9,00) € C = (0,+00) x [0,27), y si L, y Lg, denotan las rectas mencionadas
més arriba, entonces T'(L,, N C) y T(Lg, N C) son las curvas en IR? cuya interseccién es
el punto (zg,y0) = T(ro,0p). La Figura 5.6.2 ilustra esta propiedad.

Figura 5.6.2
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El conjunto ., = T'(Ly, N C) es el circulo centrado en (0,0) de radio 7y, mientras
que g, = T'(Lg, N C) es la semi-recta que parte en el origen cuya pendiente es igual a
tgfy (Figura 5.6.2).

Otra propiedad que se puede destacar es la relacionada con la matriz Jacobiana de
T en (rg,6). En este caso, T'(ro,0p) transforma la base canénica {e;,e;} de IR* en la
base {c1,c2}, donde ¢; = (cosby, senfy) y ca = (—rosenby, rocosby).

La Figura 5.6.3 ilustra a los vectores c; y ca, trasladados al punto (zg, yo), los cuales
son vectores tangentes a las curvas 7., ¥ g, respectivamente.

Figura 5.6.3
Notese que los vectores c; y co forman una base ortogonal, ya que c;- co = 0.
2. Sistema de coordenadas esféricas para el espacio R°.

En este caso, se considera una copia de IR®, denotado por U3, la que estd formada
por los puntos (r, 6, ¢), cuyas coordenadas (rectilineas), r,0 y ¢ son nimeros reales.

Sea T : U® — IR? la funcién definida por
T(r, 0, @) = (rcosfseny, rsenfseny, rcosy)

Siguiendo un andlisis similar al que se hizo para el sistema de coordenadas polares
en el plano, es facil notar también en este caso que el dominio de T es U3 y que T es
continuamente diferenciable en cada punto (7,0, ) de U> (ya que las funciones compo-
nentes de T' cumplen tales propiedades). Ademds, en este caso también se debe restringir
el dominio de T' a un conjunto C C U3 en el cual T sea una funcién 1 — 1.
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Para obtener tal conjunto C, consideremos los puntos (7,0, ¢) de U3 con ¢ = g
fijo, i.e., el plano que contiene al punto (0,0, ¢¢) y que es paralelo al plano definido por
la ecuacién ¢ = 0 (i.e., el plano definido por los ejes cartesianos asociados a las variables
ry6enlU3). Si(ry,01,00) 7y (r2,02,00) son dos puntos en el plano ¢ = ¢y, entonces
T(r1,01,90) = T(re,02,00) siysolosir; =ryy 0; =0+ 2km, algin k € IN, ya que la
funcién T restringida al plano ¢ = g, se comporta como la funciéon que define al sistema
de coordenadas polares en el plano, y por lo tanto, el conjunto C' C U? en el cual T es
una funciéon 1 — 1 es,

C={(r0,p):7>0,0<0<2m,0<p<m}.

La condicién que se impone para ¢ en el conjunto C puede ser ficilmente justificada
mediante la representacién grafica del conjunto imagen de T'. En efecto, si T'(r,0,¢) =
(z,y, 2), entonces los nimeros 7,0 y ¢ tienen la siguiente interpretacién geométrica. El
numero r corresponde a la distancia (usual) entre el origen y el punto (z,y,2) ya que

z? + y? + 22. La coordenada ¢ es el dngulo (medido en radianes) formado por el
semi-eje positivo Z y la semi-recta que parte del origen y que contiene al punto (z,y, 2).
La coordenada 6 es el dngulo (medido en radianes) formado por el semi-eje positivo X y
la semi-recta contenida en el plano (X, Y'), que parte en el origen y que contiene al punto
(z,y,0), el cual es la proyeccién del punto (z,y, z) sobre el plano (X,Y).

Nétese que el conjunto imagen de C bajo la funcién T es igual a T(C) = IR>—eje Z,
yaquesi T(r,0, ) = (z,y, ), entonces la definicién de T implica que z?+y? = r%(senyp)?,
ycomor >0y 0 < ¢ <, sigue que 22+y? > 0, i.e., z e y no pueden ser simultdneamente
nulos.

Consideremos ahora la matriz Jacobiana de T en un punto (r,0,¢) del conjunto
C = (0, +00) X (0, 27] x (0, 7). Como T es de clase C! en U3, y en particular diferenciable
en cada punto (7,0, ¢) de C, se tiene que

costlsenyp —rsenflseny rcosfcosp
T'(r,0,¢) = | senfseny  rcosfseny rsenfcosyp |,
cosy 0 —rseny
y esta matriz es invertible ya que su determinante, que es igual a —r2
porque r >0y 0 < p < 7.

senwy, es no nulo

La argumentacién anterior justifica la definicién siguiente.

Definicién 5.6.3. La funcién T : > — IR® definida por T(r, 0, ¢) =
(rcosfseng, rsenfseny, rcosp), para r > 0,0 < 6 < 2w y 0 < ¢ < 7, define un sistema
de coordenadas curvilineas en IR, llamado sistema de coordenadas esféricas. Ademsés,
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si (z,y,2) =T(r,0, ), los nimeros r, 0, ¢ se llaman las coordenadas esféricas del punto
(z,y,2).

En este caso también es posible obtener una expresién explicita de T, la funcién
inversa de T'. En efecto, si (z,y,2) = T(r,0, ¢), entonces al resolver esta dltima ecuacién
para 7,0 y ¢, se obtiene (r,0,¢) =T~ '(x,y, 2), donde

x z
r=+x2+y2+22;, 0=arccos—————; Y = arccos .
72 + y2 r? +y? + 22

Nétese que, ademds de la condicién que deben cumplir los puntos (z,y,z) que
pertenecen al dominio de T~! (i.e., 2 + y?> > 0, ya que Dom(T~!) = Rec(T) =
IR3-eje (7)), se debe agregar la restricciéon y > 0, debido a que la funcién arccos toma
valores entre 0 y 7, y por lo tanto, las expresiones correspondientes a 7,0 y ¢ en términos
de z,y y z, definen las funciones componentes de 7! cuando T est restringida al con-
junto C’" = (0,4+00) x [0, 7] x (0,7), i.e., cuando 0 < 6 < 7 en lugar de 0 < 6 < 2.
Sin embargo, por las propiedades que tienen las funciones sen y cos, basta agregar 7 a
la expresién que define 6, para obtener los valores de 0 en el intervalo (7, 27) correspon-
dientes a la condicién y < 0. Esto permite establecer que la funcién 771 : R® — U3
queda definida para cada (z,y, z) € IR3-eje Z, de la siguiente manera,

-1 _ (Ta974p)v Siy 2 0
T (x’y’z)_{(r,H—i-ﬂ',go), siy <0,

donde 7,0 y ¢ son las expresiones (en términos de z,y y z) definidas mds arriba.

Consideremos ahora, algunas propiedades geométricas del sistema de coordenadas
esféricas.

Para comenzar, es conveniente tener presente que cada punto (7o, 8o, o) € U3 es la
interseccién de los planos definidos (implicitamente) por las ecuaciones r = rg,0 = 6y
y ¢ = ¢o (estos planos son ortogonales a los ejes coordenados asociados a las variables
r,0 y ¢, respectivamente, y los tres contienen el punto (rg, 6o, ¥0)). Si Pry, Psy ¥ Ppy,
denotan a dichos planos, sus intersecciones con el dominio de T resultan ser:

P:O = P,, N DomT = {ro} x [0,27) x (0, ),
Py, = Py, N DomT = (0, +00) x {6} x (0,7),
P;O = P(PO N DomT = (0, +OO) X [0,27[') X {800}

Las Figuras 5.6.4(a), (b) y (c), ilustran, respectivamente, a los conjuntos P, Py y
Py .
Yo
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Figura 5.6.4

Ahora, determinamos la imagen de cada uno de estos conjuntos bajo la funcién T,
i.e., los conjuntos S, = T'(Py), Se, = T(Py,) y Spo = T'(P},)- Notar que estos conjuntos
son superficies en IR? definidas paramétricamente por las funciones Gro1 960 Y Jpo de IR? en
IR?, definidas por g,, (0, ©) = T(ro,0,¢), ge,(r, ) =T(r,00,0)y 9o (1,0) =T(7, 6, ¢0).
La definicién de la funcién T permite obtener ficilmente una representacion implicita
para cada una de tales superficies, mediante ecuaciones en coordenadas rectilineas de
IR?, de la siguiente manera:

- S = {(z,y,2) : 22+ y?2 + 22 = 13,22 + y? > 0}, i.e., Sy, es la esfera de radio rg
centrada en el origen, sin sus polos, i.e., sin los puntos (0,0,1) y (0,0, —1).

- Sy, = {(z,y,2) : y = kx}, con k = tghy, es el semi-plano definido por el eje Z y el
punto (cosfy, senby, 0), del plano (X,Y), pero que no contiene al eje Z.

- Sy, = {(z,y,2) : 2® + y* = c*2?}, con ¢ = tgypp, es la unién de dos conos que tienen
al eje Z como eje de simetria, al origen como vértice comin (el cual no pertenece a
Sy ), ¥y cada cono es simétrico del otro con respecto al plano (X,Y).

Las superficies S,,, Sg, ¥ Sy, , son ilustradas en las Figuras 5.6.5(a), (b) y (c), res-
pectivamente.
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Figura 5.6.5

Siguiendo con el andlisis geométrico, consideremos las intersecciones de a pares, de
los planos P,,, Py, y Py, i-e., Lyy9, = Pry N Pyy, Lygpy = Pro N Ppy, ¥y Loy, = Poy N Py, -
Claramente, tales intersecciones resultan ser las rectas ortogonales que se intersectan en
el punto (r¢, 6o, vo). Ademds, las intersecciones de dichas rectas con el dominio de T,

determinan los siguientes conjuntos:

* L,,0, " DomT = {ro} x {6} x (0,7) = P> N Py,

’1“090 = (0]
L7 oo = Lropy N DomT = {ro} x[0,27) x {po} = P N P},
y L;Wo = Ly, N DomT = (0,+00) x {0o} x {po} = Py, N P;O,

y como T es 1 — 1 en su dominio, resulta que

T(Ly,6,) = Sro NS, T(Lyype) = Sre NSpss ¥ T(Lgyp,) = Sop M Sepg-

To¥o

Las Figuras 5.6.6(a), (b) y (c) ilustran, respectivamente, a los conjuntos T'(Ly g4 ),
T(Lyop) ¥ T(Lfy,)-

T0Y0 fowo
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Figura 5.6.6

Evidentemente, la interseccién de estos tres conjuntos (curvas en IR®) resulta ser
igual al punto (o, Yo, 20) = T'(70, 00, ¥0). Ademas, si v, = Sp, N Spe,Y0 = Sry N Sey,
Y Yo = Sro N Sp,, entonces v,,%v9 y 7, son curvas en IR?® que pueden ser definidas
(paramétricamente) por las siguientes funciones:

r) =
0) = T(ro,0,¢0), para 0 < 6 < 27;
Y groo : IR — IR®, tal que  gro9, () = T'(ro, 60, ¢), para 0 < ¢ <,

96000 : IR — IR3, tal que 98000 T(r,00,¢0), para r > 0;

(
(

Iropo * IR — R3, tal que  grqqp,

y como estas funciones satisfacen la Definicién 4.1.2, resulta que gy, (70), 9rop, (f0) ¥
9r06 (0), son los vectores tangentes a las curvas 7,79 y 7, respectivamente, en el punto
(@0, Y0, 20) = T'(ro, po,00). Mas atin, las definiciones de las funciones gg,pq, 9rop0» 9robo
y T, implican que tales vectores corresponden a los vectores columnas, de la matriz
Jacobiana de T en (rg, 0, ¢0), y por lo tanto, la matriz T"(rg, 8o, ¢o) transforma la base
canénica {e;, ez, e3} de U3 en la base {ci,cs,c3} donde ¢, = T'(rg, 00, 9o) - €, para
k=1,27y 3.

La Figura 5.6.7 ilustra a los vectores c¢1, ¢ y c3, trasladados al punto (zg, yo, 20) =
T(ro, 00, ¢o)-
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Figura 5.6.7

Nétese que en este caso, los vectores c1, c3 y c3 también son ortogonales entre si, y
por lo tanto, forman una base ortogonal de R®.

3. Sistema de coordenadas cilindricas en IR>.

Para este sistema, se considera la copia U3 de IR® formada por lo puntos (r,0,2),
cuyas coordenadas (rectilineas) 7,0 y z son nimeros reales, y la funcién T : U> — R?
definida por

T(r,0,z) = (rcosh, rsenb, z).

Claramente, T es continuamente diferenciable en U2 ya que sus funciones compo-
nentes 17, Ty y T3, definidas por Ty = 71 - cos o we, Ty = 71 - sen o wo, y T3 = 73, son
continuamente diferenciables en U3(my, m y w3 son las funciones proyecciones definidas
en U3). Sin embargo, T no es una funcién 1 — 1 en U3, y por lo tanto, se debe restringir
el dominio de T' a un conjunto C C U2 de modo que T sea 1 — 1 en C.

Un argumento similar al que se dié para el sistema de coordenadas esféricas en R,
permite establecer que 7" es 1 — 1 en el siguiente conjunto:

C={(r0,z):r>0,0<60<2m,—00< z< 400},
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ya que para cada valor de z = zy fijo, la funcién T evaluada en puntos de la forma
(r,0, z9) se comporta como la funcién que define el sistema de coordenadas polares en el
plano, lo que justifica el rango de valores para las variables r,0 y z, que determinan al
conjunto C.

Noétese que en este caso también se cumple que la imagen de C' bajo la funcién T es
T(C) = IR3-eje Z, ya que z e y no pueden ser simultdneamente nulos.

La matriz Jacobiana de 7" en un punto (r, 6, z) de C es

cosd@ —rsenfl 0
T'(r,0,2) = | senf rcost 0 |,
0 0 1

y esta matriz es invertible ya que su determinante es igual a r, y por la definicién de C
se cumple que r # 0 (porque r > 0).

Definicién 5.6.4. La funcién T : U3 — IR® definida por T'(r, 0, z) = (rcosf, rsend, z),
parar > 0,0 < 0 < 21 y z € IR, define un sistema de coordenadas curvilineas en IR>,
llamado sistema de coordenadas cilindricas.Ademss, si (z,y,z) = T'(r,0, z), los nimeros
r,0 y z se llaman las coordenadas cilindricas del punto (z,y, z).

En este caso, es facil notar que la inversa de la funcién 7', estd definida por
T-Yx,y,2) = (r,0,2), donde r = \/x?2 +y?; 0= arctg(¥) y z = z, para (z,y,2) en
R3-eje Z.

Siguiendo un andlisis similar al presentado en los dos casos anteriores, considera-
remos ahora algunas propiedades geométricas del sistema de coordenadas cilindricas.

Sea (19, 6o, 20) un punto dado en C, y sean P, , Py, y P,, los planos en U? definidos
(implicitamente) por las ecuaciones r = rg,0 = 0y y z = 2, respectivamente y sean
Py, Py y P las correspondientes intersecciones de dichos planos con el dominio de 7.
La definicién de T implica que la imagen de estos conjuntos bajo la funcién 7' son las
siguientes superficies (definidas implicitamente por las ecuaciones que se indican):

- Sy = T(PY) = {(x,y,2) : 2 + y* = 13,2z € R}, ie., Sy, es el cilindro recto,

no-acotado, de radio 7y y cuyo eje de simetria es el eje Z.

- Seo = T(Py;) = {(z,y,2) : y = kx,z € IR}, con k = tgby, i.e., Sp, es el semi-plano
definido por el eje Z y el punto (cosby, senby, 0) del plano (X,Y), y que no contiene

al eje Z.

- S, =T(P}) = {(,9, 20) : z? +y? =r?}, ie., S,, es el disco centrado en el punto

(0,0, 20) y de radio r, el cual estd contenido en el plano definido por la ecuacién

z = 29, y no contiene al centro del disco (porque r > 0).

Las figuras 5.6.8(a), (b) y (c) ilustran a las superficies S,,, Sg, ¥ S.,, respectivamente.
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Figura 5.6.8

Consideremos los conjuntos Ly,6, = Pry N FPoyy Lrgzg = Pro NPy, ¥ Logze = Poy NPy, .
Claramente, estas intersecciones son las rectas ortogonales que se intersectan en el punto
(ro, 00, z0) (las cuales pueden ser identificadas como las traslaciones paralelas de los ejes
coordenados de U3, de modo que el origen es trasladado al punto (g, 0o, 29)). Ademds, si
las intersecciones de estas tres rectas con el dominio de T son denotadas por Ly o , Ly, ..

*

y L;Oro, respectivamente, entonces se cumple que Lroao =Py N Pg*o, Ly .. = FPr NPy

y L§,., = Py, NP y como T es 1 —1 en C, estas igualdades implican que T'(L; 4 ) =

90 Z0 z

STO n SeovT(L:Ozg) = ST'O n Szo’ y T(LZOZO) = 590 n Szo'

Las Figuras 5.6.9(a),(b) y (c), ilustran los conjuntos T'(Ly 4 ), T(Ly,..) vy T(L3,..)
respectivamente.

Figura 5.6.9
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La interseccién de estas tres curvas en IR® es el punto (zg,%0, 20) = T(r0, 60, 20)-
Ademads, un argumento similar al descrito para el sistema de coordenadas esféricas per-
mite asegurar que los vectores tangentes a dichas curvas corresponden a las columnas
de la matriz Jacobiana T"(rg, 6o, z0), y mas precisamente, los vectores tangentes a las
curvas ilustradas en las Figuras 5.6.8(c), (b) y (a) corresponden, respectivamente, a la
primera, segunda y tercera columna de T”(rg, 0y, o), y por lo tanto, esta matriz también
representa a una matriz de cambio de base: transforma la base canénica {e;, eq,e3} de
U3 en la base {ci, ¢z, c3} de IR® donde ¢ = T"(ro, 0o, 20) - €k, para k = 1,2, 3. Nétese
que en este caso también los vectores ¢1, s y 3 forman una base ortogonal de IR>.

Los tres ejemplos de sistemas de coordenadas curvilineas que se presentaron en esta
seccién grafican claramente el nombre de “coordenadas curvilineas”, en el sentido que si
se dejan fijas n — 1 coordenadas de puntos en 4" y se deja variar la restante coordenada
(determinando tales puntos una recta L C U™ que corresponde a la traslacién del eje en
U™ asociado a la coordenada que varfa), entonces la imagen de tal conjunto de puntos
bajo la funcién T' define una curva en IR". En particular, si T" es la funcién identidad de
U™ en IR", entonces tal conjunto imagen es precisamente la recta T'(L) = L en IR", i.e.,
la funcién T define el sistema de “coordenadas rectilineas” cartesianas de IR".

En la siguiente seccion se ilustra la utilidad que tienen los sistemas de coordenadas
curvilineas en el calculo de integrales multiple, ya que en ciertos casos permiten trans-
formar una integral multiple sobre una regién R C IR", la cual es “dificil de trabajar”,
en otra integral miltiple cuya region de integracién S C U™ es mas “simple” de operar
para el calculo de alguna de las correspondientes integrales iteradas.

5.7. Teorema de cambio de variables para integrales miiltiples

En esta seccién se considera uno de los resultados mas importantes en la teoria de
la integracion multiple: El Teorema del Cambio de Variables. Este resultado es una
extension de la llamada férmula “por sustituciéon o cambio de variable” para el calculo
de integrales de una variable real, la que establece la siguiente igualdad:

[ t@de= [ 1610 0lat
©(R) R

donde R C IR es un intervalo cerrado, ¢ : IR — IR es una funcién de clase C! en R tal
que ¢’ no se anulaen Ry f: IR — IR es una funcién continua en ¢(R). La sustitucién
o cambio de variable queda definida por z = ¢(t). El factor |¢'(¢)| incluye a los casos
cuando ¢’ es positiva en R 6 cuando ¢’ es negativa en R (la condicién de que ¢’ # 0 en
R implica que ¢ es mondtona en R, i.e., es creciente 6 decreciente en R).

En el caso de varias variables, R C IR", es un conjunto medible Jordan (en particular,
un rectdngulo en IR"), la funcién ¢ se reemplaza por una funcién 7' : IR" — IR" que define
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un sistema de coordenadas (curvilineas), la que determina el “cambio de variables”, y la
funcién f : IR™ — IR debe ser integrable sobre T'(R). Bajo estas condiciones la férmula
del cambio de variables es la siguiente:

/ Fx)dVy = / F(T(w)) - |detT" (w)|dVis
R

T(R)

donde detT’(u) denota el determinante de la matriz Jacobiana 7”(u). El cambio de
variables queda definido por x = T'(u) y las notaciones dVy y dV, se usan para indicar
las variables sobre las cuales quedan definidas las dos integrales.

La demostracién de la férmula para el caso de varias variables hace uso de algunos
resultados relativos a las funciones lineales de IR"™ en IR", y de algunas propiedades que
tiene una determinada norma de matrices, las cuales se presentan a continuacién.

Proposicion 5.7.1. Toda funcién lineal invertible de IR" en IR" se puede expresar como
la composicién de un niimero finito de funciones lineales elementales, i.e., si L : IR" — IR"
es una funcion lineal invertible, entonces existen funciones lineales invertibles T, T5, ..., T,
de IR" en IR" tales que L = Ty0T5o0...0T, donde cada T; es una de los tres tipos siguientes:
Tipo It T(x1, ..., Ty eoey &) = (L1, o0y A, ..oy T ), PAra algin A # 0, ie., T'(e;) = €;
si j 75 k‘, y T(ek) = )\ek.
Tipo IL: T(z1, ..., Tk, eooes Tn) = (T1, o0y Tk + T, ...y T), Para £ # k, ie., T'(e;) = €;
para j # k, y T(ex) = ex + €.
Tipo III: T(x1, ..., Tk, sy Zgy - Zn) = T(Z1,..., 245 oy Thy ooy L), 1€, T€j) = €5 si
j# kL T(ex) =eyT(ey) =e,. N

En términos matriciales, el resultado anterior es conocido como el procedimiento de
descomposicién de Gauss-Jordan. Si M y M;, para ¢ = 1,...,r, denotan las matrices que
representan a L y T; con respecto a un par de bases fijas de IR" (e.g., base canénica),
entonces se cumple que M = M;..M, y M~ = M7 ..M .

En lo sucesivo, detL denota el determinante de M. Claramente, det L = X si L es
de tipo I, y |detL| =1 si L es de tipo II o IIL.

Notar que si g,h : IR" — IR" son funciones diferenciables en R y g(R), respectiva-
mente, entonces el teorema de la regla de la cadena junto con la propiedad del producto
de determinantes implica que det ((h o g)'(x)) = det (h'(g(x))- det(g’(x)), para todo
x € R. En particular, si g define un sistema de coordenadas curvilineas y h = g1,
entonces det(h'(g(x))- det(g’'(x)) = 1, para todo x € R. M4s atn, si g es lineal y M es
la matriz que representa a g (con respecto a las bases candnicas), entonces det(g’(x)) =

det M, para todo x.
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Sea L : IR" — IR" una funcién lineal y A = (a;;) la matriz que representa a L con
respecto a las bases canénicas. Las Proposiciones 2.5.2(2) y 2.6.2 establecen que L es
continua en IR" y que existe una constante K > 0 tal que

IL(x)|| < K|x]|, para todo x € R",

donde la constante K depende de los valores L(e;),j = 1,...,n, i.e., de los nimeros a;;,
y de la norma que se use para los vectores L(x).

En el caso especifico cuando se considera la norma || - || (para los vectores x y
L(x)), la igualdad L(x) = Ax, i.e.,

n n

L(x) = (O m1jj, o Y anyy),

y |zj] < ||x]|oc, para j =1,...,n, implican que

n n
IL(%)[|oo = max{| > ajz;| :i=1,..,n} < |||l - max{) _laij| :i=1,...,n},
7j=1

=1

n
y por lo tanto, en este caso se tiene que K = max{ ) |a;;| : ¢ = 1, ..., n}. La identificacién
j=1
entre L'y A (i.e., L(x) = Ax), y la dependencia explicita de K en término de los elementos
de A, justifican la siguiente notacién: K (L) = K(A) =

Si M,, denota al espacio de las matrices (reales) de n x n, entonces lo anterior
permite definir una funcién N : M,, — IR, tal que a cada A € M,, se le asocia el nimero
N(A) = K(A).

Proposiciéon 5.7.2. La funcion N satisface las siguientes propiedades:

1) N(A)=0siysolosi A=0.

2) N(aA) = |a|N(A), para todo o € IR y toda A € M,,.

3) N(A+ B) < N(A)+ N(B), para toda Ay B en M,,.

4) Para cada A € M,, existen x € IR" con ||x||oc = 1 tales que N(A) = || AX||oo-
5) ||Ax||Oo < N(A) - ||x||co, para todo x € IR" y toda A € M,,.
6) N(A-B) < N(A)-N(B), para todas Ay B en M,,.

7) SiI € M, es la matriz identidad, entonces N(I) = 1.

Demostracion. Las tres primeras propiedades pueden ser demostradas facilmente usan-
do la definicién de la funcién N y las correspondientes definiciones en M,, de la matriz
nula, producto de una matriz por un escalar y la suma de matrices respectivamente
(se deja propuesto como un ejercicio). Sin embargo, dichas propiedades pueden ser
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reestablecidas de modo de mantener el estudio dentro del contexto del cdlculo de funciones
de varias variables reales, y para esto basta aplicar nuevamente el argumento que se usé
para definir la diferencial de orden superior de una funcién escalar o vectorial (seccién

2
4.5), i.e., se considera el isomorfismo candnico entre los espacios M,, y IR" , que asocia a

2 .
cada matriz A € M,, un vector v € IR" definido por v = (al,a?,...,a"), donde a’ € IR"
es el vector correspondiente a la fila ¢ de A. Las definiciones de la funcién N y de la
norma | - ||; en IR" implican que

N(A) = max{[la*|l1, a*[l1, -.., [a"]l1},

i.e., N puede ser considerada como una funcién de R™ en R y en tal caso la Proposicion
2
1.1.2 (iii) establece que N es una norma en IR" . Las propiedades 1), 2) y 3) siguen
2
directamente de las correspondientes propiedades de una norma en IR" y del isomorfismo

2
entre M,, y IR" .
Las restantes propiedades también pueden ser demostradas usando el isomorfismo

indicado més arriba entre M,, y IR" . Sin embargo, para una exposicién més directa y
autocontenida se considera la definicién de la funciéon N para dichas demostraciones.
n
(4) Sea A € M,, y supongamos que N(A) = >_ |ap;|- Si x es el vector definido por
7j=1

zj =1siap; >0y x; =—1sia, <0, entonces claramente se tiene que ||X|[oc =1y
N(A4) = || Ax]|oo -

(5) Sigue de la definicién de la funcién N.

(6) Sean Ay B en M,. El producto de matrices y la propiedad (5) implican que

(A - B)(®)[loo = [[A(BX) |00 < N(A) - [| Bx]|co,

y como por (4), N(A-B) = ||(A - B)(x)||oo para x tal que ||x||oc = 1, se deduce que
N(AB) < N(A)- N(B).
(7) Si A = I, matriz identidad, entonces ) a;; = 1, para todo ¢, y por lo tanto,
i=1

N(I)=1. m

El argumento que se di6 para justificar las tres primeras propiedades del resultado
anterior nos permite denominar a la funcién N como una norma en el espacio M,,, y en
consecuencia, usar la correspondiente notacién, i.e., ||A|| = N(A).

Ademds, lo anterior también se puede establecer para el espacio L(IR",IR") de las
funciones lineales de IR" en IR", debido al isomorfismo canénico entre L(IR", R") y M,,
y la identificacién de K (L) con K (A), i.e., la funcién M : L(IR",IR") — IR definida por
M(L) = K(L), coincide con la funcién N en el sentido que M (L) = N(A), para A € M,,
tal que L(x) = Ax,x € IR". Esto permite el uso de ||L|| para denotar la constante
K = K(L) = K(A).

Consideremos ahora una funcién T' : IR" — IR" que define un sistema de coordenadas
curvilineas en un conjunto C' C DomT. Entonces, para cada u € C,D(T,u) es una
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funcién lineal de IR™ en IR" y su matriz representante (con respecto a las bases canénicas)

es precisamente 7”(u), la matriz Jacobiana de T en u cuyo elemento (i, ) es gff (u), y
J

por lo tanto,

", OT; .
|7’ (w)|| = max{) Iau.(u)l ti=1,..,n},
j=1 =7

Notar que si F': IR" — IR es la funcién definida por F'(u) = ||7"(u)||, entonces F es
continua en C, por el dlgebra de funciones (Proposicién 2.5.1) y porque las funciones gTT;
son continuas en C' (Definicién 3.2.2). En particular, si @ C C es un conjunto compacto,
entonces la Proposiciéon 2.5.8 asegura que F' es acotada en (), y mas aun, F' alcanza su
valor méximo en @, i.e., existe @ € Q tal que F(i) = sup{||7'(u)|| : u € Q}. El niimero
F(u) serd denotado por p(T, Q).

Evidentemente, si T es lineal, entonces 7’(u) = T para todo u € IR", y por lo tanto,
se cumple que |detT’| = |detT| y p(T, Q) = ||T||.

La demostracion de la férmula del cambio de variables para la integracién muiltiple se
hara en varias etapas, comenzando con el caso particular en que 7' es una transformacién
lineal invertible y f es la funcién constante igual a 1.

Proposicién 5.7.3. Sea T : IR" — IR" una funcién lineal invertible, y sea x = T'(u). Si
R C IR" es tal que su frontera Fr(R) estd formada por un ndmero finito de conjuntos
suaves (pedazos de superficies suaves), entonces la frontera de T'(R) también es la unién
de un nimero finito de conjuntos suaves y se cumple que

v(T(R)) = / 1dVy :/|detT'\qu = |detT|v(R).
T(R) R
Demostracion: En primer lugar notar que si la proposicion se cumple para dos funciones
lineales L y T : IR" — IR", entonces también es valida para la funcién compuesta Lo T.
En efecto, si R C IR" satisface la hipétesis, entonces T(R) y S = L(T(R)) son conjuntos

cuyas fronteras estdn formadas por un nimero finito de conjuntos suaves, y se cumple
que

o(T(R)) = / IldV:/\detT’|dV:\detT|v(R),
T(R) R

o(L(S)) = / ]ldV:/|detL’|dV:|detL|-v(S),
L(S) 5

y estas igualdades implican que

o((L o T)(R)) = / ]ldV:/\det(LoT)’\dV:\det(LoT)\v(R)

(LoT)(R) R
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ya que (LoT)(R) = L(T(R)) = L(S), L' = L, T' = T, (Lo T) (w) = L'(T(u)) - T'(u), y
det(L oT) = detL - detT.

Este resultado, junto con la Proposicién 5.7.2 implican que basta demostrar la pre-
sente proposicién para el caso en que T es una funcién lineal elemental.

Supongamos que T es de tipo I y que estd definida por x = T'(u), con z; = u;
para i = 1,...,n— 1y z, = Mu, (para un )\ dado no nulo). Sea R C IR" tal que
Fr(R) = S;U...U Sy, donde cada Sy es un conjunto suave. Como T es continua (por
ser lineal) y es 1 — 1, se tiene que

Fr(T(R)) =T(Fr(R)) =T(S1)U...UT(Sp),

y por la Proposicién 5.3.6 resulta que cada T'(Sy) es un conjunto suave, y esto implica
que T'(R) satisface la proposicién y, en particular, es medible Jordan.

Para demostrar la férmula correspondiente al volumen de 7'(R) aplicamos el Teorema
de Fubini para expresar la integral de la funcién constante igual a |A| sobre R mediante
una determinada integral iterada (notar que detT’ = detT = \).

Sea R, la proyeccién de R sobre el subespacio de IR" generado por {ej,...,€,_1}.
Para cada punto (uy,...,un—1,0) de R,, sea S, el conjunto de los u, € IR tales que
(U1, ey Un_1,Up) € R. Entonces, el Teorema de Fubini implica que

/mdvu: /(/|)\\dun)du1,...,dun_1,

y si ¢ : IR — IR es la funcién definida por ¢(s) = As, entonces el Teorema del cambio de
variable para integrales de una variable real (con r = ¢(s)) implica que

/ dr = / 10/(s)|ds = / Alds
@(Sn) Sn Sn
donde ¢(Sy,) ={r:r=p(s),s € Sp}, i.e., ©(Sn) = {As:s € S,}, y por lo tanto,
/|)\\qu _ /( / dr)dus...duy, 1,
R Rn ¢(Sn)

y como T'(R,) = R, y ©(Sn) es el conjunto de los z,, € IR tales que (1, ...,Zn_1,Zn) €
T(R) para cada (21, ..., Zn_1,0) € T(R,,), resulta que

/(/ dr)dus...duy, 1 = /(/ d)dzy...dzy 1 = / vy,

Rn ¢(Sn) T(Rn) #(Sn) T(R)
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obteniéndose que

o(T(R)) = / de:/wdvu: Av(R).

T(R) R

Si T es la funcién de tipo II definida por T'(uy, ..., un) = (U1, ..., Up—_1, Un + Ug) para
k # n, entonces se aplica el argumento anterior usando ¢(t) = t + ug, y el hecho que
detT’ = detT = 1.

Finalmente, si T es la funciéon elemental de tipo III definida por
T(Uy vy Uy weey Ugy eeey Upy) = (ULy eeey Ugy vy Uk, -0y Uy ), €ntonces basta aplicar el Teorema
de Fubini para intercambiar el orden de integracién de las coordenadas k y ¢, ya que en
este caso también se cumple que |detT’| = |detT| = 1, lo que completa la demostracién.
|

En la siguiente etapa de la justificacion de la formula del Teorema del cambio de
variables para la integracién miltiple, se considera el caso en que T define un sistema de
coordenadas (curvilineas) en IR" y el conjunto R es un rectdngulo particular.

Un cubo de longitud lateral £ en IR" es un rectdngulo R = [ay,b1] X ... X [ay, b,] tal
que b; —a; = ¢, parai=1,...,n. El punto p = (‘“‘ZH’1 s aees “";’b”), se llama el centro del
cubo R.

Notar que un cubo de longitud lateral £ y centro p es igual a la bola cerrada con
centro p y radio £/2, definida con la norma ||||o0, y por lo tanto, es un conjunto compacto
en IR". Ademds, notar que todo cubo es no-degenerado.

Proposiciéon 5.7.4. Sea T : IR" — IR" una funcién que define un sistema de coorde-
nadas curvilineas en IR" (x = T'(u)). Si R es un cubo de longitud lateral 2r contenido
en DomT, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1) El conjunto T'(R) estd contenido en un cubo de longitud lateral 2rp(T, R), donde
p(T, R) = sup{||[T"(u)[| : u € R}.
2) El conjunto T'(R) es medible Jordan y

o(T(R)) = / dv, < / detT"|dVi.

T(R) R

Demostraciéon. 1) Sea R = {u: ||ju—p|| < r} el cubo de longitud lateral 2r y de centro
P, tal que R C DomT. La hipodtesis para T permite la aplicaciéon del Teorema del valor
medio a cada funcién componente T; de T en el cubo R, y por lo tanto, para cada u € R
se tiene que

Ti(u) — Ti(p) = VTi(vi) - Z 8u3 - Pj),
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donde v; pertenece al segmento lineal que une u y p, y de estas igualdades resulta que

0T; oT;

J

| Ti(u) -

(vi)| <rp(T, R),

)|uj —pj| <

y esto implica que ||T(u) — T(p)|lco < rp(T, R), i.e., T(R) C Bxo(T(p),7p(T, R)), lo que
demuestra (1).

Notar que el volumen del cubo que contiene a T(R) es igual a (2rp(T,R))" =
(o(T, R))" - v(R).

2) Como R es un cubo, es medible Jordan (Proposicién 5.4.4(1)), y su frontera es
la unién (finita) de sus lados o caras, los cuales son conjuntos suaves, y por lo tanto, si
Fr(R) = S1U...US,, entonces la hipétesis para T implica que

Fr(T(R)) = T(Fr(R)) = T(S1) U... UT(S,)

(ya que T es continua y 1 — 1), ademds, cada T'(Sk) es un conjunto suave (Proposicién
5.3.6), lo que demuestra que T(R) es un conjunto medible Jordan.

En esta parte demostramos que si h : IR" — IR es la funcién definida por h(u) =
|detT’(u)|, entonces el volumen de T'(R) estd acotado por la integral de la funcién h sobre
R (la cual existe porque h es continua y R es un cubo en IR").

La Proposicién 5.7.3 establece que si L : IR" — IR" es una funcién lineal invertible
y A su matriz representante (con respecto a las bases candnicas), entonces

|det Al - v(S) = v(L(S)),
para todo conjunto medible Jordan S C IR".

Si aplicamos este resultado cuando S = T'(R) y L = D(T~!,x) para un x € S dado,
entonces A es la matriz Jacobiana de L en x, i.e., A = (T1)(x), y se tiene que

(x)|v(T(R)) = v(L(T(R)),

D
ycomo L = (D(T,u))" 'y A= [T'"(x)]"! parau = T~!(x) (porque T cumple el Teorema
de la Funcién Inversa), y L(T(R)) = (LoT)(R), la igualdad anterior junto con el resultado
establecido en (1) implican que

|det(T~

|det[T"(u)] 7| - o(T(R)) < (p(Lo T, R))" - v(R),

donde p(LoT, R) = max{||[(LoT) (v)| : v€ R}. Ademds como L es una funcién lineal,
D(L,z) =Ly L'(z) = A para todo z (Proposicién 3.1.2(2)) y por el Teorema de la Regla
de la Cadena se tiene que

(LoT)(v) = I'(T(v)) - T'(v) = A-T'(¥)
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para todo v € R, y estas igualdades junto con la propiedad: det(A- A~!) =1, implican
que
v(T(R)) < |detT"(u)| - [Iglg;gll(T'(u))_1 T)I" - v(R),

y esta desigualdad se cumple para cada u € R.

En particular, si P = {Ry, ..., R} es una particién de R tal que cada R; es un cubo
de longitud lateral {; < & (para un cierto 6 > 0) con centro uy, entonces al aplicar la
desigualdad anterior a cada Rj con u = ug, la suma de todas ellas implica que

o(T(R)) <) | detT" (we) | { max [|[T" (ur)]~" 7" (w)I[} "0 (Re)-
k

Notar que la suma del lado derecho es similar a una suma inferior o superior de
la funcién h(u) = |detT’(u)| determinada por la particién P, salvo por el factor cen-
tral (término elevado a m). Demostraremos que dicho factor, para un ¢ adecuado, es
arbitrariamente cercano a 1.

Sea Ly : IR" — IR" la funcién lineal definido por la matriz Ay = [T"(ug)]~! para
cada k = 1,...,q. La hipétesis para T y la Proposicién 3.2.3(5) implican que la funcién
Gy = Li o T es continuamente diferenciable en R, y su matriz Jacobiana en u es

Gi(w) = (L o T)' (w) = Li(T(w)) - T' () = [T"(uz)] ™" - T'(u),

y por lo tanto, si Gk, ..., Gk, son las funciones componentes de Gy, la Definicién 3.2.2

establece que la funcién ;i *i es continua en R parai,j = 1,...,n, y en particular se tiene
J
que
0G, 0Gy,
lim “(u) = “(u
u—u; Ou; (u) Ou; (ur)

y como G} (ur) = [T'(ur)]™! - T'(ux) = I, matriz identidad de orden n, sigue que la
funcién g : IR" — IR definida por

o) = [T ()] 7'(w)] = max 37 57 w)

también es continua en Ry (Proposicién 2.5.1), y claramente se cumple que lim g (u) = 1.
La Definicién 2.3.1 implica que dado € > 0, existe d; > 0, tal que si |[u — ug|| < dx se
cumple que |gi(u)—1| < g, i.e., g (u) < 1+¢€. Sin embargo, para asegurar que esto tltimo
se cumpla en todos los cubos Ry, basta elegir §' = min{dy}, y si 6’ < J se determina una
particién P’ mds fina que P con la cual se tiene que g (u) < 1+¢ paratodou € R, € P’y
para todo k = 1, ..., ¢’. En particular también se cumple que max{gx(u) : u € R} < 1+¢
para todo k, y aplicando esto dltimo en la cota obtenida para v(T'(R)) resulta que

W(T(R)) < (14" |detT’ (ug)|v(Ry) < (1+€)"S(h,P’)
k
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donde S(h,P’) denota la suma superior de la funcién h(u) = |detT’(u)|, determinada
por la particién P’, y como

S(h,P') < [ h(u)dV, +¢
/

se tiene que

v(T(R)) < (1+ 6)"{/ |detT' (u)|dVy + €}, para todo € > 0,
R

y por lo tanto, esto implica que v(T'(R)) < [ |detT’|dV,, completando la demostracién.
R
|

La siguiente etapa en la demostracién de la férmula del cambio de variable tiene por
objeto demostrar que la desigualdad establecida en la proposicién anterior también se
cumple para el caso en que f es una funcién continua cuyo dominio contiene a T'(R), la
imagen de un cubo R, bajo la transformacién 7. Este resultado permite demostrar la
férmula (i.e., la igualdad) para el caso general.

Proposiciéon 5.7.5. Sea T : IR" — IR" una funcién que define un sistema de coorde-
nadas (curvilineas) en IR", y R un cubo contenido en el dominio de 7. Si f : R" — IR
es una funcién continua tal que T'(R) C Domf, entonces

/ deng/(foT)\detT’\qu,

T(R)
donde u = T'(x).

Demostracion. En primer lugar notar que la continuidad de f y la hipétesis para T

aseguran la existencia de cada una de las integrales ya que R y T(R) son medibles Jordan

(Proposiciones 5.4.4(1) y 5.7.4(2)). Ademas, tales hipdtesis implican:

(i) f es uniformemente continua en T'(R) (ya que f es continua y T(R) C Domf es

compacto).

(ii) Existe M > 0 tal que ||T'(u) — T'(v)|| < M|ju— v|| para todo uy v en R (porque T
es continuamente diferenciable y R C DomT es compacto).

(iii) La funcién g : IR" — IR definida por g(u) = |detT’(u)| es uniformemente continua
en R (porque R es compacto y detT’(u) es un polinomio en las funciones gfj, las

cuales son continuas en R), y por lo tanto, como g(R) es compacto existe K > 0 tal

que g(u) = |detT'(u)| < K para todo u € R.
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La propiedad (i) establece que dado € > 0, existe § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < &,
para todo x e y en T(R) que cumplen ||x — y|| < §. Ademds, si £ = §/M, entonces la
propiedad (ii) también implica que ||T'(u) — T'(v)|| < 0 para todo u y v en R tal que
|lu — v|| < £. Estas implicancias permiten asegurar que |[(f o T)(u) — (f o T)(v)| < ¢,
para todo u y v en R tal que |ju—v| < £.

Consideremos ahora una particiéon P = {Ry, ..., R;} de R en la cual cada Ry es un
cubo de longitud lateral menor que £. Para un punto u € Ry, (e.g., el centro de Ry), sean
xr = T(ug) y fr = f(T(ug)). La eleccién de ¢ implica que para todo k

|(foT)(u) — fx| < e, para todo u € Ry

|f(x) — fx| <e, para todo x € T'(Rg).

Como T'(R) = T'(R1)U...UT(R,), las desigualdades anteriores junto con la propiedad
(iii) y la desigualdad de la Proposicién 5.7.4(2) implican que

/de /(foT|detT’|dV Z{ / de—/(foT)|detT’|dV}

T(R) T(Rk) Ry,
< Z{ / (f = fr dV+/(fk — foT)|detT’'|dV}
T(Rk) Ry
<Y (e / v +¢ / detT'|dV'}
FooT(Ry) (Rx)
<> / dV+KZ/dV}
k(R k R,

= ¢(v(T(R)) + Kv(R)),

y como lo anterior se cumple para todo £ > 0, sigue que

/ fdv < / (f o T)|detT"|dV,

T(R)
lo que completa la demostraciéon. W
A continuacién se demuestra la formula del cambio de variable para el caso general.
Proposiciéon 5.7.6. Sea T : IR" — IR" una funcién continuamente diferenciable en un
abierto A C Dom(T), y sea R C IR" tal que
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1
2

) Fr(R), la frontera de R, es la unién de un ndmero finito de conjuntos suaves.

) Ry Fr(R) estdn contenidos en A.

3) Tesl—1len R

4) detT'(u) # 0 para todo u € R — B, donde B = ¢ 6 B es la uni6n de un niimero
finito de conjuntos suaves.
Si f: IR" — IR es continua y acotada en T'(R), entonces

/ fdVy = / (f o T)|detT"|dV.

T(R)

Demostracién. Las hip6tesis para T, F' y (1) implican que la funcién f o T'|detT’| es
integrable sobre R (dicha funcién es continua y acotada en Ry R es medible Jordan).

Para demostrar la igualdad, se debe comprobar previamente que f es integrable
sobre T'(R), para lo cual basta demostrar que T(R) es medible Jordan (ya que f es
continua y acotada en T'(R)). En lo que sigue se supone que f > 0. El caso general sigue
directamente del caso f > 0 y se considera al final de esta demostracién.

Sea @ un cubo tal que R C . Como R es medible Jordan, dado £ > 0, existe una
particion P de @ formada por cubos tal que R = C; U ...U C, U Sg, donde C4,...,C),
son los cubos que estan contenidos en R, Si es la parte de R que no estd contenida en
ninguno de los cubos Cj, y v(Sg) < € (la existencia de P estd asegurada por la condicién
(1), i.e., porque la frontera de R es de contenido cero). Ademds, si suponemos que B = ¢
en la condicién (4) entonces Ty f satisfacen la Proposicién 5.7.5 en cada cubo Cy, y por
lo tanto, se tiene

/ fdVy < /(fOT)|detT'|qu, para k=1,...,p,
R(Cy) C
y si C = C1U...UC,, estas desigualdades junto con la Proposicién 5.4.7 implican
/ fdVy < /(fo T)|detT’|dVy,
T(C) c
ya que por la condicién (3) y porque Int(C; N C;) = ¢ si i # j se cumple que
T(C)=T(C1)U...UT(Cp) y que Int(T(C;) NT(Cj)) = ¢ sii#j.

Ademds, como Int(C N Sg) = ¢, también se cumple que Int(T(C)NT(Sgr)) = ¢
y que T(R) = T(RUSg) = T(C)UT(Sgr) (por la condicién (3)), y por lo tanto, de la
Proposicién 5.4.7 resulta que

/dex:/dex-l— / fdVx

T(R) T(C) T(Sr)
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/(foT)|detT’\qu:/(foT)|detT’|qu+/(foT)\detT'|qu
R C Sr

y estas igualdades junto con la desigualdad anterior implican

fdVue — | (foT)|detT’|dV, < fdVie — [ (f o T)|detT'|dVy,
Té) R/ T(i) s{
< Mv(T(Sgr)) + Mv(Sr)

donde M > 0 es tal que f(x) < M, paratodox € T(R)y ((foT)|detT'|)(u) < M, para
todo u € R (la existencia de M estd asegurada por el acotamiento de las funciones f y
detT’ en T(R) y R, respectivamente, y porque 7 es 1 — 1 en R, segin la condicién (3)).
La hipétesis de que T es continuamente diferenciable en A y la condicién (2) implican la
existencia de una constante K > 0 tal que

|IT(u) — T(v)|| < K||u—v||, para todouy v en R,
y como Rs C Ry v(Sgr) < € se tiene que v(T(Sg)) < eK™ y esto implica
/ fdVyx — /(f oT)|detT'|fdVy < M(v(T(SR)) + v(Sg)) < eM (K™ + 1),
T(R) R
y como € > 0 es cualquiera resulta que
/ fdVy < /(foT)|detT'|qu.
T(R) R

La igualdad de la férmula sigue al aplicar la desigualdad anterior al caso en que
T,f vy R se reemplazan por L = T~',g = (f o T)|detT’| y S = T(R), respectivamente.
Claramente, las hipotesis para T, f y R implican que L, g y S también satisfacen dichas
hipétesis (justificar), y por lo tanto,

/ gdVy < /(g o L)|detL'|dVy
L{s) 5

donde u = L(x).
Las definiciones de L, g y S implican

(go L)|detL'| = (((f o T)|detT’|) o L)|detL’|
= ((foT o L)|detT’ o L|)|detL’|,
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y como T o L = I (funcién identidad), resulta que

(det(T' o L) - detL')(x) = det(T" o L)(x) - det L' (x)
= det(T(L(x)) - I/(0)
— det(T o L)' (x))
-1,

y por lo tanto, al reemplazar g, (g o L)|detL'|,S y L(S) en la desigualdad anterior, se
tiene que

/(foT)\detT’\qug /dex,

R T(R)

lo que implica la igualdad de la férmula del cambio de variables.

En el argumento que se usé para demostrar la tultima desigualdad, se supone que
B = ¢ en la condicién (4), y por lo tanto, no es vélido si B es un conjunto suave no
vacio contenido en R, ya que en tal caso T~! podria no ser continuamente diferenciable.
Sin embargo, si B # ¢, la Proposicién 5.3.6, establece que B y T'(B) son conjuntos
de contenido cero, y por lo tanto, la Proposicion 5.4.9 implica que las funciones f y
(f o T')|detT’| son integrables sobre T'(R) y R, respectivamente, y que los valores de
las correspondientes integrales son independientes de la manera en que se definan dichas
funciones en los conjuntos T'(R) y R, y en consecuencia la férmula del cambio de variables
es valida también para el caso en que B # ¢.

Finalmente, consideramos el caso en que f % 0 en T'(R). Si se denotan por T(R)" y
T(R)~ los subconjuntos de T'(R) en los cuales f > 0y f < 0, respectivamente, entonces
la condicién (3) (que establece que T es 1 — 1 en R) implica que R = R™ U R~ donde
T(RT) = T(R)™ y T(R™) = T(R)™, y aplicando la férmula del cambio de variables
separadamente para f en T(R)T y f en T(R)™, el caso general sigue de la Proposicién
5.4.7 al sumar las correspondientes igualdades (ya que Rt N R~ =T(R)"NT(R)™ = @),
lo que completa la demostraciéon. W

Corolario 5.7.7. Sila funcién f en la proposicién anterior es discontinua en un conjunto
suave S C Ry es acotada en R — 5, e integrable sobre R — S, entonces

fdV, = / (f o T)|detT’ |dVis
T(R-S) R-S

Demostracion. Sigue directamente de la proposicién anterior (aplicada a R — S) y la
Proposicién 5.4.9. Mas atn, si se define f en S de modo que f sea acotada en todo R,
el corolario se cumple con R en lugarde R— 5. W
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En lo que sigue se presentan algunos ejemplos que ilustran el uso de la férmula del
Teorema del cambio de variables para la integracion multiple.

Ejemplo 5.7.1. Sea T : IR" — IR" una funcién que satisface las hipdtesis de la
Proposicién 5.7.6 para un rectdngulo R C IR" de volumen arbitrariamente pequeiio. En-
tonces, el volumen de T'(R) es aproximadamente igual a |detT”’(a)|v(R), para cualquier
aen R.

Solucién. Nétese que si T es una funcion lineal, entonces la Proposicién 5.7.3 establece la
igualdad, i.e., v(T'(R)) = |detT’|v(R) = |detT|v(R). Consideremos ahora el caso general.
Como T y R satisfacen la Proposicion 5.7.6, al reemplazar f por la funcién constante
igual a 1, la férmula resultante establece que

/ dVy = / |detT'|dVy,
T(R) R
y si i € R, la aproximacion afin de 7" en 1 definida por
A(u) =T(a) +T'(a)(u—u), parau € R",

satisface T'(u) ~ A(u) para u € R, y esto implica que detT’ (1) es una aproximacién de
detT'(u) para u € R, y por lo tanto,

/ 4V, ~ / \detT" () |dV,
T(R) R

y como detT’(@) es una constante, la Definicién 5.4.3 junto con la Proposicién 5.4.5
implican que

v(T(R)) = / dVx ~ / |detT" (@)|dVy = |detT’ (&)|v(R),
T(R) R

lo que comprueba que |detT (@w)|v(R) es un valor aproximado del volumen de T'(R).

Para ilustrar lo anterior, consideremos la funcién T : IR?> — IR? definida por
T(u1,u2) = (u3,u; + uz), y sea R el rectangulo definido por [1,1 + o] x [1,1 + f],
donde a >0y > 0.

Claramente, la funcién T es continuamente diferenciable en IR y es 1 — 1 en el
conjunto A = {(uy,uz) : ug > 0}. Ademds, detT’ # 0 en A ya que

2 0
TI(U1,U2) = ( 11“ 1

) ,  ydetT (ui,us) =2u; >0
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para todo (uq,us) € A, y en particular, detT’ # 0 en R.
La aproximacién afin de T en @ = (1,1) es la funcién A : IR* — IR? definida por

Alur,u) = T(1, 1) + T'(1, 1) ((w, u2) — (1,1)) = (2u1 — 1, u1 + us)

y como T'(u1,u2) ~ A(ui,us2) para (ui,uz) € R, cuando o y 3 son pequefios, resulta que
el nimero detT’(1,1) = 2, es un valor aproximado de detT”(uy, u2) para (uy,us) € R, y
por lo tanto,

v(T(R)):/ / dxdyz//\detT'(1,1)|dudv:2//dudv,
T(R) R R

ie., v(T(R)) = 2a0.
Para comparar este resultado con el valor exacto de v(T'(R)), usamos la férmula del
cambio de variable (con f = 1), y se tiene

148 14+«
v(T(R)):/ / d.rdy://|detT'(u1,u2)|du1,du2:/ /2u1du1du2,
T(R) R 11

y esto implica que v(T(R)) = (2a + a?)f, y por lo tanto, si # denota el volumen aproxi-
mado de T'(R), se concluye que v(T(R)) = v + a?8 ~ ¥ si a y 8 son pequefios.

Ejemplo 5.7.2. Sea T : IR> — IR? la funcién definida por T'(u,v) = (u? — v,u + v?), y
sea R C IR? el conjunto formado por los puntos (u,v) tales que 0 < u<1y0<wv <1
(i.e., R es el cuadrado [0,1] x [0, 1]).

Comprobaremos que Ty R satisfacen la Proposiciéon 5.7.6 y la correspondiente
féormula cuando f es la funcién f(z,y) =z + y.

En primer lugar nétese que T es continuamente diferenciable en IR? (ya que sus
funciones componentes lo son), y ademas, es una funcién 1—1 en IR?. Para verificar esto
dltimo, supongamos que T'(u,v) = T'(r, s), y demostremos que (u,v) = (r,8), i.e., u =7
y v =Ss.

Si T'(u,v) = T(r, s), entonces la definicién de T implica u®> —v =12 —sy u+v? =
r+s2. Claramente, se tiene que si u = r, entonces v = s y también se cumple el reciproco,
i.e., v = s implica u = r. Supongamos, u # r y v # s (no se puede cumplir u # r y v = s,
y tampoco u = r y v # s). Como las igualdades u?> — v =12 — sy u+v? = r + s? son
equivalentes a u? — 12 =v—syu—r = —(v2 —s?), resulta que —(v? —s?)(u+7) =v—3s,
y como v # s, se tiene que (v + s)(u+ r) = 0, lo que implica v = —s 0 u = —r; pero
ninguna de éstas es posible ya que v = —s con u + v? = r + s? implica u = r, mientras
que u = —r con u? — v = r?2 — s implica v = s, contradiciendo el supuesto de que u # r
y v # s. Por lo tanto, T'(u,v) = T(r, s) implica (u,v) = (r,s), i.e., T es 1 —1 en R.
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Por otra parte, como R es un cuadrado (“cubo”) en IR?, su frontera (que es la unién
de sus cuatro lados) también estd contenido en IR?. Ademds, como T es 1 —1 en IR?, lo
es en particular en R.

La argumentacién anterior nuestra que 7'y R cumplen las tres primeras condiciones
de la Proposicién 7.5.6. Para comprobar la condicién (4) se obtiene previamente 7" (u, v)

2u —1
T'(u,v) = ( 1 2v>’

y por lo tanto, detT’(u,v) = 4uv+1 # 0, para todo (u,v) € R, y con esto se completa la
comprobacién de que T' y R satisfacen las condiciones de la Proposicién 5.7.6. Ademas,
como f(x,y) = x + y, es continua se cumple la férmula del cambio de variables, i.e.,

[ ] 1@y = [ |70 D)@ 0)/detT(w,0)idViu
R

T(R)

y para comprobar esta igualdad, calcularemos primero la integral sobre R. Como
detT'(u,v) = 4uv + 1 > 0 para todo (u,v) € R, las definiciones de las funciones f y
T implican

(f o T)(u,v)|detT’(u,v)| = (u? — v +u+v?)(4uv + 1)

para todo (u,v) € R. Por el Teorema de Fubini, la integral de esta funcién sobre R es
igual a cada una de sus dos integrales iteradas asociadas, y por lo tanto, si se considera
la integral iterada en el orden dudv, resulta

//(f o T)(u,v)|detT’ (u,v)|dudv = [ ([ (u?® — v+ v+ v?)(4uv + 1)du)dv
R

S — .

4
+ —v —v* 4+ 203)dv

5
(63

Il
Wlot O~ | O~

Para calcular la integral de f sobre T'(R), se determina previamente el conjunto
T(R). Como T es continua y 1 — 1 en IR?, se cumple que Fr(T(R)) = T(Fr(R)), y
por lo tanto, la frontera de T'(R) es la unién de las imdgenes, bajo T, de cada uno de
los lados del cuadrado R, i.e., si ¢; para © = 1, 2, 3,4, denotan los lados de R, entonces
Fr(T(R)) =T (£1)UT(£2)UT (¢3)UT (¢4). Los conjuntos T'(¢;) se obtienen de la siguiente
manera (usando la definicién de T y teniendo presente que si (z,y) = T(u,v), entonces
r=u?—-v,ey=u+v?).

(1) Sea ¢y = {(u,0): 0 <u < 1}. Si (u,0) € ¢, entonces (z,y) = T'(u,0) implica x = u?

e y = u, ie., T({1) es la parte de la pardbola definida por: y = /x, para 0 < z < 1.
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(2) Sea £o = {(1,v) : 0 < v < 1}. Si (1,v) € {2, entonces (z,y) = T(1,v) implica z =
1-vey=1+v2 ie., T({s) es la parte de la pardbola definida por: y = 1+ (1 —1x)2,
para 0 <z < 1.

(3) Sea £3 = {(u,1): 0 <u<1}. Si(u,1) € {3, entonces (z,y) = T'(u,1) implica z =

u?—1ley=u+1,ie., T({3) es la parte de la pardbola definida por: y = 1++/1 + z,
para —1 < x <0.

(4) Sea £y = {(0,v) : 0 < v < 1}. Si (0,v) € {4, entonces (z,y) = T(0,v) implica
r=—vey =12 ie, T({) es la parte de la pardbola definida por: y = z2, para
-1 <z <0.

La Figura 5.7.1 ilustra los conjuntos R y T'(R).

Figura 5.7.1

La integral de f sobre T'(R) puede ser obtenida (por el Teorema de Fubini), mediante

cualquiera de sus dos integrales iteradas. La integral iterada en el orden dydx implica
que

r? <y <1+4++/1+z, para cada z € [-1,0],

Vz <y <1+ (1—2)? paracada z € [0,1],
y por lo tanto,

0 1+/I+=z 1 1+(1—x)2
/ / [z, y)dzdy = /( / (af+y)dy)dx+/( / (z +y)dy)dz
T(R) -1 a2 0 vz
_4 1
- 15

W ot ot i

308



y con este resultado se completa la comprobacion de la formula del cambio de variables
para este ejemplo.

En los siguientes ejemplos se consideran los cambios de variables méas usuales en
IR? y IR® y que fueron descritos en la seccién anterior, i.e., la transformacién que define
el sistema de coordenadas polares en el plano IR? y las que definen los sistemas de
coordenadas esféricas y cilindricas en el espacio IR>.

Ejemplo 5.7.3. Sea T : IR? — IR? la funcién definida por T(r,0) = (rcosf, rsenf), y
sea (z,y) = T(r,0).

La funcién T es continuamente diferenciable en IR?, es 1 — 1 en el conjunto C' =
{(r,0) : 7> 0,0 <0 < 27}, y ademés detT’(r,0) = r, para todo (r,0). Si (r9,0p) € C
y R es el rectdngulo [rg,79 + Ar| X [0g, 00 + AB], entonces el argumento dado en el
Ejemplo 5.7.1 implica que el nimero |detT'(rg, 0p)|ArA0 = roArAf determina un valor
aproximado del drea de la regién S = T'(R) contenida en el plano (X,Y). La Figura
5.7.2 ilustra los conjuntos Ry S.

Figura 5.7.2

El valor exacto del area de S, se puede calcular usando la féormula del cambio de
variables ya que T' y R satisfacen la Proposicién 5.7.6, y dicho valor resulta ser

Oo+A0 ro+Ar

A) = [y = 10000 = [ ([ ranao
R

S 0o T0

1
= (Z(ro + Ar)? — —r2)Ad

1
= roArAf + i(Ar)QAO,

N | —
DN
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y por lo tanto A(S) ~ roArAf para Ar y Af pequenos, lo que comprueba para este caso,
el resultado obtenido en el Ejemplo 5.7.1, i.e., el nimero roArAf = |detT’(ro, 0o)| ArAb
representa un valor aproximado del drea de la regién S = T'(R). La expresién rArAf es
llamada el elemento de drea en coordenadas polares.

Nétese ademds que si f : IR? — IR es una funcién integrable en S, entonces la
férmula del cambio de variables usando coordenadas polares establece que

/ / f(z,y)dzdy = / / F(r,0)rdrdd
S R

donde F(r,0) = f(rcosd,rsend).

Ejemplo 5.7.4. Sea T : IR* — IR® la funcién que define al sistema de coordenadas
esféricas en IR, i.e.,

T(r,0,¢) = (rcosfseng,rsenfsend, rcosd).

En la seccién 5.6 se comprobé que T es continuamente diferenciable en IR® y es
l1—1en C = {(r,0,¢6) : 7> 0,0<0 < 2m,0< ¢ < w}. Ademas, si (r,0,¢) € C,
|detT’(r,0, $)| = r?seng. Un argumento similar al descrito en el ejemplo anterior implica
que si R = [rg, 79 + Ar] X [0p, 00 + AB] X [do, po + A¢p|, donde (rg, bp, ¢o) € C, entonces
|detT’ (o, 00, d0)| - ArAOAG = rEsendy ArAOA¢ determina un valor aproximado para
el volumen de la regién S = T'(R). La Figura 5.7.3 ilustra el conjunto S.

Figura 5.7.3

Como T y R satisfacen la Proposicién 5.7.6, el valor exacto del volumen de S puede
ser obtenido mediante la aplicacion de la férmula del cambio de variables de la siguiente
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manera

o(S) = / Ve =/ [detT" (r, 6, 6)|dViy.0,4)
S R
do+AP Bo+Af ro+Ar

_ / ( / ( / r?sengdr)dd)de

$o 6o To
do+Ag 1
= / sengAf - 3((T0 + Ar)? —rd)de
do

= (rgAr +ro(Ar)? + %(Ar)3)A0 - (cosgp — cos(po + Ag))

y por lo tanto, si Ar, Ay A¢ son pequefios, entonces se tiene que cospg—cos(po+Ap) =
cospy — cospy - cosAP + seng - senAp =~ senpgA¢ ya que cosAp ~ 1y senA¢ ~ ¢, y
esto implica que v(S) ~ r3sendoArdA¢ = |detT’(ro, 00, do)| - v(R), lo que comprueba
el resultado del Ejemplo 5.7.1 para este caso. El término r2sendArAOA¢ se llama el
elemento de volumen en coordenadas esféricas.

La féormula del cambio de variables cuando se usan las coordenadas esféricas para
una funcién f : IR® — IR integrable sobre S resulta ser la siguiente

/ S/ f f(z,y, z)dzdydz = / Z / F(r,0,0)r’sen¢drdfdo,

donde F(r,0, p) = f(rcosfseng, rsenfsend, rcosd).
El caso de la transformacién que define el sistema de coordenadas cilindricas en IR>
se deja propuesto como ejercicio.

5.8. Integrales impropias

En esta seccién se demuestra que, bajo ciertas condiciones, las definiciones y resul-
tados obtenidos de la teoria de la integral multiple, pueden ser extendidos al caso de
funciones no acotadas sobre conjuntos no acotados en IR".

Previamente a la descripcion de la extension en cuestion es conveniente recordar las
nociones de conjuntos no acotados y funciones no acotadas.

Un conjunto C C IR" se dice ser no acotado si para cualquier r > 0 existe x € C tal
que ||x|| > r, i.e., C ¢ B(0,r) (equivalente, no existe p > 0 tal que C C B(0,r)).

Una funcién f : IR" — IR es no acotada en un conjunto C' C IR" si existe a € IR" tal
que a es punto de acumulacién de CNDomf, y para todo r > 0, el conjunto f(B(a,r)) es
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no acotado en IR, i.e., los niimeros | f(x)| con x € B(0, ), son arbitrariamente grandes.
El punto a se llama punto de discontinuidad infinita de f (se dice también que a es un
punto de discontinuidad no reparable de f).

Ejemplo 5.8.1.
1) Sea f : IR* — IR la funcién definida por

1
f(ﬂf,y)— 1_x2_y2‘

Claramente, el conjunto B = {(z,y) : 22 + y? = 1} es el conjunto de los puntos de
discontinuidad no reparable de f en IR% y por lo tanto, f es no acotada en cualquier
conjunto C' C IR? si (al menos) un punto de B es punto de acumulacién de C. Esto
implica que f es acotada en cualquier conjunto C C C(«, 3), donde C(a, 8) = {(z,y) :
2+y? <1-a}U{(z,y): 2?2 +y?>1+pB}, para0 < a < 1y B > 0. Notar ademés que
B es un conjunto de contenido cero (y por lo tanto, es de medida cero).

2) Sea f: IR?> — IR la funcién definida por

1
r2y?’

flz,y) =

En este caso, el conjunto de puntos de discontinuidad no reparable de f en IR? es
la unién de los ejes cartesianos X e Y, i.e., B ={(z,y): 2 =06 y = 0}, y por lo tanto,
f es no acotada en cualquier subconjunto de IR? que admite (al menos) un punto de
acumulacién en B, y en consecuencia, f es acotada en cualquier conjunto C' C C(«, ),
donde C(a, B) = {(z,y) : |z| > a} U{(z,y) : ly| > B}, para a > 0y B > 0. Notar que
en este ejemplo, el conjunto B es de medida cero, pero no es de contenido cero (B es no
acotado).

La extensién de la teoria de la integral multiple al caso de funciones no acotadas
sobre conjuntos no acotados estd basada en las condiciones que aseguran la integrabilidad
de una funcién acotada sobre un conjunto acotado. Recordar que tales condiciones
establecen que una funcién f : IR" — IR acotada en un conjunto acotado C' C IR" es
integrable sobre C' si se cumplen las siguientes condiciones:

CI1: El conjunto de los puntos de discontinuidad de f en C es de medida cero.
CI2: El conjunto C' es medible Jordan, i.e., Fr(C) es de contenido cero.

Para el caso de una funcién no acotada en conjuntos no acotados de IR" la extensién
hace uso de las condiciones CI1 y CI2 restringidas a rectdngulos. Mas especificamente,
las condiciones para una funcién no acotada f en un conjunto C' C IR" son las siguientes:
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CINA1: Si B es el conjunto de puntos de discontinuidad de la funcién f, entonces,
para cualquier rectdngulo R C IR" el conjunto B N R estd contenido en la unién de
un numero finito de conjuntos suaves.

CINA2: Para cualquier rectangulo R C IR", la frontera de C' N R es la unién de un
ntimero finito de conjuntos suaves.

Nétese que estas condiciones se cumplen con cada una de las funciones del Ejemplo
5.8.1 (comprobar graficamente esta afirmacién).

Evidentemente, para que estas condiciones sean distintas de las condiciones CI1 y
CI2, se debe cumplir al menos una de las siguientes:
e El conjunto B contiene puntos de discontinuidad infinita de f.
e El conjunto C' es no acotado.

Definicién 5.8.1. Sea {C)}rcr una familia creciente de subconjuntos acotados de C,
donde L C (0,+00), i.e., C\ C C para todo A € L'y C, C Cy si A < X. Se dice que
{C\} converge a C ssi para todo subconjunto acotado A C C tal que f es acotada en A,
existe A € L tal que A C C,.

Nétese que esta definicién implica que f es acotada en cada C'.

En lo sucesivo se supone que las familias {C)} convergentes a C son elegidas de
modo que f es integrable Riemann sobre C) y que C) satisface la condicion CINA2,
para todo A € L.

Evidentemente, existen diversas maneras para cubrir al conjunto C' mediante familias
convergentes a C. Sin embargo, para el calculo de la integral de f sobre C' que se define
mas adelante, es conveniente elegir familias {C\} que convergen a C' de modo que la
frontera de cada C) (o una parte de ella) tenga la misma “forma” que la interseccién de
las fronteras de B y C' (cuando es no vacia), 6 la que tiene la frontera de C (o parte de
ella) tal como se ilustra a continuacién.

Ejemplo 5.8.2. Consideremos los siguientes conjuntos C' C IR® para las funciones del
Ejemplo 5.8.1.
1) € ={(.y) 2% +4 <1} para f(z,9) = A
En este caso B = {(z,y) : 2 + y> = 1} es el conjunto de puntos de discontinuidad
de f (tales puntos son de discontinuidad infinita), y Fr(B) N Fr(C) = B # ¢.
Claramente, la familia {Cy} definida por

C’>\={(x,y):x2+y2<1—§}, para A € IN, \ > 2,

converge a C. Ademids, la “forma” de C) (disco abierto, centrado en (0,0) y de radio
1-— %) es del mismo tipo que la del conjunto C (disco cerrado, con centro en (0,0) y
radio 1).

313



2) C={(e,9):2* +4* > 1} y f(2,9) = =h=-
Para este caso también se cumple que F'r(B) N Fr(C) = B, donde B = {(z,y) :
x? + y?> = 1}, pero a diferencia del caso anterior el conjunto C es no acotado. Sin
embargo, como la frontera de C' es igual al conjunto B, la familia {C)} definida por

1
CA:{(x,y)il‘i‘ﬁ<332+y2<2+)\}, para A € IN,

converge a C. Ademas, como la frontera de C'y es
1
Fr(Cy) ={(z,y):2* +y* = 1+ 5} U{(z,y) : 2” + 4" = 2+ A},

se cumple la condicién de que una parte de ella (la que corresponde al circulo centrado
en (0,0) y radio 1/1 + 5) tiene la misma forma que la interseccién Fr(B) N Fr(C).

3) C={(z,y):2>1,y>1}y f(z,9) = p-
En este caso, el conjunto C es no acotado y su frontera es la unién de dos semi-rectas,

Fr(0) ={(z,1): 2> 1} U{(L,y) sy = 1},

y como el conjunto B, formado por los puntos de discontinuidad de f, es igual a la
unién de los ejes coordenados, se tiene que Fr(B) N Fr(C) = ¢. Por lo tanto, la
eleccién de una familia {C)} convergente a C' debe hacerse de modo que la frontera
de C) tenga la forma de una parte de la frontera de C' (en este caso, de una parte
estricta ya que la frontera de C' es no acotada y los C son, por definicién, acotados).
Una familia {C)} que converge a C'y que satisface esto iltimo, es la familia definida
por
Cr={(z,y): 1<z <)\, 1<y<\}, para A € IN.

En cada uno de los casos considerados en el ejemplo anterior se usé a IN como
conjunto de indices para cada una de las familias {C) }. Evidentemente, esto no quita
generalidad al estudio de dichos casos, ya que bastaria usar el intervalo (A, +00) con
Ao = 2, como conjunto de indices en lugar de IV, manteniendo los mismos resultados.
M34s an, si el conjunto de indices L es un subconjunto acotado de (0, +00), es posible
redefinir la familia {C, : r € L}, mediante un adecuado cambio de indices, de modo
que el nuevo conjunto de indices sea de la forma (\g, +00), para algin Ay > 0. Para
ilustrar esto ultimo, consideremos nuevamente el Ejemplo 5.8.2(1). Claramente, la
familia {C}. : 0 < r < 1} definida por C, = {(z,y) : #? + y® < r} es una familia
creciente de subconjuntos acotados de C que cumple la condicién exigida en la
Definicién 5.8.1, y por lo tanto, se puede decir que converge a C (cuando r — 1).
Sin embargo, si se define A por A = 2/(1 — 2r), entonces la familia {C, : 0 < r < 1}
coincide con la familia {C) : A € (2,+00)}.
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La argumentacién anterior permite suponer, sin perder generalidad, que el conjunto
de indices L de cualquier familia {C)} que converge al conjunto C es igual al intervalo
(0,+00) 6 a un subconjunto no acotado de dicho intervalo.

El objetivo de la Definicién 5.8.1 es obtener, bajo ciertas condiciones, la integral de
f sobre C (cuando existe), mediante los correspondientes valores de la integral de f sobre
los conjuntos Cy.

Definicién 5.8.2. Sea f : IR" — IR una funcién y C' C IR" tales que

(1) f es no acotada en C o C' es no acotado en IR".

(2) Para toda familia {C)} convergente a C, f es integrable Riemann sobre cada C).
Se dice que f es impropiamente integrable Riemann sobre C' ssi para cada familia

{Cy : A € L} que cumple la condicién (2), la funcién g : L — IR definida por

gV =C[f

admite limite finito en 400, y este limite es el mismo para todas las familias {C)} que
cumplen la condicién (2).
El valor del limite se llama la integral impropia (segin Riemann) de f sobre C, y se

denota por
[ = tim o) =tim [ 1
C Cx

En lo sucesivo se supone que toda familia {C)} convergente a C satisface la condicién
(2) de la definicién anterior, i.e., f es integrable sobre cada C).

En la definicién anterior se exige que el valor de la integral impropia de f sobre C'
(cuando existe), debe ser independiente de las familias de conjuntos que convergen a C.
Este requisito puede hacer impracticable, en diversos casos, el calculo de la correspon-
diente integral. Sin embargo, existe una clase importante de funciones para las cuales
basta calcular el limite correspondiente a una sola familia convergente al conjunto C. La
clase en cuestion esta formada por las funciones escalares que toman valores de un solo
signo en C.

Proposicién 5.8.1. Sea f : IR" — IR una funcién no negativa en un conjunto C C IR"
tal que f es no acotada en C o C' es no acotado en IR". Si {C)} es una familia convergente

a C para la cual
i
im / f
Ci
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existe y es finito, entonces f es impropiamente integrable sobre C), i.e.,
lim / f=1lim / f
7’ A
D, Ca

para cualquier familia {D,} convergente a C.

Demostracién. Sea {D, : p € M} una familia convergente a C, distinta de la familia
{Cx : X € L}. Por la Definicién 5.8.1, se tiene que Cy y D, son subconjuntos acotados
de C y que f es acotada en C) y D, para todo A € L y todo u € M. Ademds, la
Definicién 5.8.1 aplicada a la familia {C} establece que para cada pu € M existe A € L
tal que D,, C Cy, y como f es integrable en cada C) y cada D,, la hipétesis f > 0 en C
y la Proposicién 5.4.5(6) implican que

Dfﬂfﬁc[f,

y como las hipétesis para f y {C)} también implican

[r<im (s
C Ca

de estas dos desigualdades sigue que

para todo p € M.
Ademds, como f > 0en C'y {D,} converge a C, la funcién g : M — IR definida por

o= [ 1
DIJ'
es creciente en M, y por la desigualdad anterior es acotada superiormente, lo que asegura

la existencia del
lim g(u) zlim/f,
p—00 W
Dl‘»

lim/f < lim/f.
7 A
D, Cx
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Aplicando el argumento anterior a la familia {D,} en lugar de la familia {C)} se

tiene que
lim/fglim/f,
A 7
Ch D,

y de estas dos ultimas desigualdades sigue la igualdad
lim/leim/f,
7 A
D, Ch

completando la demostracion. W

En los siguientes ejemplos se ilustra este resultado.

Ejemplo 5.8.3. Sea f : IR> — IR la funcién definida por

1

f(x,y)= (l_xg_yg)p'

Determinar valores de p para los cuales existe la integral impropia de f sobre el
conjunto C = {(z,y) : > + 9% < 1}.

Solucion. En primer lugar nétese que f es positiva en C', para cualquier valor de p en
IR. Ademads f es no acotada en C' si p > 0, y es acotada si p < 0.
El caso p < 0 implica que f es integrable Riemann sobre C, ya que C es acotado y

fley)=(1—-z>—y*)?

es continua en C, para todo p < 0, y por lo tanto, en este caso no se puede aplicar la
nocién de la integral impropia ya que f es acotada en C' y C es acotado en IR", i.e., se
puede decir que f no es impropiamente integrable sobre C porque f y C' no cumplen las
condiciones que exige la definicién de la integral impropia.

Consideremos el caso p > 0. Para este caso, la funcién f es no acotada en C (recordar
que la nocién de la integral de Reimann exige que la funcién en estudio sea acotada sobre
un conjunto acotado). Por lo tanto, tiene sentido determinar para que valores de p > 0
se cumple la Proposicién 5.8.1. Para esto, se elige una familia {C} convergente a C' de
modo que la “forma” de los C'y sea similar a la del conjunto C' tal como se ilustré en el
Ejemplo 5.8.2(1), i.e., Cy = {(z,y) : 22 +y? < 1 — ;}, para A > 3, y el conjunto de
indices L es el intervalo (3, +00).
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Para aplicar la Proposicién 5.8.1 se tiene que calcular (si existe) el lim g()), donde
o0
g : L — IR es la funcién definida por

:C[ f :c[/ (1- x21— g o

Para calcular esta integral aplicamos la férmula del cambio de variables (Proposicién
5.7.6), usando coordenadas polares, lo que implica

21 T(A)

1 T 1
= S =1—-—
// d—a2= y2)pdxdy / / =2y drdf, donde 7()) R
Cx 0 0

y mediante un célculo directo de la integral iterada con respecto a r y 6, se tiene que

g(\) = —mn(1 - 1%)/5, sip=1
— (=) sip £,

y por lo tanto, la funciéon g queda definida por

sip=1

—mln(2 — %),
90 = { G B, sip AL

y como % — 55 > 0 para X € (3, +00), resulta que

lim g(A) =

A—o0

o0, sip2>1,
ﬁ, si0<p<l1,

y este resultado, por la Definicién 5.8.2, implica que la funciéon f es impropiamente
integrable sobre C' para 0 < p < 1, y que la integral impropia de f sobre C es

1 s
dedy = —— 0 1.
c//<1—x2—y2>p STy PR rs

Ejemplo 5.8.4. Sea f : IR> — IR la funcién definida por

1
xpyp ’

flz,y) =
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Determinar para que valores de p, la funcién f es impropiamente integrable sobre
C.

Solucion. En primer lugar, nétese que la nocién de la integral de Riemann de f sobre
C no se puede aplicar en este caso ya que el conjunto C es no acotado en IR%.

Ademds, es claro que f es continua en IR? parap < 0 (en realidad, es de clase C™ en
IR? para p < 0) y es discontinua para p > 0 (los ejes cartesianos forman el conjunto B de
los puntos de discontinuidad de f los cuales son puntos de discontinuidad infinita). Sin
embargo, esto ltimo no tiene relevancia en este problema ya que Fr(C) N Fr(B) = ¢.
M4s atdn, si p < 0, f es no acotada en C, y para p > 0 f es acotada en C (ya que z > 1
e y > 1 implican que 0 < f(z,y) <1, sip>0).

Como f > 0 en C, es posible aplicar la Proposicién 5.8.1 para determinar si f es
impropiamente integrable sobre C. Para esto se debe elegir una familia {C)} convergente
a C de modo que la frontera de los C (o parte de ella) tenga la misma forma de la
frontera de C. Una familia {Cy} que cumple lo anterior es la del Ejemplo 5.8.2(3), i.e.,
Cr={(z,y): 1 <z <\ 1<y<A}, para A € IN (el conjunto L de indices es L = IN).
Para esta familia {C)}, la funcién g : L — IR queda definida por

y el valor de esta integral iterada se obtiene directamente al aplicar el teorema de Fubini
(Proposicién 5.5.1), con lo cual resulta que

[fn(A—1)]2, sip=1,
— s 12
o) { (A, sipd

y esto implica que
. 400 sip<l1
el = { oo Sip>1

y por la Definicién 5.8.2, se concluye que f es impropiamente integrable sobre C' para
p > 1, y que la integral impropia de f sobre C' es igual a

1 1
// ooy dxdy = m, para todo p > 1.
C

El resultado de la Proposicién 5.8.1 es valido para funciones que toman valores de un
solo signo en el conjunto C. Un problema obvio que aparece en este punto es determinar
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bajo que condiciones una funcién que toma valores positivos y negativos en un conjunto
C, es impropiamente integrable sobre C'. En la siguiente proposicién se da una respuesta
a este problema mediante un test de comparacion.

Proposicion 5.8.2. Sean f,g: IR" — IR funciones y C' C IR" tales que ambas funciones
tienen el mismo conjunto de puntos de discontinuidad infinita relativo al conjunto C' (i.e.,
BynC =B,NC). Si|f| <genC ysig esimpropiamente integrable sobre C, entonces
f es impropiamente integrable sobre C'.

Demostracién. Sea {C : A € L} una familia convergente al conjunto C' que satisface
la Definicién 5.8.1 para las funciones f y g.

La hipétesis |f| < g y la desigualdad f < |f| implican que f + |f| < 2|f| < 2g,
y como f y g son integrables Riemann sobre cada C'y, estas desigualdades junto con la
Proposicién 5.4.5 y la Definicién 5.8.1 implican

/}+¢ﬂ<2/ﬁﬂ<2/g<2/g

Cx C

Ademds, como f + |f| > 0, la funcién h : L — IR definida por

hO = [ +11)

Cix

es creciente y acotada superiormente por el nimero igual a 2 [ g, y por lo tanto, existe
C
lim A()) :lim/(f+ £)-
h—o00 A
Un argumento similar permite deducir que también existe el siguiente limite,

h§n/ | f1,
Cx

y por lo tanto, si £’ y £ denotan a estos limites, la proposicién anterior asegura que £’ y
¢ son las integrales impropias de f + |f| y |f| sobre C, respectivamente, y como

hm/f—mn/f+V| /VI
—meHﬂ4Mﬂﬂ
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resulta que
/f:li/{n/fzé’—ﬁ”
c Ca

lo que completa la demostracion, ya que la argumentacién anterior es valida para toda
familia convergente a C. W

Ejemplo 5.8.5. Sea f : IR> — IR la funcién definida por

x
/1—x2—y2.

Determine si f es impropiamente integrable sobre C' = {(z,y) : % +y? < 1,y > 0}.

flz,y) =

Solucién. Claramente f(z,y) > 0 para todo (z,y) € C tal que z > 0y f(z,y) < 0 para
(z,y) € C con x > 0, y como |z| < 1 para todo (z,y) € C, se cumple que

1

f(z,y)| < —————
el < s

, para (z,y) € C.

Ademés, la funcién ¢ : IR> — IR definida por

1

I\T,Y) = —F——,
@0 = s

satisface las condiciones exigidas en la proposicién anterior, ya que
o f y g tiene los mismos puntos de discontinudad infinita relativos a C(By = By =
B={(z,y): 2> +y>* =1} y Cn By =CnN B, = B).
o |f(x,y)| < g(z,y), para todo (z,y) € C,y
e g es impropiamente integrable sobre C' (por el Ejemplo 5.8.3, para p = 1/2),
y estas condiciones, por la Proposicién 5.8.2, aseguran que f es impropiamente integrable
sobre C.

El valor de la integral impropia de f sobre C' puede ser obtenido siguiendo un
argumento similar al que se desarrolla en el Ejemplo 5.8.3, i.e., se aplica la férmula del
cambio de variables usando coordenadas polares para calcular la integral de f sobre C,
donde C\ = {(z,y) : 2> + y> < 1 — 3,y > 0}, para A € (3,+00), define una familia
convergente a C. Si r(\) = (A — 1)/, la férmula implica

7 ()

r<cost

//mdxdy //\/_—rzdd‘)‘o
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y por lo tanto, la integral impropia de f sobre C es igual a 0.

En resumen, los resultados anteriores permiten determinar la existencia de la integral
impropia para:

- funciones que tienen un solo signo en el conjunto de integracién (se aplica la Propo-
sicién 5.8.1),

- funciones acotadas superiormente (en el conjunto de integracién) por funciones no-
negativas que satisfacen la Proposicién 5.8.1 (se aplica la Proposicién 5.8.2).
Evidentemente, si la funcién en estudio no corresponde a ninguna de las anteriores,

entonces el problema de la existencia de la integral impropia de tal funcién puede ser
abordado solo parcialmente, en el sentido que el célculo (si existe) del

I
1§n/ f
Cx

se puede efectuar para algunas familias {C)} que convergen a C, y obviamente, no para
todas. Si dicho limite existe para una determinada familia {C)}, se dice que f es condi-
ctonalmente integrable sobre C, o que la integral de f sobre C' converge condicionalmente.
En particular, la familia {C)} es elegida de modo de aprovechar algin tipo de simetria
que tengan los valores que toma f con respecto a un punto o un conjunto de puntos, y
el correspondiente limite (definido més arriba) cuando existe, se llama un valor principal
de la integral de f sobre C.

Terminamos esta ultima seccion, con un ejemplo que ilustra las nociones men-
cionadas anteriormente.

Ejemplo 5.8.6. Sea f : IR> — IR la funcién definida por

1

f(xay) = @a

ysea C = {(z,y): -1 <z <2,1 <y <2}. Determine la integrabilidad de f sobre C.

Solucién. Claramente, el conjunto B de los puntos de discontinuidad infinita de f en
C es igual a la unién de los ejes cartesianos, y se tiene que BNC = {(0,y) : 1 <y < 2}.
Ademas, f(z,y) = —f(—=z,y), para todo (z,y) en C — B tal que 0 < z < 1, y por lo
tanto, los valores de f cumplen una cierta simetria con respecto al segmento lineal BNC'.

Para estudiar la integrabilidad de f sobre C' (la que no puede ser abordada por las
Proposiciones 5.8.1 y 5.8.2), se considera una familia {C\} convergente a C' que use el
tipo de simetria sefialada mds arriba. Una familia {C\} que satisface estas condiciones
queda definida por C = C’j\r Uy, donde

1

1
C§r={(w,y):X§x§2,1§y§2}y0§={(w,y):—1§wéx,1§y§2},



para \ € (2,+00). La definicién de f y el Teorema de Fubini implican que

2 —% . 2 2 .
/f //—xdy—l—//—dmdy
T Ty
1 1 1
A
= tn(—2)/=F - tnyl? + tn(@) ]} - tny?
= (¢n2)?,

y por lo tanto,
lim /f = (n2)?
A—00
Cx

es una valor principal de la integral de f sobre C (la cual converge condicionalmente con
respecto a tal familia {C)}).

Consideremos ahora la familia {Cy} definida por C\ = C{ U CY, donde C\, = C}

y C{ ={(z,y) : 3 < = < 2,1 <y < 2}. Para esta familia, la integral de f sobre Cy
resulta ser

1
A

2 2
fi- ] e ] ]
o 1 13,
= én(—x)/:f Iny /2 + n(x) /A - ny/?
2
= —lnX-In2 + (In2 + 2{n) - {n2
= In2(¢n2 + InA),

y esto implica que
lim / f = o0,
A—00
Ci

y por lo tanto, la integral de f sobre C no converge condicionalmente para esta familia

{C\}. Més atin, por la Definicién 5.8.2, se concluye que f no es impropiamente integrable
sobre C.
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Problemas Resueltos
Problema 1.

Sea C C IR"™ un conjunto acotado de medida cero, y A C IR" un rectiangulo que

contiene a C tal que [ I existe. Entonces [ 1o =0, i.e., v(C) = 0.
A A

Solucién. Sea I el valor de la integral de la funcién 1o sobre A. Las Definiciones 5.1.6
y 5.1.7 establecen que

para cualquier particién P de A, y como g > 0 en A, la Definicién 5.1.5 implica que
L(1l¢,P) > 0, y por lo tanto, basta probar que L(1l¢,P) = 0, para toda particién P de
A.

Sea P una particion de A. Para todo subrectangulo S determinado por P se cumple
que ms(llg) = inf{llc(x): x € S} = 0.

En efecto, si SN C = ¢, entonces I¢(x) = 0 para todo x € S, y esto implica que
mg(llg) = 0. Si SNC # ¢, entonces Int(S N C) # ¢, ya que en caso contrario, el
conjunto S N C contiene un rectangulo no-degenerado y como S NC C C, el conjunto C
no serfa de medida cero (Corolario 5.3.5), lo que contradice la hipétesis de C, y por lo
tanto, si SN C # ¢ también se cumple que mg(llg) = 0, y de la Definicién 5.1.5 sigue
que L(1¢,P) = Emg(lle) - v(S) =0, lo que demuestra que I = 0.

Nétese que la hipdtesis de que C es acotado se usa en el mismo enunciado del
problema (C estd contenido en un rectdngulo A).

Problema 2.

Sean C; y Cs los subconjuntos de IR® definidos por Cy = {(z,y,2) : 22+ 22 < 1} y
Cy = {(z,y,2) : y?> + 22 < 1}. Calcular el volumen de C' = C; N Cs.

Solucidén. El conjunto C' es la interseccién de los cilindros sélidos C; y (5, cuyos ejes de
simetria corresponden a los ejes Y y X, respectivamente (el origen (0, 0, 0) es el “centro”
del conjunto C). Por la Definicién 5.4.3, el volumen de C es

y esta integral se puede calcular mediante cualquiera de las correspondientes integrales
iteradas (dicha integral existe porque en el enunciado del problema se asume que el
volumen de C' existe, i.e., se asume que C es medible Jordan).
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Por el Teorema de Fubini, la integral iterada en el orden dzdydz resulta ser igual a:
1 a a 1
///dxdydz = / / / dxdydz = /4a2dydz,
C —1—a—a -1
donde a = /1 — 22, ya que para un valor fijo de z € [—1, 1], la interseccién del conjunto

C con el plano que pasa por el punto (0,0, z) y que es paralelo al plano (X,Y), es igual
al conjunto {(z,y,2): 22 <1— 2% y? <1- 2%}, con z fijo, y por lo tanto,

v(C) =14

|
n—l\,_,
—~
[a—
|
I
[N
N—r
oW
I\
|
w| 5

Para una mayor ilustracién del calculo de integrales iteradas, calculemos el volumen
de C' mediante la integral iterada en el orden dzdydzx.

Para x € [—1, 1] fijo, se determina la interseccién de C' con el plano P, que pasa por
el punto (z,0,0) y que es paralelo al plano (Z,Y). El conjunto resultante es

Co ={(z,y,2): 22 <1-2? y* + 22 <1},

y por el Teorema de Fubini, se tiene que

1

v(C):///dwdydz:/(//dzdy)dw
C Cq

-1

y la simetria de C' con respecto al origen, implica que

v(C) = 8/1(/ / dzdy)dx
0 " of

donde C} = {(z,y,2) : 0 < 2z < V1 —22,y% + 22 < 1,y > 0}, para = € [0,1] fijo, i.e.,
C.f es la parte de C, contenida en el primer cuadrante del plano P,. La siguiente figura
(achurada) ilustra el conjunto C;, z € [0, 1] fijo.
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y la integral iterada sobre C; en el orden dzdy es

z 1 V1-y?

//dzdy:/( \/I/_sz)dy—i-/( 7_ dz)dy
cr 0 0 0

x

1 1 1
=zy1—-22+ iaTcsenl ——zv1—22+ garesent,

2
v(C) = 8/1(/ / dzdy)dz
0o o

1
= 4/(a: 1 — 22 4 arcsenl — arcsenx)dx
0

y por lo tanto,

1
= 4[§ + arcsenl — arcsenl + 1]
16
3 )
lo que comprueba el resultado obtenido anteriormente con la integral iterada sobre C' en
el orden dzxdydz.

En el siguente problema se considera otra aplicaciéon del Teorema de Fubini. El
resultado en cuestion se conoce como la regla de Leibnitz, que permite el intercambio de
las operaciones de derivacién e integracién.
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Problema 3.

Sea f : IR> — IR una funcién tal que 97 es continua en el rectangulo R = [a, b| X |c, d|.
Oy

Entonces se cumple que
b b
o 1= [ L@y
a a
of

Solucioén. La hipétesis de la continuidad de g—z, implica que la funcién oy integrable

sobre R (Proposicién 5.2.1). En particular, g—; es integrable sobre R, = [a,b] X [c,y],

para todo y € [c,d], y el Teorema de Fubini aplicado a g—g y R, establece que, para cada
v € [e,y], la funcién G : [¢,y] — IR definida por

es integrable sobre [c,y], ¥

h F o [ o
/G(v)du://a—;;(x,'v)dxdv://8—£(x,v)dvda:.

Ademds, si H denota una primitiva de G, i.e., H'(v) = G(v), el Teorema Funda-
mental de Céalculo implica que

y y
/G(v)dv:H(y)—H(C) y a—y(x,v)dv:f(x,y)—f(a:,c),
y al reemplazar estas igualdades en las anteriores, resulta que
b b
Hy) - HE) = [ feydo— [ @0z,
y al derivar esta ultima igualdad con respecto a y se tiene que

b
H'(y) = d%/f(m,y)dm,
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y como H'(y) = G(y), la definicién de la funcién G implica la igualdad
b of p b
| L@ae= 4 [ 1w

a

completando la demostracién de la regla de Leibniz.

En el siguiente problema se hace uso de la férmula del cambio de variables para el
célculo del volumen de una cierta regién acotada en IR?

Problema 4.

Un toro con eje de simetria igual al eje Z, es el conjunto que se obtiene al rotar (en
torno a este eje) un disco de radio a > 0 perpendicular al plano (X,Y), cuyo centro estd
a una distancia b > a del eje Z, tal como lo indica la siguiente figura.

Calcule el volumen del toro.
Solucién. En primer lugar nétese que un punto (z,y, z) pertenece al toro ssi
xz = (b4 rcosf)cosp; y = (b+ rcosb)seng; =z =rsend,
donde r denota la distancia del punto (z,y, z) al centro del circulo de radio a que se rota
en torno al eje Z, ¢ es el angulo que forma el eje X con la recta L (contenida en el plano
(X,Y)) que une el origen (0,0, 0) con el centro de dicho circulo, y 6 es el 4ngulo formado

por la recta L y la recta que une el centro del circulo de radio a y el punto (z,y, 2).
El centro de tal circulo es el punto (bcosg, bseng,0), y las variaciones para r,6 y ¢ son:
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0<7<a 0<0<2ry0<d¢<2mie,siT:U> — IR es la funcién definida por
T(r,0¢) = (z,y,z), donde z,y y z son las coordenadas del punto del toro definidas mas
arriba, entonces, T'([0, a] x [0, 27) x [0, 27)) es igual al toro definido en el enunciado del
problema. Si C denota al toro, entonces la férmula del cambio de variables (Proposicién

5.7.6) implica
o(C) = / / / \detT|drdfde
R

donde R = (0,a] x [0,27) x [0,27) y |detT’| = r(b+ rcosf) (comprobar esta igualdad),
y por el Teorema de Fubini, se tiene que

21 2w a

v(C)z///r(b-l—TcosG)drd@dd)

27 27

a2 CL3
- //(b-? + =5 cost)dfdo
0

0

27
2
= | 5 - 2nde
0

= 272a2b,

y por lo tanto, el volumen del toro es igual a 272a2b.

En el siguiente problema se ilustra la aplicacién que tiene la integral multiple (es-
pecificamente, los teoremas de Fubini y el de cambio de variables), para el cdlculo de
algunos conceptos fisicos asociados a conjuntos sélidos, tales como la masa, centro de
masa, y momentos de inercia.

Problema 5.
Un conjunto acotado S C IR" se dice ser un sdlido si S es medible Jordan y v(S) > 0.
Si p: IR" — IR es una funcién no-negativa e integrable sobre S que representa una

densidad de masa de S (masa por unidad de volumen), se define la masa M de S como
la siguiente integral,

M= S/ p(x)aV,

y el centro de masa de S es el punto X = (Z4, ..., Z ), cuya coordenada i-ésima es igual a

zZ; = % /xip(x)dV.
S
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Ademiés, dado un punto ¢ € IR", el momento de inercia de S con respecto a c, es el
nimero real I(c) definido por

I(c) = / Ix — |2p(x)dV;
S

donde | - || denota la norma || - ||2.

Ma4s ain, dada una recta L C IR", el momento de inercia de S con respecto a L, es
el nimero real I(L) definido por

(L) = / & (x, L)p(x)dV,

S

donde d(x, L) denota la distancia (Euclideana) del punto x € S a la recta L.
(i) Si S es una bola cuya densidad de masa es constante, demuestre que el centro de

masa de S es igual al centro de S.

(ii) Sea S C IR™ un sélido y p su funcién de densidad de masa. Demuestre que el valor
minimo de I(c) se obtiene cuando c es el centro de masa de S.

(iii) Calcule el momento de inercia de un cilindro recto S con respecto a su eje, sabiendo
que su radio basal es a, su masa es M, y que la densidad de masa en cada uno de
sus puntos es proporcional a la distancia de dicho punto al eje del cilindro.

Solucioén.
(i) Sea S = {(z,v,2) : (x —a)? + (y — b)?2 + (2 — ¢)? < 62} una bola con centro

(a,b,c) y radio . Si la densidad de masa de S es constante, i.e., p(z,y, z) = k, para todo
(z,y,2) € S, entonces la masa M de S es igual a

M:/S//kda:dydz:k'v(S),

y el centro de masa de S es el vector (Z, ¥, z), donde

= ] [ s gt~ | [ [

y similarmente para § y Z, i.e.,

g:v(ls)/s//ydxdydz y Z:U(;)/S//zdxdydz.

Para demostrar que (Z,7,Z) = (a,b,c), aplicamos la férmula del cambio de varia-
bles para obtener Z usando coordenadas esféricas. El conjunto S queda definido como
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sigue: (z,y,z) € S ssi x = a + rcosfseng; y = b+ rsengsend;y z = ¢+ rcos¢p, para
(r,0,6) € R=1(0,6] x [0,27) x [0, 7). El valor de Z resulta ser

izﬁ/s//xdxdydz

_ b 72
= 305 /R//(a—i—rcosOsmwS) r°sengdrdfdeo

- %S)[ / / / ar?sengdrdfde + / / / ricosfsen®¢drdddg),
R S
/ R/ [ ar*sengarasas=a [ R/ [ rsenddrdsds = a- o(),

y, ademads, como por el teorema de Fubini se cumple que

™ 2 a
///ar3008936n2q5drd9d¢: /sen¢d¢-/0039d9-/r3dr =0,
R 0 0 0

se concluye que T = a.
Un argumento similar aplicado a § y Z implica que (Z, ¥, 2) = (a, b, ¢).
(ii) La definicién de I(c) establece que

y como

1(0) = [ lx = clPoxav,
S
y como ||x — c||? = ||x]|? — 2% - € + ||c||?> (donde x - ¢ = z;¢;), resulta que
€)= [ IxI?p()av - 256 [mip()av + [elP [ pjav,
S

S S

y esta igualdad junto con las definiciones de la masa M de S y el centro de masa X de
S, implican que
I(c) = I(0) — 2Mc-x + M||c|?,

y usando nuevamente la igualdad: ||c — %||> = ||c||?> — 2¢ - X + ||X]|?, resulta que
I(c) = 1(0) — M||%||* + M|le — %||%,

y claramente, de esta igualdad sigue que el valor minimo de I(c) se obtiene cuando ¢ = X,
y en tal caso dicho valor minimo es I(x) = I(0) — M||x]|*.

331



(iii) En primer lugar, nétese que la altura h del cilindro S no es conocida. Sin
embargo, se puede calcular facilmente usando los datos del problema, para lo cual se
supone que S = {(z,y,2): 2?2 +y? <a%0< z < h}.

En efecto, como la funcién de densidad de masa de un punto (z,y,2) € S es pro-
porcional a la distancia de (x,y, z) al eje del cilindro S, i.e., al eje Z, tal funcién queda

definida por p(z,y, z) = k+/z? + y?, para una cierta constante k£ > 0, y por lo tanto, la
masa M de S es igual a

Mz///k\/xz—i-zﬂdxdydz,
5

y el valor de esta integral se obtiene al aplicar la férmula del cambio de variables usando
coordenadas cilindricas, lo que implica

h 27 a
2
M:k///r-rdrdedz: ?”ka?’h,
0O 0 O

y de esta igualdad sigue que la altura i de S es

M
" 21kad’

Ahora, calculamos el momento de inercia de S con respecto al eje Z. Por definicion
I(L,) es igual a

I(Lz):///d2((a:,y,z),Lz)p(x,y,z)d:vdydz
S
[ ] [ n

y usando nuevamente la formula del cambio de variables y las coordenadas cilindricas,

se tiene que
27 a

h
I(Lz)zk///TQ-r-rdrdez,
0 0 O
2
= %kaSh,

y reemplazando el valor de A obtenido més arriba, resulta que

I(L,) = 3a2M.



Problemas Propuestos
. Sea f: IR* — IR la funcién definida en R = [0,1] x [0, 1] por

0 sio<z<i
_ > 2
f(a:,y)—{l si%ﬁxﬁl.

Demuestre que f es integrable sobre R y que f f=s
R

r<1,0<y<1} ke IN,ysea A= UAg. Se define

. Sea Ay ={(z,y): 2y = £,0 <
1] — IR por

una funcién f : [0, 1] x [0,

0 si(x,y €A
f(x,y):{l si Ear:,z;gé/l

Demuestre que f es integrable sobre [0, 1] x [0, 1] (usando la definicién y mediante
una propiedad equivalente que use la nocién de conjunto de medida cero). Determine
el valor de la integral de f sobre [0,1] x [0, 1].

. Sea f : IR" — IR una funcién no-negativa en C' C Dy. Se define el conjunto ordenado
de f sobre C' como el siguiente conjunto

Co(f,C) = {(x,2ns1) : 0 < Tp1 < f(x)} C BT

Si C es medible Jordan y f es continua en C, demuestre que Co(f,C) es medible

Jordan en R™! y que v(Co(f,C)) = [ f. Interprete geométricamente los casos
c
n=1yn=2.

. Sea f; : IR — IR una funcién integrable sobre [a;, b;], para cada i = 1,...,n. Sea

f : IR" — IR la funcién definida en R = [a1,b1] X ... X [an,by] por f(x) =
fi(z1)...fu(xy), donde x = (z1,...,2,) ¥ x; € [a;,b;]. Demuestre que f es inte-

grable sobre R y que
by bs b,
[ 1= [ noa- [ pwa.. [ o
R a1 a2 an

. Sea f : IR* — IR una funcién integrable sobre [a, b] X [a, b]. Demuestre que

b

/b/yfuvdudv //bfuvd'udu
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10.

11.

12.

13.

Sea R = {(z,y) : 0 < %+%§1},dondea>0yb>0,yseaf:]R2—>1Runa
funciéon tal que %&fy es continua en R. Demuestre que existe un punto (c,d) en el

segmento lineal que une los puntos (a,0) y (b,0) tal que

0? 5
57 @ )dedy = [0,0) = [(@,0) + a5 (c,d).
R

2
Sea f : IR* — IR una funcién tal que %, g—; y 86mafy son continuas en un conjunto
82f

_ 0°f
dydx ~ 0Oxdy

abierto A C Dy. Demuestre que
la siguiente igualdad

en A (aplique la regla de Leibnitz a

[ of

f(x,y)—f(a,y)=

a

Calcule el volumen de las regiones limitadas por las superficies definidas implicita-
mente por las ecuaciones z = z2 +y?y z =z + y.

. Idem que P8 para las superficies definidas por las ecuaciones z = 0,22+ 32 =2z y

z = +/x? +y2.

Sea R la regién acotada por las superficies definidas por las ecuaciones z = 2 y
z? +y? = 2z. Calcule [ [ [(2? + y?)?dzdydz.
R

Calcule el centro de masa del sélido acotado por dos semi-esferas concentricas de
radios a y b, con a < b,
(i) si la funcién de densidad de masa es constante.
(ii) si la funcién de densidad de masa en cada punto del sélido es proporcional a la
distancia de tal punto al centro de las semi-esferas.

2 2

Sea R = {(z,y) : 2z + = < 1}. Calcule la siguiente integral

/ / _ lzyl dady.
Va? +y?
R

Sea T : IR> — IR? la funcién definida por T'(u,v) = (u,v(1 + u?)) y sea R =
{(u,v) : 0<u<3,0<v <2}
a) Dibuje Ry T'(R).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

b) Calcule las dreas de R y T(R), y compruebe que
Area (T(R)) ~ |detT' (ug,vo)| - Area(R),

para algun (ug,vg) € R.
¢) Compruebe la formula del cambio de variables para la funcién f(z,y) =z y el
conjunto R (defina (z,y) = T'(u, v)).

Sea R={(z,y): 0 <z </lny,z+y > 2,y < 3}. Dibuje Ry determine los conjuntos
L,y L, donde L, = {y: (z,y) € R} para z fijoy L, = {z : (z,y) € R} para y fijo.

Sea R={(r,y,2) :x+y+22<2,22+y?+22> 1,z >0,y >0,z > 0}. Dibuje
los conjuntos R;, Ry, R,, donde R, = {(z,y,2) € R : = es fijo, }. (i.e., R; es
la interseccién de R con el plano paralelo al plano (Y, Z) y que pasa por el punto
(2,0,0). Ry y R, se definen en forma similar).

1 2 2—

v y
SeaI:{({ da:)dy—i—{({ dr)dy.

a) Dibuje la regién R sobre la cual se define 1.
b) Calcule I y comprueba su resultado mediante la integral iterada en el orden
dydzx.

Obtenga las expresiones de las integrales iteradas en los érdenes: dxdydz, dzdxdy y
dydzdzx, sobre la region R del problema P15.

Calcule (si existe) la siguiente integral,
oo o0
//sen(az2 + y?)dzdy.
00

Sea B = {(z,y) : yeotgB < z < va?2—22,0 < y < asenf}, donde a > 0y
B € (0,7/2).
i) Determine gréaficamente, el conjunto B.
1

ii) Demuestre que la integral impropia [ [ ¢n(z?+y*)dzdy converge a a?B(fna—3).
B

1 1—|z| 224y

a) Calcule [( [ ( [ dz)dy)dz.

-1 0 0
b) Obtenga las expresiones de las integrales iteradas sobre la regién de integracién

de la parte (a) en los érdenes dzdydz y dydzdz.
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