Problema 1

Sea F : R* — R? definida por F(z,y, z,w) = (3 — y* + 2° + w?, 2%y —
Y3 —y — 32% — w? + 4). Sea también el pto de (a,b,¢,d) € R* tal que
F(a,b,c,d)=0cona>0,b>0yc>0.

1. Demuestre que (z, z) se pueden despejar en funcién de (y, w).
2. Calcule a%:v y %z.
3. Chequee que el pto (1, —1, 2, 1) satisface las condiciones del T.F.I.
4. Para la funciéon G que da el T.F.I calcule, de manera aproximada
el valor de G(—1,02;0,98).
Solucién:

Antes de empezar con la solucién del problema recordemos el enunciado
del T.F.I.

Teorema 1 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea F' : R" —
R™ wuna funcidn de clase C' tal que para un pto. (a,b) € R™ x R™
F(a,b) = 0. Si escribimos

F'(a,b) = [ Fi(a,b) F,(a,b) ]

donde F!(a,b) denota la matriz formada con las columnas del Jacobiano
asociadas a x (respectivamente y) y F,(a,b) es invertible entonces:

AU C R™* x R™ y 3W C R" abiertos tales que (a,b) € U , a € W y
Ve e W dly € R™ con (a,b) € U donde F(z,y) = 0.

Esto define una funcion G : W — R™ de clase C* tal que

F(z,G(z)) =0Vz e W

En particular G(a) = b. Ademds G'(z) = —[F,(z,G(z))] " F}(z,G(z))
Ve e W.

1. Usemos el T.F.I. en el pto. (a, b, c,d). Debemos ver que
(i) F de clase C*.



2.

(i) F(a,b,c,d) =0.
(iii) F!,(a,b,c,d) se invertible.

Acd F),(a,b,c,d) denota la matriz formada por las columnas aso-
ciadas a las variables x y z de la matriz Jacobiana asociada a F' en
(a,b,c,d), es decir las columnas asociadas a x y z de F'(a, b, ¢, d).

(i) Es claro que F es de clase C' ya que las funciones compo-

nentes de F' son de clase C'. Por élgebra de funciones (com-
posicién de funciones continuas es continua) y observando
que las funciones involucradas son polinomiales concluimos.

(ii) Se tiene por hipétesis.

(iii) Calculemos el Jacobiano de F:

RY —2y 2z  3w?
! —_
F (x7yasz) - < 2$2y (.T2 _ 3y2 _ 1) %3Z2 —w
Ahora bien, tendrémos que

322 2z
! —
sz(xayazaw) - ( 2x2y —7322 )

y evaluando en (a, b, c,d)

a2 2c
Falcz(avbacad) = ( 2a2b _—362 )

2

el cudl serd invertible siempre que 0 # det(F},(a,b, c,d))

_—9“202 — 4a”bc 1o cual es cierto ya que a, b, ¢ > 0.

)

Asi concluimos que podemos usar el T.F.I. en el pto. (a, b, ¢, d)
y por lo tanto podemos despejar las variables (z, z) en fun-

cién de (y, w).

-3 2
' 1 _ 1 —TC —2c —
Calculemos Fy,(a,b,c,d)™" = 5 ( _5ab 342 > =A

donde D = det(F!,(a,b,c,d)). El teorema nos da una funcién G

que cumple con que

(z,2) = Gy, w) = (G1(y, w)Ga(y, w))

por lo que z = G1(y,w) y z = G5(y, w). Con esto y como



G’(x,Z) = < %Gz 9 G2

w

2a, 2aG1 )

entonces, por T.F.I.

0 0 0 0

a—ym = a—yGl y 3—wz = 3—wG2
Sea B = F},(a,b,c,d) = ( (@ __3%2 _1) E‘Z ) Asi
a%x — A.B, = 3?;2 + 20(3[’;+ D)
%z = Ay.B,

Propuesto. Solo deben recordar que una aproximacion de primer
orden de la funcién G puede ser

G(z) =~ G(x0) + G'(z0)(z — z¢) para puntos cercanos a



