CAPITULO 6

CONVEXIDAD Y EXTREMOS DE FUNCIONES
DIFERENCIABLES

6.1 Introduccion

En el siguiente capitulo se introduce una clase muy importante de funciones definidas
sobre un e.v.n. a valores en R. Aquella de las funciones convexas (y concavas). Esta clase,
que es mas general que la de las funciones lineales a valores en R, aparece notablemente
en numerosos modelos de las matematicas aplicadas.

En primer lugar, se definen las funciones convexas, y se dan diversas caracterizaciones
de aquellas que son diferenciable. También se muestran caracterizaciones de funciones
convexas de aquellas funciones que son de clase C?. Luego, se presentan una serie de
condiciones necesarias y suficientes para que un elemento del e.v.n. sea minimo de una
funcién convexa sobre un conjunto determinado. Estos mismos resultados son extendibles
a la clase de funciones concavas. Finalmente, cerramos el capitulo con el resultado mas
importante de esta parte. El Teorema de Kuhn-Tucker, el cual nos entrega una condi-
cién necesaria y suficiente para los minimos de una funcién sobre un conjunto dado por
desigualdades de funciones convexas.

6.2 Funciones Convexas

Definicién 6.2.1. Una funcién f definida en una parte convexa (ver Definicién 4.3.1) @
de un e.v. E con valores en R, se dird convexa en () si para todo Z,y € @ se tiene la
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6.2. FUNCIONES CONVEXAS

desigualdad
JOAZ+ 1 =Ny <Af(@)+ (1 —=N)f(y) paratodo Xe€][0,1]. (6.2.1)

Si la desigualdad anterior es estricta cuando Z # ¢ y A €]0, 1], diremos que la funcién f
es estrictamente convexa.

Definicién 6.2.2. Se llama epigrafo de una funcién f definida en una parte A de un e.v.
E con valores en R, al conjunto

epi(f) ={(Z,2z) € AxR: f(Z) < z}. (6.2.2)

Geométricamente, esto se interpreta como el conjunto de los puntos (7,z) € A x R que
estan “sobre” el grafo de f (recordemos que el grafo de una funcién f es el conjunto

{(Z,2) e AxR: f(Z) =2z})

Nota 6.2.1. De acuerdo a la definicién anterior, la desigualdad (6.2.1) es equivalente a
AT+ (1= N7, M (@) + (1 =N [f(7)) € epi(f)
que escrito de otro modo toma la forma
M [(2)) + (1= NG, [()) € epi(f).

Vemos entonces que f sera convexa si y solo si para todo 7,y € @ el trazo que une los
puntos (7, f(Z)) e (¢, f(¥)) en el grafo de f, pertenece al epigrafo de f. No es dificil en-
tonces ver que la convexidad de una funcion f es equivalente a la convexidad del conjunto
epi(f) en E x R.

Teorema 6.2.1. Dadas dos funciones convezxas (resp. estrictamente convezas) f, g definidas
en un conjunto convexo ) de un e.v. E con valores en R y dado t € R, entonces

(i) la funcion f+ g es conveza (resp. estrictamente convexa).

(i) la funcion tf es convexa (resp. estrictamente convera).

Demostracion. Dados T, 7 € Q y A € [0, 1], se tiene (i)

[+l + (1 =Ny = FOT+ (1= N7) + 9T+ (1= N)g)
< M@ + A=A F@) + Ag(@) + (1= Ng(¥)
= Alf +9l(@) + (L= N[f +g1(9)
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6.3. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS DIFERENCIABLES

(i)

AT+ (1= Ng) = t(fOT+(1—N))
< tOF(E) + (1= N @)
= MtfUZ)+ (1= N[fD)

il

Teorema 6.2.2. Dada una familia {g; }rer de funciones converas definidas en un conjunto
convezxo Q) de un e.v. E con valores en R, si para cada T € Q el conjunto {g4(%) : t € T'}
es acotado superiormente, entonces la funcion f: Q) — R definida por

f(&) = sup{¢:(%) : t € T}

€S converxra.

Demostracion. De acuerdo con la Nota 6.2.1 basta con demostrar que epi(f) es un

conjunto convexo en F x R. Vamos a mostrar entonces que epi(f) = () epi(g:) y, co-
teT
mo la intersecciéon de conjuntos convexos es siempre convexa, habremos concluido que

epi(f) es convexo. La igualdad en cuestion es una consecuencia inmediata de la cadena
de implicaciones

(@, z)eepi(flef(@)<z & @) <z VieT< (X z) €epi(g) VteT

& (#2) € [epile)

6.3 Caracterizacion de funciones convexas diferenciables

Nota 6.3.1. En los dos teoremas que siguen daremos una caracterizacion importante de
la convexidad (resp. estricta convexidad) para funciones diferenciables.

Teorema 6.3.1. Sea [ una funcion diferenciable definida en un abierto convero Q) de un
e.v.n. E con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convexa
(resp. estrictamente conveza) es que

f(@) > f(§) + D)@ —y) paratodo Z,§€Q (6.3.1)
(resp. f(Z) > f(§)+ Df(§)(Z—v) para todo T, € Q con T #7)

97



6.3. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS DIFERENCIABLES

Demostracion. Supongamos primero que f es convexa. Entonces para todo Z,4 € Q' y
todo A €]0, 1] se tiene de acuerdo a la desigualdad (6.2.1).

FG+AME =) = f() < Alf (@) = f(7)]-

Dividiendo por A y tomando limite cuando A — 0 con A > 0, obtenemos la desigualdad
Df(y; 2 —9) < f(¥) — f(¥), que de acuerdo a la férmula (5.3.5) es equivalente a (6.3.1).

Supongamos ahora que f verifica (6.3.1). Sean Z, 4/ € Q v Z := ¢+ AMZ — ¥) con
A € [0, 1]. Entonces

f@) = f&+Df(E) (T - 2)
W) = f@+DfEY-2)
y multiplicando estas desigualdades por A y (1 — \) respectivamente y sumdandola, se
obtiene gracias a la linealidad de la funcién D f(Z)
M(E) + 1 =) f (@) > f@+DfE)ME=2)+ (1 =Ny —2))

= f(Z)+ Df(2)(0)
= [T+ (1= N)y)

que corresponde exactamente a la convexidad de f. []

Nota 6.3.2. Si en el teorema anterior £ = R", la férmula (6.3.1) se escribe
f(@) = f(§) +(Vf(@),T—y) paratodo ZT,7€q (6.3.2)
(resp. f(Z) > f() + (VI(5), 7~ §) paratodo &3 € Q con & # ).

Nota 6.3.3. En la Nota 5.3.2 vefamos que la ecuacién z = h(Z), donde h : E — F
es la funcién definida por h(Z) := f(y) + Df(y)(Z — ¢) (con ¥ € Q fijo), representa el
hiperplano afin tangente al grafo de una funcién diferenciable f : Q — R en (¥, f(¥)). Esto
nos muestra, de acuerdo al teorema anterior, que una funcién diferenciable f es convexa
si y solo si para todo i € @ el hiperplano afin tangente al grafo de f en (¥, f(¢/)) estd
por debajo del grafo de f, es decir, para todo y € @) la funcién lineal afin h minora a la
funcion f.

Teorema 6.3.2. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto convexo Q) de un
e.v.n. B con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convera
(resp. estrictamente conveza) es que

[Df(@) = DfHI(&—9) =0  para todo Z,5 € Q (6.3.3)

(resp. [Df(Z) — Df()(Z—79) >0 para todo T, ge€Q con T #7).
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6.3. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS DIFERENCIABLES

Demostracion. Supongamos que f es convexa. Aplicando dos veces el teorema anterior
podemos escribir para todo 7,y € )

sumando y teniendo en cuenta la linealidad de D f(Z) y Df(¥) se obtiene la desigualdad
(6.3.3).

Supongamos ahora que f verifica (6.3.3). Dados Z, 4 € @ definamos la funcién ¢ :
[0,1] — R por ¢(A) := f(Z+ Ay — &)). Del Teorema 5.5.1 vemos que ¢ es derivable y
¢'(N) = Df(@+ My — 2))(y — Z). Aplicando entonces (6.3.3) deducimos que para todo
A € [0, 1] se tiene

SN = ¢0) = [DFE+ANG - )~ DI~ D
SIDFE 4 MG~ 7)) — DIENE + M7~ ) - D
> 0.

Aplicando ahora el teorema del valor medio a la funcién ¢ en [0,1], vemos que existe
A €]0, 1] tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(\) y de la desigualdad anterior concluimos que

¢(1) — ¢(0) = ¢'(0)
que corresponde exactamente a la desigualdad (6.3.1). La funcién f serd entonces convexa.

il

Nota 6.3.4. Si en el teorema anterior £ = R", la férmula (6.3.3) se escribe
(V@) =Vf(y),7—79) >0 paratodo Z§eQ (6.3.4)

(resp. (Vf(Z) =V [f(y),7—9) >0 paratodoZ, €@ con I #7).

En el préximo teorema daremos una caracterizacién importante de la convexidad (y de
la estricta convexidad) para funciones de clase C?. Como los vectores en R" los denotamos
por una columna, el producto de una matriz H de n X n con un vector § de R" lo
escribimos H y el producto escalar del vector H § con un vector i en R™ lo escribiremos
indistintamente @ Hd o bien (H 5, @), donde @' representa el traspuesto del vector , es
decir el vector « escrito como fila.

Teorema 6.3.3. Sea f una funcion de clase C* definida en un abierto convero Q de
R™ con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea convera (resp.
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6.3. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS DIFERENCIABLES

estrictamente convezxa) es que para todo ¥ € Q) su Hessiano H(Z) sea definido no negativo
(resp. definido positivo), es decir

S'H(Z)6 >0 para todo 6 €R" (6.3.5)

(resp. 0'H(Z)d >0 para todo 6 €R® con 0§ #0).

Demostracién. Supongamos que f es convexa. Dados Z€Q y 6 €R” (5 + 0), definamos
la funcién ¢ : [0,¢] — R, donde £ > 0 es tal que Z+&6 € Q, por () := (Vf(Z+ A\d), b).
Como f es de clase C?, usando los teoremas 5.9.4 y 5.5.1 se deduce que ¢ es derivable
v ¢'(\) = (H(Z + \0)d,0). La desigualdad (6.3.5) equivale entonces a demostrar que
¢'(0) > 0. Puesto que o )
/ P — ¢
#0) = i OO
y como del teorema anterior se tiene

— -

e(N) = 9(0) = (Vf(@+ ) - Vf(T), )
_ §<Vf(f+A§)—Vf(f),f+A5_f>
> 0

concluimos que ¢’(0) > 0.

Supongamos ahora que para todo 7 € ) la matriz H(Z) es definida nonegativa. Dados
T,y € Q , si definimos 0 := y — & y ¢ como en la parte anterior con £ = 1, vemos que
aplicando el teorema del valor medio a ¢ en [0, 1], existird A €]0, 1] tal que

(1) = 0(0) = ¢'(A).

Puesto que ¢'(\) = (H(Z+Ad)d,6) > 0 para todo A €]0, 1], concluimos que ¢(1)—@(0) > 0
lo que equivale exactamente a la desigualdad (6.3.3) del teorema anterior. La funcién f
serd entonces convexa. []

Nota 6.3.5. Del teorema anterior vemos que una forma cuadratica ¢ definida en R"™ con
valores en R, esto es ¢(Z) := a + (G, Z) + Z'HT, es convexa si y solo si la matriz H es
definida nonegativa.

Nota 6.3.6. Del teorema anterior y de la Nota 5.9.5 vemos que una funcién f de clase
C? definida en un abierto convexo ) de R™ con valores en R, serd convexa si y solo si en
todo punto de @) la aproximacion cuadratica de f es convexa.
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6.4 Funciones Concavas

Definicién 6.4.1. Una funcién f definida en una parte convexa () de un e.v.E con valores
en R, se dird céncava (resp. estrictamente céncava) en @ si la funcion — f es convexa (resp.
estrictamente convexa) en Q).

Nota 6.4.1. Todo lo dicho en las dos secciones anteriores para las funciones convexas
(resp. estrictamente convexas) es vélido para las funciones céncavas (resp. estrictamente
concavas) cambiando f por —f. Asi entonces, en el Teorema 6.2.1 habra que cambiar el
término convexas por concavas; en el Teorema 6.2.2 habra que cambiar el término convexas
por céncavas y el supremo se cambia por un infimo; en el Teorema 6.3.1 habra que cambiar
el término convexa por céncava y el sentido de la desigualdad (6.3.1); en el Teorema 6.3.2
habréd que cambiar el término convexa por concava y el sentido de la desigualdad (6.3.3) y
finalmente; en el Teorema 6.3.3 habra que cambiar el término convexa por concava, H(Z)
definido no negativo por H(Z) definido no positivo y el sentido de la desigualdad (6.3.5).

6.5 Minimos y maximos de una funcion

Definicién 6.5.1. Dada una funcién f definida en un conjunto A de un e.v.n. E con
valores en R, un punto #* € A se dird minimo local (resp. minimo local estricto) de f en
una parte D de A si @ € D y existe B(Z*, ¢) tal que

f(@) < f(¥) paratodo &€ B(*,e)ND (6.5.1)

(resp. f(Z) < f(¥) paratodo &€ B(@*,e)ND con I #I").

Definicién 6.5.2. Si la desigualdad (6.5.1) de la definicién anterior se verifica en sentido
contrario, el punto #* € D se dird maximo local (resp. maximo local estricto) de f en D.

Nota 6.5.1. De las definiciones anteriores se deduce facilmente que un punto * € D es
méximo local (resp. maximo local estricto) de f en D si y solo si es minimo local (resp.
minimo local estricto) de la funcién —f.

Definicién 6.5.3. Dada una funcién f definida en un conjunto A de un e.v.n. E con
valores en R, un punto * € A se dird minimo (resp. minimo estricto) de f en una parte
Dde Asiz*e Dy

f(x*) < f(¥) paratodo Z€D (6.5.2)

)
(resp. f(Z*) < f(¥) paratodo €D con I#I").
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Definicién 6.5.4. Si la desigualdad (6.5.2) de la definicién anterior se verifica en sentido
contrario, el punto 7* € D se dird méximo (resp. maximo estricto) de f en D.

Nota 6.5.2. De las dos tltimas definiciones se deduce facilmente que un punto ¥* € D
es un maximo (resp. maximo estricto) de f en D siy solo si es un minimo (resp. minimo
estricto) de la funcién —f.

Nota 6.5.3. De las definiciones anteriores se deduce ficilmente que todo minimo (resp.
minimo estricto) es también minimo local (resp. minimo local estricto) y que todo maximo
(resp. méximo estricto) es también maximo local (resp. méximo local estricto).

Teorema 6.5.1. Sea f una funcion convexa definida en una parte convexa Q) de un e.v.n.
E con valores en R. Entonces, todo minimo local (resp. minimo local estricto) de f en
una parte convexa D de Q) serd un minimo (resp. minimo estricto) de f en D.

Demostracion. Sea Z* un minimo local de f en D. Existe entonces B(Z*, ¢) tal que
f(@) < f(¥) paratodo &€ B(Z*,e)ND. (*)

Para concluir debemos demostrar que la desigualdad anterior también se tiene para todo
¥ € D\ B(z*¢). Sea entonces ¥ € D con & ¢ B(z*,¢). Como D es un conjunto convexo
Y A= € [0, 1], es facil ver que AZ+ (1 — A\)z™* € D N B(Z*, ). Asi entonces, de (*)
y de la convexidad de f, se tiene

@) < fAZ+ (1= N)7") < Af(@) + (1= A)f(@) < f(2)

que es lo que queriamos demostrar. []

Teorema 6.5.2. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto A de un e.v.n.E
con valores en R. Una condicion necesaria para que £* € A sea un minimo local de f en
una parte convexa D de A, es que 5 € D y

Df(z*) (& —2") >0 para todo ¥ € D. (6.5.3)

Demostracion. Sea ¥* un minimo local de f en D. Dado ¥ € D definamos la funcion
¢ :[0,1] — R por ¢(\) := f(Z* + A\(& — &*)). Del Teorema 5.5.1 vemos que ¢ es derivable
y que ¢'(0) = Df(&*)(Z — Z*). Por otra parte, como ¢(\) > ¢(0) para todo A € [0, 1],

concluimos que
¢/<0) _ 1\1113 ¢(>‘) ; ¢(0)

A>0

>0

lo que corresponde exactamente a la desigualdad (6.5.3). []
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Nota 6.5.4. De acuerdo a la interpretacién que se dié en la Nota 5.2.1 a la cantidad
Df(@* & — &) = Df(Z*)(& — &) (ver férmula (5.3.5)), vemos que la desigualdad (6.5.3)
corresponde al hecho que las pendientes de f en 2*, en todas las direcciones interiores al
convexo D, son no negativas.

Nota 6.5.5. Es facil ver que la condicién (6.5.3) no es suficiente para que ©* € D sea
un minimo local de f en D. Un ejemplo simple que muestra este hecho estda dado por la
funcién f: R — R definida por f(Z) = 23, que verifica (6.5.3) para &* = 0.

El préximo teorema nos muestra que para una clase particular de funciones esta condi-
cién es suficiente para que £* € D sea minimo.

Nota 6.5.6. Si en el teorema anterior E = R", la desigualdad (6.5.3) se escribe

(Vf(@),?—2") >0 paratodo € D. (6.5.4)

Teorema 6.5.3. Sea f una funcion convexa y diferenciable definida en un abierto convexo
Q de un e.v.n. E con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que T* € ()
sea un minimo de f en una parte convexa D en Q, es que £* € D y verifique (6.5.3).

Demostracion. Del teorema anterior y, aplicando el Teorema 6.5.1, deducimos que la
condicién es necesaria.

Supongamos ahora que z* € D verifica (6.5.3). Puesto que f es convexa, del Teorema
6.3.1 y de (6.5.3) se deduce

F(@) > f(@) + Df(E) (7 — ) > f(z%) paratodo €D

que es lo que queriamos probar. []

Teorema 6.5.4. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto A de un e.vo.n.E
con valores en R. Una condicion necesaria para que £* € A sea un minimo local de f en
A es que

Df(z*)=0 (6.5.5)

donde 0 representa la funcion nula en £(E,R).

Demostracion. Sea ©* € A un minimo local de f en A. Puesto que A es un conjunto
abierto, existe B(7*,¢) C A tal que

f(@*) < f(¥) paratodo I € B(ie)
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y como B(x* ) es un conjunto convexo, usando el Teorema 6.5.2, concluimos que
Df(z*) (¥ —2*) >0 paratodo &€ B(Z"e).

Haciendo el cambio de variable ¥ = ¥ — ¥* en la relaciéon anterior, vemos que ella es
equivalente a
Df(z*)(¥) >0 paratodo v € B(0,¢) (*)

lo que solo puede ocurrir si D f(Z*) es la funcién nula. En efecto, si existiera z € E tal
que Df(Z")(Z) > 0, definiendo ¥ := —e 5 tendriamos que 7 € B(0,¢) y

lo que contradice la relacién (*). []

Nota 6.5.7. De acuerdo a la interpretacién que se dié en la Nota 5.2.1 a la cantidad
Df(x*;v) = Df(2*)(v) (ver férmula (5.3.5)), vemos que la igualdad (6.5.5) corresponde
al hecho que las pendientes de f en 7, en todas las direcciones, son nulas.

De acuerdo a la Nota 5.3.2, la relacién (6.5.5) equivale a decir que la aproximacién lineal
afin de f en Z* estd dada por la funcién constante h(Z) = f(&*). Geométricamente, (6.5.5)
equivale a decir que en E x R el hiperplano afin tangente al grafo de f en (", f(2*)), es
el hiperplano horizontal de ecuacién z = f(z*).

Nota 6.5.8. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.5 nos muestra que la relacién (6.5.5) no es
suficiente para que * € A sea un minimo local de f en A.

El préximo teorema nos muestra que para una clase particular de funciones esta condi-
cién es suficiente para que 7 sea un minimo de f en el abierto A.

Nota 6.5.9. Es importante tener claro que el teorema anterior no es valido si * es
un minimo local de f en una parte convexa D de A. En efecto, si definimos la funcién
f:R — R por f(z) =z%y el conjunto D = [1,2], es evidente que x* = 1 es un minimo
de f en Dy sin embargo Df(1)(v) = 2v no es la funcién nula en L(R,R).

Nota 6.5.10. Si en el teorema anterior E = R" de acuerdo a la férmula (5.3.13), la
igualdad (6.5.5) es equivalente a

=1

Vf(Z) = (6.5.6)

Teorema 6.5.5. Sea f una funcion conveza y diferenciable definida en un abierto convexo
Q de un e.v.n.E con valores en R. Una condicion necesaria y suficiente para que * € Q)
sea minimo de f en @ es que se tenga la relacion (6.5.5).
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Demostracion. Del teorema anterior, aplicando el Teorema 6.5.3 con D = @, deducimos
que la condicién es necesaria.

Supongamos ahora que * € @) verifica (6.5.5). Puesto que f es convexa, del Teorema
6.3.1 y de (6.5.5) se deduce

f(@) = f(@7) + Df(@") (7 — &) = f(T")  paratodo €@

que es lo que queriamos probar. []

Teorema 6.5.6. Sca f una funcion de clase C? definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Una condicion necesaria para que £* € A sea un minimo local de f en A es que el
Hessiano H(Z*) sea definido no negativo.

Demostracion. Sea * un minimo de f en A. Como A es abierto, existe B(Z*,¢) C A.
Del Teorema 5.9.3 y la Definicién 5.9.2 deducimos que para todo ¢ € B(@, €) se tiene

— —

P +8) = [@) 4 (VF(),0) + 25 HE)T +0(9)

y como f es convexa, aplicando la férmula (6.3.2), obtenemos

-

STH(TY)6 > —20°(8) para todo 0 € B(0,¢) (*)
de lo cual se desprende facilmente que H(7*) es definida no negativa.

En efecto, sea d € R" diferente de 0, aplicando la desigualdad (¥) a § := Ad, donde

0< A< ||f7|| de modo que 6 € B(0,¢), se deduce

y tomando limite cuando A tiende a 0, de la igualdad (5.9.3) obtenemos la desigualdad
dH(Z)d >0

que es lo que queriamos demostrar. []

Nota 6.5.11. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.5 nos muestra que la condicién necesaria
para minimo local dada por el teorema anterior, no es una condicién suficiente.
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Nota 6.5.12. El mismo ejemplo de la Nota 6.5.9 nos muestra que la condicién necesaria
para minimo local dada por el teorema anterior, deja de serlo si £* es un minimo local de
f en una parte D del abierto A.

Teorema 6.5.7. Sea f una funcion de clase C? definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Una condicion suficiente para que £* € A sea un minimo local estricto de f en A
es que Vf(Z*) =0 y H(Z*) sea definido positivo.

Demostracion. Vamos a demostrar primero que si H es una matriz n X n definida
positiva, entonces existe a > 0 tal que

5'HS > a|6||> para todo & € R™ (*)

Para esto, definimos la funcion ¢ : R™ — R por gb(g) — §tH§. Puesto que ¢ es una funciéon
continua en el compacto ¢ = {6 € R" : ||§]| = 1} y ademds ¢(d) > 0 para todo § € C,
concluimos que existe o > 0 tal que

=

$(6) > paratodo 6€C

1| Sy

) =

lo que es equivalente a (*) puesto que para todo 5 € R" se tiene que H%:II eCy ¢

$(9)

I811”

(=%}

Tal como deciamos en la demostracién del teorema anterior, como A es abierto existe
B(z*,e) C Ay, del Teorema 5.9.3 y la Definicién 5.9.2 deducimos que para todo ¢ €
B(0,¢)

N —% S5\ R\ 1 %\ ©
f(@ +0) = f(Z)+ (Vf(&),0) + §5tH(x )0 + 0*(6).
Aplicando ahora a la matriz H(Z*) lo que demostramos en la parte anterior y del hecho
que V f(Z*) = 0, vemos que existird a > 0 tal que
@ +0) > f(7) + ald]]> + 0*(8) paratodo 0 € B(0,e).

Para terminar la demostracién bastard con mostrar que existe ' €]0, ] tal que «||d]|2 +
0%(6) > 0 para todo 6 € B(0,¢’) diferente de 0. Si no fuera asi, existirfa una sucesién
6, convergente a 0, con 0, # 0 para todo n, tal que a||6,]|? + 0%*(6,) < 0 para todo n;
dividiendo esta desigualdad por ||6]|> y tomando limite sobre n obtenemos que o < 0, lo
que muestra una contradiccion. []

Nota 6.5.13. La condicion suficiente para minimo local estricto dada por el teorema
anterior, no es una condiciéon necesaria como lo muestra la funcion f : R — R definida
por f(z) = 2* que tiene como minimo local estricto a * = 0 y en ese punto el Hessiano
no es definido positivo, en efecto H(0) = 0.
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Nota 6.5.14. De las notas 6.5.1 y 6.5.2 deducimos facilmente que los siete teoremas
que hemos visto en esta seccién se pueden enunciar cambiando el término “minimo” por
“méaximo”, el termino “funciéon convexa” por “funciéon concava” y el sentido de las de-
sigualdades (a este tltimo tipo de cambio corresponde el reemplazo del término “definido
no negativo” por “definido no positivo” y “definido positivo” por “definido negativo” en
los teoremas 6.5.6 y 6.5.7 respectivamente).

6.6 Minimos con restricciones de tipo desigualdad. Teorema de
Kuhn-Tucker

Nota 6.6.1. Los seis teoremas que en la seccién anterior establecen condiciones necesarias
y/o suficientes para minimo local, se pueden dividir en dos grupos, los dos primeros
(teoremas 6.5.2 y 6.5.3) y los cuatro tltimos (teoremas 6.5.4 a 6.5.7). En los dos primeros,
el minimo o el minimo local en cuestién esta restringido a un subconjunto D del dominio
de la funcion f. En los restantes, se trata de un minimo o minimo local no restringido, es
decir en todo el dominio de la funciéon f.

En esta secciéon vamos a dar una condicién necesaria (y suficiente si la funcién es
convexa) para minimo local restringido de una funcién cuando el conjunto D toma una
forma particular de gran importancia en el estudio de modelos matematicos de la fisica y
de la ingenieria.

Problema: Dadas n funciones convexas diferenciables fi, ..., f,,, definidas en un abierto
convexo () de un e.v.n. E con valores en R, vamos a estudiar los minimos y minimos
locales de una funcién diferenciable fy : @ — R, en el conjunto D definido por

D:={FeQ: fi(¥) <0,..., fu(¥) <0}. (6.6.1)
Las funciones f1, ..., f, se llaman restricciones del problema y f; se llama funcién objetivo.

Definicién 6.6.1. Si D es el conjunto definido en (6.6.1), dado #* € D definimos en E
los conjuntos

D) :={€ E:Ju>0 talque fi(@*+pu0) <0 paratodo i:1,..,n} (6.6.2)

T(i*):={0 e E: Dfy(f*)(¥) <0 paratodo i€ I(i*)} (6.6.3)

donde
(&) ={i: fi(Z") =0}, (6.6.4)
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Diremos entonces que las restricciones del problema en cuestion verifica la hipétesis de
calificacion en * € D, si se tiene la igualdad

D(@) = T (7). (6.6.5)

Nota 6.6.2. En los teoremas 6.6.2 y 6.6.3 daremos condiciones suficientes bastante sim-
ples para que nuestro problema verifique la hipétesis de calificacion de las restricciones en
un punto ©* € D. Para esto necesitaremos tres lemas previos que damos a continuacion.

Lema 6.6.1. El conjunto D definido por (6.6.1) es convezo.

Demostracion. @,b € D = fil@d) <0y fl(g) <0Oparatodoi=1,...,n

-,

= Af;(@) <0y (1=X)f;(b) <0 paratodo A €[0,1] y todoi=1,....,n

=,

= fi(Ad+ (1 — A\)b) <0 para todo A € [0,1] y todo i =1,...,n

—,

= Ad + (1 — \b) € D para todo A € [0,1]. []

Lema 6.6.2. Si f es una funcion convexa definida en un convexo @ de un e.v.n. E con
valores en R y si Z* € Q y U € E wverifican las desigualdades f(&*) <0y f(&* + pt)) <0
para algun > 0, entonces

f(Z* 4+ M) <0 para todo X € [0, ). (6.6.6)

Demostracion. Del lema anterior sabemos que el conjunto D = {7 € @ : f(Z) < 0} es
convexo. Para concluir basta ver que &* + \v/ = ﬁ:i”* +(1— %)(f* + pv) € D. []

Lema 6.6.3. Si f es una funcion diferenciable definida en un abierto A de un e.v.n. E
con valores en R, y si * € A y v € E verifican la desigualdad D f(z*)(¥) < 0, entonces
existe ;> 0 tal que

flz"+ M) < f(Z*)  para todo X €]0, pl. (6.6.7)

Demostracion. Denotemos r := D f(2*)(¥) < 0. De la férmula (5.3.5) y de la definicién
de limite vemos que existe u > 0 tal que

f@ + 20) — f(T)
A
Puesto que § < 0, multiplicando por A obtenemos la desigualdad (6.6.7). []

< g para todo A €]0, p.
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Teorema 6.6.1. Los conjuntos D(Z*) y T (z*) definidos por (6.6.2) y (6.6.3) respectiva-
mente verifican la inclusion

D(@) C T(a"). (6.6.8)

Demostracion. Puesto que 7 (Z*) es un conjunto cerrado, serd suficiente demostrar que
D(@*) C T(&*). Sea v € D(Z*) y u > 0 tal que f;(&* + pv) < 0 para todo ¢ € I(Z").
Del Lema 6.6.2 se tiene para cada funcién f; con i € I(Z*) la relacién (6.6.6), entonces
dividiendo por A €]0, 1] y tomando limite cuando A — 0, de la férmula (5.3.5) obtenemos
que Df;(2*)(¥) < 0 para todo i € I(z*). Esto nos muestra que ¢ € 7 (Z*). []

Teorema 6.6.2. Una condicion suficiente para que las n restricciones de nuestro proble-
ma verifiquen la llamada hipdtesis de calificacion en ©* € D, dada por la igualdad (6.6.5),
es que exista ¥y € E tal que

fi(Zo) <0  para todo i=1,...,n (6.6.9)

(la relacion (6.6.9) se llama condicion de Slater y, es equivalente a decir que el interior
del conjunto D definido por (6.6.1) es no vacio).

Demostracion. Si I(z*) = ¢, el resultado es evidente. Supondremos entonces I (") # ¢.
Como la inclusién (6.6.8) se tiene siempre, sélo debemos demostrar la contraria.

Dado ¢ € 7T(&*) probaremos que ¥ € D(Z*). Dividiremos la demostracién en tres
partes.

(i) De la relacién (6.6.9), usando el Teorema 6.3.1 vemos que 0 > f;(%y) > fi(&*) +
Df;(z*)(Zy — &) para todo i = 1,...,n y como f;(Z*) = 0 para todo i € I(Z*),
definiendo v := Ty — &, concluimos que

Dfi(z*)(ty) <0 paratodo i€ I(Z").

(ii) Es facil ver ahora que si definimos @), := U+ +0 se tiene para todo k& € Ny todo
i€ I(z*)

DI ) = DI+ ;v())

= Df(E")(@) + EDf(f*)(Uo)
< 0 para todo ¢ € I(Z")

y, de acuerdo al Lema 6.6.3, esto implica que para cada k € N y cada i € I(Z*)
existe ug,; > 0 tal que

fi(@* + A\U)) < 0 para todo A €]0, uy ). (A)
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(iii) Por otra parte, sii ¢ I(Z*) se tiene que f;(Z*) < 0y, por continuidad de las funciones
fi en Z*, deducimos que para cada k € Ny cada i ¢ I(Z*) existe u;; > 0 tal que

fi(@ 4+ AU;) <0 paratodo A €]0, g, (B)
Si para cada k € N definimos py, = Hllln pri > 0, de las relaciones (A) y (B)

.....

vemos que

fi(@ 4+ pty) <0
lo cual muestra que v}, € D(Z*) para todo k € N. Como v = lim v}, concluimos que
v € D(x).

[

Teorema 6.6.3. Cuando E es un espacio de Hilbert, una condicion suficiente para que
las n restricciones de nuestro problema verifiquen la hipotesis de calificacion en £* € D,
dado por (6.6.5), es que D f;(z*) con i € I(z*) sean linealmente independientes.

Demostracion. No es dificil demostrar que si D f;(#*) con i € I(Z*) son linealmente
independientes, entonces debe existir 7y € F tal que D f;(Z*)(th) < 0 para todo i € I(Z*).
La demostracién sigue entonces como la del teorema anterior (partes (ii) y (iii)). []

Teorema 6.6.4 (Karush-Kuhn-Tucker). Si las restricciones de nuestro problema ve-
rifican la hipdtesis de calificacion en ©* € D, dada por la igualdad (6.6.5), entonces una
condicion necesaria para que £5 € D sea un minimo local de fo en D es que existan
escalares \; > 0 para i € 1(Z*), llamados multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, tales
que

D fo(T) Z NDfi(Z) = 0. (6.6.10)

i€l(T

Si fo es una funcion convexa en @), entonces (6.6.10) es una condicion suficiente para que
T € D sea minimo de fo en D.

Demostracion. Demostremos primero que cuando fj es convexa en (), entonces (6.6.10)
es una condicion suficiente para que 7* € D sea minimo de fy en D. Para ésto, de acuerdo
al Teorema 6.5.3, bastard demostrar que D f(2*)(Z — #*) > 0 para todo ¥ € D. Como
todas las restricciones de nuestro problema son convexas, de acuerdo al Teorema 6.3.1, la
igualdad (6.6.10) implica para todo Z € D.

Dfo(T)(& - 7) = —ZADfZ ) (T - T)
> Z)\i fi(Z*) — fi(Z))
= —Zkz‘fi(f) >0
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que es lo que queriamos probar.

ii) Supongamos ahora que #* € D es un minimo local de fy en D, donde se verifica la
hipétesis de calificacion de las restricciones. Del Teorema 6.5.2 sabemos que

Df(z*) (¥ —2*) > 0 paratodo €D (A)
y no es dificil demostrar, usando el Lema 6.6.3, que esto equivale a decir que
Df(x*)(v) >0 paratodo o€ D(z").

Usando entonces la hipdtesis de calificacion de las restricciones concluimos que (A) equi-
vale a la inclusién

(T € E:—Df(i*) (@) <0} C {7 € E: Dfy()(¥) <0 para todo i € I(i*)}.

El Teorema 4.7.3 (Lema de Farkas) nos permite concluir. []
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