CAPITULO 2

FUNCIONES DEFINIDAS EN UN E.V.N. E CON
VALORES EN UN E.V.N. F

2.1 Introduccion

Este capitulo esta completamente dedicado a estudiar la continuidad de las funciones
definidas en un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F. Tal como se vi6 en el caso de funciones
de una variable real, la continudad seguird siendo el punto de partida del estudio de
funciones, ahora definidas en un e.v.n.

Veremos también la nocién de limite de una funcién que estd intimamente relacionada
con la de continuidad. Luego estudiaremos algunas de las propiedades fundamentales de
las funciones continuas definidas en un conjunto compacto. El Teorema 2.5.2 es el de
mayor importancia en esa seccion.

En la Seccion 2.7 estudiaremos las funciones lineales continuas y analizaremos el primer
espacio vectorial normado de dimensién no finita. El Teorema 2.7.1 es el de mayor impor-
tancia en dicha seccion.

Para terminar el capitulo, demostraremos una propiedad de las funciones continuas (el
teorema de punto fijo) que constituye uno de los resultados mas utiles de las matematicas
aplicadas.
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2.2. CONTINUIDAD

2.2 Continuidad

Definicién 2.2.1. Una funcién f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F, se dird continua en @ € A si para toda bola B(f(a),e) existe una bola B(d, ¢)
tal que

f[B(a@,6) N Al C B(f(a),e) (2.2.1)

dicho en otras palabras, si

"e>03 §>0talque, TEAy||F—a| <5 = ||f(@) — f@)| <"

(se da por entendido que las normas escritas anteriormente corresponden a espacios nor-
mados diferentes) La funcién f se dird continua si ella es continua en todo elemento de

A.

Nota 2.2.1. Es facil ver que si f: A — F es continua en @ € A C E, entonces f sigue
siendo continua en @ si cambiamos la norma de E o la de F' por otra equivalente.

Nota 2.2.2. Cuando A = E la inclusién en (2.2.1) se reduce a
f1B(@,0)] € B(f(a),e) (2.2.2)
y la continuidad de f en @ se expresa diciendo

"We>0 3o>0talque, |[T—d|l <0 = ||f(Z)— fla)]| <e”

Teorema 2.2.1. Si f y g son dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en un e.v.n. F', continuas en @ € A, entonces las funciones f+g y Af (con X € R)
también son continuas en a.

Demostracion. i) Dado € > 0, si f y g son continuas en @, existen dy,dy > 0 tales que

. L , . £
TeA |Z-dl<o = |f@)-f@l<3 ¥
L L L L £
TeA, ||F-dl <6 = lg@) 9@l < 3.
Definiendo 6 := min{d;, d2} se obtiene:
TeA |F-dl<i = |[[(f+9)(@)—(f+9)@)] <
L . . . e €
7@ — 7@+ @ — 9@ < 5 + 5 =2
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2.2. CONTINUIDAD

Concluimos asi que f + g es una funcién continua en a.

ii) Si A = 0 el resultado es evidente. Supondremos entonces que A # 0. Dado e > 0si f
es continua en @, existe § > 0 tal que: ¥ € A, ||[F—d|| < = || f(Z) — f(@)] < /||, que
es equivalente a || Af(Z)—Af(a@)|| < e. Concluimos asi que la funcién A f es continua en @. []

Teorema 2.2.2. Dados tres e.v.n. E, ﬁ, C_j, una parte A de E y dos funciones f : A — F
yh:F — G continuas en @ € A y f(d) € F respectivamente. Entonces la funcion h o f
también es continua en a.

Demostracion. Dado € > 0, por ser h continua en f(a), existe n > 0 tal que

(@) =gl <n = [Ih(f(@) = h@H) <e
y como f es continua en a, existe 0 > 0 tal que

TeAla-z| <6 = [f@—f@)<n

De estas dos implicaciones concluimos que
TeAla-z| <o = [[h(f(@)—h(f(Z))] <e

es decir, que h o f es continua en a. []

Teorema 2.2.3. Si f y g son dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en R, continuas en @ € A, entonces las funciones fg,1/f (suponiendo f(@) # 0)
y max{f, g} siguen siendo continuas en d.

Demostracion. Como fg = 3[(f+g)*— f*— ¢?], para demostrar la continuidad de f-g
en a, usando el Teorema 2.2.1, s6lo hay que demostrar que el cuadrado de una funcién
continua en @ sigue siendo una funciéon continua en da.

Mostremos que f? es continua en @. Como f2 es la composicién de f : A — R con
h : R — R, definida por h(y) = y?, y como ambas funciones son continuas en @ y f(a)
respectivamente, el teorema anterior nos muestra que f 2 es continua en @.

La continuidad de 1/f en @, es también consecuencia del teorema anterior puesto que
1/f es la composicién de f: A — R con h: R\ {0} — R, definida por h(y) = y~', que
son continuas en @ y f(@) respectivamente.

Finalmente, dado € > 0, existen 01, do > 0 tales que £ € A, |7 —d|| < 9, = |f(Z) —
fl@)| <ey, Z€A, ||Z—a||l <oy = [9(Z)—g(d@)| <e. De la desigualdad

| méx{f (), ()} — max{f(a@), g(a)}| < m&x{[f(Z) — f(a)],|9(7) — 9(@)[}
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2.2. CONTINUIDAD

definiendo 6 = min{dy, d2} obtenemos que
TeA |lr—dl <0 = |max{f(Z),g(7)} —mix{f(a),g(a)}| <e

lo que demuestra que la funciéon max{f, g} es continua en @. []

Teorema 2.2.4. La norma de un e.v.n. E es una funcion continua de E en R.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la desigualdad
1zl = llalll < |7 —al

que es valida para todo 7 y todo a@ en E. []

Teorema 2.2.5. Sea A una parte de un e.v.n. E y da la funcion de EenR definida por
da(Z) :=inf{||Z - 2| : Z € A}. (2.2.3)

Entonces d4 es una funcion continua, mas aun, ella verifica
da(Z) —da(Z )| < |Z—2'|| para todo 7,7 € E. (2.2.4)

A la cantidad dA(Z) se le llama usualmente distancia de Z al conjunto A y a da funcion
distancia al conjunto A.

Demostracion. Sea € > 0. Por definiciéon de infimo, para todo ' € E debe existir
7€ Atal que | — Z|| < da(Z') + . Por lo tanto, para todo Z y todo &’ se tendrd

da(Z) < |7 = 2| < [|& = 2| + (|27 = 2| < [|€— 2| + da(Z ) + <.
Como € > 0 es cualquiera (tan pequeno como uno quiera) se tendré
da(Z) —da(Z) < |Z—Z'| paratodo &'€E
e intercambiando 7’ con ¥ se tiene
—(da(Z) —da(Z)) < |Z—2'|| paratodo &, '€ E.

Estas dos ultimas desigualdades son equivalentes a la desigualdad (2.2.4). []
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2.3. LIMITE DE FUNCIONES Y CARACTERIZACION DE LA CONTINUIDAD

2.3 Limite de funciones y caracterizacion de la continuidad

Definicién 2.3.1. Sea f una funcién definida en una parte A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. Fy sea @ € A. Diremos que f tiende a b € F' cuando 7 tiende a @ en A si
para toda bola B(b,¢) existe una bola B(d,d) tal que

FIB(@,8) N A] € B(b,e) (2.3.1)
dicho en otras palabras, si

"We>0 3d>0talque, T€e Ay ||[F—d|<d = |f(Z)— H<

Escribiremos entonces lim f(Z) = b y, en el caso en que @ € int A, escribiremos simple-
r—a
z€A

mente lim f(Z) = b.

—
r—a

Teorema 2.3.1. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F serd continua en d € A si y solo si

lim f(Z) = f(q) (2.3.2)

Tr—a

TEA

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las inclusiones en (2.2.1) y (2.3.1). []

Teorema 2.3.2. Secm fyg dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en un e.v.n. F. Considere @ € A y A € R. Silos limites de f y g cuando T tiende
a a en A existen, entonces los limites de f+ g y A\f cuando X tiende a @ en A también
existen y se tienen las igualdades

lin(f +g)(#) = lm f() + lim g(7) (233)
B zeA TeA
Im A\ f(Z) = Xlim f(Z). (2.3.4)
Tea Tea

Demostracion. La demostracién es casi idéntica a la del Teorema 2.2.1 []
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2.3. LIMITE DE FUNCIONES Y CARACTERIZACION DE LA CONTINUIDAD

Teorema 2.3.3. Dados tres e.v.n. E, ﬁ, C_j, un subconjunto A en E, acA, ydos funciones
f:A—=F yh: f(A) — G. Si existen los limites

lim f(Z) =1y lim h(§) =m,

T—a g—I

TeA gef(A)
entonces el limite de h o f cuando T tiende d en A también existe y se tiene

lim(h o f)(Z) =m (2.3.5)

T—a

ZeA

Demostracion. La demostracién es casi idéntica a la del Teorema 2.2.2. []

Teorema 2.3.4. Sean f,g dos funciones definidas en una parte A de un e.v.n. E con
valores en R y a € A. Si los limites de f y g cuando & tiende a @ en A existen, entonces
los limites de f-g y de 1/ f (suponiendo lim f(Z) # 0) cuando x tiende a @ en A también

existen 1y, se tienen las iqualdades

m(f-g)(Z) = lm f(Z)-lim g(7) (2.3.6)
lm(1/0)@) = 1/1m 7@ (237)

Demostracion. La demostracién es casi idéntica a la del Teorema 2.2.3 []

2.3.1 Caracterizaciéon de la continuidad y el limite de una funcién
mediante sucesiones

Teorema 2.3.5. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F' serd continua en a € A si y solo si para toda sucesion {Zy} en A convergente
a d, la sucesion {f(Zy)} converge a f(d), es decir

h’lgn f(@x) = f(@) para toda sucesion T, — d en A. (2.3.8)

Demostracion. Supongamos que f es continua en @ y demostremos que se tiene (2.3.8).
Dado € > 0, existe d > 0 tal que

TeA|r—dl<é=|f(@) - f@)) <e
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2.4. FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES EN RM

y por otra parte, para toda sucesiéon {Z;} en A convergente a d@ debe existir ky € N tal
que, ||Z —d|| <0V k > k. Concluimos entonces que

1F (@) = f@)] < eV k >k
lo que muestra que {f(Z;)} converge a f(a).

Supongamos ahora que para toda sucesién T — d en A se tiene que f(7)) — f(a).
Si f no fuera continua en d, existiria ¢ > 0 tal que para todo 6 > 0 existe s € A que
verifica

175 —all <oy [If(Z5) = f@) > e

Aplicando este razonamiento sucesivamente para § = 1,1/2,1/3,...,1/k, ... concluimos
que existirfa una sucesién {Z;} en A que verifica:

17k —all <1/k y [If(Z) — f(@)]| > ¢ paratodo k

lo que contradice la hipétesis pues T, — @y f(xx) no converge a f(a@). Esto muestra que
f debe ser continua en @. []

Teorema 2.3.6. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F, tiende a b € F cuando T tiende a @ € A en A, si y solo si para toda sucesion
{Zr} en A convergente a @, la sucesion {f(Zy)} converge a b.

Demostracion. La demostracion es casi identica a la del teorema anterior. []

2.4 Funciones continuas con valores en R™

Dada una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en R™, es
usual caracterizar f por sus m funciones componentes f, ..., f,, de A en R, definidas de
modo que para todo T € A se tenga

f(@) = (@), ... fm(Z)) (€ R™)

La misma caracterizaciéon se usa cuando f toma sus valores en un e.v.n producto
Fi x ... x F,,. En ese caso las m funciones componentes fi, ..., f,, tendréan sus valores en
Fi, ..., F,, respectivamente.
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2.4. FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES EN RM

Teorema 2.4.1. Una funcion f definida en una parte de A de un e.v.n. E con valores
en R™ serd continua en @ € A si y solo si cada una de sus m funciones componentes
fi: A — R es continua en d € A.

Demostracion. De acuerdo a las Notas 1.2.3 y 2.2.1, podemos usar en R cualquier
norma. Usaremos entonces la norma || - || .

Supongamos f continua en a. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
TeA|T—dl <o=|f(T) - fla)le<e
lo que equivale a decir que para todo ¢ = 1...m se tiene
FeA|F—dl <= |f(7) — (@) <.
Esto demuestra que las funciones fi, ...., f,, son todas continuas en da.

Supongamos ahora que las funciones fi, ..., f,, son todas continuas en @. Dado ¢ > 0,
existen 41, ..., 0,, > 0 tales que para todot=1,....m

Te A |7—d| <6 = |fi(Z) - fila)| <e.
Definiendo 6 := min{dy, ..., d,,} > 0 obtenemos para todo i =1,...,m
|7 —dl| <0=[f(Z) - fila)| <e
lo que equivale a decir que
17— dll <6 =f(Z) - f@)]e <e.

Esto demuestra la continuidad de f en @. []

Teorema 2.4.2. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
R™, tiende a b € R™ cuando ¥ tiende a @ € A en A, si y solo si cada una de las m
componentes f; : A — R de la funcion f, tiende a la componente b; € R de b cuando ¥
tiende a @ en A. Esto lo escribimos

lim (7) = (Ui f1(7), .. 1in fu(D)) (2.4.1)

r—a
TEA TEA TeA

Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la del teorema anterior. []

Nota 2.4.1. Dados m e.v.n. ﬁl, e ﬁm, los dos teoremas anteriores se generalizan facil-
mente al caso en que f toma sus valores en el e.v.n. producto F' := Fy X ... X F,, (ver
Ejemplo 1.2.5 y Nota 1.2.4).
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2.5. FUNCIONES CONTINUAS DEFINIDAS EN UN COMPACTO

2.5 Funciones continuas definidas en un compacto

Teorema 2.5.1. Si f es una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. E con valores en un e.v.n. F, entonces f(A) es una parte compacta de F'.

Demostracion. Sea {y} una sucesién en f(A). Existe entonces para cada g un @) € A
tal que i, = f(#%). Como A es compacto, existe una subsucesion {Zy)} convergente a
un elemento #p € Ay, como f es continua en 7y, la subsucesion {iux)} serd convergente
a Yo := f(Z) € f(A). Esto muestra que f(A) es compacto. []

Teorema 2.5.2. Si f es una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. B con valores en R, entonces f alcanza su mdximo y su minimo sobre A. Esto
significa que existen d,,,dy € A tales que

fl@n) < f(Z) < flayn)  para todo % € A. (2.5.1)

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, el conjunto f(A) es compacto en R
y, de acuerdo al Teorema 1.5.2, f(A) serd cerrado y acotado. Por ser acotado podemos
definir los reales M := sup{f(A)} y m := inf{f(A)} y, por ser cerrado M, m € f(A).
Existirdn entonces elementos dyy, @, € A tales que f(dy) = M y f(dm) = m. Es evidente
entonces que @, y dy verifican (2.5.1). []

Nota 2.5.1. El hecho que toda funcién continua alcance su méximo y su minimo en un
compacto, constituye una propiedad importante. Numerosos modelos matematicos usados
por las ciencias de la ingenieria y la fisica se plantean en términos de maximizacion o
minimizacion de funciones. Estar entonces seguros de la existencia de soluciones para
estos modelos, es crucial.

Teorema 2.5.3. Sea f una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. E con valores en R, (conjunto de los reales > 0). Entonces existe o > 0 tal que
f(Z) > a para todo ¥ € A.

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, existird a,, € A tal que f(Z) > f(dn)
para todo # € A. Como por hipétesis f(d,,) > 0, si definimos «:= f(@,,) obtenemos que
f(Z) > « para todo 7 € A. []

Teorema 2.5.4. Sea A una parte compacta de un e.v.n. E, y da la funcion distancia al
conjunto A definida por (2.2.3). Para todo @ € E existird p € A tal que

da(d@) = |l@— pl| (2.5.2)
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2.5. FUNCIONES CONTINUAS DEFINIDAS EN UN COMPACTO

Este elemento p' € A se llama proyeccion de a sobre A.

Demostracion. Como ||d — || : E — R es la composicién de las funciones ¥ € £ —
a—-Ze€FEy ||-|: E— Ry, como estas dos funciones son continuas, el Teorema 2.2.2
nos dice que ||@ — -|| serd también continua. Del Teorema 2.5.2 concluimos entonces que

esta funcién alcanza su minimo sobre A en un punto p € A y se tendra por lo tanto

da(@) = lla—pll. [0

Nota 2.5.2. Es importante tener claro que la proyeccion depende de la norma. Asi por
ejemplo, en £ = R2, el conjunto de las proyecciones del origen sobre el tridngulo de
vértices (1,2)(1,-2) y (2,0) sera:

i) usando la norma || - ||, igual al conjunto {(1,¢) : t € [—1,1]}.

ii) usando la norma || - ||z, igual al conjunto {(1,0)}.

Nota 2.5.3. Si en el teorema anterior consideramos F = R"™, podemos hacer menos
hipdtesis sobre el conjunto A para asegurar la existencia de la proyeccién. Basta con
suponer que A es cerrado (recordemos que de acuerdo al Teorema 1.5.2 todo conjunto
compacto es cerrado y acotado). En efecto, dado r > d4(a@) es facil ver que d4(@) =
danp(a,)(@). Como el conjunto AN B(d,r) es cerrado y acotado, de acuerdo al Teorema
1.5.3 sera compacto. Aplicando el teorema anterior a la funcién d 4np(s,), concluimos que
existe p € A tal que da(a@) = ||@ — p]|.

Teorema 2.5.5. Sean A, B dos conjuntos cerrados disjuntos en un e.v.n. E. Definamos
la distancia entre A y B por

§(A, B) := inf{d4(7) : ¥ € B} (2.5.3)

donde da es la funcion distancia al conjunto A definida por (2.2.3). Si B es compacto,
entonces existira b € B tal que 0(A, B) = da(b) > 0. Si suponemos ademds que A es
compacto, existird también d € A tal que

5(A,B) = ||b— || (2.5.4)

Demostracion. Del Teorema 2.2.5 sabemos que d4 es una funciéon continua y, como
B es compacto, del Teorema 2.5.2 concluimos que d4 alcanza su minimo sobre B en un
punto b € B. Se tiene asi que d(A, B) = da(b).
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La desigualdad da(b) > 0 es consecuencia del hecho que b ¢ A (es facil probar que
todo conjunto A en un e.v.n. verifica la equivalencia d4(Z) =0 < & € A).

Supongamos ahora que A es compacto. De acuerdo al teorema anterior existe @ € A
tal que da(b) = ||b — d||, que es lo que queriamos probar. []

2.6 Continuidad uniforme y Lipschitzianidad

Definicién 2.6.1. Una funciéon f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n. F' se dice uniformemente continua en A si para todo ¢ > 0 existe > 0 tal que

LyeA |7 -yl <d=|f(@) - [l <e (2.6.1)

Nota 2.6.1. Es evidente que una funcién f : A — F uniformemente continua en A,
serd continua en A. Por el contrario, si f es continua en A, no serd necesariamente uni-
formemente continua en A. Un ejemplo simple que muestra este hecho es el de la funcién
f(x) = 2? de R en R, que siendo continua no es uniformemente continua en R. En efecto,
para cualquier 0 > 0, basta con definir z = % +d,ey = % y constatar que |zt —y| <y
que |z% — y*| =2+ 6% > 2.

Teorema 2.6.1. Si f es una funcion continua definida en una parte compacta A de un
e.v.n. B con valores en un e.v.n. F', entonces ella es uniformemente continua.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Si f no es uniformemente continua en
A, existird e > 0 tal que para todo § > 0 existen Zs, ¥5 € A que verifican |75 — 75| < 0
v |[f(Zs) — f(ys)|| > . Aplicando éste hecho sucesivamente para 6 = 1,1/2,..,1/k, ...
obtenemos en A un par de sucesiones {7y} e {yx} que verifican |7} — yil| < 1/k y
|f (@) = f(k)]| > €. Como A es compacto, existird una subsucesion {z.x)} convergente a
d € A. Por otra parte, como [|Ja(r) = @l < [[Jagk) = Zag |+ | Taw) — @l < 1/k+[[Zag —dll,
vemos que ||y — @|| — 0 lo que implica, de acuerdo al Lema 1.4.1, que la subsucesién
{Yary} también converge a @. Finalmente, la desigualdad ¢ < || f(Zaw)) — f(@am)| <
| f(Zay) — f(@)]] + || f(@) — f(Ya@))| contradice (de acuerdo al Teorema 2.3.5) la con-
tinuidad de f en d@. []

Definicién 2.6.2. Una funcion f definida en una parte A de un e.v.n. E con valores en
un e.v.n F' se dirda Lipschitziana en A si existe una constante L, llamada constante de
Lipschitz, tal que

If(Z) = F@DII < L7 = gl|  para todo 7,5 € A.
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Nota 2.6.2. Es evidente que si f es una funcién Lipschitziana en A, ella sigue siendo
Lipschitziana si cambiamos la norma de E y la de F' por otras equivalentes. También es
evidente que una funcién Lipschitziana es uniformemente continua.

2.7 El e.v.n. de las funciones lineales continuas

Teorema 2.7.1. Una funcion lineal | de un e.v.n. E en un e.v.n. F' es continua si y solo
si ella es continua en 0 € E y esto se tiene, si y solo si existe una constante L tal que

11(Z)|| < L||Z| para todo T € E. (2.7.1)

Demostracion. Si | es continua, ella es en particular continua en 0.

Demostremos ahora que si [ es continua en 0, entonces se tiene la desigualdad (2.7.1).
Dado € = 1 debe existir 6 > 0 tal que

IZIl <0 = i(Z)] <1

y como 2 = ﬁf verifica ||Z]| < 6 para todo & # 0, se tendrd que [|I(Z)| < 12| para

todo ¥ € E, que equivale a (2.7.1) con L := %.
Para terminar demostremos que (2.7.1) implica que [ es continua, como
11(Z) = 1(@)|| = |[I(Z — )| < L|Z — &) para todo Z,& € E

concluimos que [ es lipschitziana en £ y a fortiori continua. []

Nota 2.7.1. La propiedad (2.7.1) constituye una caracterizacion fundamental de la con-
tinuidad de las funciones lineales que nos permitira, entre otras cosas, definir una norma
en el e.v. de las funciones lineales continuas. Ella nos muestra también que toda funcién
lineal continua es Lipschitziana.

Teorema 2.7.2. En el e.v. E(E, ﬁ) de las funciones lineales continuas del e.v.n. E en el
S

e.v.n. ﬁ, la aplicacion que a l E(E, ﬁ) le hace corresponder

1] = sup LD (272)
#£0 1 Z]

verifica las propiedades de la Definicion 1.2.1 y constituye asi una norma en E(E, ﬁ)
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2.7. EL E.V.N. DE LAS FUNCIONES LINEALES CONTINUAS

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior, la continuidad de [ implica la existencia
de una constante L que verifica (2.7.1), lo que muestra que el supremo en (2.7.2) es finito
(el cuociente esta acotado superiormente por L). Demostremos ahora cada una de las tres
propiedades de la Definicién 1.2.1. i) Es evidente. ii) Dado A € R y | € L(E, F) se tiene

A (& Iz Iz
It = sup LU g |p BN B .
| E 71
iii) Dados [, m € L(E, F) se tiene
sl = s MW@ @] + @)
G 71
. )
< sup LD g 0Oy .
71 |

[

Nota 2.7.2. Es facil ver que para [ € £(E, F) la cantidad ||I|| es la menor constante que
verifica la desigualdad (2.7.1). Se tendra entonces que

1@ < |lIIZ]] para todo Z € E (2.7.3)

Nota 2.7.3. L(E, F) dotado de la norma (2.7.2) representa el primer e.v.n. de dimensién
infinita (cuando E o F' es de dimensién infinita) que estudiaremos en este curso. Mds
adelante estudiaremos otros.

Dada la importancia que tienen en un e.v.n. las sucesiones de Cauchy, una de las
primeras preguntas que debemos hacernos frente a un e.v.n. de dimensién infinita, es
si serd o no un espacio de Banach (ver definicién 1.4.4). El teorema que sigue da una
respuesta satisfactoria a esta pregunta.

Teorema 2.7.3. Si E es un e.v.n. Y F un espacio de Banach entonces E(E, ﬁ) dotado
de la norma (2.7.2) también es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea {I;} una sucesién de Cauchy en L(E, F). Para cada 7 € E, de la
desigualdad (2.7.3), aplicada a las funciones lineales (I, — [;), se tendra

106(2) = (@) = | = L) (@) < [l = 1||7]] para todo k,j € N

lo que nos permite deducir que {l;(Z)} es una sucesién de Cauchy en F'y, como F' es
un espacio de Banach, concluimos que {l;(Z)} es una sucesién convergente. Definamos
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2.7. EL E.V.N. DE LAS FUNCIONES LINEALES CONTINUAS

entonces la aplicacién [ : E — F por la relacién I(z) := lim [,(Z) e intentemos demostrar
que {lx} converge a [ en el e.v.n. L(E, F).

Para empezar debemos probar que [ € E(E, F ), es decir, que [ es lineal y continua.
Dados %, 7 € E y A € R, del Teorema 1.4.4 deducimos que
= lm(Z) + lim (7)) = (Z) + 1(Y)
rl(AY) = lmi(AY) = lim Al(Z) = Alim [(¥) = A(Z)

lo que muestra que [ es lineal.

Dado € > 0, por ser {l;} de Cauchy, debe existir kg € N tal que ||l — ;|| < € para
todo k,j > ko, lo que implica que ||lx|| = ||lx — {; + ;]| < e+ ||[;]| para todo k,j > ko.
Usando entonces (2.7.3), de las dos desigualdades anteriores deducimos que

16(Z) = (@) < e]|Z]|  paratodo k,j > ko
= @Il < e+ [LIDIZ  paratodo  k,j > ko.

Fijando j > kg y ¥ € E en estas dos desigualdades, teniendo en cuenta la continuidad de
la norma (Teorema 2.2.4 y el Teorema 2.3.1) y, tomando limite sobre k£ obtenemos
11(Z) = ;@) < el 7]
= U@ < (e + 151D
que serén validas para todo 7 € E y todo 7 > k.

Usando el Teorema 2.7.1, la segunda de estas desigualdades nos muestra que la funcién
lineal [ es continua.

Finalmente, de la definicion de la norma en E(E , F ), la primera de las dos desigual-
dades anteriores nos muestra que

Il —1;|]| <e paratodo j >k

lo que significa que {l;} converge a [ en L(E, F). [

Teorema 2.7.4. Toda funcion lineal | de R™ en un e.v.n. F es continua.

Demostracion. Como todas las normas en R™ son equivalentes, de acuerdo a la Nota
2.2.1 podemos usar cualquiera, en particular, la norma ||-|| . Sea €1, ..., €, la base canénica
de R". Para todo ¥ € R" se tendra

(S )| = [ e
=1 =1

1@ =

< ZI%IHK@Z)H < [Z\Il(é)l\] 171 oo
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2.8. TEOREMA DEL PUNTO FIJO

Esto muestra que [ verifica la desigualdad (2.7.1) con L = > ||i(€)] vy, de acuerdo al
=1

Teorema 2.7.1, serd continua. []

Nota 2.7.4. Mas adelante veremos que existen aplicaciones lineales que no son continuas.
Naturalmente, esto se tendra cuando el dominio es un e.v.n. de dimension infinita.

2.8 Teorema del punto fijo

Definicién 2.8.1. Una aplicacion f de un e.v.n. E en un ev.n. F se dird contractante
en una parte A de E, si es Lipschitziana en A con constante de Lipchitz L < 1.

Teorema 2.8.1. Si f : A — A es contractante en una parte cerrada A de un espacio
de Banach E (ver Definicion 1.4.4), entonces existe un unico a € A tal que f(a) = d. FEl
elemento a se llama punto fijo de f en A.

—,

Demostracién. Demostremos primero la unicidad. Si f(@) =@y f(b) = b entonces
@ —bll = |lf(a@) — f(b)]| < Ll|@ — bl|.
Como L < 1, vemos que esta desigualdad implica que @ = b.

Para demostrar la existencia vamos a construir una sucesion ' convergente a un punto
fijo de f. A partir de ¥; € A, construimos {Z}} en A mediante la férmula de recurrencia
T = f(Zx_1). Esta sucesién verifica

|Z5 — 2| = ||f(%2) — f(21)]] < L||Zy — 74|
12— T3 = |f(Ts) — f(@)]] < LT — || < LP|| &, — Z4|

!

|Fer— &l = 1F@) — f@E)l < LlEx — Feall < o < L@ — 34

por lo tanto para todo k,p € N se tiene

[Zrrp = Tl < NZTktp = Trtp-ll + |1 Zhsp-1 — Trip-2ll + -+ Tt — T
< (LR LM g 4 LR 3 - 3|
kal
< ol -4
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Como L*~! — 0, es facil verificar que {Z}} es una sucesién de Cauchy. En efecto, dado

e > 0 existe ky € N tal que % < ¢ para todo k > ko, por lo tanto ||Zy1, — || < €
para todo p > 0y todo k > kg y definiendo j = k + p obtenemos ||Z; — Z%|| < € para todo

J,k > ko, que corresponde exactamente a la definicién de sucesiéon de Cauchy. Como E es
un espacio de Banach concluimos que {Z}} es convergente y, por ser A cerrado el limite
a de esta sucesion esta en A y verifica

q = lfm Ty = lim f(Z%) = f(a)

donde la tdltima igualdad se desprende de (2.3.8) por ser f continua en @. Esto muestra
que a es punto fijo de la funcién f. []

2.9 Ejercicios

1.

—

Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. E con valores en un e.v.n F.
Demuestre que

a) Si B C F es cerrado, entonces f ~1B] C E también es cerrado.

S

)

) SiBC F es abierto, entonces f~![B] C E también es abierto.
) f(f_l) - m para todo A C E.
)

)

o

S

f~[int B] C int (f~[B]) para todo B C F.
F~UB] c f~![B] para todo B C F.

(&

Demuestre que la funcién f : R?> — R definida por f(Z) = éfﬂ siz#0y f(0) =

es continua en todo punto de R? salvo en 0.

Demuestre que la funcién f : R? — R definida por f(7) =
es continua.

Demuestre que la funcién f : R* — R? definida por f(7) = =-(af,23) si T # 0y

£(0) = 0, es continua.

Considere la funcién f : R?\ {0} — R definida por f(Z) = T35+ Demuestre que
hmo( hm f(@) = limo( limof(f)) =0y que lim f(Z) no existe.
—0 x2 xo—0 x1— Z—0

Considere la funcién f : R\ {0} — R definida por f(Z) = “-%. Demuestre que
l{im ( hm f(@) = -1, h'mo( h'mof(f)) =1y, que lim f(Z) no existe.
21—0 22— 7—0

xo—0 T1—
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

—

Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. E con valores en un e.v.n. F.
Demuestre que el conjunto G(f) = {(Z,y) € E x F : § = f(Z)} es cerrado en el
evan. Ex F.

Sean f,g dos func1ones continuas definidas en un e.v.n. E con valores en un e.v.n.
Fy, sca A C E tal que f(Z) = g(Z) para todo Z € A. Demuestre que f () = ¢(7)
para todo Z € A.

Sean El, . E espacios vectoriales normados y sea p; la funcion del evn. E =
E1 . X E en Ez, que a cada ¥ € E le asocia su componente r; € E Demuestre
que esta funcion es continua.

Sea f una funcién continua definida en un e.v.n. E con valores en R. Demuestre que

a) Sy={7¢€ E: f(Z) < A} es un conjunto cerrado para todo A € R.
by I,={feE:[f(T

7) = A} es un conjunto cerrado para todo A € R.
¢) Ay={Fe E: f(&) <A} es un conjunto abierto para todo A € R.

Sea f una funcién continua y biyectiva, de un compacto A de un e.v.n. E en un
conjunto B de un e.v.n. F. Demuestre que la funcién f~!: B — A es continua.

Sea f una funcién continua definida en R"™ con valores en R. Si f verifica la
propiedad: para todo L € R, existe kg € N tal que ||Z|| > ky = f(Z) > L,
demuestre que el conjunto S, definido en el Ejercicio 10 es un compacto y que la
funcién f alcanza su minimo en R™.

Dado un e.v.n. E y dos puntos d, b € E demuestre que la funcion A € R — a+ )\(5—
@) € E es continua. Con esto, demuestre que el intervalo [@,b] = {@+A(b—a) € E :
A € [0,1]} es compacto.

Demuestre que la funcién f : R, — R definida por f(z) = /x es uniformemente
continua pero no es Lipschitziana.

Demuestre que toda funcion Lipschitziana es uniformemente continua.

Sea f una funcién uniformemente continua en una parte A de un e.v.n. E con valores
en un e.v.n. F. Demuestre que si {Zx} es una sucesiéon de Cauchy en A, entonces

{f(Z))} es una sucesién de Cauchy en F'. Demuestre que esta propiedad no se tiene
necesariamente si f no es uniformemente continua en A.

Sea [ una funcién lineal definida en un e.v.n. E con valores en R. Demostrar que [
es continua si y solo si el conjunto N (1) := {7 € E : [(¥) = 0} es cerrado en E.
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18.

19.

20.

21.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.n. (C([a, b],R), ||-||1) con valores en R, por

b
I(f) = [ f(z)dz. Demuestre que [ es continua.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.an. (C([a, b],R),|| - ||) con valores en R,
b
por I(f) = [ g(x)f(x)dz, donde g es una funcién fija en C([a, b], R). Demuestre que

[ es continua.

Sea [ una funcién lineal definida en el e.v.n. (C([0, 1], R), || ||1) con valores en R, por
I(f) = f(0). Considere en C([0,1],R) la sucesién {f,} definida por f,(z) =1 — nz
six €1[0,1/n], f(x) =0siz € [1/n,1]. Usando esta sucesién demuestre que [ no es
continua.

Usando el teorema del punto fijo de Banach demuestre que dado o > 0, la sucesion

{z}} construida por la férmula recurrente x5, = % <a:k + %), a partir de un valor
x1 > \/a, converge a /a.
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