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Pl a) Sea B C F cerrado. Sea (Z,)nen C f~'(B) convergente a & € E.
Como f es continua.
In — T = f(Zn) — f(T)

Ademds f(Z,) € B Vn € N,y B es cerrado.
= f(X)eB=i¢€ fY(B)= f'(B) escerrado.

b) Sea B C F abierto. Sea # € f~1(B). Como B es abierto, 3¢ > 0 tal que:
B(f(Z),e) € B. Pero como f es continua,

(35 >0) tal que f(B(#,0)) CB(f(¥),e) B

luego:
B(#,0) C f(B) = f(B) es abierto.

¢) Sea ACE.Seay € f(A) < 37 € Atalque f(Z)=17
Como f es continua,

(Ve>0)(36>0) tal que f(B(Z0))C B(f(¥),e) C B.

Ademis como 7 € A, VB(Z,n), B(Z,n) A # ¢.

= ¢ # f(B(&,0)()A) C F(BZ.0)[ | f(A) € B(f(&).e)[ )| f(A)
j.e) () f(A) # 6 =7 € f(A).

d) Sea B C F. Por (b) f~ (B) es abierto. Ademds BC B= fYB )C ~YB).
Y como f~'(B) es el abierto mas grande contenido en f~'(B) = f~}(B ) Cf~ ( ).

¢) Sea BC F. Como BC B = f}B) C f}B), este tltimo es cerrado por (a).
Ahora bien f~1(B) es el cerrado més chico que contiene a f~1(B)

= f~1(B) € f7'(B).




P2 Por 4lgebra de funciones continuas, f es continua en todo R?\{(0,0)}.
Para estudiar la continuidad en el punto {(0,0) }consideremos la sucesién siguiente:
7, = {(%, )} —{(0,0)}, con esto:

n2’n

N | —

3 ool

Luego, f(Z,) — 5 # 0, por lo que f no es continua en 0.

P3 Por 4lgebra de funciones continuas, f es continua en todo R?\{(0,0)}.
Para estudiar la continuidad en el punto {(0,0)}, sea (Z")en € R?, (7") —{(0,0)}

0 < |f()] = xljnxQ _ o7 %l
[Ead] (27)% + (25)?
Pero como  a? + b® > 2ab
0<|f(f”)!_‘ o ]“”1 20
2% x] * xh V2

Luego, f es continua en 0.

P4 Para ¥ # 0 cada una de las funciones componentes es continua, por algebra de funciones
continuas. Para ¥ = 0 basta estudiar una de las funciones componentes, pues son analogas.
Sea (a_’m)nelN - sz (fn) —>{(O70)}

o< pn= o W W

[ @z + (@52 T V(@h)?

Por lo tanto,
fi@)—0 y fo(d")—0

Con lo que
f(@)—(0,0) = f escontinuaen 0

P5 Sea (Z) = (x1,x2), se tiene:

L S o L1 XX . 21 %0 .

lim lim f(Z) = lim lim ———5 = lim ——— = lim 0 =0
z1—0 z9—0 z1—0 z9—0 ] + x5 z1—0 X7 + 02 z1—0

, . - . , Tk Ty . Oxmxy ,

lim lim f(7) = lim lim ———75 = lim 5= 1im 0=0
r9—0 x1—0 x9—0 x1—0 le + 1‘2 x2—0 02 + gj2 x2—0

Notemos ahora que,
lim f(Z) no existe.

Z—0



P6

pP7

P8

Si el limite existiera se tendria:

lim lim f(Z) = lim lim f(Z) = lim f(Z)
z1—022—0 z2—0x1—0 7—0

Pero, notemos que no es asf, sea (T,)nen = ((2), (£)) — (0,0), se tiene:

n n n—oo

*
am f(@) = lim, 2t (12 2

Por lo tanto,
lim f(Z) no existe.

Z—0
Sea (¥) = (x1, x2), se tiene:
TP S 2
lim lim f(7) = lim lim ——— = lim ———
x1—0 z2o—0 x1—0 x2—0 Ty + 5 z1—0 Ty + 0 z1—0 r] x1—0
2 _ 2 2 _ 2 2
C P 07— L ;
lim lim f(%) = lim lim 1 ——2 = lim 2= lm —2 = lm —1=—1
29—0 21 —0 2—0 x1—0 I7 -+ T3 22—0 ()2 —+ 5 z2—0 T3 x9—0

Como los limites son distintos, lim f(Z) no existe.

Z—0

—
e s 4

Sea (%, U) € G(f) convergente a (¥*,y*) € ExF es decir,
Ty —F y Yn —Y

por la definicién de G(f) f(@) =9y, YVneN
Ahora bien, como f es continua,

lim f(7,) = ()

n—oo

Luego,

lim ¢, = lim f(Z,) = f(Z*) = §*

n—oo

Por lo tanto (z*,y*) € G(f) = G(f) es cerrado.

Sea 7* € A, y sea &, — &*, con &, € A Vn € N.
Como f y g son continuas, f — g es continua, y verifica que:

VneN (f—g)(@,) =0

En el limite, se tiene:
0= lim (f — 9)(@) = (f - 9)(&")

= f(@) =g(@) = f() =9(@) VFecA

= lfm =L = lim 1=1



P9 Sea e E |, T =(TLT...,T) ,ysea £>0

rrn

Ocupando || - ||, tomamos § =¢ y tenemos:
Si e p(B(@*,0) =37 e B(&,08) talque p;(7) =7
Ademas se tiene

17— pi(@)| < |7 = 7o <6 = [[§—pi@)]| <6 =& =y eB(pz),e)

Por lo tanto, p; es continua.

P10 a) Sea (Zn)pexn C Sy convergentea T E = VYneN f(Z,) <A
Ocupando la continuidad de f

lim f(7,) = f(7)

n—o0

Supongamos f(Z) > A
=de>0 talque f(Z)—A>¢

Pero -
f(@n) — f(@) = 3N >0 talque ¥n>N |[f(Z) — f(@)] < 3

= ==+ f@) < f@) < S+ f(@) V>N
= f(@)+5-Aze ¥n>N

c

2

=

= f(Zp) +—A> Vn>N = f(Z,) >A Vn>N ——

f(Z<A=>2¢€b8))
b) Sea (Zp)new C Iy , convergente a #* € E =  f(Z,) =X VneN.

Como [ es continua,

lim f(7,) = f(@) = lim A=X= 2" € I, = I, es cerrado.

n—oo n—oo

c) Sea ¥ € Ay = f(&) < A. Luego,

Je>0 tal que A—f(f):g

Como f continua en 7,
36>0 talque |- <= |fF) - @) <5

Luego, Vi € B(Z, ),
F@) =2 =@ = f@ + f@ - A< 5=5=0

= f(y) < A=y € Ay,= A, es abierto.



P11

P12

P13

Sea (¥ )nen una sucesién en B convergente a i*.
f Diyectiva=Vn e N 37, € Atal que [(Z,) =10y

Como (Z,)nen €s una sucesion en A, y este es compacto, (&, ),en tiene un punto de
acumulacion 2 € A. Sea (Za(n))nen subsucesion de (Z)nen, convergente a Zz.
Como f es continua

Jon) = [(@am) — f(2) = [(2) =&

y por inyectividad z" es nico.

= (Tp) — 2= () — fHy) = f' es continua.

Notemos que como Sy C R" para mostrar que es compacto, basta mostrar
que S) es cerrado y acotado. Por el problema 10 sabemos que S) es cerrado.
Por la propiedad, para L = A+ 1

dMeR talque [|Z|>M=f(Z)>L=A+1
Suponiendo Sy no acotado, 3 ¥y € S tal que ||Zy|| > M

Asi se tiene S acotado, con lo que se concluye, S, compacto.
Como f es continua, alcanza su minimo en S es decir

37 €Sy, talque f(7*) < f(¥) VZ¥eS,
Ademés para y € S§  f(y) > A luego se tiene:
(@) < f(Z) <A< fly) VZ¥e S\ Vye s
= f(@) < f(7) VPER®

Sea hy: R — E definida por hz(\) = @+ A * (b — @)
SeaA€ERY AM)nen —A , MER VneN

m h_p(\,) = m (@ + A\, * (b — @) = @+ lim (A, * (b — @))

n—od n—oo n—oo

Por lo que h_; es continua. Notemos ademas que h_z([0, 1]) = [d, b]:
Fehy(0,1) 3201, h ;N =FcF=d+ x(b—a) < Tcldb

Luego, como [0, 1] es compacto y hz es continua , h_z([0, 1]) = [@, b] es compacto.

5



P14

P15

P16

En el intervalo [0, %1] la funcion /z es continua, y como |0, %‘] es compacto, es uniformemente

continua.
1 .
Para x > y > 7 notemos que:

VE =il _

v—  £elyal

1
[z —y| 2 Ve
Como € € [y,z] C [}, +00]

=1
|z — 9

*

N —

[S—
N

Luego, se tiene que en [i, +oo[ es Lipschitz, por lo tanto, uniformemente continua.
Asi en Ry es uniformemente continua.
Para ver que no es Lipschitziana en R, notemos que con ¢ = & , y =0

+ n2

Como n es arbitrario, vemos que el cuociente no es acotado, por lo que no es Lipschitz.
Como f Lipschitziana, 4 M > 0 tal que:
1f(@) = f@)Il < M = |7 —
Sea ¢ > 0. Con ¢ = 47 )
M
= [[f(&) = fOI < M+ |7 =gl < M0 = M«

|7 =gl <6 =
3
M

=
Con lo que se concluye que f es uniformemente continua.
Sea (Zx)ren una sucesién de Cauchy en A. Como f es uniformemente continua.
Ve>0 36>0 talque |F—g]<d= @) f@H)<e
Como (7) es de Cauchy,
AN >0 talque Vn,m >N |@, —Zn| <9

Por lo que (f(Zx))ken es de Cauchy.

Para ver un contraejemplo, basta considerar la funcion In y la sucesin (zx)ren C ]0, 1] con
(zx) = 1 que es de Cauchy.

1

In(z,) — In(z,,)| = ln(%) — IH(E)‘ = |In(1) — In(n) — In(1) + In(m)| = ‘ln(%)’

Luego, (In(zx))nen no es de Cauchy.



P17 Si { es continua, basta notar que N(¢) = ¢71({0}). Y como un punto en R es cerrado, y la
preimagen por una funcién contina de un cerrado es cerrado, se concluye.
Para la otra 1mphcan(:1a sea € € E tal que eE)#£0.
Con @ = (_»),SleE
dJAeR FyeN{) talque T=A*xd+7y
Esto es cierto, pues basta definir A = (7)) e ¥ = & — {(Z) x d
Sea (Zi)ren € E (%) — 0.
Por lo anterior existen (x)ren € N(£) vy (Ag)ren € R tal que:

P18 Basta notar que:
b b

0(f)| = / f(x)da| < / @) dz = | /],

a a

Luego, ¢ es continua.

|f(f)=/( dx</|g* |dx—/|g 7)) do

< sup |f(z /rg e = £, /|g )] da

x€|a,b]

P19 Se Tiene:

Luego, ¢ es continua.

P20 Veamos que f, — 0 donde 0 es la funcion constante 0.

1 o 1 o 1
=0l = [Ifu@lde = [Ifa@lde+ [1na@lde= [11=nxalds+ [lo]do
0 0 1 0 1

Pero
Ufa) = fa(0)=1 YneN y (0)=0

Luego, ¢ no es continua en 0.



P21 Definamos f(z) = 3(z + 2). Como f'(z) = (1 — %) para & > \/a es positiva
= f es monotona creciente en [y/c, +00|

Ademés f(v/a) = va = f(ly/a, +od]) C [y/a, +od].

Para ver que es contractante,

rzyzo PO g ecppaciva o

Por lo tanto f tiene constante de Lipschitz menor o igual a % Ocupando el teorema de punto
fijo de Banach, f posee un tinico punto fijo, y es y/a.
Pero si

xkz\/aixﬁsﬁmk
k

o 1 o
:>xk+1—xk:§*(xk+x——2*xk):5*(—xk+x—)§O
k k

Por lo que z; es monotona decreciente, y acotada por 0 = x; es convergente. Por lo tanto
converge al unico punto de fijo de f, \/a.



