CAPITULO 7
CALCULO INTEGRAL EN VARIAS VARIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

e Calcular integrales dobles en coordenadas carte- tesianas, cihdricas y egfricas, sobre dominios
sianas y polares, sobre dominios sencillos. sencillos.

e Usar la integral doble para ehlculo deareas. e Usar la integral triple para el culo de

e Calcular integrales triples en coordenadas car- volimenes.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Integrales dobles sobre dominios sencillos

Seaf(x,y) una funcén continua para los valoré¢s, y) € R donde
R={(z,y) eR*|a <o <bc<y<d}=[ab] xcd]

Para cada, fijamos la funcbn definida po'(z) = f(z,y0) que es continua y por lo tanto integrable[e3)].
La integral

b
/F(w’, y)dz = G(y)

es una fundn continua y como consecuencia integrabléced].

Definiremos lantegral doble sobre efrectanguloR = [a, b] x [¢, d] de la funcén f(z,y) como
d b
// f(w,y)dwdy=/ (/f(wyy)d:v) dy.
R

Ejemplo.SeaR = [0, 1] x [0, 2], vamos a calcula/ f(z,y)dxdy dondef (z,y) = xy.
R

I /( | d) "

0



CALCULO INTEGRAL EN VARIAS VARIABLES 207

2 _
/ |:],‘2y:|m1
= Jl2 |
0 =0
2
27Y=2
/2 1],

Teorema de Fubini:Si R = [a, b] x [c, d] se cumple que

[, stwaaas = /d /b fla.)de | dy = /b /d fa)dy | d,

(& (&3
expresbn valida siempre qué(x,y) sea continua eR.
El concepto déntegral doblese puede extender a conjuntos que no sean necesariamefitgubas erR?. Son
conjuntos acotados &3 generales que en algunas referencias bililfiogis se denominatonjuntos medibles
Jordan. No vamos a intentar definir e identificar matimamente estos conjuntos; para nuestras aplicaciones

nos basta con saber quecintos planosD de puntos que est limitados por una curva cerradson conjuntos
medibles Jordan en los que tiene sentido definir la integral doble (ver Figura 7.1).
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Figura 7.1: Conjunto medible Jordan.

Para calcular la integral d&(z, y) en el recintoD procederemos como sigue. La regta= z( corta aD en dos
puntosM; y M, de ordenadas respectivas o) € y2(zo). Cuando variamos < = < b, y1(z) e y2(x) son dos

funciones continuas. As
d [ y2(x)

//Df(z?y)dxdy:/ / f(a,y)dz | dy.

c 1'(7«')

¢ QLe ocurre si tomamos las rectas= yo Yy los puntos de corte con abscisagyo) Y x2(yo), siendo ambas
funciones continuas para< y < d?

En el caso de qué(z,y) sea continua e (caso para el que nos restringiremos en kcpea) se tiene por el
Teorema de Fubini que

d [ y2(x) b [ z2(y)

//Df(l’,y)dxdyZ/ /f(:c,y)d:r: dy:/ /f(m,y)dy dx

¢ \yi(z) a  \zi(y)
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¢ Qe ocurre cuando las rectas= x (0 bieny = ) cortan al dominioD en mas de dos puntos? La forma de
realizar en la pactica este caso es descompobeen dominios parciales qué satisfagan la condion, aunque
nosotros solo trataremos los casdassmsencillos.

Ejemplo.Vamos a calcula// a?ydrdy dondeD = { (z,y) € R?|2? + y* < 1,y > 0} (semidrculo superior
D

de centro el origen y radio)

// Pydedy =
D

2.1.1. Integrales dobles en coordenadas polares

A veces, por cuestiones de facilidad en la exjgmresie la funadn o del recinto, trabajar en coordenadas polares
agiliza en gran manera loglculos. En realidad no hay niag problema mateético para efectuar una nueva
eleccbn de un sistema de coordenada®)) conz = rcos 6, y = rsen.
Ejemplo. Vamos a calcular de nuevo la integral fler, y) = 2%y en el recinto

D= {(z,y) e R*|2? +¢> <1,y > 0},

ahora usando coordenadas polares. Para empezar debemos fijarnos en la ventaja evidente de @uedel porci
circulo unidad que indic® tiene ahora una exprési bastante @s sencilla, a saber,

D={(r0)|0<r<1,0<0<n}.

// 2ydedy = // (cos? ) (sen 0)rdrdf
D
= // (cos® @) (sen B)drdf

0/ O/7’4(003 0)(senb)dd | dr

3 0 O=m
{r‘l&} dr
3 6=0

Luego se tiene

o O~
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2.1.2. Célculo deéareas usando integrales dobles

Conviene reflexionar sobre significado geoi@trico de la expregin

/[ s

e Dado el recanguloR = { (z,y) € R?|a <z < b,c <y < d} = [a,b] X [c, d] ¢ que significado geoktrico
tiene/ dzdy?
R

e Y siahora ponemog = { (z,y) € R?| 2% + y* < 1} ¢que significado piensas que tiey{a/ dxdy? (Es
R
mas facil que lo pienses en coordenadas polares).

e Finalmente generaliza los resultados obtenidos al caso de un rétinto

Para ilustrar las reflexiones que te hemos propuesto anteriormente te presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo.Vamos a calcular édrea del6bulo del folium de Descartéger Figura 7.2) de ecudm en coordenadas
polares
3senf cosf

- 06K
" sen3 @ + cos3 9’

Figura 7.2: Folium de Descartes.

En nuestro caso se tiene quéeta venda expresada por la siguiente integral doble:

3 sen 6 cu:’ 2]
sen3 6+cos3 0 __ _3senf cos

%
:’en3 9+co>3 0
f| [ / H
. . 2],
0 0

/ 9sen?d cos? 0
sen3 0 4 cos? 0)2
0

do

B 1/ 9sen?  cos? 6 g0
2/ (sen36 + cos30)2
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Observa que por la sim@&rdel recinto se tiene

jus

1/2 9sen?  cos? 9 / 9sen? 6 cos? 6

2 | (sen3 0 + cos®6) 9 sen3 0 4 cos® 6)
0 0

y haciendo el cambio de variabten = ¢, dt = df, obtenemos (intentando antes simplificar algo las

expresiones):

0052 0

s s

4 4
/ 9sen? f cos? 6 d - / 9sen?f cos’ 6 a0
(sen3 0 + cos3 0)? B cos 0 (1 + tan 6)2
0

0
2
_ / 9sen” 6 20
cos? 0 (1 + tan® 6)2

1

= 9
/Hg

LG

2.2. Integrales triples
Procedemos de formaaloga a las integrales dobles, esta vez &fulonos a funciones de tres variables definidas
sobre un recinto del espaciy Seaf(z,y, z) una funcon contnua para los valores:;, y, z) € R donde

R= {(x,y,z) ERﬂaéméb,céyéd,eézéf} = la,b] X [¢,d] x [e, f].

Con las consideraciones de continuidad péta v, z) y las consecuencias posteriores de integrabilidad similares
a las hechas para la integral doble, se tiene qirgégral triple sobre el paralelépedoR de la funcén f(x, y, z)
se puede expresar como

// Rf(x,y,z)dxdydz:/f /d /bf(x’y)dx dy| dz.

El Teorema de Fubiniambien se cumple ahora. Es decir, podremos cambiar el orden de las diferentes integrales
sin que esto afecte al valor final de la integral triple.

Ejemplo.SeaR = [0,1] x [0,2] x [0,3]y f(x,y,2) = xyz. Entonces

3T 2 1

/// ryzdrdydz = / / /xyzdm dy| dz
" o Lo \o
37 2 "
= / /{x yz} dy| dz
o Lo =0
3 /2
= / /%dy dz
0 \o
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— /3[%} dz:/zdz

0
B i z=3 2
2 2

Siguiendo el procedimiento al que sofla@tos a la integral doble, pasamos a continbraeiintroducir el concepto
deintegral triple sobre conjuntos acotadosasigenerale® C R?, los llamadogonjuntos medibles Jordan

O

Y,

Yy

Figura 7.3: Conjunto medible Jordan.
Consideramos ahora el plano= z (paralelo al plano coordenad6”) y supongamos adeas que el mencio-

nado plano corta & enC(x). En estas condiciones,supuestas laéteisis de continuidad de la fudai en el
dominioy de las seccionés(z) al variarz entre|a, b], podemos calcular la integral triple déx, y, z) sobreD

de la siguiente forma:
nop b.
// f(z,y, 2)dzdydz :/ [// f(z,y,z)dydz] dx
. D s . C(z)

Si desarrollamos elaculo de la integral
// f(z,y, 2)dydz,
C(x)

suponiendo que las paralelas al €} cortan aC(x) en puntos en los que las cotas alcanzadas en el mencionado
eje searx;(xo,yo) Y z2(xo, yo), S€ tiene entonces

y2(z) [ z2(z,y)

//C(m)f(a:,y,z)dydz:/ / f(z,y,2)dz | dy,

yi(z) \er(z,y)

de donde finalmente tendremos que

// . f(x,y, z)dedydz

// (z,y,2 dydz} dx

fz,y,2)dz | dy| dx.

/|
I\

wi(z) \ei(z,y)
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Obstrvese que tamén aqil se puede intercambiar el orden de las integraciones, es decir, podemos partir de
secciones deé) paralelas al plandXY (C(zp)) o paralelas al plandZ (C(yo)), sin que esto vé nuestro
razonamiento en lo que al proceso se refiere.

/// 2?yzdadydz,
D

D:{(a:,y,z)6R3‘x2—|—y2Sl,OSle,x}O,y}O}

(la parte del cilindro de base eirculo de centro el origen y radiby de altura igual a, que esi contenida
en el primer octante). Consideremos ahora secci6ffes) por planos paralelos &Y, de ecuaciones = z,
variandoz en el intervald0, 1]. Asi obtenemos lo siguiente:

/// 22yzdedydz = // 22yzdady| dz
D C(z)

1—x
/ 2?yzdy | dz| dz
0

Ejemplo.Vamos a calcular

siendo

2,2 qy=Vi-z?
[ac Y '1 dy| dz

II,'3 :I:5:|1:—1
o dz
|: 3 5 =0

2 1722770 11 1
Zdr=— | - =
15 5|2]|., 152 30
O

Se puede pensar en intercambiar el orden de las integrales simples para intentar facilitar el progkesode ¢

Veamos:
///D fl@,y,z)dwdydz = a/b://c(z)f(x,y,z)dydz] da
b

[ya(a) [ za(z,y)
N / / / f(z,y,2)dz [ dy | d

1 (z) \e1(z,y)

z2(w,y)

_ // /f(x,y,z)dz dzdy,
‘n’xy(D)

z1(2,y)

donde se puede observar que hemos empezado por una integral simplegsdetggramos el resultado sobre
mxy (D) que indica lgproyeccon deD sobre el planaXY'.

Naturalmente todo el anterior procedimiento se puede haéogamente integrando primero sohrey des-
pués integrando sobrey (D) (proyeccon deD sobreY Z), o bien integrando primero sobyey desp@s sobre

sz(D).
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/ / / ryzdxdydz
s

S:{(;v,y,z)6R3|x2+y2—|—22<1,x>0,y20,z>0}

Ejemplo.Vamos a calcular

donde

(la parte de la esfera de centro en el origen de coordenadas ylrgdi® esh contenida en el primer octante).
Veamos: primero integramos sobrg desp@s sobre la proyedan deS en el planoXY, wxy (S) que en este
caso coincidiéa conS’ = { (z,y)|2? +y? < 1,2 > 0,y > 0}. De esta forma se tiene

V1—z2—y?

/// ryzdrdydz = // / zyzdz | drdy
S S’

0

_ // 'xy,zﬂr_vl_”’z_y2
N 2

S’ L z=0
22
[ e gy,
S/ 2

/ kil W P
0

dxdy

2

2.2.1. Integrales triples en coordenadas @ildricas

Recordemos que las coordenadamdilicas(r, ), z) de un punto en el espacio representan @ofl) a las co-
ordenadas polares de la proyéxtidel punto en el plan&Y y z el valor de la coordenada en el &€¥7. En
algunas ocasiones expresar en coordenadasiitdas la fundn y el recinto sobre el que calculamos la integral
triple tiene notables ventajas, como veremos en el ejemplo que desarrollaremos a camtirf@daibasta tener

en cuenta que
// f(z,y, 2)dzdydz = /// o(r, 0, 2)rdrdfdz
D D

Ejemplo.Vamos a calcular empleando el cambio a coordenadasididas la integral triple

/// z?yzdrdydz,
D

SiendOD:{(x,y,z) €R3|x2+y2 <1,0<z§17x20,y20}.

Primero de todo conviene observar la evidente ventaja que proporciona el nuevo sistema de coordenadas en la
expresbn del recinto, ya que se tiefig = { (r0,2)]0<r<1,0<0<5,0<2< 1} presentando las mismas
ventajas operativas para la integral triple que presentaba el parpézlep(el caso @s simple con el que nos
podamos encontrar). Ya solo nos queda efectuar el cambio de variable recordande-ques ¢, y = rsen 6.

Veamos:
/// 22yzdrdydz /// (cos? 0)(sen 0) zrdrdfdz
D
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_ / / / ' (cos? 0)(sen ) zdrdd

/7“4(0032 0)(senb)zdf | dr| dz
0

I
— . O —

(==}

[}
=

[}

2.2.2. Integrales triples en coordenadas ésicas

Recordemos que un punfd de R?, esh totalmente determinado por sus coordenadasiea$(p, ¢, ) donde
pindica la longitud deD P, ¢ el angulo que forma el plano determinado 6@ y P con el planoOX Zy 0 el
angulo que forma la rect@ P con el ejeOZ, tenéndose ade&s las siguientes igualdades que relacionan las
coordenadas esficas con las cartesianas rectangulares

= psenfcosy,

psen fsen y,

z = pcosH.

Al igual que sucetd con las coordenadasiaitiricas, en determinadas ocasiones, bien sea por la éxpoedipro-
pio recinto o por la propia funan, nos conviene usar este sistema de coordenadas en detrimento de las cartesianas
o cilindricas. Tendremos no obstante que tener en cuenta lo siguiente:

///D f(z,y, z)dzdydz = ///D g(p, 0, ) p?sen Odpdfde.

Ejemplo.Vamos a calcular
/ / / ryzdxdydz
s

S:{(;v,y,z)€R3|x2+y2—|—22<1,x>0,y20,z>0}.

donde

Se tiene

/// ryzdrdydz = /// (psen 6 cos @) (psen f sen ) (p cos ) p* sen Odpdfdyp
s s
= /// p° (sen 0 cos 0) (cos psen @)dpdfdep.
s

Observa que la gran ventaja que presenta en este ejercicio el nuevo sistema de coordenadas eéradekpresi
recintoS = {(,o, 0,0)]0<p<1,0<0<5,0<9< g} , que produce el siguiente efecto a la hora de calcular
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la integral triple:

/// p° (sen® 6 cos ) (cos g sen @)dpdfdy =
S

jus

1 Bl 2
/ / / p°(sen® 0 cos 0) (cos psen)df | dp| dp =
0o [0 |0

1
5

/ / cospsenpdp| dp =

0 |0

el
NS

1

5

p 1
Pap = —.
/8'0 48

0

2.2.3. Calculo de volimenes usando integrales triples

Al igual que usibamos las integrales dobles para calculareh de determinados recintos planos, se puede utilizar

la expresbn
/// dxdydz
D

para calcular el volumen de un recinibC R3.

Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de una esfera de centro el origen y fadiSabemos que podemos
expresar los puntos de la esfera quémrsn el primer octante como

s={(poolo<p<ro<o<To<p<]

(en coordenadas &sfcas). Por simeif@a, el volumen que nos piden veadexpresado por

8/// dxdydz = 8/// p? sen Odpdfdyp
s

or

0

19))

z
/pzsen9d9 de| dp
0

S~

3

R
2
4
prdyp dpzS/%dp: —7R3.
0

I

%)
o\m
O —

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.7.1. Calcular las siguientes integrales dobles:

(a)// sen? z cos ydxdy dondeD = {(ac,y) S R2’0 <z<m0<y< 71'}
D
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(b) //DmydxdydondeD ={(=,y) € ]RQ‘O <z<3,1<y<2}
(C)//szydscdy dondeD = { (z,y) € R2‘ r+y<lz>0y>0}
(d) //D sen(x + y)dzdy dondeD = {(x,y) € RQ‘ 0<z<35,0<y< 7r}
A.7.2. Calcular las siguientes integrales dobles:
(a)//nydxdydondeD ~{@yerRlz>0y>05+% <1}
(b) // (2% — y?)dxdy dondeD = {(x y) € R2 I—2 y—z < }
T4y

<3}

(c)// g7 dady dondeD = {(z,y) eR?| 2 >2,y >

A.7.3. Calcular// xydxdy dondeD es el trangulo de @rticesA(0, —1), B(1,0) y C(0, 3).
D
A.7.4. Calcular las siguientes integrales dobles:
(a)// %dxdydondeD ={(z,y) € R2|x <Ly<la?+y?>1}
D

(b)// mdxdydondeD:{(%y)eRzu}O’y)O’x_’_ygl}
D

(c) // zyr/x? + 4y?dxdy dondeD = {(m,y) € Rﬂx >0,y >0,22+1y%< 1}
D

A.7.5. Calcular, usando la integral doble, la expoesiielarea encerrada por la elipse de ecbiaci

A.7.6. Calcular las siguientes integrales triples:

(a)/// zdudydz dondeD = { (v,y,2) € R*| 2 +2 < 1w > 0,2 > %y > 0}
D
(b)/// yzdadydz dondeD = { (,y,2) € R®|y > 2%, 2> 0,y + 2 < 1}
D
O ] vttt (01§ 1)
D

(d) /// 2?dxdydz dondeD = {(w,y,Z) c Rs, 2242+ 22 < 1}
D

A.7.7. Dadas la integrales sucesivas

1 2 1 T z+y
/ /f(m,y)dy dx 'y / / /f(w,y,Z)dZ dy| dz,
0 x 0 0 0

expiésarlas respectivamente como una integral doble y otra tripfé«de)) y f(z,y, z) sobre los recintos
apropiados.

A.7.8. Calcular las integrales introducidas en el ejercicio anterior para las fungi¢ngg) = e* ¥y f(z,y, 2z) =
ertytz,

A.7.9. Calcular usando la integral triple un@rinula que calcule el volumen encerrado por el elipsoide de ecua-
cion
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.7.1. Calcular// (22 + y*)dzdy dondeD = { (z,y) € R2| 2 +y? <1}
D

E.7.2. Calcular///D \/z;Ty?d:cdydz dondeD = { (z,y,2) € R¥| 2% + 9 + 2% < 1}

E.7.3. Hallar el volumen del recinto limitado superiormente por la esfera de éouati- y> + 22 = 4, inferior-
mente por el pland&'Y y lateralmente por el cilindre? + y2 = 1.
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ANOTACIONES




