
CAPÍTULO 7
CÁLCULO INTEGRAL EN VARIAS VARIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

• Calcular integrales dobles en coordenadas carte-
sianas y polares, sobre dominios sencillos.

• Usar la integral doble para el cálculo deáreas.

• Calcular integrales triples en coordenadas car-

tesianas, cilı́ndricas y esf́ericas, sobre dominios
sencillos.

• Usar la integral triple para el cálculo de
volúmenes.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. Integrales dobles sobre dominios sencillos

Seaf(x, y) una funcíon continua para los valores(x, y) ∈ R donde

R =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ a 6 x 6 b, c 6 y 6 d

}
= [a, b]× [c, d].

Para caday0 fijamos la funcíon definida porF (x) = f(x, y0) que es continua y por lo tanto integrable es[a, b].
La integral

b∫
a

F (x, y)dx = G(y)

es una funcíon continua y como consecuencia integrable en[c, d].

Definiremos laintegral doble sobre elrectánguloR = [a, b]× [c, d] de la funcíonf(x, y) como

∫∫
R

f(x, y)dxdy =

d∫
c


 b∫

a

f(x, y)dx


 dy.

Ejemplo.SeaR = [0, 1]× [0, 2], vamos a calcular
∫∫

R

f(x, y)dxdy dondef(x, y) = xy.

∫∫
R

xydxdy =

2∫
0


 1∫

0

xydx


 dy
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=

2∫
0

[
x2y

2

]x=1

x=0

dy

=

2∫
0

y

2
dy =

[
y2

4

]y=2

y=0

= 1.

2

Teorema de Fubini:SiR = [a, b]× [c, d] se cumple que

∫∫
R

f(x, y)dxdy =

d∫
c


 b∫

a

f(x, y)dx


 dy =

b∫
a


 d∫

c

f(x, y)dy


 dx,

expresíon válida siempre quef(x, y) sea continua enR.

El concepto deintegral doblese puede extender a conjuntos que no sean necesariamente rectángulos enR2. Son
conjuntos acotados ḿas generales que en algunas referencias bibliográficas se denominanconjuntos medibles
Jordan. No vamos a intentar definir e identificar matemáticamente estos conjuntos; para nuestras aplicaciones
nos bastaŕa con saber querecintos planosD de puntos que estén limitados por una curva cerradason conjuntos
medibles Jordan en los que tiene sentido definir la integral doble (ver Figura 7.1).

Figura 7.1: Conjunto medible Jordan.

Para calcular la integral def(x, y) en el recintoD procederemos como sigue. La rectax = x0 corta aD en dos
puntosM1 y M2 de ordenadas respectivasy1(x0) e y2(x0). Cuando variamosa 6 x 6 b, y1(x) e y2(x) son dos
funciones continuas. Ası́ ∫∫

D

f(x, y)dxdy =

d∫
c




y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dx


 dy.

¿Qúe ocurre si tomamos las rectasy = y0 y los puntos de corte con abscisasx1(y0) y x2(y0), siendo ambas
funciones continuas parac 6 y 6 d?

En el caso de quef(x, y) sea continua enD (caso para el que nos restringiremos en la práctica) se tiene por el
Teorema de Fubini que

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c




y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dx


 dy =

b∫
a




x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dy


 dx
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¿Qúe ocurre cuando las rectasx = x0 (o bieny = y0) cortan al dominioD en ḿas de dos puntos? La forma de
realizar en la pŕactica este caso es descomponerD en dominios parciales que sı́ satisfagan la condición, aunque
nosotros solo trataremos los casos más sencillos.

Ejemplo.Vamos a calcular
∫∫

D

x2ydxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣x2 + y2 6 1, y > 0

}
(semićırculo superior

de centro el origen y radio1)

∫∫
D

x2ydxdy =

1∫
−1




√
1−x2∫
0

x2ydy


 dx

=

1∫
−1

[
x2y2

2

]y=
√

1−x2

y=0

dx =

1∫
−1

(1− x2)x2

2
dx

=
1
2

[
x3

3
− x5

5

]x=1

x=−1

=
2
15

2

2.1.1. Integrales dobles en coordenadas polares

A veces, por cuestiones de facilidad en la expresión de la funcíon o del recinto, trabajar en coordenadas polares
agiliza en gran manera los cálculos. En realidad no hay ningún problema mateḿatico para efectuar una nueva
eleccíon de un sistema de coordenadas(r, θ) conx = r cos θ, y = r sen θ.

Ejemplo.Vamos a calcular de nuevo la integral def(x, y) = x2y en el recinto

D =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣x2 + y2 6 1, y > 0

}
,

ahora usando coordenadas polares. Para empezar debemos fijarnos en la ventaja evidente de que la porción del
ćırculo unidad que indicaD tiene ahora una expresión bastante ḿas sencilla, a saber,

D = { (r, θ)| 0 6 r 6 1, 0 6 θ 6 π} .
Luego se tiene ∫∫

D

x2ydxdy =
∫∫

D

r3(cos2 θ)(sen θ)rdrdθ

=
∫∫

D

r4(cos2 θ)(sen θ)drdθ

=

1∫
0


 π∫

0

r4(cos2 θ)(sen θ)dθ


 dr

=

1∫
0

[
−r4 cos3 θ

3

]θ=π

θ=0

dr

=

1∫
0

2r4

3
dr =

1
2

[
r5

5

]r=1

r=0

=
2
15

2
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2.1.2. Cálculo deáreas usando integrales dobles

Conviene reflexionar sobre elsignificado geoḿetricode la expresíon∫∫
D

dxdy.

• Dado el rect́anguloR =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ a 6 x 6 b, c 6 y 6 d

}
= [a, b]× [c, d] ¿qúe significado geoḿetrico

tiene
∫∫

R

dxdy?

• Y si ahora ponemosR =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣x2 + y2 6 1

}
¿qúe significado piensas que tiene

∫∫
R

dxdy? (Es

más facil que lo pienses en coordenadas polares).

• Finalmente generaliza los resultados obtenidos al caso de un recintoD.

Para ilustrar las reflexiones que te hemos propuesto anteriormente te presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo.Vamos a calcular eĺarea dellóbulo del folium de Descartes(ver Figura 7.2) de ecuación en coordenadas
polares

r =
3 sen θ cos θ

sen3 θ + cos3 θ
, 0 6 θ 6 π

2
.

Figura 7.2: Folium de Descartes.

En nuestro caso se tiene que elárea vendŕıa expresada por la siguiente integral doble:

π
2∫

0




3 sen θ cos θ
sen3 θ+cos3 θ∫

0

rdr


 dθ =

π
2∫

0

[
r2

2

]r= 3 sen θ cos θ
sen3 θ+cos3 θ

r=0

dθ

=

π
2∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
2(sen3 θ + cos3 θ)2

dθ

=
1
2

π
2∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
(sen3 θ + cos3 θ)2

dθ.
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Observa que por la simetrı́a del recinto se tiene

1
2

π
2∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
(sen3 θ + cos3 θ)

dθ =

π
4∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
(sen3 θ + cos3 θ)

dθ

y haciendo el cambio de variabletan θ = t, dt = 1
cos2 θdθ, obtenemos (intentando antes simplificar algo las

expresiones):

π
4∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
(sen3 θ + cos3 θ)2

dθ =

π
4∫

0

9 sen2 θ cos2 θ
cos6 θ (1 + tan3 θ)2

dθ

=

π
4∫

0

9 sen2 θ

cos4 θ (1 + tan3 θ)2
dθ

= 9

1∫
0

t2

(1 + t3)2
dt

= −3
[

1
1 + t3

]t=1

t=0

=
3
2
.

2

2.2. Integrales triples

Procedemos de forma análoga a las integrales dobles, esta vez refiriéndonos a funciones de tres variables definidas
sobre un recinto del espacioR. Seaf(x, y, z) una funcíon cont́ınua para los valores(x, y, z) ∈ R donde

R =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣ a 6 x 6 b, c 6 y 6 d, e 6 z 6 f

}
= [a, b]× [c, d]× [e, f ].

Con las consideraciones de continuidad paraf(x, y, z) y las consecuencias posteriores de integrabilidad similares
a las hechas para la integral doble, se tiene que laintegral triplesobre el paralelepı́pedoR de la funcíonf(x, y, z)
se puede expresar como

∫∫∫
R

f(x, y, z)dxdydz =

f∫
e


 d∫

c


 b∫

a

f(x, y)dx


 dy


 dz.

El Teorema de Fubinitambíen se cumple ahora. Es decir, podremos cambiar el orden de las diferentes integrales
sin que esto afecte al valor final de la integral triple.

Ejemplo.SeaR = [0, 1]× [0, 2]× [0, 3] y f(x, y, z) = xyz. Entonces

∫∫∫
R

xyzdxdydz =

3∫
0


 2∫

0


 1∫

0

xyzdx


 dy


 dz

=

3∫
0


 2∫

0

[
x2yz

2

]x=1

x=0

dy


 dz

=

3∫
0


 2∫

0

yz

2
dy


 dz
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=

3∫
0

[
y2z

4

]y=2

y=0

dz =

3∫
0

zdz

=
[
z2

2

]z=3

z=0

=
9
2

2

Siguiendo el procedimiento al que sometı́amos a la integral doble, pasamos a continuación a introducir el concepto
de integral triplesobre conjuntos acotados más generalesD ⊂ R

3, los llamadosconjuntos medibles Jordan.

Figura 7.3: Conjunto medible Jordan.

Consideramos ahora el planox = x0 (paralelo al plano coordenadoY Z) y supongamos adeḿas que el mencio-
nado plano corta aD enC(x0). En estas condiciones,supuestas las hipótesis de continuidad de la función en el
dominio y de las seccionesC(x) al variarx entre[a, b], podemos calcular la integral triple def(x, y, z) sobreD
de la siguiente forma:

∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdydz =

b∫
a

[∫∫
C(x)

f(x, y, z)dydz

]
dx

Si desarrollamos el cálculo de la integral ∫∫
C(x)

f(x, y, z)dydz,

suponiendo que las paralelas al ejeOZ cortan aC(x) en puntos en los que las cotas alcanzadas en el mencionado
eje seanz1(x0, y0) y z2(x0, y0), se tiene entonces

∫∫
C(x)

f(x, y, z)dydz =

y2(x)∫
y1(x)




z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz


 dy,

de donde finalmente tendremos que

∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdydz =

b∫
a

[∫∫
C(x)

f(x, y, z)dydz

]
dx

=

b∫
a




y2(x)∫
y1(x)




z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz


 dy


 dx.
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Obśervese que también aqúı se puede intercambiar el orden de las integraciones, es decir, podemos partir de
secciones deD paralelas al planoXY (C(z0)) o paralelas al planoXZ (C(y0)), sin que esto varı́e nuestro
razonamiento en lo que al proceso se refiere.

Ejemplo.Vamos a calcular ∫∫∫
D

x2yzdxdydz,

siendo
D =

{
(x, y, z) ∈ R

3
∣∣x2 + y2 6 1, 0 6 z 6 1, x > 0, y > 0

}
(la parte del cilindro de base el cı́rculo de centro el origen y radio1 y de altura igual a1, que est́a contenida
en el primer octante). Consideremos ahora seccionesC(z0) por planos paralelos alXY , de ecuacionesz = z0,
variandoz en el intervalo[0, 1]. Aśı obtenemos lo siguiente:

∫∫∫
D

x2yzdxdydz =

1∫
0

[∫∫
C(z)

x2yzdxdy

]
dz

=

1∫
0




1∫
0




√
1−x2∫
0

x2yzdy


 dx


 dz

=

1∫
0


 1∫

0

[
x2y2z

2

]y=
√

1−x2

y=0

dy


 dz

=

1∫
0


 1∫

0

(1− x2)x2z

2
dx


 dz

=

1∫
0


 1∫

0

z

2

[
x3

3
− x5

5

]x=1

x=0


 dz

=

1∫
0

z

15
dz =

1
15

[
z2

2

]z=1

z=0

=
1
15

1
2

=
1
30

2

Se puede pensar en intercambiar el orden de las integrales simples para intentar facilitar el proceso de cálculo.
Veamos:

∫∫∫
D

f(x, y, z)dxdydz =

b∫
a

[∫∫
C(x)

f(x, y, z)dydz

]
dx

=

b∫
a




y2(x)∫
y1(x)




z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz


 dy


 dx

=
∫∫

πXY (D)




z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz


 dxdy,

donde se puede observar que hemos empezado por una integral simple y después integramos el resultado sobre
πXY (D) que indica laproyeccíon deD sobre el planoXY .

Naturalmente todo el anterior procedimiento se puede hacer análogamente integrando primero sobrex y des-
pués integrando sobreπY Z(D) (proyeccíon deD sobreY Z), o bien integrando primero sobrey y despúes sobre
πXZ(D).
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Ejemplo.Vamos a calcular ∫∫∫
S

xyzdxdydz

donde
S =

{
(x, y, z) ∈ R

3
∣∣x2 + y2 + z2 6 1, x > 0, y > 0, z > 0

}
(la parte de la esfera de centro en el origen de coordenadas y radio1 que est́a contenida en el primer octante).
Veamos: primero integramos sobrez y despúes sobre la proyección deS en el planoXY , πXY (S) que en este
caso coincidiŕa conS′ =

{
(x, y)|x2 + y2 6 1, x > 0, y > 0

}
. De esta forma se tiene

∫∫∫
S

xyzdxdydz =
∫∫

S′



√

1−x2−y2∫
0

xyzdz


 dxdy

=
∫∫

S′

[
xyz2

2

]z=
√

1−x2−y2

z=0

dxdy

=
∫∫

S′

xy(1− x2 − y2)
2

dxdy

=

1∫
0




√
1−x2∫
0

xy(1− x2 − y2)
2

dy


 dx

=

1∫
0

x(x2 − 1)2

8
dx =

1
48

2

2.2.1. Integrales triples en coordenadas cilı́ndricas

Recordemos que las coordenadas cilı́ndricas(r, θ, z) de un punto en el espacio representan con(r, θ) a las co-
ordenadas polares de la proyección del punto en el planoXY y z el valor de la coordenada en el ejeOZ. En
algunas ocasiones expresar en coordenadas cilı́ndricas la funcíon y el recinto sobre el que calculamos la integral
triple tiene notables ventajas, como veremos en el ejemplo que desarrollaremos a continuación. Śolo basta tener
en cuenta que ∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

D

ϕ(r, θ, z)rdrdθdz

Ejemplo.Vamos a calcular empleando el cambio a coordenadas cilı́ndricas la integral triple∫∫∫
D

x2yzdxdydz,

siendoD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣x2 + y2 6 1, 0 6 z 6 1, x > 0, y > 0

}
.

Primero de todo conviene observar la evidente ventaja que proporciona el nuevo sistema de coordenadas en la
expresíon del recinto, ya que se tieneD =

{
(r, θ, z)| 0 6 r 6 1, 0 6 θ 6 π

2 , 0 6 z 6 1
}

, presentando las mismas
ventajas operativas para la integral triple que presentaba el paralelepı́pedo (el caso ḿas simple con el que nos
pod́ıamos encontrar). Ya solo nos queda efectuar el cambio de variable recordando quex = r cos θ, y = r sen θ.
Veamos: ∫∫∫

D

x2yzdxdydz =
∫∫∫

D

r3(cos2 θ)(sen θ)zrdrdθdz
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=
∫∫∫

D

r4(cos2 θ)(sen θ)zdrdθ

=

1∫
0




1∫
0




π
2∫

0

r4(cos2 θ)(sen θ)zdθ


 dr


 dz

=

1∫
0


 1∫

0

[
−r4 cos3 θ

3
z

]θ= π
2

θ=0

dr


 dz

=

1∫
0


 1∫

0

r4

3
zdr


 dz

=

1∫
0

[
r5z

15

]r=1

r=0

dz =

1∫
0

z

15
dz =

1
30

2

2.2.2. Integrales triples en coordenadas esféricas

Recordemos que un puntoP de R
3, est́a totalmente determinado por sus coordenadas esféricas(ρ, ϕ, θ) donde

ρ indica la longitud deOP, ϕ el ángulo que forma el plano determinado porOZ y P con el planoOXZ y θ el
ángulo que forma la rectaOP con el ejeOZ, teníendose adeḿas las siguientes igualdades que relacionan las
coordenadas esféricas con las cartesianas rectangulares

x = ρ sen θ cosϕ,
y = ρ sen θ senϕ,
z = ρ cos θ.

Al igual que suced́ıa con las coordenadas cilı́ndricas, en determinadas ocasiones, bien sea por la expresión del pro-
pio recinto o por la propia función, nos conviene usar este sistema de coordenadas en detrimento de las cartesianas
o cilı́ndricas. Tendremos no obstante que tener en cuenta lo siguiente:∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

D

g(ρ, θ, ϕ)ρ2 sen θdρdθdϕ.

Ejemplo.Vamos a calcular ∫∫∫
S

xyzdxdydz

donde
S =

{
(x, y, z) ∈ R

3
∣∣x2 + y2 + z2 6 1, x > 0, y > 0, z > 0

}
.

Se tiene ∫∫∫
S

xyzdxdydz =
∫∫∫

S

(ρ sen θ cosϕ)(ρ sen θ senϕ)(ρ cos θ)ρ2 sen θdρdθdϕ

=
∫∫∫

S

ρ5(sen3 θ cos θ)(cosϕ senϕ)dρdθdϕ.

Observa que la gran ventaja que presenta en este ejercicio el nuevo sistema de coordenadas es la expresión del
recintoS =

{
(ρ, θ, ϕ)| 0 6 ρ 6 1, 0 6 θ 6 π

2 , 0 6 ϕ 6 π
2

}
, que produce el siguiente efecto a la hora de calcular
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la integral triple: ∫∫∫
S

ρ5(sen3 θ cos θ)(cosϕ senϕ)dρdθdϕ =

1∫
0




π
2∫

0




π
2∫

0

ρ5(sen3 θ cos θ)(cosϕ senϕ)dθ


 dϕ


 dρ =

1∫
0




π
2∫

0

ρ5

4
cosϕ senϕdϕ


 dρ =

1∫
0

ρ5

8
dρ =

1
48
.

2

2.2.3. Cálculo de voĺumenes usando integrales triples

Al igual que uśabamos las integrales dobles para calcular elárea de determinados recintos planos, se puede utilizar
la expresíon ∫∫∫

D

dxdydz

para calcular el volumen de un recintoD ⊂ R
3.

Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de una esfera de centro el origen y radioR. Sabemos que podemos
expresar los puntos de la esfera que estén en el primer octante como

S =
{

(ρ, θ, ϕ)| 0 6 ρ 6 R, 0 6 θ 6 π

2
, 0 6 ϕ 6 π

2

}
(en coordenadas esféricas). Por simetrı́a, el volumen que nos piden vendrá expresado por

8
∫∫∫

S

dxdydz = 8
∫∫∫

S

ρ2 sen θdρdθdϕ

= 8

R∫
0




π
2∫

0




π
2∫

0

ρ2 sen θdθ


 dϕ


 dρ

= 8

R∫
0




π
2∫

0

ρ2dϕ


 dρ = 8

R∫
0

ρ2π

2
dρ =

4
3
πR3.

2

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.7.1. Calcular las siguientes integrales dobles:

(a)
∫∫

D

sen2 x cos ydxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ 0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π

}
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(b)
∫∫

D

xydxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ 0 6 x 6 3, 1 6 y 6 2

}
(c)
∫∫

D

x2ydxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣x+ y 6 1, x > 0, y > 0

}
(d)
∫∫

D

sen(x+ y)dxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ 0 6 x 6 π

2 , 0 6 y 6 π
}

A.7.2. Calcular las siguientes integrales dobles:

(a)
∫∫

D

xydxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ x > 0, y > 0, x2

a2 + y2

b2 6 1
}

(b)
∫∫

D

(x2 − y2)dxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣ x2

a2 + y2

b2 6 1
}

(c)
∫∫

D

1
(x+y)2 dxdy dondeD =

{
(x, y) ∈ R

2
∣∣x > 2, y > 2, x+ y 6 3

}

A.7.3. Calcular
∫∫

D

xydxdy dondeD es el tríangulo de v́erticesA(0,−1),B(1, 0) y C(0, 3).

A.7.4. Calcular las siguientes integrales dobles:

(a)
∫∫

D

xy
1+x2+y2 dxdy dondeD =

{
(x, y) ∈ R

2
∣∣x 6 1, y 6 1, x2 + y2 > 1

}
(b)
∫∫

D

1
(1+x+y)2 dxdy dondeD =

{
(x, y) ∈ R

2
∣∣x > 0, y > 0, x+ y 6 1

}
(c)
∫∫

D

xy
√
x2 + 4y2dxdy dondeD =

{
(x, y) ∈ R

2
∣∣x > 0, y > 0, x2 + y2 6 1

}
A.7.5. Calcular, usando la integral doble, la expresión delárea encerrada por la elipse de ecuación

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

A.7.6. Calcular las siguientes integrales triples:

(a)
∫∫∫

D

zdxdydz dondeD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣x+ z 6 1, x > 0, z > y2, y > 0

}
(b)
∫∫∫

D

yzdxdydz dondeD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣ y > x2, z > 0, y + z 6 1

}
(c)
∫∫∫

D

xyzdxdydz dondeD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣ x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 6 1
}

(d)
∫∫∫

D

z2dxdydz dondeD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣x2 + y2 + z2 6 1

}
A.7.7. Dadas la integrales sucesivas

1∫
0


 2x∫

x

f(x, y)dy


 dx y

1∫
0


 x∫

0


 x+y∫

0

f(x, y, z)dz


 dy


 dx,

expŕesarlas respectivamente como una integral doble y otra triple def(x, y) y f(x, y, z) sobre los recintos
apropiados.

A.7.8. Calcular las integrales introducidas en el ejercicio anterior para las funcionesf(x, y) = ex+y y f(x, y, z) =
ex+y+z.

A.7.9. Calcular usando la integral triple una fórmula que calcule el volumen encerrado por el elipsoide de ecua-
ción

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.7.1. Calcular
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy dondeD =
{

(x, y) ∈ R
2
∣∣x2 + y2 6 1

}

E.7.2. Calcular
∫∫∫

D

1√
x2+y2

dxdydz dondeD =
{

(x, y, z) ∈ R
3
∣∣x2 + y2 + z2 6 1

}
E.7.3. Hallar el volumen del recinto limitado superiormente por la esfera de ecuaciónx2 + y2 + z2 = 4, inferior-

mente por el planoXY y lateralmente por el cilindrox2 + y2 = 1.
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