Equilibrio General
1. Introduccién

Con anterioridad estudiamos € comportamiento tanto de las familias como de las firmas.
También examinamos la naturaleza del equilibrio en mercados perfectamente competitivos.
Resta, sin embargo, considerar un aspecto de gran relevancia® El andisis suponia que las
familias y las empresas realizan sus planes tomando los precios como datos. ¢Cémo podemos
estar seguros gue existe un conjunto de precios tal que los planes de los distintos agentes son
compatibles? O dicho de otro modo ¢Qué seguridad tenemos de que todos |os mercados estén
simultdneamente en equilibrio? De exigtir, llamaremos Equilibrio General (EG) a la lista de
precios que compatibilizalos planes de todos | os agentes.

La cuestion de la existencia de un EG en una economia privada competitiva es de gran
relevanciatedrica. En efecto, se requiere demostrar su existencia para asegurar la consistencia
de toda la teoria microecondmica. En caso de no existir un equilibrio general, entonces los
equilibrios parciades en mercados individudes no podran satisfacerse en forma conjunta
Asimismo, los planes optimizantes de los agentes no pueden ser todos realizados a mismo
tiempo. Por lo tanto, de no exigtir EG, seria necesario repensar toda la teoria microecondémica.

El concepto de EG es también de enorme trascendencia practica. El andlisis de mercados
individuales lleva en ocasiones a conclusiones erréneas. Por gemplo, consideremos cud es el
impacto de un alzaen € precio dd sdlitre sobrelasembradetrigo. S pensamos que € sdlitre
es un insumo en la produccién de trigo entonces podriamos postular que su produccion
disminuye cuando € precio dd sditre sube. Sin embargo, un azaen € precio del sditre tiene
un efecto mayor sobre otros cultivos que son més intensivos en su uso, produciéndose una
sugtitucion en la siembra de dichos cultivos por trigo. Existen estudios econométricos que
muestran la superficie sembrada con trigo aumenta con € precio del sditre. También son
comunes los errores a analizar la politica comercia de un pais, no siempre se entiende que al
proteger un sector productivo, no solo se afecta a los consumidores de ese bien, sino que
también alos otros sectores productivos.

En parte por lo expresado en € parrafo anterior ha surgido unas linea de trabgjo cuyo
propésito es desarrollar modelos de equilibrio general que puedan ser resueltos con € fin de
andlizar d impacto de distintas politicas tales como aperturas comerciaes, reformas
tributarias y normas ambientales.

1 Existe equilibrio en un mercado competitivo particular cuando los deseos de vendedores y compradores son

compatibles. En el andlisis de equilibrio parcial se utilizan curvas de ofertay demanda que mantienen los precios
de los demas bienes constantes.



2. Economias de Intercambio

Consideremos inicialmente, por facilidad en e tratamiento, un caso muy simple, aunque poco
redlista. Se trata de una economia en la cua no hay produccién y la disponibilidad de bienes
esté fija. Todos los agentes de est4 economia son consumidores, y estan provistos de una
dotacion inicial de bienes. En consecuencia, la Unica actividad en esta economia es €
intercambio de bienes entre consumidores --razén por la cua se la denomina economia de
intercambio.

El funcionamiento de una economia de intercambio donde se transan n bienes podemos
resumirlo del siguiente modo. La familia h, provista de una dotacion inicia de bienes w",
enfrenta un vector de precios p, y elige una canasta de consumo x" que maximiza su funciéon
de utilidad sujeto a su restriccion presupuestaria, la cua podemos escribir:

px" = pw"

Lademandade lafamiliah por el bien i,? que denotaremos di"(p), surge de la maximizacion de
utilidades que ésta rediza. S las funciones de demanda se derivan de preferencias
estrictamente convexas, entonces éstas estan bien definidas, son continuas, y homogeéneas de
grado cero. En lo que sigue supondremos que las funciones de demanda poseen esas
propiedades. Sumando las demandas de todas | as familias obtenemos |la demanda agregada de
cada bien, que denotamos

Di(p) = Zrd"(p) i=1,...n.

Dado que se trata de una economia de intercambio, la oferta de cada bien esta fija, sendo igua
a W, = Zw'. Definimos luego las funciones de exceso de demanda como:

Zi(p) = Di(p) —-W; i=1,...,Nn

Notar que las funciones de exceso de demanda son homogéneas de grado cero y continuas,
ademas cumplen lallamadaley de Walras.

Ley deWalras 21 PiZi(P)=0

Laley de Walras es unaidentidad que se obtiene sumando |as restricciones presupuestarias de
todas las familias. Una consecuencia directa de la ley de Walras es que s (n-1) mercados
estén en equilibrio, € n-ésimo mercado también lo est4

Corolario Si todos los mercados menos uno estén en equilibrio, y € mercado restante
tiene un precio postivo, entonces ese mercado también estd en equilibrio. Ademas, la
homogeneidad de grado cero en precios una vez més implica que solo precios relativos pueden
ser determinados.

2 Dado que |as dotaciones iniciales de bienes permanecen constantes podemos suprimirlas como argumentos de
las funciones de demanda



¢Como podriamos formadizar la definicion de Equilibrio General? Una posibilidad es la
siguiente. Equilibrio General es un vector de precios p ta que todos los mercados estan en
equilibrio, es decir, Z(p) = O, i= 1,...., n. Esta definicion tiene un problema: eimina la
posibilidad de que existan bienes libres, es decir, bienes para los cuaes € precio es cero (p; =
0) a mismo tiempo que existe exceso de oferta. Por la razon anterior modificamos la
definicidn de Equilibrio General por lade un vector p, de precios no negativos, parae cua se
tiene

Z(p)<0 i=1,..,n

Veamos que la definicion anterior es apropiada.  Es inmediato verificar que s € precio de
bien es positivo (p; > 0), entonces Z;(p) = 0. En efecto, por ley de Walras

Zinpiz( p;)=0

Dejemos solo los indices i paralos cudes p; > 0, entonces todos |os Zi(p) necesariamente son
iguales a cero, pues en caso contrario no se cumpliria la Ley de Walras. Ademas, s en
equilibrio existe exceso de oferta para algun bien, entonces es un bien libre. Es decir, si Zi(p) <
0, entoncesp; = 0. Enefecto, s p esunEG, Z(p) <0y por lotanto p jZi(p) < 0. Si Zi(p) <0
y p*j > 0 entoncestendriamos p Z(p') < 0 1o que contradice laley de Walras.

Ej.. Consideremos una economia de intercambio de dos individuos y dos bienes. Entonces
podemos representarla a través de una cgja de Edgeworth.
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Figura 1. Caja de Edgeworth

donde x'j denota el consumo del bien j por parte del individuo i. Supongamos que A representa
ladotacién inicial de recursos de los individuos y que éstos se comportan como tomadores de
precios. Entonces un equilibrio genera esta dado por € vector de precios p. Ademés las
nuevas canastas de los consumidores estan representadas por € punto B. Notar que la
pendiente p de la recta que une los puntos Ay B representa el equilibrio general (precio del
bien 1 en términos del bien 2). En efecto dado ese precio, cuando e individuo 1 consume la



canasta x* estd maximizando su utilidad dada su restriccién presupuestaria (notar que
1 1
pX =pw-).

2.1. Exisgencia

En & caso en que la economia tiene solo dos bienes es posible demostrar que existe un
equilibrio general en forma muy intuitiva. Para ello debemos suponer que a menos una
persona tiene preferencias monétonas, 10 que eimina la posibilidad de que existan bienes
libres.
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Figura 2: Existenciadel Equilibrio General

Prop..: Si en una economia de dos bienes ninguno de ellos es libre, entonces existe d menos
un equilibrio generd.

Dem.: Por ley de Waras s un mercado esta en equilibrio, entonces la economia esta en
equilibrio. Cuando €l precio del bien 1 tiende a cero, Z;(p) toma un vaor positivo, pues en
caso contrario se trataria de un bien libre. Cuando €l precio relativo del bien 2 tiende a0, Zx(p)
tomaun vaor positivo, y por ende Z;(p) tomaun valor negativo, como se observalafigura..

En lo que sigue consideramos € caso general en € cual puede existir més de dos bienes. La
ley de Walras reduce €l nimero de ecuaciones linealmente independientes. En consecuencia,
habrian n incognitas (los precios correspondientes a los n mercados) y solo (n-1) ecuaciones
linealmente independientes. Sin embargo, dado que las funciones de exceso de demanda son
homogéneas de grado cero, podemos fijar un precio (o combinacion linea de precios) igual a
1, esdecir, eegir un bien como numerario, con lo cua e nimero de incdgnitas se reduce a (n-
1).



Luego & nimero de ecuaciones linealmente independientes es igual a nimero de incdgnitas,
pero esto no es suficiente para demostrar existencia. Ademas, no basta con probar la
existencia de una solucion a sistema de ecuaciones, pues para que ésta tenga interpretacion
econdmica sus componentes deben ser nimeros real s no negativos.

Def.:  Sea F( ) una funcién ge un*conjunto Sens mismo. Un demento X en S se llama
punto fijodeFs ysdlos F(x ) =x.

Teorema: (Browers) Cualquier funcion continua, de un conjunto compacto y convexo en si
mismo tiene a menos un punto fijo.

Dem: Restringimos la demostracion de este resultado a caso en que S es un subconjunto de
R, lo que nos da una buena intuicién de la demostracion general. Sin pérdida de generalidad
supongamos que F es una aplicacion continua del conjunto cerrado [0, 1] en s mismo, y
definamos la funcion h(x) = F(x) - x. Lafuncién h es continua'y ademas cumple h(0) = 0, y
h(1) < 0. Luego por teoremadel valor medio se tiene que existe X ta que h(x') = 0, es decir
tal que F(x ) =X .

F(x)

Figura 3: Necesidad dela continuidad de F(x)

Delafigura anterior se desprende que es absol utamente necesaria la condicion de continuidad
de la funcion F para asegurar la existencia de un punto fijo. Los dos gemplos siguientes
muestran que la condicion que e conjunto S sea compacto también es indispensable.
Consideremos la aplicacion x — (x+1)/2, definido en & conjunto abierto (O, 1), no es dificil
comprobar que esta aplicacion no tiene punto fijo. La aplicacion X — x+1, definida en €
conjunto cerrado no acotado [0,c0) tampoco tiene punto fijo.

Def.: Llamaremos simplex a conjunto
S={pl p=0, Zip; =1}

Buscamos una aplicacion continua del simplex en s mismo. Consideremos la funcién g
definida por



gP=p+ 2z i=1,..,n

Dado que las funciones Z son continuas, g es continua, pero no aplicaal simplex en si mismo.
Paraaplicar e smplex en s mismo definimos

p,+ max(0,Z:(p)
1+3 mex(0,Z(p)

g, (p)=
gue es una aplicacion continuade Sen S.
Teorema: S unafuncion Z: S - S es continua y satisface la ley de Walras, entonces

exisep en Sta queZ(p) <O0.

Dem.: Por teorema de Browers existira un vector de preciosp td que gi(p) =pi, i =1....n, €s
decir

o = P+ max(0,zi(p"))
Y max(0.2,(p)

Desarrollando laigualdad anterior sellega:
Py max(0,;(p")) = max(0.zi(p"))
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por Z; (p*) se obtiene
P Zi(p") ) max(0,Z;(p") = Zi(p")max(0,Zi(p")
sumando sobre € indicei,
> max(0,z;(p") ), " zi(p") = ) Zi(p")max(0,Zi(p")

usando laLey de Walras se concluyeque Zi(p) < 0,i =1, ..., n.

La demostracion anterior tiene una limitacion: requiere que la funciones de demanda sean
continuas en todo S, incluyendo los bordes. Normal mente |as funciones de exceso de demanda
se hacen infinitas para precios iguales a cero. La demostracién se puede modificar paraincluir
el caso en que las demandas se hagan infinitas en los bordes dd smplex S [ver por g emplo
Arrow y Hahn (1971)].



La condicion més redtrictiva para demostrar existencia es que las preferencias de las personas
Sean estrictamente convexas, la que se requiere para demostrar que las funciones de demanda
son continuas. Sin embargo, sdlo se requiere que las demandas agregadas sean continuas, y la
agregacion de demandas no continuas puede ser continua. Por g emplo, la demanda de autos
de unafamilia es discontinua, pero la demanda por autos de todo € pais puede ser unavariable
continua.

2.2. Estabilidad

Una vez que se ha demostrado que existe EG es importante preguntarse s la economia esta
inicialmente en desequilibrio ¢cudes son las fuerzas que lallevan a equilibrio? Unarespuesta
posible es & Martillero Warasiano (tatbnment) propuesto por Walras en 1874. Laideaes que
el martillero anuncia un listado de precios. Luego todos los agentes de la economia dan a
conocer sus ofertas y demandas para ese sistema de precios. Con esta informacion el
martillero calcula y examina € vector de demandas netas agregadas. Si existe exceso de
demanda para un bien entonces sube su precio, por e contrario S existe exceso de oferta bga
el precio. El martillero repite este proceso hasta que no existe exceso de demanda en ningn
mercado. Formamente escribimos el proceso de gjuste como sigue:

pi(t+1) = pi(t) + Gi(Zi(p(1))), =1, n.

donde los G; son funciones monotonas. Los pasos del tatonnment no deben ser interpretados
como sucesivos cambios en € mercado, pues para que los agentes puedan tomar sus
decisiones los mercados deben estar en equilibrio. Més bien se trata de un proceso de pruebay
error que redlizad martillero en un tiempo minimo para determinar € equilibrio.

Por lo general los precios se cambian en forma proporciona & exceso de oferta 0 demanda,
con lo cud

p(t+1) = p(t) + a Z(py)

donde a esun nimero entre 0 y 1. Este Ultimo proceso de tatbnment tiene una propiedad muy
conveniente. En efecto

dp; (t)

: )
LGOS

L .p )k 25 pOZ GO =0

por lo que los precios estan restringidos a una esfera centrada en € origen, 1o cua permite una
elegante representacion del proceso de guste de precios para € caso n = 3, pues
conjuntamente setienequeZ p?=c y pZ(p)=0.
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Figura 4: Proceso detatbnment.

Ej.. Sea una economia de dos consumidores cuyas respectivas funciones de utilidad y
dotaciones iniciales de recursos son:

U(Xy, X2) = X1 (X2)? wh=(1,0)
u(Xy, X2) = (X2)? X2 w?=(0, 1)

En lasiguiente tabla se especifican |as demandas de ambos consumidores:

Ingreso demanda de x; demanda de x,
Cons. 1 p1 1/3 2/3 pi/p,
Cons. 2 P2 23 polpy 1/3

En consecuencialas funciones de exceso de demanda son:

P, 2 P,
— = = -—+
p 1(P) 3 3p,
P, 2 P1
— = = -—++
o Z2(p) 3" 3p,



Notar que en este g emplo la solucion es p;=p,. Ademas, cuando p; es mayor que pg, Zi(p) <
0,y Z(p) > 0. Por € contrario cuando p, es mayor que py, Z1(p) >0y Z(p) <O.

9]

P1

Luego, en este gemplo @ mecanismo de guste de precios es estable. Sin embargo, este
proceso de guste no es sempre lo es, e primer gemplo en & cual no es estable fue dado por
Scarf (1959).

Ej.: Considere una economia de tres bienes y tres consumidores. Los consumidores estan
caracterizados por las siguientes funciones de utilidad y dotaciones iniciales de recursos:

u'=min[xy, %] w'=(1,0,0)
W=min[x, xg wW*=(0,10)
W=min[xy, xg wW=(0,0, 1)

Dado un vector de precios p, € ingreso del primer consumidor es pz, por |0 que su demanda
esta dada por:

Xl: H pl pl 0 E

Hpt P, Pyt P,

En forma andoga se tiene que:



X3 — H p3 0 p3 E

Hpt P Pyt Py

Estas funciones de demanda nos permiten derivar las funciones de exceso de demanda y €
mecanismo de guste de precios.

%: P + Ps 1

dt  p,tp, Pt Ps

dp2: P, + P, 1

dt p,+p, Pt p;

ds_ P . Py
dt  pgtp, ptp;

No es dificil verificar que dp./dt = dp,/dt = dps/dt = 0 en p’ = (1,1,1), & cua ademés es un
equilibrio competitivo. A continuacion mostraremos que cuando lalistainicia de freci ospes
distintade p’, entonces el sistemano convergeap . Hemos visto que lasuma p;° + p,° + ps°
permanece constante. Ademés probaremos que la expresién pip-ps no cambia a lo largo del
tiempo. En efecto:

d( p, P, p;) dp, dp,

dp,
= 1+ -2
dt P2Ps™ ™ PPy

dt

d( p, P, Ps) H p Ps % H p P, % H ps P,
—L282=p, p + - 15 p,p + -15 p,p + -1
d 2ot P, Pt ps “Het P, Pt P Yt Py ot ps

+ PP

d(p,P,Ps)_ PPt PiPs, . PoDPst PP, . PPyt Py P,

= + + ) ] ]

dt 1 p1+ p2 p3 p1+ p3 p2 p2+ p3 p]_ pz pl p3 p2 p3
dCpPyp2Ps)

o = PyPst PyP3t PPy PiPy- PP~ P, Ps=0
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Figura 5: Contraegjemplo de Scarf

La primera condicién (p;?+p,>+ps” constante a lo largo del tiempo) restringe |a trayectoria de
los precios aestar en una esfera centrada en @ origen. La segunda condicion (p1p2ps constante
a lo largo del tiempo) restringe la trayectoria de los precios a estar en un hiperboloide
simétrico. Por |o que los precios deberan moverse dentro de la interseccion de ambas figuras,
de donde se sigue que s los precios iniciales difieren de p, € mecanismo de guste
Walrasiano nuncaacanzarap .

Def.: Dado un vector de preciosp, 2 bienes, i y j, se dicen sustitutos brutos si

aZi (p) S O
ap;

Se puede demostrar que en una economia de intercambio donde todos | os bienes son sustitutos
brutos entre si, el mecanismo de gjuste tatbnment es estable.

2.3. Unicidad del Equilibrio.

Consideremos una economia de intercambio de dos bienes y dos consumidores que podemos
representar con un diagrama de Edgeworth.



X4
Figura 6: Multiplicidad de Equilibrios Generales

donde x'j denota e consumo del bien j por parte del individuo i. Lafigurailustrala posibilidad
gue para una dotacion inicia de recursos pueden haber multiples equilibrios competitivos.
Esta posibilidad esta dada en la figura, donde dos equilibrios, B y C, corresponden ala misma
dotacion inicid de recursos A. Lafacilidad para dibujar multiples equilibrios nos ilustra que
lano-unicidad eslareglaen vez delaexcepcion.®

En general no existe ninguna razén para que exista un unico equilibrio, hay por lo tanto que
imponer restricciones para asegurar unicidad. Comenzamos estudiando las condiciones que se
requieren para que los equilibrios sean local mente Gnicos.

Def... Un EG p es regular s la matriz de n-1 por n-1 que resulta de diminar la dltima
columna y la ultima fila del Jacobiano de Z(p) (DZ(p)) es no singular. Si todo equilibrio
general p esregular, entonces la economia se dice regular.

Prop. : En toda economia regular los equilibrios generales son localmente Unicos, es decir,
para cada equilibrio general p exiseun€ >0, tal ques p’ # py ladistanciaentrepy p’

esmenor ag, entoncesZ(p') # 0.

Dem.: La demostracion es intuitiva. Llamemos p al vector de precios excluido € dltimo
elementoy Z(p) a vector de excesos de demanda excluidos € Gltimo eemento. Si DZ(p) es
no singular, entondes DZ(p)dp es no nulo para cualquier desplazamiento dp distinto de cero.

Notar que los equilibrios generales estdn aidados entre si. Un conjunto cuyos puntos estan
aidados se dice discreto. Luego € conjunto de equilibrios generales de una economia regular
es discreto.

3 El hecho que la no-unicidad no es la exepcién nos obliga a preguntarnos a que EG llega la economia



El resultado anterior podemos ilustrarlo para una economia de 2 bienes. para cada equilibrio p
0Z,(p)/dp, # 0, por lo que en un entorno de p, Z1(p) es distinto de cero, como se observaen €

siguiente gréfico.
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Figura 7: Economia regular
En economias regulares pequefios cambios en los pardmetros no producen grandes

modificaciones en los equilibrios. Pequefias perturbaciones no producen grandes saltos en los
equilibrios como ocurre en los dos € empl os siguientes de economias no regulares.

Z1(p1) Z1(p1)

\ P1 p1

Figura 8: Economiasno regulares

Por otro lado, de los dos gemplos anteriores se desprende gque las economias no-regulares
tienen una bga probabilidad de ocurrir, pues una peguefia perturbacion las transforma en
economias regulares.

Prop. : En toda economiaregular con preferencias son monétonas el nimero de EG esfinito.



Dem.: Por ser Z(p) una funcion continua, € conjunto de los equilibrios generales es un
cerrado. Ademés la monotonia en las preferencias implica que € conjunto es cerrado. Ningun
precio puede ser muy grande, porque ello implicaria que € precio relativo de los otros bienes
es cercano a cero. Pero dado que las preferencias son mondtonas, € precio de ningin bien
puede tender a cero. Por ser una economiaregular, e conjunto de los equilibrios generales es
discreto. En estas condiciones € nimero elementos esfinito.*

Prop... Suponga que se cumplen las condiciones anteriores, s la matriz de n-1 por n-1 que
resulta de eiminar la dltima columna y la Ultima fila del Jacobiano de Z tiene determinante
negativo, entonces € equilibrio es unico.

Dem.: Larestringimos a caso de una economiade 2 bienes. Por ley de Walras s un mercado
esté en equilibrio, entonces la economia esta en equilibrio. Cuando € precio del bien 1 tiende
a cero, Z1(p) toma un vaor positivo. Cuando € precio relativo del bien 2 tiende a 0, Zx(p)
toma un vaor positivo, y por ende Z;(p) toma un vaor negativo, como se observa en €
siguiente gréfico.

Z1(p1)

P1

Figura 9: Unicidad ddl Equilibrio General.

Luego s 9Z,(p)/dp, <0 en todo punto, entonces existe un Unico equilibrio. Una condicion
alternativa de unicidad esla siguiente:

Prop.: Si cualquier par de bienes son sustitutos brutos para todos |os precios, entonces existe
ununicoEGp .

Dem.: Supongamos que g €s otro vector de precios de equilibrio. Dado que p’ > 0 se puede
definir m = max (g/p; ). Por homogeneidad de lafuncion Z setiene

Z(p)=2Z(mp)=0

* Mostramos intuitivamente que un conjunto compacto y discreto tiene un nimero finito de elementos. Si un
conjunto discreto tuviese un numero infinito de elementos entonces se puedo construir una sucesion de
puntos. Por la compacidad del conjunto esta sucesion tendria un punto de acumulacion en €l propio conjunto.
L uego se ha construido un punto en el conjunto tal que, cada vez que se toma una bola en torno a el hay una
infinidad de puntos distintos. L uego ese punto no puede ser aislado y entonces contradice el hecho que el
conjunto es discreto. Luego un conjunto compacto y discreto no puede tener un ndmero infinito de elementos.



Suponga que la expresién qi/p; acanza su maximo en d indice k, es decir m = q/px .
Reduciendo todos los precios distintos a k desde mp*; a g;, se disminuye la demanda por €
bien k, por lo tanto Zx(q) > 0. Lo que contradice la condicion de precio de equilibrio deg. En
consecuencia, existe un unico equilibrio.

3. Modéeo con Produccion.

3.1.  Produccién con retornos decrecientes aescala

En esta seccion estudiamos la existencia de equilibrio general en € caso con produccion con
retornos decrecientes a escala.  Suponemos que existen J firmas, cada una de las cuales esta4
caracterizada por un conjunto de producciones posibles que designamos Yj, j = 1, ..., J. Un
elemento de Y; sera un plan de produccién determinado, y o denotaremos y;. Los elementos
positivos de y; representan productos y 10s negativos insumos.

Supondremos que las firmas son tomadoras de precios y que maximizan beneficios. Dado €
vector de precios p, la expreson y;(p) denotara €l plan de produccion que maximiza
beneficio de la firma j. Para asegurar la existencia de un Unico plan de produccion que
maximiza beneficios para cada vector de precios, suponemos que los conjuntos Y; son
acotados, cerrados y estrictamente convexos. Estos supuestos implican tener retornos
decrecientes a escdas. Otros modelos no requieren condiciones tan restrictivas, pero €
andlisis es mas complgo.

Prop.: S @ conjunto de producciones posibles es acotado, cerrado y estrictamente convexo,
entonces lafuncion y;(p) esta bien definiday es continua.

Dem: El producto py es una funcién continua, y €l conjunto Y; es un compacto por 1o
tanto lafuncion py; tiene a menos un maximo en el conjunto Y;. Veamos que existe un
solo maximo. La demostracion es por contradiccion, por 1o cual suponemos que
existen dos méaximosy ey’ respectivamente. Por ser Y| estrictamente convexo, Ay +
(1-\)y estaend interior de Y;, luego existeun 8> 1 tal que Sy + (1 - \)y") también
estaen Y, y ademas,

PSAAY +(1-N)y) > py =py’

lo cual contradice e supuesto inicial de quey ey maximizan la expresion py. Luego
existe un Gnico méaximo, lo que a su vez implica que lafuncion y;(p) esta bien definida

Solo fdta ver que es una funcion continua. En lo que resta de la demostracion por
simplicidad notacional se omite el subindice j. Sea{p"}« una secuencia que converge a
p°. Para probar continuidad debemos demostrar que la secuencia { y(p“)}« converge a
y(p"). La secuencia { y(p")} « esté contenida en e compacto Y, por lo cua existe una



subsecuencia que converge a algin punto y . Por elo es necesario probar que y’ =
y(p%). Supongamos que

Py <py(P)
luego si p* esta suficientemente cercade p°, e y(p*) cercadey’
PY(P) <pYy(P’)
lo que contradice el hecho que y(p*) maximiza beneficios en p*. Luego p%y" = p%y(p?).

Pero dado que hay un solo y que maximizaapy, y = y(p%, lo cua completa la
demostracion.

Se define la of erta agregada como

Y(p) = Z)yi(p)

Esta representacion supone que no existen externalidades, pues s existiesen la funcion de
produccion de una firma dependeria de la produccion de las restantes firmas.  En rigor, para
nuestros propositos basta con suponer que lafuncion de oferta agregada Y (p) es continua, y no
es necesario que cada y;(p) 1o sea

Comportamiento del Consumidor.

En este aspecto realizamos 2 extensiones con respecto al modelo de intercambio. Primero,
algunos de | os bienes son a la vez factores productivos y bienes finaes, por gemplo e tiempo
de cadaindividuo es un factor productivo (trabg o) y también un bien final (ocio). Segundo, €
ingreso de los individuos incluye la distribucion de las utilidades de las firmas. En efecto, las
familias son las duefias de las firmas. Las firmas reparten todas sus utilidades (s es que tienen)
alos duefios en proporcion a su participacion en lapropiedad. Las familias anticipan ese pago
y lo incluyen en su ingreso.” SeaTh,- la fraccion de la firma j que posee la familia h, luego
ZhTh,- = 1. En consecuencia, larestriccion presupuestaria del h-ésimo consumidor es

px" = pw" + Z; T pyi(p)

El problema de cada familia, entonces, consiste en maximizar su utilidad un(x"), sujeto a la
restriccion presupuestaria anterior. La solucion de este problema es la funcién de demanda de
lafamilia, que denotaremos d''(p), la que es continua cuando las preferencias de la familia son
estrictamente convexas,

® En nuestro andlisis no hay incertidumbre, dados los precios, las familias y las firmas calculan las utilidades que
esperan tener, las familias también determinan lo que esperan recibir de la venta de factores. Esas expectativas
se cumplen en € equilibrio, donde todos los planes son mutuamente compatibles.



Funciones de exceso de demanda. La funcién de demanda agregada esta dada por

D(p) = Zrd"(p)

Ademés la dotacion inicial de recursos de la economia es igual a W = ", por lo que los
excesos de demanda estan representados por

Z(p) =D(P) - Y(p) - W

Dado los supuestos redizados, es facil verificar que Z(p) es una funcion continua y
homogeénea de grado cero. SAlo falta probar que satisface laley de Walras. LalLey de Waras
en este caso dice que @ vaor total de los excesos de demanda, sumado sobre las firmas 'y las
familias, es cero. Laley de Walras se demuestra observando la restriccion presupuestaria de
las familias. La cantidad que cada familia gana (incluyendo la participacion en las utilidades
de las firmas) debe ser igua alo que espera gastar.

Prop.: La funcién Z(p) antes definida satisface la Ley de Walras, es decir para cualquier
vector de precios p setiene que pZ(p) = 0.

Dem.: pZ(p) =p[D(p) - Y(p) - W]
pZ(p) = p [Zh d(p) - Zyy;(P) - Znw']

pZ(p) =p[Z d"(p) - = = T" yi(p) - Tw
h hj h

=2 pld"(p) - ZT;"yi(p) - W =0
J

Dado que Z(p) es una funcion continua, homogénea de grado cero, que satisface la Ley de
Walras p*odemos asegurar la existencia de equilibrio Warasiano, es decir de un vector de
preciosp parad cud Z(p) <O.

3.2.  Equilibrio General con Andisis de Actividades.

En esta subseccion consideramos una economia con funciones de produccién de Leontieff.
Existen por lo tanto retornos constantes a escala. En Andlisis de Actividades las posibilidades
productivas de la economia estén caracterizadas por una matriz, que llamaremos A, la cua
resume el conocimiento tecnol 6gico
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Cada una de las n filas de la matriz A representa un bien y cada columna un proceso o
actividad. Si el elemento ax es positivo entonces quiere decir que el proceso k produce € bien
I, 9 &k €s negativo entonces € bien i es un insumo de proceso k. La matriz nos indica la
existencia de K procesos productivos diferentes. Las n primeras columnas corresponden a
supuesto de disponibilidad sin costo. En lo que sigue € vector y denotara los niveles de las
diversas actividades. Luego i representa el nivel delaactividad k.

Mantenemos la notacion de la seccidn anterior, y definimos la demanda neta V(p) = D(p) - W.
Si la funcién de demanda es continua y homogénea de grado cero, entonces la demanda neta
tiene las mismas propiedades. El equilibrio Walrasiano involucra un sistema de precios p, y
niveles de actividades y tales que

(1) V(p) =Ay

(2) Zipak<0 (coniguadads yx>0), esdecir, pA <0, pAy=0.
pues en equilibrio competitivo, cuando todos los costos han sido incluidos en € calculo de los
beneficios, éstos son iguales a cero para aquellas industrias con produccion, pues s hay
beneficios positivos, la produccion aumenta al infinito. En este caso, donde las utilidades de
las firmas son cero, laLey de WarasespV(p) =0
Prop.: Enunaeconomiade Andisis de Actividades existe Equilibrio General

Dem: Se rediza una demostraciéon constructiva que utiliza € Teorema de Browers.

Por ello debemos encontrar una aplicacion continua de un conjunto en s mismo.
Definamos €l conjunto C del siguiente modo:

C={p|pk=20,Zp=1pA<0}
Consideremos la funcién que dado un punto p en C, proyecta la expresion p + V(p) en
C. Lafuncion V(p) es continua, entonces fata por demostrar que su proyeccién en C es

una funcién continua. La proyeccion de p + V(p) en C esta dada por la solucién p' del
problema

Min Zi(pi-pi - Vi(p)?



o
sa Zipiak <0, k=1,.,K
Zipi=1
El Lagrangeano del problema anterior es
L= % (pi- p - Vi(P)* + Zuyk (S praw) + AEipr — 1)

dondelos yk y A son los multiplicadores de Lagrange. Las condiciones de Kuhn-Tucker
son:

Pi-pi - Vi(p) + ZkYkak +A <0

Suponiendo que todos los precios son positivos, la proyeccién de p+V(p) sobre C esta
dada por:

Pi=pi + Vi(p) - ZkYkak - A
La proyeccion es la solucion de un problema de minimizacion de una funcién convexa

definida sobre un conjunto compacto y convexo. Luego, por teorema del maximo la
proyeccion es una funcion continua, es decir, laaplicaciondeCen C

P — P+ Vi(p) - ZkYkak - A
es continua. Por teoremadel Punto Fijo existe una solucion p'i = pi, luego
Vi(p) = Zkakyk + A
Zip Vi(p) = Zip Zkak Yk + AZipy
reordenando términos,
ZipiVi(p) = Zwyk ZiakPx + AZip
Dado que p estden C, setiene que:
ZipiVi(p) = A
El lado izquierdo es cero por Ley de Walras. En consecuencia, A =0 y Vi(p) = Zk akYk.
Luego hemos encontrado una solucién (p, y) que cumple las condiciones de equilibrio

general.

Podemos ilustrar con un gréfico € agoritmo para € caso en que hay tres bienes en la
economia.



Ps Algoritmo

1) p* =p+V(p)
2) proyectar p en A

P2

Figura 10: Algoritmo para e caso con 3 bienes.

Ejemplo: Considere una economia de tres 3 bienes. El primero es un bien de consumo (C), €
segundo bien estrabgjo (L), y € tercero es capital (K). Existe demanda fina tanto por trabajo
(ocio) como por capital (durables). El conocimiento tecnol 6gico de la economia se resume en
la siguiente matriz de Insumo-Producto:

-1 0 0 4 4 4 0
0 -1 0 -8 -6 4 | 24
0 0 -1 -1 -2 -3 1

En la economia existen dos tipos de consumidores, los cuales estdn caracterizados por una
misma dotacion inicid de recursos y preferencias.  En cada grupo hay igual nimero de
consumidores. Los recursosiniciaes de los consumidores de cada grupo son:

Fact or
C L K
| ndi vi duo 1 0 10 8
2 0 10 1

Las preferencias de cada consumidor estan dadas por |as siguientes funciones de demanda:
U, = CB 10K
Up = C.BO L.20 K.20

Dadas |las funciones de demanda anteriores sabemos como distribuye e gasto de cadatipo de
consumidor.



En este gemplo los precios estan totalmente determinados por € lado productivo de la
economia, pues las dos actividades que producen cual quiera seala demanda son:

base 4
-8 -
-1

PNO
N

Tomando € precio dd trabgo como numerario (p. = 1), de la segunda actividad en la base se
deduce que € precio del capita es px = 2,4. Asimismo, de la primera actividad en la base se
deduce que pc = (8 + 2,4)/4 = 2,6. Podemos comprobar que estos precios son consistentes con
latecnologia. En efecto, se verifica que la rentabilidad de las dos actividades que no estén en
la base es negativa:

104-6-48<0
104-4-72 <0

Dados los precios anteriores € ingreso de cadatipo de consumidor es € siguiente:

10+ 19,2=29,2
10+ 24=124

l1
P!

y la canasta de cada grupo consumidor estd dada por x* = (2.8, 2.9, 7.9) y x*=(2.9, 2.5, 1.0).
En consecuenciad vector de demandas netas esigud a

57 0
V(p)= 542 - 20
894 O

En equilibrio generd setiene:

57 4 0 v
V(p)= -146 = -8 24
-01 -1 1 Y2

Por lo tanto en equilibrio € nivel de actividad de cada sector esigud y; = 1,425, y, =
1,358.



