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SOLUCION CONTROL 1

Problema 1

Suponga una relación estocástica de la siguiente forma:

Yi= A(Xi)B(     i=1,T

Donde ( es una variable aleatoria, Xi es una observación no estocástica, y A y B son parámetros no conocidos.

Suponga que ( es además una variable log-normal de media exp((2/2) y varianza exp((2)*(exp((2)-1).

a) Encuentre estimadores MCO a y b de A y B., 

b) Estime el valor esperado de a y de b. (Hint recuerde que si x es normal con media ( y varianza (2 entonces exp(x) tiene media exp(( + (2/2)).

Solución
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Para poder aplicar MCO tenemos que linealizar...

Cambio de variable:
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Sea:
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Por tanto:
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Sabemos que 
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Por propiedades de una distribución LogNormal, que posteriormente se demostrará, y por linealidad, sabemos que 
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Calculando los estimadores por el método de MCO, sabemos que para el modelo bivariado:
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Luego:
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Primero, encontraremos la distribución de 
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Un resultado útil, tomado del Greene Pág. 62 indica que si una variable aleatoria x con distribución 
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donde:
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Por tanto para el caso particular, se cumple que
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De lo anterior, se obtiene:
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 (bastaba sólo mencionarlo, no era necesaria la demostración)
Por propiedades de MCO, sabemos que
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Por tanto, usando el Hint, 
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Donde
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[image: image23.wmf] Problema 2

Considere una variable S, la cual sigue el siguiente proceso de Wiener discreto:
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Suponga que  (=2% mensual y (=10% mensual, y que S0=100.  

a)¿Cuál es la distribución del incremento de S en 5 meses más? 

b)¿Cuál es el valor esperado de S en 5 meses más?

c) Si (1=0,702; (2= -1,335; (3=1,442; (4=0,02; (5=0,691; corresponden a realizaciones de un  proceso normal [0,1] (ruido blanco). Genere una trayectoria asociada al proceso de Wiener para el precio S desde el mes 1 hasta el mes 5, considerando las realizaciones del proceso normal.

Solución

Como la variable S sigue un proceso browniano geométrico:
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podemos entonces escribir que, 

entonces la variable S, se distribuye log-normal en un instante tk cualquiera, estará dada por (Usando Ito):


[image: image26.wmf])

1

,

0

(

~

)

(

con 

      

)

(

*

*

*

)

2

(

exp

*

)

(

)

(

2

1

N

t

Z

t

Z

t

t

t

S

t

S

k

k

k

k

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

D

+

D

-

=

+

s

s

m


Como (=2%, (=10% t S(0)=100, se tendrá que la variable S en t estará definida por la variable aleatoria:
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Con lo cual el incremento en el precio estará dada por la variable aleatoria
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 que es log-normal

b) A partir de la parte (a), se obtiene que valor de la variable S, en cinco meses más está dado por:
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o de manera equivalente,
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    donde 
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Utilizando el hint de la pregunta 1, se tiene que E(exp(Y))=exp(0.075+0.025)=1.052, con lo cual E(S(5))=105.2

c) el proceso de Wiener discreto, también lo podemos ver de la siguiente manera


[image: image32.wmf]i

i

i

t

t

S

S

r

e

s

m

D

+

D

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

=

   con 
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Con lo cual, si (1=0.702, (2=-1.335, (3=1.442, (3=0.02, (5=0.691, se tendrá que los retornos estarán dados por r1=9.02%, r2=-11.35%, r3=16.42, r4=2.22%, r5=8.9% y por la tanto la trayectoria va a estar dada por 100*(1+r1)* (1+r2)* (1+r3)* (1+r4)* (1+r5)

Pregunta 3

El valor de una cartera de inversiones en dos tipos diferentes de acciones en un momento dado del tiempo se puede escribir como 

V= P1*Q1 + P2*Q2

Suponga que los precios de las acciones 1 y 2 siguen un proceso browniano geométrico, con 
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Además
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a) Determine una expresión para el proceso que sigue dV.¿Qué tipo de proceso es?

b) Si (1= 3% mensual , (2= 5% mensual, (1= 8% mensual,  (2 = 10%, y ( =0,5. Además en t=0, P1= 10, P2=5, Q1=5, Q2= 20. Se pide que estime x tal que 
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(Nota: use el hecho que si z es normal con media ( y varianza (2 entonces
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Solución

a)
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luego multiplicando y dividiendo por V
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con    
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Es fácil ver que 
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por lo que
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como dPi/Pi son normales y los vi en t no son estocásticos, entonces dV/V también es normal
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luego podemos definir que 


[image: image47.wmf]2

2

1

1

m

m

m

v

v

+

º


y además definir 
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notar que tanto ( como ( dependen del tiempo.

Luego podemos escribir que
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b)

Basta entonces encontrar x = ( -2( = 4,333%-2*8,33%=-12,32%

Pregunta 4

Problema 4

Suponga que en el mercado existen sólo 3 activos con retornos esperados descritos por el vector e: 
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 y con una matriz de correlaciones descrita por C =
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, con inversa igual a C-1 =
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a) Se pide que encuentre la cartera de mínima varianza de esta economía. ¿Cuál es el retorno y la desviación estándar de esta cartera? (Nota, recuerde que (ij=(ij(i(j)

b) Suponga que las carteras w1´=(-1,802; 1,523;1,279) y w2´=(20,383;-9,536; -9,847) corresponden a dos carteras de la frontera: w1 con retorno esperado de 0%, y w2 con retorno esperado de 1%. Se pide que encuentre una cartera p´=(p1;p2;p3), de la frontera que tenga un retorno esperado del 9%.

c) Explique cómo obtendría (no calcule, plantee un sistema de ecuaciones) la cartera q de la frontera que tiene cero covarianza con la cartera p anterior.

Solución

a) Cartera de mínima varianza:

Resolver 
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condición de primer orden es necesaria y suficiente,

luego
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de donde,


[image: image56.wmf]1

×

W

×

=

-

1

l

mv

w


premultiplicando por 1T, y usando la restricción, despejamos ( 
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Luego
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Solo necesitamos obtener entonces (-1. Sin embargo conocemos C-1, podemos entonces escribir que 
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donde D es la matriz de desviaciones estándares en la diagonal y cero en el resto.

Calculando C-1 D-1 queda igual a tomar la columna de C-1 y dividirla por 0,35 (el primer elemento de la diagonal), la segunda columna de C-1 queda dividida por 0,3 (el segundo elemento de la diagonal) y la tercera queda dividida por 0,15 (el tercer elemento de la diagonal) 

El resultado de C-1D-1 es entonces,
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luego premultiplicar esta matriz por D-1 equivale a dividir la primera fila por 0,35; la segunda fila por 0,3 y la tercera fila por 0,15.

El resultado es entonces 
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Luego podemos calcular 
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 = 64,7392, de donde ( = 0,015447

Así podemos calcular 
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El retorno esperado es Rmv= 5,086% La varianza es 0,015447, por lo que la desviación estándar es 12,428%.

b) por el enunciado es fácil ver que w1 es la cartera g, y w2-w1 es la cartera h. Esto significa que cualquier portfolio p de la frontera se puede escribir como p =g+hRp.

Luego p =w1+(w2-w1) Rp.

Lo que implica que 
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c) Cartera q con cero covarianza: como q es de la frontera entonces puede escribirse como q =g+hRq.  Como qT(p=0, entonces  implica que Rq= gT(p/ hT(p, por lo que 

                 q =g+h (gT(p/ hT(p) todos conocidos

(es fácil mostrar que  hT(p = (p es distinto de cero siempre que p sea diferentes de la cartera de mínima varianza)
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