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     Clase Auxiliar #2: Teoría de Juegos

P1) (Control 1 2003) Considere el juego del n-ultimátum, figura 1. En este juego, el primer jugador ofrece dividir US$100 con el jugador 2. Si 2 acepta, el juego acaba y los jugadores reciben los pagos respectivos (el primer pago es del oferente, el segundo pago es para el que decide aceptar, los demás reciben cero). Si 2 no acepta, debe hacer una oferta de división de US$100(, con (< 1 al jugador 3. Si 3 no acepta, le hace una oferta a 4, y asíı sucesivamente.

a) Considere n=3. Encuentre un equilibrio de Nash en que el primer jugador recibe US$50. 

b) (Esta parte es independiente de la anterior). Considere solo equilibrios perfectos en el subjuego. Encuentre la expresión que describe cuánto recibe cada jugador para un n cualquiera. 

c) Considere el caso en que lím (( Encuentre la condición para que el primer jugador reciba US$80 en un equilibrio perfecto en el subjuego. 

P2) (Guía) Siete feroces piratas se juntan para repartir un botín de 100 monedas de oro. Lo harán de acuerdo con las siguientes reglas: el pirata #1 propone una división de monedas (cada Moneda es indivisible), por ejemplo, (55, 5, 5, 6, 4, 7, 3): esto significa que se queda con 55 monedas mientras el pirata #2 recibe 5, etc. Los siete piratas votan la proposición. Si la mayoría acepta la repartición se lleva a cabo de acuerdo a la propuesta. En caso contrario, el pirata #1 es arrojado por la borda y el pirata #2 hace una proposición la que se vota entre los seis restantes, y así sucesivamente. Empates en una votación son resueltos en contra de la proposición. Además, si a un pirata le es indiferente aprobar o rechazar una proposición dado lo que ocurrirá en el futuro, votará en contra, salvo si le ofrecen quedarse con todo el botín, en cuyo caso votará a favor. Por ultimo, un pirata prefiere recibir nada antes de que lo arrojen por la borda. Describa en detalle el equilibrio perfecto en sub-juegos de este juego. (Ayuda: Parta estudiando qué ocurre cuando solo quedan dos piratas).

P3) (Control 1 2003) James Dean reta a River Phoenix a un juego para demostrar su valor. Si River Phoenix acepta, cada uno se sube a un auto se alejan 500 metros en direcciones opuestas,  dan la vuelta y aceleran en una calle estrecha, uno hacia el otro. El primero que se desvía (D) pierde y el que sigue (S) gana. River Phoenix puede no aceptar, en cuyo caso queda como un cobarde. Los pagos son los indicados en la figura 1.

a) Encuentre todos los equilibrios de este juego (10pts por dos equilibrios, 30 por todos).
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Solución:

P1)  Juego del n-ultimátum

a) Para n=3  se tiene el siguiente árbol:
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Un Equilibrio de Nash
 considera que la estrategia de cada jugador es una mejor respuesta ante las estrategias de los demás jugadores.

En este caso debemos considerar que el primer jugador debe recibir como pago US$50.

Para que el jugador 1 pueda recibir 50 el jugador 2 debería aceptar la propuesta que le hace el 1, para ello el jugador tres debe amenazar de tal manera que al jugador 2 no le convenga rechazar lo que le ofrece el jugador 1. Por lo cuál las estrategias de cada jugador son de la siguiente manera.

Estrategias:

Jugador 1: Ofrece US$50.

Jugador 2: Acepta solo si X1≥50.

Jugador 3: acepta solo si X2>50.

Con estás estrategias se estaría cumpliendo un equilibrio de Nash, pues a nadie le conviene salir de la decisión que tomaron, dadas las estrategias de los demás jugadores.

b) Sabemos que un Equilibrio Perfecto en el Subjuego se cumple si al considerar cada subárbol, la combinación de estrategias restringidas al subárbol es un equilibrio de Nash del juego restringido al subárbol. De otra manera, cada jugador juega en forma óptima en cada nodo del subjuego.

Sea el siguiente subárbol genérico.
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Dado que tenemos este subárbol para cada jugador, debemos ver que pasa con la decisión del jugador n-1.  Puesto que si el jugador n rechaza el ofrecimiento de n-1, ambos se quedarán con 0, el jugador n-1 debe ofrecer a n, Xn-1≥0, ofreciéndole lo mínimo que equivale a 0, quedándose el con 100δn-2. 

Ahora para que el jugador n-1, acepte el ofrecimiento del jugador n-2, este debe ofrecerle un pago tal que:

Xn-2>=100δn-2, quedándose el con una paga de 100δn-3-100δn-2.

Veamos ahora el caso para el jugador n-3, para que le jugador n-2 acepta debe ofrecerle Xn-3>=100δn-3-100δn-2, quedándose el con un pago de 100δn-4-(100δn-3-100δn-2) y así sucesivamente, por lo cuál llegamos a que el pago para cualquier n es la siguiente:
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Por otro lado, sabemos que 
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Remplazando este valor en (*), podemos concluir que el pago para cualquier jugador n, es el siguiente:
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C) Utilizando los resultados encontrados el parte B), tenemos que:
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, para encontrar la condición para que el jugador reciba US$80, cuando 
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, con lo cuál llegamos a lo siguiente:
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P2)  Piratas
Resolvemos el juego por inducción hacia atrás y encontrar el equilibrio de Nash en cada subjuego.
Sean R1, R2, R3, R4, R5, R6 y R7 las reparticiones de las monedas propuestas por cada pirata respectivamente.

Al final, cuando queda un solo pirata, este se queda con todo el botín, por lo que R7 = {100} 

Luego, el pirata 6, prefiere darle las 100 monedas al pirata 7 en vez de morir: R6 = {0,100}

El pirata 5, necesita 2 votos para que propuesta sea aceptada
, por lo que mejora la pirata 6 y así obtiene su voto, sumado al voto propio del pirata 5 se acepta la propuesta y R5 = {99, 1, 0}
El pirata 4 necesita 3 votos para que se acepte su propuesta, por lo que mejora al pirata 6 y 7, obteniendo sus votos, más su voto propio obtiene 3 votos y R4 = {97, 0, 2, 1}

El pirata 3 necesita 3 votos para que se acepte su propuesta, por lo que mejora al pirata 5 y 7. Así obtiene 2 votos, lo que sumado al suyo propio genera 3 votos. R3 = {97, 0, 1, 0, 2} 

El pirata 2 necesita 4 votos para que su propuesta sea aceptada, luego necesita 3 votos de sus compañeros, y sumando el voto propio obtiene los 4 votos necesarios. Así, tenemos que 

R2 = {96, 0, 1, 2, 1, 0}

Por último, el pirata 1 necesita 4 votos para que le acepten la repartición, por lo que mejora al pirata 3,4 y 7 y así obtiene sus votos. Luego, R1 = {96, 0, 1, 2, 0, 0, 1}

Por lo tanto, se tiene que cada una de las reparticiones propuestas es un equilibrio de Nash en ese subjuego, y el equilibrio perfecto en subjuego se obtiene por inducción hacia atrás, lo que lleva a que el equilibrio se obtenga en la primera repartición.
P3) River Phoenix v/s James Dean

Hay que destacar que este juego tiene dos subjuegos:

· el subjuego que se origina después de que River Phoenix acepta entrar en la competencia 

· el juego completo.

Luego, resolveremos primero cada subjuego:

1. Subjuego en que ambos jugadores juegan (es decir, después de que River Phoenix acepta entrar al juego)

· Equilibrio en el caso en que ambos juegan:

	
	
	JD

	
	
	S
	D

	
	S
	-5
	-1

	RP
	(p)
	-5
	10

	
	D
	10
	1

	
	(1-p)
	-1
	1

	
	
	(q)
	(1-q)


Este juego tiene dos Equilibrios de Nash en estrategias puras: (S,D) y (D,S), ya que en ambos casos ningún jugador tiene incentivos para cambiar de opinión. En otras palabras ninguno de los jugadores tiene desviaciones rentables. Recuerde que los EN no están compuestos por los pagos sino por las estrategias, en consecuencia los EN en estrategias puras de este subjuego están dados por (S,D) y (D,S). Los jugadores reciben los pagos (10,-1) en el primero y (-1,10) en el segundo, respectivamente. Para facilitar el desarrollo posterior, le llamaremos EN1 a (S,D) y EN2 a (D,S): 

Equilibrio Mixto:

En equilibrio, se debe cumplir que:
EURP((JD ,S) = EURP((JD D)  

EUJD(S, (RP) = EUJD(D, (RP)

Sea p (q) la probabilidad que RP (JD) juegue S. En base a las ecuaciones anteriores, se debe cumplir lo siguiente: 

(1) =>  -5q + 10(1-q) = -q + (1-q)

      -5q + 10 – 10q = -2q + 1

       -15q + 10 = -2q +1 => 13q = 9 =>  q = 9/13   y (1-q) = 4/13

       (2) =>  -5p + 10(1-p) = -p + (1-p)


        -5p + 10 – 10p = -2p + 1


         -15p + 10 = -2p + 1 => 13p = 9 => p = 9/13  y (1-p) = 4/13

El equilibrio de Nash en estrategia mixta es (EN3):

(JD = {9/13,4/13}  ; (RP = {9/13,4/13}
Entonces la utilidad esperada en el equilibrio Mixto sería:

EUJD((JD,(RP)  = 9/13*9/13*-5 + 9/13*4/13*10 + 4/13*9/13*-1 +4/13*4/13*1 = -65/169 = -0.38

EURP((JD,(RP)  = 9/13*9/13*-5 + 9/13*4/13*-1 + 4/13*9/13*10 +4/13*4/13*1 = -65/169 = -0.38

Una vez encontrados los tres equilibrios del subjuego, procedemos a resolver el primer subjuego (correspondiente al juego completo). Para ello, cada equilibrio se compara con el pago que reciben ambos jugadores si RP decide no aceptar la invitación a jugar (0,0)

·  (S,D) = (10,-1) => RP elige  jugar. 

· (D,S) = (-1,10) =>  RP elige  no jugar. 

· Por último, el equilibrio mixto  (-0.38 < 0) por lo que RP decide no jugar.

Luego este juego tiene 3 equilibrios perfectos en el subjuego:

EPS1: en el primer nodo RP decide jugar y posteriormente Sigue mientras JD se desvía.

EPS2: En el primer nodo RP decide No jugar, y en el segundo subjuego RP se desvía y JD Sigue. (la trayectoria de equilibrio es simplemente No jugar)

EPS3: en el primer nodo RP decide no jugar. En el segundo subjuego ambos jugadores juegan una estrategia mixta dada por (9/13, 4/13). (La trayectoria de equilibrio es simplemente no jugar)
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� Es una combinación de estrategias � EMBED Equation.3  ��� tal que � EMBED Equation.3  ���


� Hay que destacar que cuando le toca repartir al pirata 5, solo quedan 3 piratas (5,6 y 7).
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