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Problema 1

1. La red de colas correspondiente se muestra en la figura.
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Llamamos Ar a la tasa efectiva de entrada al subsistema correspondiente al técnico que clasifica per-
liminarmente las piezas. De manera andloga, llamamos A4, Ap y A; a las tasas efectivas de entrada a
los otros subsistemas.

Con esta notacién, las tasas efectivas deben satisfacer las ecuaciones:

Ar = A4gAf

>\A = 8)\T

A = [(1—8)4+sp|Ar

A = A-pla+0=-r)Ap = [(1—p)s+(1—7)(1—s+sp)]Arr.

De la tdltima ecuacién se puede deducir que A\; = (1 — r + rs — rsp)Ar y reemplazando en la primera
ecuacién obtenemos que
A

Ar = .
r 1—q(l=r+rs—rsp)

Con este valor podemos obtener las otras tasas efectivas reemplazando en las ecuaciones de arriba.

Las condiciones que se deben cumplir para que el sistema alcance el régimen estacionario son:
Ar < pr, Aa<2pa, Ap<pup y Ar<pr.

2. Esto corresponde a calcular los “L” de cada subsistema (usando las tasas efectivas de entrada calculadas
en el punto anterior).

En el caso de las M/M/1, el niimero esperado de entidades en el sistema estd dado por L = ﬁ con

p = % si A es la tasa de entrada y u es la tasa de atencién. Para el caso de una M/M/2, el ntimero
2p A

T con p=g-

esperado de entidades en el sistema estd dado por L = TR




Entonces,
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3. Para esta parte presentamos dos soluciones.

Solucién 1 Aplicamos la férmula de Little al sistema completo. Usando los valores para Ly, L4, Lp
y L del punto anterior tenemos que

_ Lr+La+Lp+ L)

W A

Solucién 2 Para seguir las distintas “rutas” que podria seguir una pieza en el sistema, plantearemos
un sistema de ecuaciones usando relaciones entre los tiempos que pasard en el sistema una pieza, una
vez que sabemos en qué lugar esté.

Denotamos por T el tiempo que falta, en promedio, para salir del sistema una vez que una pieza entra
al subsistema del técnico y definimos T4, T y 17 de manera analoga.

Lo que queremos calcular es W = Trp.

Analizando la red y tomando esperanzas, se tiene que los T; (i € {T, A, B, I}) deben satisfacer:

TT = WT + STA + (1 — S)TB
Ta = Wa+pTp+ (1-p)Tt
T = Wg+ (1 — T)T[

T = Wr+dIr

donde los W; (i € {T, A, B,I}) se pueden calcular, aplicando la férmula de Little, a partir de los L;
calculados en el punto anterior y las tasas efectivas de entradal.

4. Una idea para analizar la decision que se pretende tomar es calcular el tiempo que pasa desocupado,
en promedio, cada uno de los empleados en las diferentes situaciones que se presentarian (dependiendo
de qué nuevo empleado se contrate) y elegir aquella opcién que minimice algin criterio relativo a la
disparidad de “tiempo desocupado promedio” (por ejemplo, la diferencia entre el tiempo desocupado
méaximo y tiempo desocupado minimo).

Para poder calcular esto se debe recordar que el tiempo que pasa desocupado, en promedio, un servidor
en un sistema M/M/1 es mp; en un sistema M/M/2 es mg + 1/2 m1; y en un sistema M/M/3 es
o+ 1/2 m + 1/3 7o, donde los 7 son las probabilidades estacionarias del subsistema correspondiente
cuando visto como proceso de nacimiento y muerte.

5. No afecta. El sistema cumple con las condiciones de régimen estacionario y si se agrega un nuevo
servidor a cualquiera de los subsistemas, las seguird cumpliendo (los p sélo se pueden reducir al agregar
un nuevo servidor).

Como suponemos que el sistema estd en régimen estacionario, la tasa de salida (el nimero de piezas
procesadas por hora) es igual a la tasa de entrada. Como la tasa de entrada no cambia, la tasa de
salida tampoco lo hara.

1Para calcular W = T faltarfa resolver el sistema planteado.



Problema 2

1. Definiendo los estados como la habitacién en que se encuentra Indiana Jungs, la cadena queda de la

siguiente forma:

Figura 1: Cadena en Tiempo Continuo: Ubicacién de Indiana Jungs.

La cadena es finita e irreductible, por lo que admite probabilidades estacionarias, y el sistema que se

muestra a conticuacién permite obtenerlas:

7y - (AL + 1)
T - Ag
T3 (A3 + p3)
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75 - (A5 + ps)
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2. Para encontrar el amuleto, Indiana debe estar licido y en la misma habitacion en que el amuleto
aparece. Como esto sucederd en 80 anos mas, la probabilidad de que Indiana Jungs esta en la i-ésima
camara al momento de la aparicién del emuleto es 7;, de estra forma se puede escribir la probabilidad
pedida como:

6
PA =q-) pi-m

i=1

3. Al desplazarse ahora cada exactamente tres horas, la ubicacién del explorador en el templo debe
modelarse como una cadena de Markov en tiempo discreto, en que las probabilidades de trancision
corresponden a las mismas probabilidades de transicién, condicionadas en que la transicién ya ha
ocurrido, de la cadena de la parte 1.

Asi, estando en el estado 1, la probabilidad de que Indiana se dirija a la habitacién 2 es:

A1

Plhe <t = 5500

Donde t15 y t15 son variables aleatorias que se distribuyen exponencialmente de tasa A\; y p1 respecti-
vamente. Es decir, que vaya a 2 antes de ir a 5.

De esta forma, se construye de la siguiente cadena:

Figura 2: Cadena en Tiempo Discreto: Ubicacién de Indiana Jungs.

Esta cadena tiene una tnica clase recurrente, compuesta por sus 6 estados. La cadena no es ergédica
ya que tiene periodo 3, por lo que no admite probabilidades estacionarias.

4. Existen dos formas de calcular el tiempo que demora Indiana Jungs en abandonar el templo desde que
encuentra el amuleto: planteando un sistema de ecuaciones y utilizando Markov con beneficios.

Definiendo T} como es tiempo esperado ? en abandonar el templo si Indiana acaba de llegar a la i-ésima
cdmara, se tiene:

2Medido en horas.
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Que es el mismo sistema que se obtiene utilizando Markov con beneficios sobre la cadena de la figura
3 para calcular el tiempo en el transiente. En que F;; corresponden a las probabilidades de transiciéon

de la cadena de la parte 3.

Figura 3: Cadena en Tiempo Discreto:

Definiendo la siguiente estructura de beneficios:

El sistema planteado anteriormente es equivalente a:

T1 = 3 T9
fy = 3 4
fs = 3 7
fs = 0

W =#+ Prp -

Ubicacion de Indiana Jungs.

I
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En que Ppp corresponde a la matriz que contiene las probabilidades de transicién entre estados tran-
sientes de la cadena de la parte 4 y W; = T;.



Problema 3

1.

(1,0 ptos.) Si el precio en el instante t es P se debe a que ha llegado una persona con una valoracién
de $P por el articulo, y otra con una valoracion superior o igual a $P. Para que el precio no cambie no
debe llegar nadie més con una valoracién superior a P. Dado que el tiempo restante es T' — ¢ [horas],
debemos imponer que no llegue ninguno de esos personajes en ese lapso de tiempo. Demads esta decir
que el proceso de llegada es un poisson filtrado.

P[Se venda a P] = e~ MT—t)(1-P)

(1,0 pto.) Para que se venda a quien hizo la oferta no debe llegar nadie con una valoracién por el
articulo superior a la suya. Su valoracién se distribuye como una Uniforme entre P y 1. Entonces:

1 — e~ MT=t)(1-P)

1= P)-NT —1)

1
P[Se venda al ofertante actual] = % / e MNT=(1=2) gy, —
— & Jp

(1,5 ptos.) Primero notamos que el precio de venta es el segundo mayor valor dentro de las valoraciones
de las personas que llegaron a la subasta. Partamos suponiendo que llegaron n personas a la subasta.
La distribucién del segundo mayor valor entre n variables aleatorias de distribucion F' es:

2~ n(n — )F() - f(x) - F(a)"?

que en el caso de variables U[0,1] es n(n — 1)z"~2(1 — z).

La esperanza del pago, condicional a que llegaron n (n > 0) personas es entonces:

1
Qn = /Ox-n'(nfl)':z:"*Q(lfx)dm

/01 ne(n—1)- (@ — 2" da

/Oln-(n—l)-m”1—/01n~(n—1)'x”dx

n-(nl)
= —1 —
(n—1) -7
~_ on—1
 on+1

Para obtener la respuesta deseada simplemente debemos descondicionar del nimero de llegadas:
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4.

(1,5 ptos.) Los desarrollos son los mismos de la parte anterior, solo que ahora consideramos la dis-
tribucion del maximo de las nn variables uniformes. La distribucién del maximo valor entre n variables
aleatorias de distribucién F' es:

@~ nF ()" f(2)

que en el caso de variables U[0, 1] es nz™~!.

La esperanza del pago, condicional a que llegaron n (n > 0) personas es entonces:

1
Q. = /:z:~n~x”71dz
0
n
n+1

Para obtener la respuesta deseada simplemente debemos descondicionar del nimero de llegadas:
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Ahora simplemente hacemos la diferencia:
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(2,0 ptos.)Se puede responder de muchas formas. Creo que esta es la mds corta. El modelo es el
siguiente:
= Etapas: Cada vez que llega alguien a preguntar.

= Estado: El tiempo que falta hasta el final del horizonte y el precio ofrecido por el cliente que
pregunta.

= Decisién: Vender o no el articulo.

= Recursion:

oo 1
Vi(t, P) = méX{P,/ / Vier(t —7,2) - X - e dxdr}
o Jo

= Condiciones de borde:
Vi(t,P) =0 Vi <0



