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Procesos de Poisson

Problema 1

1. Debemos recordar que la unidad de tiempo en esta pregunta son los partidos. Consideremos los sigu-
ientes procesos de conteo:

N4(t) Ndmero de goles anotados por el equipo A hasta t

Np(t) Numero de goles anotados por el equipo B hasta t

Entonces:

P[A Gane2x1aB] = P[Na(1l)=2ANg(1)=1]
— PINA(1) = 2] PINp(1) = 1]
MNeAa . Aae B
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Hemos utilizado la independencia de los procesos de conteo y la distribucién de Poisson de estos.

2. De acuerdo a lo hecho en clases reinterpretamos esta probabilidad como sigue:

Sea: T, el tiempo de llegada de uno de los goles y T, el tiempo de llegada del otro gol. Sabemos que
la distribucién de estos tiempos es Uniforme entre 0 y % (revisar materia del curso). De esta forma
la probabilidad que debemos calcular es (de acuerdo a la interpretacién que acordamos en la clase

auxiliar):
. . 1 2 1
P[Primer gol antes de 15 minutos y el segundo entre los 15 y los 30] = 2- P[Tx < 6 A 8 > Ty > 6]
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- 9.-.2
3 3

El 2 que antepone la probabilidad es porque debemos considerar en caso en que Ty es menor que Tx.

3. Dado que los procesos de A y B son independientes, la probabilidad a calcular no es afectada por lo
que pasa con B. Entonces:

P[A hace 3 goles en los 30 primeros minutos del segundo tiempo] = P[NA(%) - NA(%) =3
2
= PIN,(2) =3
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4. Consideramos el inicio del tiempo de alarge como un nuevo origen( incrementos estacionarios). Asi, la
probabilidad requerida es:

1 1
P[Alarge dure més de 45 minutos] = P[NA(i) =0A NB(§) =0]
et o-Amd

o o
(Aa+2B)3

= 67

Notamos que esta probabilidad podria haber sido calculada de la siguiente forma: Si estamos al principio
del alarge sabemos que el tiempo de llegada del primer gol sigue una distribucién exp(Aa+Ap) (debido
a que se trata de la distribucién del minimo de 2 exponenciales). Entonces solo debemos calcular la
probabilidad que este tiempo sea mayor a %7 que es el resultado obtenido.

5. Para calcular esta probabilidad debemos condicionar un par de veces. Sean:
BG = B gana.
1A = Primer gol es anotado por A.
1B = Primer gol es anotado por B.
2A = segundo gol es anotado por A.
2B = segundo gol es anotado por B.

Entonces:
P[BG] = P|[BG|1A]- P[1A]+ P[BG|1B]- P[1B]
>\A )\B
= P[BG|1A]- ———— + P[BG|1B]|———
(BGILA] 54 + PIBGBI
Pero:
P[BG|1A] = P[BG|1A|2A]- P[2A] + P[BG|1A|2B] - P[2B]
>\A )\B
P[BG|1A|2A] - ————— + P|BG|1A]2B] - ———
(BG[1A[24)- 24— + PIBGIARB] - =P
A AB
0. ——— + P|BG|1B] - ————
Aa+2Ap [BGILE] Aa+Ap
Ademas:
P[BG|1B] = P[BG|1B|24]- P[2A] + P[BG|1B|2B]- P[2B]
>\A >\B
P|BG|1B|24] - ————— + P[BG|1B|2B] - ———
(BO1BI24] - 1= + PIBGIBI2B] - =2
AA AB
P[BG|14] - +1-
[ 4] A4+ A Aa+ A
Utilizando las relaciones encontradas vemos que:
AB Aa AB
P|BG|14A] = ——— [P[BG|14]- 1-
BC|1A Ao+ Ap PIBGILA] )\A+)\B+ )\A+)\B]

B
)\1244—)\234-)\,4')\3




Reemplazando esta expresién en la ecuaciéon de mas arriba obtenemos:

22 Y
M +A+ 248 da+Ap

o Y e AB | AB
MNo+AL+ 2428 A+ g Aa+Ap Aa+ A

P[BG] = +1]

Problema 2

1. Supongamos que se decide colocar N camas en el hospital. Ademads consideremos que el dia comienza
en t=0(7:00 am) y termina en t=T(7:00am del dia siguiente) De esta forma, la probabilidad de atender
a todos los pacientes graves sera:

N .
)\ T i,—MT
Py[Lleguen a lo mas N pacientes graves] = E %

7
=0

Donde )\ es la tasa de llegada de los pacientes graves (2 al dfa). Entonces buscamos un N* tal que:

N* ;
)\Tz—)\lT
N* = inf{N|Ne{0,1,...} A Z(l)ifzo,%}
i=0 ’

2. El paciente morird o no dependiendo del instante en que llego. Si llego antes de las ¢t = 5 (desde ahora
en adelante trabajaremos en minutos) entonces muere con probabilidad 1 (del enunciado). Si llego
después de las t = 5 sobrevive. Ahora Supongamos que el tipo llego en el instante X (0 < X < 60)
Entonces:

P[Muerto|Llego en X] = 1x<¢=5

Si embargo debemos descondicionar. Para esto vemos que la distribucion condicional de las llegadas
de poisson hasta un instante t se distribuyen uniformemente entre 0 y T. Entonces tendremos que:

60 1
P[Muerto] = / Ix<s - —dX
0 - 60

5 1 60 1
= 1 -—dX 1 - —dX
/0 X<5 60 + \/5 X<5 50

5 1 60 1
1—dX 0-—dX
/0 60 +/5 60
5 1

60 12

3. Esto es basicamente es la probabilidad que lleguen 5 pacientes graves seguidos de 5 pacientes leves. Sin
embargo dado que:
Ag

)\g + N

P[Llegue unpaciente grave antes que uno leve] =

donde A5 es la tasa de llegada de pacientes leves al consultorio, y considerando la propiedad de pérdida
de memoria de la distribuciéon exponencial, tendremos que la probabilidad que buscamos, P, es:
Ay 5 A P
)‘g + N )\g + N




4. Por la pérdida de memoria de la exponencial el mundo ”comienza” cuando el tipo inicia su ida al bano.
Por otro lado, debido a la suma de procesos de poisson, el proceso de llegada de pacientes al consultorio
serd en si un proceso de poisson de tasa Ay + A;, y por lo tanto Y, el tiempo de llegada entre clientes,
seguird una distribucién exponencial de pardmetro Ay + A;. Entonces el tiempo maximo, T, de demora
debe ser tal que :

PlY > T* = e QatM)T" — 95

Entonces:
In(0,95)

T = —————~
/\g—‘r)\l

Problema 3

1. Como los meses son intervalos disjuntos de tiempo estas probabilidades son independientes. La esper-
anza del nimero de fallas serd 30 - (Ap + A4) en 1 mes.

2. Esta es la tipica pregunta tipo “;Cudl es la probabilidad que pase A antes de B?”. Si Tp = tiempo en
que ocurre la primera falla domiciliaria y T4 = tiempo en que ocurre la primera falla de alumbrado
ptblico sabemos que Tp ~ exp(Ap) y Ta ~ exp(Aa)

A
Py <Ta) = 1205,

3. Una manera de verlo es darse cuenta que los 3 procesos involucrados son independientes, y proceder
a calcular directamente la esperanza. Otra manera es calcular la esperanzas de las fallas condicionado
al tiempo que dure la reparacién y luego calcular lo que nos piden. Si 7). es el tiempo que dura la
reparacién en meses:

t
E|N fallas Domiciliarias/T;. = t] = Ap - o1
o FAp-t 14 Ap  [T1 _a.
EIN fallas D 1 = - = bdt = = . =1 Lt
= EIN fallas Domiciliarias] /0 op TP T 54 /0 7 trexpTT
-T
= FIN fallas Domiciliarias] = AD24
Aa-T
= E|N fallas Alumbrado publico] = ’;4

4. En este caso los costos estan divididos en 2 tramos: Si Ny = Numero de fallas de Alumbrado publico
son menores que R se pagard s; - R, mientras que si Ng > R se pagard s; - R+ s - (N4 — R). Asf el
problema de minimizaciéon queda:

mgn{sl "R-P(NA<R) +k:ZR+1[81 R+ sy (k—R)]- P(Ns = k)}

()\A . 30)k exp—AABO)}

mén{sl-R—l- 3 s (k—R)- -

k=R+1
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