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Capitulo 4

Cadenas de Markov

4.1 Introduccién

En este capitulo estudiaremos una familia particular de procesos estocdsticos en tiempo
discreto (mds especificamente en tiempo entero) definidos en conjuntos finitos. Vale decir,
procesos estocdsticos de la forma {X,, /n € IN} donde V n X, es una variable aleatoria en
algin conjunto finito E.

El estudio de esta familia de procesos tiene su origen en una publicacién de 1907 de A.A.
Markov. El esquema de Markov es a la vez suficientemente general para permitir representar
numerosas situaciones y suficientemente simple para permitir estudiarlas en detalle.

4.1.1 Notacion

Un sistema S evoluciona en el tiempo de manera aleatoria. El estado del sistema se observa
en un conjunto de instantes que asumiremos igual a IN. El estado del sistema en el instante n,
X, es una variable aleatoria que toma valores en un conjunto de estados E = {E1,..., E,.}.

Denotaremos por 7;(n) la probabilidad a priori de alcanzar el estado E; en el instante n,
ie. Pr[X, = E;] = mi(n). Asi, los valores m;(n),_, , constituyen la ley de probabilidades
asociada a X, y las consideraremos como las componentes de un vector:

w(n) = [m(n) me(n) ... 7 (n)]

4.1.2 Representaciéon por Desarrollo Temporal

Una manera de describir en probabilidad un proceso como el que aqui nos interesa es a través
de un Sistema de Leyes Condicionales Fundamentales, vale decir conocer:

e Ley Inicial del Sistema: Corresponde a la ley de probabilidades de X, y estd definida
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por el vector 7(0):
7(0) = [m1(0) ... 7 (0)]

e Ley Condicional de X,,: Se describe en forma recursiva la ley de probabilidades de X,
dado los estados alcanzados por el sistema en todos los instantes previos, i.e. se debe
conocer

Pr|X, = E,

Xo = Eip; X1 = Eiyj oo Xnoy = By | Wlio, oin) € {1,2,., 7}

4.2 Cadenas de Markov

La descripcion recién realizada vale para cualquier proceso estocdstico en tiempo discreto que
toma valores en un conjunto de estados finito. El cdlculo del sistema de leyes condicionales
fundamentales para un caso tan general suele tornarse extremadamente engorroso y complejo.
A continuacién describiremos un caso particular, conocido como Cadenas de Markov, cuyo
tratamiento es mas sencillo.

4.2.1 Condiciéon de Markov

Comenzaremos introduciendo un supuesto simplificatorio denominado Condicién de Markov:
la ley condicional de X,,; conocidos Xy = E; ., X, = E;,) depende solamente del iltimo
estado E;, alcanzado por el sistema. O bien

0y " *

Pr [Xn—l—l = Ez |X0 = Eim X1 = Ei17 C ey Xn = Ezn] = Pr [Xn—l—l = Ez |Xn = Ezn]

Es decir, si se conoce la historia del sistema hasta el instante actual, su estado presente resume
toda la informacién relevante para describir en probabilidad su comportamiento futuro.

A un proceso {X, /n € IN} que satisface la condicién de Markov se le denomina Cadena de
Markov.

4.2.2 Representacion Temporal

El sistema de leyes condicionales fundamentales del sistema se simplifica notablemente al
incluir la condicién de Markov. En esta situacién se tiene:

e Ley Inicial: Vector de probabilidades 7(0).
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e Leyes de Evolucién del Sistema: En este caso basta definir la ley de probabilidades de
X, condicionada por X,,_;. Es decir, conocer la Matriz de Probabilidades de Transicion
Pr~1 definida por

P i, j] =Pr[X, = B; | Xp_1=E;] YnelN, Vie{l,...,r}

De esta forma la evolucién en probabilidad del sistema estd completamente determinada, si
se conoce el conjunto de leyes condicionales fundamentales definido por:

7(0) y {P[L‘_l}neN (4.1)

4.2.3 Ley de Probabilidad para el Estado del Sistema

El sistema (4.1) define la evolucién en probabilidad del proceso. A partir de él es posible
determinar las leyes de probabilidad (a priori) para el estado del sistema en cualquier instante
del tiempo.

Supongamos que conocemos la ley inicial 7(0) = [m((0) ... 7.(0)]. Calculemos primero la
ley de probabilidad para X;. Hemos definido 7;(1) = Pr[X; = E;]. Esa probabilidad puede
calcularse utilizando la ley condicional de X, por X, y aplicando probabilidades totales:

m;(1) = m(0) - PP[1,4] + ... + 7m,.(0) - P)[r,4] = Zwk ) - PPk, ] (4.2)

o bien, con notacién matricial:
m(1) = n(0) P} (4.3)
Un razonamiento idéntico al anterior permite escribir
m(n) =n(n—1) P! (4.4)
Usando inductivamente la Ecuacién (4.4) se obtiene:

m(n) =x(0) P} P} ..P™! (4.5)

El resultado anterior sefiala que la ley de probabilidades a priori para el estado del sistema en
un instante n depende exclusivamente de la ley de probabilidades iniciales del sistema 7(0)
y del conjunto de matrices de transicién {P[j‘l}ne ~ que conforman el sistema fundamental
de leyes condicionales.

4.2.4 Condiciones de Chapman-Kolmogorov

Supongamos que nos interesa calcular la ley de probabilidades de X, 5. A partir del resultado
anterior sabemos que esto es posible si conocemos la ley de X, y la matriz de probabilidades
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de transicién entre el instante n + 1y el n + 2 a través de la relaciéon:
m(n+2) =n(n+1) Prh

Ahora bien, si en lugar de conocer la ley de probabilidades del instante n + 1 se conoce la
ley de probabilidades del instante n se tiene que:

n(n+2) =7(n) Py, Prify

De esta forma es posible definir una matriz de probabilidades de transicién ya no de un
periodo sino de dos periodos, Py, , como:
17 _ n n+1
Pn+2 - Pn+1Pn+27

cuyos elementos P ,i, j| representan la probabilidad que el sistema evolucione al estado E)
en el instante n + 2 si estd en el estado E; en el instante n.

En forma andloga se puede definir la matriz de evolucién de k periodos P, cuyo elemento
[4, 7] corresponde a la probabilidad de evolucionar del estado E; en el instante n al estado
E; en el instante n + k. Razonando inductivamente a partir de lo expuesto en el parrafo
anterior es facil ver que se cumple:

Pp=P/PL  VYngm n<qg<m (4.6)

en donde P} es la matriz identidad. Esta relacién se conoce como Ecuacion de Chapman-
Kolmogorov y es una consecuencia directa de la definicién de probabilidades condicionales.
En términos escalares la condicién anterior se escribe como:

Pr[X, = E; | X, = B;| = Y. Pr[X,, = E; |X, = By - Pr[X, = B}, | X, = E;] Vi,j (4.7)
k=1

4.3 Cadenas de Markov Homogéneas

En lo que sigue centraremos nuestra atencién en los casos en que la probabilidad de evolu-
cionar del estado E; en el instante n al estado Ej; en el instante n + k es independiente de n.
Esta condicién es equivalente a imponer que la matrices de probabilidades de transicién de
un periodo P!, son constantes, independientes de n, es decir:

P, =P Vn (4.8)

La evolucién del sistema queda ahora definida solamente por 7(0) ley inicial del sistema y
por P matriz de probabilidades de transicién de un periodo. Los elementos de la matriz P
los notaremos como p;; y corresponden a la probabilidad de evolucionar del estado E; al E}
en un periodo cualquiera.
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En este caso las leyes de probabilidades a priori del estado del sistema en el periodo n se
determinan en funcién de las potencias de P segun:

m(n) =7w(0) (P)" Vn (4.9)

En lo que sigue nos concentraremos en el estudio del caso homogéneo y se utilizara la notacién
P™ para describir la potencia de orden n de la matriz P.

A partir de (4.9) el estudio de la evolucién del sistema se limita al de las potencias suce-
sivas de P y el comportamiento de largo plazo del sistema queda definido por lim,,_,., P".
Estudiaremos este comportamiento mas adelante.

4.3.1 Representacion de una Cadena Homogénea mediante un
Grafo

Para el caso de cadenas de Markov homogéneas es posible representar su comportamiento
evolutivo (caracterizado por la matriz de probabilidades de transicién P) mediante un grafo
dirigido en donde los nodos representan los distintos estados posibles del sistema y los arcos
entre nodos senalan la existencia de una probabilidad no nula de evolucionar en un periodo
entre un par de estados.

Consideremos, por ejemplo, un proceso de Markov homogéneo con 6 estados: A, B, C, D, E
y F'. La ley de evolucién del sistema viene dada por la matriz de probabilidades de transicién
de un periodo:

704 06 000 0
0 0 1000
p_ |05 050000
0 0 0010
0 0 0100
0 0 000 1]

El grafo representante de dicha cadena de Markov es el que se presenta a continuacién:

4.3.2 Clasificacion de los Estados

A continuacién estableceremos distinciones entre los estados de una cadena de Markov de
acuerdo a algunas propiedades relevantes en términos de la evolucién de ella. Para ello
debemos introducir primero una relacién en el conjunto de estados.

Sea F = E,..., E, el conjunto de estados posibles de una cadena de Markov.

Definicién 4.1 (Accesibilidad) Un estado E; es accesible desde un estado E; si existe un
entero n > 0 tal que la probabilidad de evolucionar de E; a E; en n periodos es no nula
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Figura 4.1: Ejemplo de Grafo Representante

0.4
1 e
@) 1

p?j > (0. En este caso se denotard:
Ei — Ej

La relacién de accesibilidad en E es refleja y transitiva. Para ver que es refleja basta tomar
n = 0. Para demostrar la transitividad basta usar en forma adecuada la condicién de
Chapman-Kolmogorov. En el ejemplo de la seccién anterior se tiene que A — C, C — A,
D—-E BAF.

A partir de la relacién de Accesibilidad construiremos la relacién de Comunicacion.

Definicién 4.2 (Comunicacidn) Los estados E; y E; estdn comunicados si E; es accesible
desde E; y E; es accesible desde Ej;, en este caso se denotard:

Para nuestro ejemplo se tiene que B < C,A < C, D & E, F 4 A.

La relacién “estar comunicados” es una relacién de equivalencia en E (verifiquelo). Por
lo tanto, induce una particién del conjunto de estados E. Sea E/., = C1,Cs,...,C; el
conjunto de clases de equivalencia (conjunto cuociente) definidas en E a través de la relacién
de comunicacién. Vale decir E;, E; € Cy, = E; > Ej; ysecumple 0 #C; CEVi; i #j =
C;iNC; =0; U;C; = E.

Definiremos ahora una relacién en el conjunto cuociente de la relacién de Comunicacién.

Definicién 4.3 (Accesibilidad entre Clases) La clase C; es accesible desde la clase C; si
existe un estado Ey € C; que es accesible desde algin estado E,, € C;. Es decir
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La relacién de accesibilidad al interior de E/., es refleja, antisimétrica y transitiva, y es por
tanto una relacién de orden en ese conjunto (i.e. una relacién de orden entre clases).

Es claramente refleja pues todo estado es accesible desde si mismo.

Es antisimétrica, en efecto si (i): C; — C; y (it): C; — C; entonces por (i) todos los estados
de C; son accesibles desde C; y por (i) todos los estados de C; son accesibles desde C; por
lo tanto los estados de C; estdn comunicados a los estados de C}, es decir, C; = C;.

Es transitiva, en efecto si (a): C; = C; y (b): C; — Cy luego por (a) existe E;, € C; y
E; € C; tal que E;, — Ej,, por otro lado de (b) se tiene que existe E;, € C; y E, € Cj tal
que E;, = Ej,. Como E;, y FEj;, pertenecen a C; entonces E; <+ E;, y por tanto se tiene:

Ei1 — Ejl — Ej2 — Ek17
como la relacién (—) es transitiva se tiene que
Ei1 — Ek1

con lo cual el resultado queda probado.

Los elementos de C' pueden clasificarse mediante la relacién (—) en dos tipos: clases Tran-
stentes o de Paso y clases Recurrentes o Finales

Definicién 4.4 (Clase Transiente) Una clase C; se llama de Paso o Transiente si existe al
menos una clase accesible desde C;

En otras palabras una clase C; es Transiente si es posible salir de ella en términos de la
evolucién del sistema. Si una clase es transiente se dird que los estados que la constituyen
son FEstados Transientes.

Definicién 4.5 (Clase Recurrente) Una clase es Recurrente o Final si no hay otra clase
accesible desde ella.

Una clase es Recurrente si una vez dentro de ella no es posible salir. En cadenas de Markov
con numero finito de estados siempre existe al menos una clase Recurrente. Si una clase es
recurrente se dird que los estados que la constituyen son Estados Recurrentes

La relacién de accesibilidad entre clases permite representar el conjunto de clases de una
cadena de Markov mediante un grafo dirigido sin ciclos (4rbol), en donde los nodos represen-
tan las distintas clases y los arcos orientados establecen la condicién de accesibilidad entre
clases. Ello se ejemplifica en la siguiente figura:
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O—0

En la figura se muestra una cadena con 5 clases, tres de ellas son transientes (Cy, Co, C3) y
dos recurrentes (Cy, Cs). La clase Cs es accesible desde todas las transientes, mientras que
la clase Cy es accesible sélo desde Cy (ademds de si{ misma).

Por 1ltimo una clase Recurrente puede subclasificarse en términos de su Pertodicidad.

Definicién 4.6 (Periodicidad) Una clase Recurrente se dice ciclica o periddica de periodo
d si los estados que la conforman pueden agruparse en d subclases Sy, S, ..., Sq tal que:

Xn €8Si= Xpn1 € Sina

con probabilidad 1.!

Si una clase Recurrente tiene una sola subclase S se dice que es aperiédica. Si una clase es

periddica de periodo d los estados que la constituyen se dirdn Estados periddicos, de periodo
d.

4.3.3 Definicion Alternativa para la Clasificacién de Estados

Hemos definido los conceptos de estado transiente y estado recurrente a partir de una relacién
de orden entre clases. Una definicién alternativa (y consecuente con la anterior) es hacerlo
a partir de la probabilidad de retornar a un estado.

Notacién

1. Sea f;;(n) la probabilidad que el sistema entre al estado E; por primera vez en el periodo
n si parte del estado E;. Formalmente f;;(n) = Pr[X, = E; A Xy # E;Vk <n| X, =

1Sd+1 = Sl.
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2. Sea f;; la probabilidad que el sistema evolucione alguna vez al estado E; si actualmente
se encuentra en F;, es decir,

fij = X_:lfij(n)

Definiciéon: E; se dice un Estado Transiente si y sélo si f;; < 1. Por su parte E; se dice un
Estado Recurrente si y sélo si f;; = 1.

Distinguiermos ahora distintos tipos de estados recurrentes. Para ello llamemos p;; al tiempo
esperado para la primera pasada por E; partiendo en E;, es decir p;; = 370 n - f;;(n) (sélo
para estados recurrentes de la misma clase). Un estado recurrente E; se dice recurrente
positivo si pj; < ooy recurrente nulo si p;; = o0.

Se deja propuesto al lector el probar que si E; y E; son dos estados recurrentes de una misma
clase entonces f;; = 1, asi como verificar que las definiciones dadas aqui son equivalentes a
las presentadas en la Seccién4.3.2 (estos resultados se pueden encontrar en la mayor parte
de los textos de procesos estocdsticos, como por ejemplo el de Ross).

4.3.4 Probabilidades de Evolucion desde una Estado Transiente a
una Clase Recurrente

Consideremos un sistema cuya evolucién puede modelarse mediante una cadena de Markov
finita y homogénea, la cual posee al menos una clase transiente. Supongamos que el sistema
estd inicialmente en un estado transiente, y nos preguntamos por la probabilidad que el
sistema evolucione, alguna vez, a cierta clase recurrente. Si hay mas de una clase recurrente
accesible desde la clase transiente en que comenzamos, la respuesta puede no ser trivial. En
esta seccién nos preocuparemos de responder esa pregunta.

Supongamos que la cadena de Markov considerada admite s clases recurrentes las que deno-
taremos por Fi, ..., F,. Sea ademads It el conjunto de indices asociado a los estados transientes
de la cadena es decir ¢ € Iy si f; < 1. Sea A;; la probabilidad que el sistema evolucione
del estado ¢ € Ir a la clase F} (la que queremos calcular) y a;; la probabilidad que el siste-
ma evolucione desde el estado ¢ € I7 a Fj en una transicién. Entonces la probabilidad de
evolucién desde E; a F; puede expresarse como:

Ay = Z ik Akj] + ai (4.10)
k

elr

Definiendo las matrices A = [4;;], a = [ai;] y PT™" = [py] con 4,k € Ir, j = 1,2,..5 la
condicién (4.10) puede reescribirse en forma matricial como:
A=PT" A 4 q (4.11)

Vale la pena notar que la matriz P77%" no es més que la matriz de probabilidades de transicién
entre los estados transientes (i.e. es el resultado de eliminar todas las filas y columnas
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asociadas a estados recurrentes de la matriz de probabilidades de transicién). Ahora bien,
es posible mostrar que la matriz I — PTT" es invertible (la demostracién se encuentra en el
Apéndice 4-A.1). Utilizando eso en la Ecuacién (4.11) se tiene

A= (I-pPrremy—lg (4.12)

La ecuacién anterior permite determinar las probabilidades de evolucién desde un estado
transiente hacia una clase recurrente. Ademads al interior de una clase recurrente siempre es
posible acceder cualquier estado desde cualquier otro y por tanto VEj, € Fj se cumple que

4.4 Leyes Estables y Probabilidades Estacionarias

En esta seccién nos ocuparemos del comportamiento de largo plazo del sistema. Es decir, si
7(n) representa la ley de probabilidades del sistema después de n periodos partiendo desde
una ley inicial 7(0) interesa estudiar:

lim 7(n) (4.13)

n—0o0

4.4.1 Leyes Estables

Sea P la matriz de transicién de un periodo asociada a una cadena de Markov finita ho-
mogénea. Hemos visto anteriormente que el comportamiento de 7w (n) puede ser descrito a
través de m(n — 1) y P mediante la relacién:

m(n)=n(n—-1)P (4.14)
Si el limite (4.13) existe entonces se tiene que :

lim 7(n) = [lim 7(n — 1)] P (4.15)

n—0o0 n—00

Por lo tanto si 7 = lim,,_,. 7(n) se tiene de (4.15) que:

m=mnP (4.16)

Definicién 4.7 (Ley Estable) Una cadena de Markov finita homogénea con matriz de tran-
sicion de un periodo P admite al vector m como ley estable del sistema si 7 satisface (4.16)
yestalquenr >0, >,m =1.

Proposicion 4.1 Toda cadena de Markov finita y homogénea admite al menos una ley es-
table.
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Dem: La demostracién se encuentra en el Apéndice 4-A.2.

Ahora bien, la existencia de leyes estables para una cadena de Markov no nos asegura la
existencia de lim,,_,,, 7(n), por ejemplo consideremos la siguiente cadena de Markov de dos
estados representada por la matriz de transicién P dada por:

01
P=[14]
La matriz P admite como ley estable 7 = [0.5,0.5]. Sin embargo, no es dificil ver que el

limite cuando n — oo de 7(n) no necesariamente existe. En efecto, si inicialmente el sistema
se encuentra en el primer estado, es decir, 7(0) = [1, 0] entonces

Jim 7(2n) = [01]
Jim w(2n—1) = [10]

Mediante este ejemplo hemos visto que el célculo del lim, o 7(n) no corresponde simple-
mente a la determinacién de las leyes estables para el sistema, sin embargo, en caso de existir
el limite anterior, éste corresponde a una ley estable.

4.4.2 Probabilidades Estacionarias

En esta seccién nos preocuparemos de analizar en qué situacién existe un comportamiento
estacionario de largo plazo en la evolucién de un sistema modelado como una cadena de
Markov finita y homogénea. Entenderemos como comportamiento estacionario de largo
plazo la existencia del lim,,_,, 7(n).

Definicién 4.8 (Probabilidades estacionarias) Un vector m es un vector de Probabilidades
Estacionarias para una cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicion de
un periodo P si independiente de w(0) (condicidén inicial) se cumple que:

Jim ) = =

De la definicién anterior y de (4.16) es directo que todo vector de probabilidades estacionarias
es una ley estable para el sistema.

Las probabilidades estacionarias representan el comportamiento de largo plazo del sistema,
en el sentido que después de “mucho” tiempo de evolucién la probabilidad de encontrar el
sistema en algun estado particular E; tiende a ser independiente del niimero de transiciones
que se han producido y del estado inicial, y converge a un valor constante m;. Otra interpre-
tacién para las probabilidades estacionarias es la fraccién del tiempo que el sistema pasa en
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cada estado: 7; representa la fraccién del tiempo que el sistema pasard en el estado E; (si
se lo deja evolucionar durante mucho tiempo).

Las afirmaciones anteriores suponen que el vector de probabilidades estacionarias es tinico;
de no serlo estariamos diciendo que para algin estado la fraccién del tiempo que el sistema
ocupa dicho estado durante su evolucién permanente puede tomar dos valores distintos lo
que no tiene sentido. El siguiente resultado aclara este punto.

Proposicion 4.2 Si una cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicion de
un periodo P admite vector de probabilidades estacionarias w entonces este corresponde a la
dnica solucion del sistema :

T=mnP >0 m=1
J

Dem: La demostracién se encuentra en el Apéndice 4-A.3.

Como hemos visto no todas las cadenas de Markov admiten una ley de probabilidades es-
tacionarias, el siguiente resultado entrega una primera caracterizacién de los casos en que
estas existen.

Proposicion 4.3 Una cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicion de
un periodo P admite un vector de probabilidades estacionarias w st y sélo si:

lim P* =11

n—0o0

con I1 matriz de probabilidades tal que su columna k-ésima es de la forma m; [1,1,...,1].

Dem: la demostracién se encuentra en el Apéndice 4-A 4.

Consideremos una cadena de Markov con dos clases recurrentes, digamos F} y Fy. Si el sis-
tema se encuentra inicialmente en Fi, por ser ésta una clase recurrente, durante la evolucién
del sistema éste nunca abandonard F; y por lo tanto de existir un vector de probabilidades
estacionarias 7 se verifica que m; = 0 VE; ¢ Fj. El razonamiento es equivalente para F5.
De lo anterior, y recordando que de existir vector de probabilidades estacionarias éste debe
ser unico, se deduce que para cadenas de Markov con més de una clase recurrente no existe
vector de probabilidades estacionarias. La Proposicién 4.4 generaliza lo anterior:

Definicién 4.9 (Cadena Ergédica)

1. Un estado se dice ergddico ssi es recurrente positivo y aperiédico.

2. Una clase se dice ergédica ssi contiene (sdlo) estados ergddicos.
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3. Una cadena se dice ergddica ssi estd constituida por una tunica clase, la cual es ergédica.?

Proposicion 4.4 Una cadena de Markov admite vector de probabilidades estacionarias st y
s6lo si es ergddica (o ergddica + transiente).

En este punto es bueno destacar la siguiente observacién. Si un estado es transiente es
posible salir de él y nunca regresar. Por lo tanto para un sistema evolucionando en forma
permanente la probabilidad de encontrarlo en el largo plazo en un estado transiente es nula.
De esta forma, en caso de existir vector de probabilidades estacionarias 7, se debe cumplir
que m; = 0 para todo estado transiente F;.

Para concluir esta secciéon determinaremos la relacién que existe entre las probabilidades
estacionarias y el tiempo esperado de retorno, u;;.

Sea E; un estado recurrente en una cadena de Markov que admite vector de probabilidades
estacionarias w. Sea m; # 0 la probabilidad estacionaria asociada a F; y sea x;; la variable
aleatoria que representa el tiempo de retorno a E;. Supongamos que dejamos evolucionar
el sistema desde su (unica) clase recurrente. Sean ty,to, ..., t,,... los instantes en los cuales
el sistema alcanzé el estado F;. Por ejemplo , es el periodo en el cual el sistema alcanzé
por vez n-ésima el estado F;. Como E; admite probabilidad estacionaria, ;> converge en

Yt
probabilidad a ;, es decir

t 1
‘n Prop 1 (417)
n 5

Por otro lado, (to—1t1), (t3—t2), ...., (t, —t,—1) son realizaciones independientes de z;;, ademés

como

tn = tl + (tg - tl) + (t3 - tg) + ...+ (tn - tn—l)
t+ x4 2!

tn t1 n—17"t gk
= = =+ D (4.18)
n n n on—1

como % converge en probabilidad a 0 y de la ley de los grandes ntimeros la suma anterior
converge al valor esperado de z;;, es decir a u;; se tiene que

tn T0
= 2 Hii (4.19)

n

2Habitualmente admitiremos también la existencia de una o méas clases transientes con un nimero finito
de estados, caso en que hablaremos de “ergddica + transiente”.

3 Aquellos lectores que no estan familiarizados con el término Ergédico encontrarn interesante la seccién
(4.5.3).

3
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luego por (4.17) y (4.19) se tiene que

4.5 Extensiones

4.5.1 Cadenas de Markov en Sentido Inverso

Sea { X, }n=0,12,. una cadena de Markov homogénea con matriz de transicién de un periodo
P = [p;;] y con ley de probabilidades inicial 7 (0).

Suponiendo conocido el estado del sistema en el instante n (X, = E},) es posible describir
en probabilidad el comportamiento pasado del sistema condicionado por su comportamiento
en el periodo n, determinando la distribucién de X,, /X, = E; , X,, 2/X,, = E;_, etc. Lo
que se obtiene con este procedimiento es una nueva cadena de Markov (en sentido inverso)
que en general no es homogénea.

Para ver esto recordemos que w(k) = [m(k), m2(k), .., 7,(k)] representa la distribucién de
probabilidad a priori del k-ésimo periodo, y definamos

epd = Prob(Xy = E;/ X, = E))

1. La Ley Condicional de X dado X, = E; viene dada por {ezjl’j}i:m,"”:

L mi(k) " Dij
B mk+ 1)

2. La Ley Condicional de X, dado X9 = E; viene dada por {e’,ﬁﬁf i=1,2,. "

k2 Tilk+1) - py
ek+1’i - 7'(']'(]{} -+ 2)

3. Ley Condicional de X} dado Xy11 = E; y Xpio = E;

(k) - Dij - Djs k41

Prob(Xy = E;j/Xpo1 = E;, Xpyo = E,) = = el
(Xi = Ei/ X1 = Ej, Xpyo ) 1) g -

De 1 y 3 se tiene que la cadena en sentido inverso satisface la condicién markoviana. De 1
y 2 se aprecia que no es en general homogénea.
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4.5.2 Cadenas de Markov de Segundo Orden

Al definir las cadenas de Markov vimos que el principal supuesto que ellas tienen es la
condicién markoviana, que sefiala que el comportamiento futuro del sistema depende exclu-
sivamente de su comportamiento presente y no de su pasado.

P’I"Ob(Xk_|_1 = Ez/Xk = E‘_7 ----7X0 = E]O) = P’I"Ob(Xk_|_1 = Ez/Xk = E]k)

k7

Una extensién natural al modelo cldsico de Markov es suponer que el comportamiento de
Xj+1 depende tanto de X como de Xj_; y no sélo de X, en este caso se dice que la cadena
de Markov es de segundo orden. Si suponemos que la condicién de homogeneidad se sigue
manteniendo, es necesario conocer r* probabilidades del tipo

Piji = Prob(X, = Ey /Xy 1 = Ej, Xn 9 = Ej)

para describir la evolucién en probabilidad del sistema.

Una forma alternativa de modelacién es definir un nuevo sistema para el cual el estado del
sistema al instante n es un par ordenado de estados del sistema original en los instantes n y
n — 1. De esta forma si el sistema inicial evolucioné como E;, E;, E;, E;, E,, E,....., el nuevo
sistema presentaria una evolucién del tipo (E;, E;), (Ej, E;), (E;, Ey), (Es, Er), ..... Este nuevo
sistema se comporta como una cadena de Markov homogénea de orden uno, pero contiene r2
estados. Su matriz de probabilidades de transicién de un periodo W = [w(; ;) (s,k)] satisface:

0 j#s

w(iyj)v(svk) = { pZ]k j = 8

donde wy; ;) (s,k) €s la probabilidad que el sistema evolucione del estado (E;, E;) al estado
(Es, Ex) en un periodo.

Resulta natural la extensién a cadenas de orden superior, en que la ley de probabilidades
para X,, depende de los tltimos k estados alcanzados, X,,_1, X,_a, ..., X,_x- En ese caso
se definird |E|*¥ nuevos estados correspondientes a una k-tupla con los tltimos k estados
elementales alcanzados.

4.5.3 Ergodicidad

Supongamos que disponemos de dos estanquesA y B unidos por una cafieria, la que contiene
un llave de paso originalmente cerrada.
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El estanque A contiene oxigeno a una presion p, y el B helio a una presién py. Sila védlvula se
abre las moléculas de oxigeno evolucionan hacia el estanque B, mientras que las de helio lo
hacen hacia el estanque A. Un esquema, aleatorio puede perfectamente representar la evolu-
cién de las presiones parciales de las mezclas en cada estanque. Se constata que rdpidamente
un equilibrio se alcanza, las presiones en los estanques A y B se igualan y mantiene este
comportamiento aunque se mantengan los intercambios moleculares entre ambos estanques.

Un estado permanente se ha alcanzado, en el cual el estado del sistema definido por las
presiones parciales inicamente se mantiene constante. Mas aun, el estado final del sistema
es independiente de las condiciones iniciales del sistema, el resultado seria el mismo si las
cantidades de oxigeno y helio hubiesen sido repartidas arbitrariamente en los estanques A y
B.

Comportamientos como el anterior son frecuentemente observados en sistemas fisicos con
un gran numero de grados de libertad, esto llevd a fisicos como L. Boltzmann a enunciar
el “Principio de Ergodicidad’. En su forma mas general, este principio senalaba que para
un sistema complejo evolucionando en forma aleatoria su repeticién en el tiempo tendia a
regularizar su comportamiento pese a los caprichos del azar que interviene a cada instante.

Los matematicos retomaron el término ergddico para designar propiedades precisas del com-
portamiento de modelos abstractos. Algunos autores definieron “sistema ergédico” como un
sistema en evolucién markoviana, homogéneo en el tiempo con una tnica clase recurrente
aperiddica. La definicién mas comiin que se adoptd, dada por Maxwell fue aquella que expre-
saba que “ergodicidad” correspondia a igualar medias temporales con medias estadisticas,
o también la convergencia de las medias temporales cuando el tiempo de evolucién tiende a
infinito.

Para entender de que representa estd definicién, consideremos un sistema compuesto por r
estados {E1, .., E,. } evolucionando en forma aleatoria. Designemos por X; el estado alcanzado
por el sistema en el instante ¢. Consideremos dos tipos de frecuencias observadas.

1. Media Estadistica: Z(t)
Para ello se observan n realizaciones independientes del proceso y se denota por Z(t) el
nimero de veces que el sistema alcanzé el estado E; en el instante ¢. Z*(t) representa la
frecuencia absoluta de un evento en una muestra de tamafio n. Si p;(t) = Prob(X; =
E;) , la ley de los grandes nimeros nos sefiala que si n tiende a infinito, Z*(¢)/n
converge en probabilidad a p;(t).
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2. Media Temporal: ST
Se observa ahora una sola realizacién del proceso entre los instantes 0 y 7. Denotamos
por ST el tiempo durante el cual el sistema ocupé el estado F;. La razén S} /T es una
media temporal.

4.6 Ejercicios

1. Considere un sistema de Markov homogéneo con cuatro estados A, B, C, D. La matriz
de probabilidades de transicién de un periodo viene dada por:

(4) (B) (€) (D)

A0 0 07 025
(B)| 0 0 05 05
/1 o o0 o0
my|o 1 0 o0

(a) Cuéles son las leyes estables del sistema?

(b) Si el sistema se encuentra originalmente en C, cudl es la ley limite de los estados
Xon ¥ Xopi1 cuando n tiende a infinito.

(c) Responda el punto anterior si la ley inicial es 7(0) = [0.4,0.2,0.2,0.2].

(d) Se extraen de la evolucién aleatoria del sistema anterior los estados obtenidos de
dos en dos, es decir, Xy, X¢19, .., Xi10,. Es esta sucesién de Markov,cudles son sus
leyes estables.

2. Considere una cadena de Markov finita y homogénea. En qué caso la cadena definida
en sentido inverso a partir del periodo n es homogénea.

3. Muestre que si E; y E; son estados de una misma clase recurrente entonces f;; = 1.

4. Considere una cadena de Markov finita y homogénea representada por la siguiente
matriz de transicién de un periodo.

A B C D E F G H I
Al05 05 0 0 0 0 0 0 0
B| p 0 q 0 0 0 T 0 1—-p—q-—r
C| 0 0 0 05 05 0 0 0 0
D| O 0 05 0 0 05 0 0 0
E| 0 0 05 0 0 05 0 0 0
F| 0 0 0 05 05 0 0 0 0
G| O 0 0 0 0 0 0 1 0
H| 0 0 0 0 0 0 05 0.5 0
I]0 0 0 0 0 0 0 0 1

(a) Construya el grafo asociado a la cadena y clasifique todos sus estados identificando
las distintas clases existentes y su periodicidad.
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(b) Muestre que fac(n) = Lfac(n —1) + Efac(n —2)Vn > 3y concluya que

_ 4
fac=1_— ’
Deduzca el valor de fag v far.
(c) Si el sistema evoluciona durante un niimero suficientemente grande de periodos
partiendo en A. Cudl es la probabilidad de encontrarlo en H?

(d) Suponga que luego de evolucionar por un tiempo el sistema se encuentra actual-
mente en C. ;Cudl es la probabilidad de encontrarlo n periodos mas tarde en
E?
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Apéndice

4-A Demostracion propiedades cadenas de Markov

4-A.1 Invertibilidad de la Matriz de Probabilidades de Transicion
entre los Estados Transientes

Proposicién 4.5 Sea PT"" la matriz de probabilidades de transicion entre los estados tran-
sientes de una cadena de Markov finita y homogénea (i.e. es el resultado de eliminar todas las
filas y columnas asociadas a estados recurrentes de la matriz de probabilidades de transicién).
Entonces la matriz (I — PTm™) es invertible.

Dem: Supongamos que I — PTT%" no admite inversa; entonces el sistema (I — PT™") 7 =0
admite solucién no trivial Z. Supongamos que Z tiene todas sus componentes iguales. En
tal caso la ecuacién (I — PTm")Z = 0 obliga a que todas las filas de PT™*" sumen 1. Pero
esto no es posible, puesto que desde algunos de los estados transientes se debe poder acceder
a estados recurrentes, y las filas asociadas a esos estados en P77*" no podran sumar uno. De
esa forma, los elementos de Z no pueden ser todos iguales.

Sea Z,, la componente de mayor valor absoluto de Z, y supondremos Z,, > 0 (el caso Z,,, < 0
es andlogo). Sea Iy = {i / Z; = Z,,} (puede haber mds de una componente que alcance ese
valor méximo). La ecuacién (I — PTr")Z = 0 equivale a Z = PT™*"7 1o cual en particular
obliga a que

Zy =Y P Z; Vkely (4.20)

J

Sabemos que para k € Iy se tiene que 0 < P < 1Vj y que 3o; P < 1. Ademés
Z;=2Zysijelyy Z; < Zysij & Iy. Asi, latnica de manera de cumplir la Ecuacién (4.20)
es

> P =1 Vkely.

Jelm

Vale decir desde cualquier estado Ej, con k € I, sélo se puede acceder a otros estados cuyos
indices también estén en Ip;. Ello implica que esos estados constituyen una (o més) clases
recurrentes, lo cual es una contradiccién (son estados transientes).

De esa forma no puede haber solucién Z no trivial para (I—PT%")Z = 0, de donde (I—PTm")
es invertible. 1

4-A.2 Demostracion de la Proposicion 4.1

Toda cadena de Markov finita y homogénea admite al menos un vector m como ley estable.
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Para verificar la validez del enunciado anterior basta observar primero que segin la (4.16) 7
debe satisfacer:

T(P—1)=0 (4.21)

con I matriz identidad. Como P es una matriz de probablidad entonces se cumple que
det(P — I)=0 pues la suma de los términos de cada fila es nulo. Por lo tanto, el sistema
(4.21) admite solucién no trivial *. Por lo tanto siempre existe 7 # 0 tal que 7 = 7 P.

Lo siguiente es demostrar que entre las soluciones que existen alguna satisface con m > 0.
Para ello, verificaremos primero que si 7 es solucién de (4.21) entonces todos sus elementos
tienen el mismo signo. En efecto, sea 7 alguna solucién y supongamos que sus elementos
tienen distintos signos. Sea I; el conjunto de indices tal que m; < 04 € I; e I, el complemento
de I;; el resultado es directo si alguno de estos conjuntos de indices es vacio. Entonces de
(4.16) se tiene que:

T = > [m-pix)+ D [mi-pw] k€L (4.22)

jeh i€l

Luego sumando la ecuacién anterior sobre k € I; y reordenando se tiene:

Dolm (=D pe)l = DD mi pal (4.23)

kel jEn kel icly

por ser P una matriz de probabilidad, 1 —3;c7, pr; = 0y por tanto el lado de la izquierda de
la ecuacién anterior es negativo mientras que el lado derecho es positivo, esta contradiccién
se debe a suponer que tanto I; como I, son distintos de vacio, y por tanto se concluye que
todas las componentes de 7 son de igual signo.

Ahora bien, es ficil ver que si 7 satisface (4.21) entonces A 7 también serd solucién (A € IR).
Entonces escogiendo A = Y, 7; se tendrd que A # 0 pues 7 # 0 y todas sus componentes son
del mismo signo. De esta forma 7 = 7 es solucién de (4.21) con todas sus componentes no
negativas y con suma igual a 1, es decir, 7 es una ley estable del sistema. 1

4-A.3 Demostracién de la Proposicion 4.2

St una cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicion de un periodo P admite
vector de probabilidades estacionarias m entonces este corresponde a la unica solucion del
sistema :

T=7wP

Demostracion

4También es posible concluir que P admite a 1 como valor propio.
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Sabemos de la Seccién 4.4.1que de existir vector de probabilidades estacionarias éste corres-
ponde a una ley estable del sistema, de modo que sélo resta probar que, de existir, es inico.

Para verificar la unicidad del vector de probabilidades estacionarias m consideremos la po-
sibilidad que exista otra ley estable distinta 7* con n* # w. Supongamos que el sistema
comienza su evolucién con un vector de probabilidades iniciales 7(0) = 7*.Como 7* es una
ley estable se verifica que 7 = 7* P por lo tanto 7 (1) = 7(0) P = 7* P = 7*, en general se
tiene que 7(n) = 7* y por tanto lim,, ., 7(n) = 7*. Como 7 es un vector de probabilidades
estacionarias independiente de la ley inicial 7(0) (en este caso 7(0) = 7*) se cumple que
limy, oo 7(n) = 7, por lo tanto se tiene que 7 = 7*. &

4-A.4 Demostracion de la Proposicion 4.3

Una cadena de Markov finita y homogénea con matriz de transicion de un periodo admite
un vector de probabilidades estacionarias ™ st y sélo si:

lim P" =11

n—00
con I1 matriz de probabiliades tal que su columna k-ésima es de la forma m;[1,1,...,1].
Demostracién

Si existe un vector m de probabilidades estacionarias entonces existe lim,, ,,, 7(n) ademds
como 7(n) = w(0) P™ se tiene que existe lim,_,,, P". Sea la matriz II este valor limite para
P™ Como 7 es independiente de 7(0) se tiene que el producto 7(0) IT tiene que ser constante
para todo vector de probabilidades 7(0), es claro de esto que la tinica posibilidad es que las
columnas de II tienen que ser de la forma 7; [1,1, .., 1].

Supongamos ahora que lim,,_,., P"* = Il matriz de probabilidades tal que cada una de sus
columnas es de la forma 7;[1,1,..,1]. Por lo tanto, V7 (0) vector de probabilidades iniciales
se tiene:

lim 7(n) = lim #(0) P"* = n(0)II =«

n—0o0 n—0o0

Luego 7 es un vector de probabilidades estacionarias. &



